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über  Rollknrven  und  Rollfläc' 


Von 

Dr.  M.  Dlsteli 

in  Winterthur. 


Hierzu  Tafel  I  Fig.  1—4. 


Die  in  der  Kinematik  als  Roll  flächen  bekannten  krummen 
Flächen  bilden  die  Grundkörper  der  sogenannten  unrunden  Räder,* 
die  dazu  dienen,  eine  gleichförmige  Rotationsbewegung  der  einen 
Welle  in  eine  ungleichförmige  der  anderen  Welle  umzusetzen.  Sie 
sind  im  allgemeinen  Cylinder-,  Kegel-  oder  windschiefe  Regelflächen, 
je  nachdem  die  Axen  der  Wellen  zu  einander  parallel  sind,  oder  sich 
im  Endlichen  schneiden,  oder  sich  kreuzen.  Die  Übertragimg  der 
Bewegung  der  einen  Welle  auf  die  andere  geschieht  dann  in  der 
Weise,  dass  die  beiden  Rollflächen  R^  und  R^  sich  um  ihre  Axen 
0^  und  Og  drehen  und  gleichzeitig  aufeinander  rollen,  wobei  jedoch 
im  Falle  der  gekreuzten  Axen  zu  der  rollenden  noch  eine  gleitende 
Bewegung  beider  Flächen  aneinander  hinzutreten  wird,  welcher  Be- 
wegungsYorgang  als  Schroten**  der  Flächen  bezeichnet  worden  ist. 
Diese  gleitende  Bewegung  kann  dadurch  beseitigt  werden,  dass  man 
eine  oder  beide  Flächen  zugleich  eine  Translationsbewegung  längs 
der  Axen  ausführen  lässt;  in  diesem  Falle  gehen  dann  die  eine  oder 
beide  Flächen  in  allgemeine  Schraubenregelflächen  über,  wobei  die 
Punkte  kürzester  Distanz  der  Erzeugenden  von  der  Axe  Schrauben- 
linien von  veränderlichem  Radius  und  veränderlicher  Steigung  be- 
schreiben und  der  Richtungskegel  kein  Umdrehungskegel  mehr  ist. 
Zwei  solchermaßen  gestaltete  Flächen  sind  dann  wieder  befähigt, 
ohne  Gleiten  zu  rollen. 

Die  Aufgabe,  durch  gleichförmige  Rotationsbewegung  einer  Welle 
eine  ungleichförmige  an  einer  zweiten  Welle  hervorzubringen,  wird 
durch  die  Aufsuchung  der  entsprechenden  Rollflächen  kinematisch  voll- 
standig    gelöst.       Zur    Übertragung    einer    bestimmten    mechanischen 


♦  Vergl.  Burmester,  Lehrbuch  der  Kinematik,  1.  Bd.  2.  Lief.    Leipzig  188G. 
S.  870  flg.  und  die  dort  angegebenen  Litteraturn  ach  weise. 
••  VergL  Keuleaux,  Theoretische  Kinematik,  S.  83  flg. 
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2  über  Rollkurven  und  RoUfläclien. 

Arbeit  der  einen  Welle  auf  die  andere  sind  dagegen  beide  Grund- 
körper mit  Zähnen  zu  versehen,  die  so  zu  formen  sind,  dass  beim 
Gleiten  entsprechender  Zahnflanken  aufeinander  die  Bewegung  kon- 
tinuierlich und  möglichst  genau  so  vor  sich  geht,  als  ob  eben  die 
Flächen  R^  und  R^  der  Grundkörper  aufeinander  rollen  würden. 

Die  drei  Arten  von  Flächen  sollen  im  Folgenden  nach  dem  näm- 
lichen einheitlichen  Gesichtspunkt  behandelt  werden;  immerhin  mit 
besonderem  Nachdruck  darauf,  durch  die  Untersuchung  gleichzeitig 
auch  zur  graphischen  Darstellung  der  in  Rede  stehenden  Gebilde  zu 
gelangen. 

Teül. 
A.  Parallele  Axen. 

1. 

Im  Falle  paralleler  Axen  o^  und  o^  sind  Rj  und  R^  Cylinderflächen 
und  ihre  Untersuchung  beschränkt  sich  auf  diejenige  ihrer  Normal- 
schnitte. Diese  Spurkurven,  welche  die  Teilkreise  der  runden  Rader 
vertreten,  führen  den  Namen  Rollkurven  und  sollen  an  Stelle  der 
Cylinder  in  der  Folge  durch  die  Bezeichnung  R^  und  R^  gekenn- 
zeichnet werden. 

Sollen  zwei  solche  Rollkurven  sich  in  ihrer  gemeinschaftlichen 
Ebene  um  feste  Punkte  0^  und  Og  drehen  und  gleichzeitig  aufeinander 
rollen,  so  muss  nach  einem  Euler*schen  Theorem  die  Berührung  der- 
selben stets  auf  der  Centralen  0^  Og  stattfinden.  Ist  P  der  zwischen 
0^  und  Og  liegende  momentane  Berührungspunkt  beider  Kurven,  so 
wählen  wir  (\P  als  positive  Richtung  einer  Polaraxe  :r^,  ebenso  O^P 
als  positive  Richtung  einer  Polaraxe  ^;  dann  können  auf  o^  und  o^ 
stets  zwei  positive  Axenrichtungen  ^^  und  z^  so  fixiert  werden,  dass 
von  ihnen  aus  gesehen  beide  Scheiben  sich  gleichzeitig  bei  Berührung 
von  aussen  in  positivem  Sinne  drehen.  Bezeichnet  jetzt  2a  die 
Distanz  der  Wellenwinkel  0^  und  0^,  r^  und  q>^  ebenso  r^  und  g?j  die 
Polarkoordinaten  entsprechender  Punkte  Pj  und  Pg,  d.h. solcher  Punkte 
beider  Kurven,  die  einmal  gleichzeitig  durch  die  Centrale  gehen,  d'^ 
und  ^"2  die  in  positivem  Sinn  gemessenen  Winkel  der  Radienvektoren 
gegen  ihre  Tangenten,  so  wird  bei  gleichzeitiger  Rotation  beider 
Kurven  der  Berührungspunkt  P  die  Centrale  0^0^  durchlaufen  und 
zwar  eine  Strecke  derselben,  die  ganz  innerhalb  oder  ganz  ausserhalb, 
oder  zum  Teil  innerhalb  und  zum  Teil  ausserhalb  der  begrenzten 
Strecke  0^0^  ü^gt,  je  nachdem  die  Berührung  beider  Scheiben  stets 
von  aussen,  stets  von  innen,  oder  abwechselnd  von  aussen  und  innen 
erfolgt. 

Bezeichnet  man  ferner  zwei  um  0^  und  Og  beschriebene  Kreise, 
die  sich  auf  der  Centrale  berühren,   als   ein  Elementenpaar,  so  be- 
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Von  Dr.  M.  Disteli.  3 

stehen  zwischen   den    Polarkoordinaten   zweier   entsprechender   Punkte 
jedes  Paares  die  Gleichungen: 

1)  r,  +  r,^2a, 

2)  '^id(px  —  r^d(p^  =  0. 

Die  Elemente  jedes  Paares  bilden  ein  Paar  von  Rollkurven  für 
konstantes  Verhältnis  der  Winkelgeschwindigkeiten  m^  und  m^  beider 
Kurven;  denkt  man  sich  jetzt  die  Ebene  derselben  doppelt  und  über 
einander  gelegt,  so  gelangt  man  zu  den  allgemeinsten  Paaren  von  Roll- 
kui-ven  nach  folgendem  Satz: 

Durchläuft  ein  Punkt  P  die  Centrale  0-^0^  nach  einem 
willkürlichen  Gesetze,  während  die  mit  0^  und  Og  fest  ver- 
bundenen Ebenen  sich  um  Oi.und  Og  gegenseitig  so  drehen, 
als  ob  die  momentan  durch  P  gehenden  Kreise  des  Paares 
aufeinander  rollen  würden,  so  beschreibt  P  in  beiden  Ebenen 
zwei  entsprechende  Rollkurven  R^  und  R^. 

Seien  Wm  und  Wirj  ebenso  t^a^und  w^r  die  normal  zur  Centrale 
wirkenden  resp.  in  diese  fallenden  Komponenten  der  Geschwindigkeiten 
w^  und  M7j,  mit  denen  bei  gleichzeitiger  Drehung  beide  Kurven  Rj  und 
R^  durch  den  Punkt  P  laufen,  so  ist: 

dq).  dq>^ 

dr.  dr. 

also  nach  den  Gleichungen  1)  und  2): 


somit 


d.h.: 

3)  d'j^-{-  d'^^=  7t, 


Wir  +  Wir  =-0, 

+  ^?l?^  =  tg^l+tg'9'o=0, 
\C\r  Wir  O      1    '       O      S  ; 


Wln+Wir^win+  wh, 


Femer  folgt 

d.h. 

4)  dSj^  =  ds^. 

Nach  3)  berühren  sich  also  R^  und  R^  in  P,  nach  4)  rollen  sie 
bei  der  Drehung  um  0^  und  Og  aufeinander,  folglich  genügen  die  Be- 
dingungsgleichungen 1)  und  2),  um  zwei  Kurven  als  zusammengehörige 
RoUkurven  zu  charakterisieren. 

Um  nun  von  der  angegebenen  mechanischen  Erzeugungsweise  zu 
einer  konstruktiven  zu  gelangen,  denken  wir  uns  zwei  RoUkurven  mit 
Berührung  von  aussen  in  richtiger  Lage.  In  diesen  Kurven  entspricht 
dann  der  Folge  von  Radien  ö^i ,  &i ,  ^i  .  .  .  der  ersten  in  ganz  bestimmter 
Weise  die  Folge  von  Radien  %,  feg,  Cj  .  ..  der  zweiten;  denkt  man  sich 
nun    die  Kurven   weg  und  bringt   das   zweite  Radiensystem    de^rt  an  ^ 
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4  tber  Rollkurx'en  und  Kollflächen. 

deu  Punkt  0^,  dass  die  positiven  Axen  x,,  «/s;  h  "^i*  ^^'^  positiven 
Axen  a^i,  y^,  ^gr^  zusammenfallen,  so  haben  wir  am  Punkte  0^  zwei 
vereinigte  Büschel  von  gleichem  oder  entgegengesetztem  Drehungssinn^ 
je  nachdem  Berührung  von  aussen  oder  innen  vorausgesetzt  wird.  Um 
die  gegenseitige  Abhängigkeit  entsprechender  Strahlen  zu  veranschau- 
lichen^ bringe  man  beide  Büschel  mit  einem  beliebigen  um  0^  be- 
schriebenen Kreise  D  zum  Schnitt,  so  erhält  man  auf  diesem  zwei 
Punktreihen -4j JB^ C^ . . .,  A^B^C^, . ,  Verbindet  man  jetzt  entsprechende 
Punkte  durch  geradlinige  Sehnen,  so  umhüllt  die  Gesamtheit  derselben 
eine  bestimmte  Kurve  F  und  umgekehrt  vermittelt  jede  Kurve  P  die 
geometrische  Abhängigkeit  zweier  Strahlsysteme  am  Punkte  O^. 

Bezeichnet  aber  A^A^  die  zu  A^A^  unendlich  benachbarte  Sehne, 
welche  ihr  also  in  ihrem  Berührungspunkt  mit  der  Enveloppe  P  be- 
gegnet und  sind  tp^  und  g?,  die  Polarwinkel  der  Radien  Oy^A^  und  O^A^ 
gegen  eine  beliebige  Polaraxe  Xy  so  besteht  beim  Kreis  bekanntlich  die 
Proportion:  a^  _  A^A^  _  d^ 

Teilt  man  daher  die  Radien  O^A^  und  O^A^  je  durch  einen 
Punkt  Pj  und  P,  im  umgekehrten  Verhältnis  der  Tangentenabschnitte 
A^F  und  A^Fy  indem  man  P^I  parallel  OjJg  ^^^  P2F  parallel  O^A^ 
zieht,  so  ist  zunächst  für  die  Radien vektoren  r^  und  r^  der  Punkte  Pj 
und  Pg  die  Bedingung  2)  erfüllt: 

Da  jetzt  nach  Gleichung  1): 

r^  -f  r,  =  2a 

sein  soll,  so  hat  man  dem  um  0^  beschriebenen  Kreis  D  den  Radius 
2a  zu  erteilen.     Man  gelangt  somit  zu  folgendem  Ergebnis: 

Ist  F  eine  vollkommen  willkürliche  Kurve,  die  in  der 
Ebene  eines  Kreises  D  liegt,  so  bringe  man  die  Tangente 
irgend  eines  ihrer  Punkte  F  in  A^  und  A^  mit  D  zum  Schnitt 
und  ziehe  P^F  parallel  zum  Radius  O^A^,  P^F  parallel  zum 
Radius  O^Jj.  Durchläuft  jetzt  F  die  ganze  Kurve  F,  so  be- 
schreiben die  Punkte  P^  und  Pg  entsprechende  Rollkurven 
für  Oj  als  Drehpunkt  und  den  Radius  des  Kreises  D  als 
Centraldistanz. 

Den  Kreis  D  bezeichnen  wir  fortan  als  Distanzkreis,  die 
Kurve  F  als  Teilungskurve  der  Rollkurven  R. 


Zum  Zwecke  einer  genaueren  graphischen  Darstellung  der  Kurven  R^ 
und  Rg  soll  jetzt  die  Konstruktion  der  Tangente  und  des  Krümmungs- 
radius in  den  Punkten  Pj  und  Pj  abgeleitet  werden.  Sind  die  Radien- 
systeme an  den  Punkt  0  gebracht,  so  bezeichne  in  Fig.  1  (Taf.  I)  u  den 
Winkel  der  Normalen  n  der  Teilungskurve  gegen  die  Polaraxe,  2r  den 
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Winkel,  unter  dem  die  Sehne  A^Ä^^  von  0  aus  gesehen  wird.  Femer 
seien  ©j,  äj;  Oj,  «^g?  ®oj  ^o  Winkelgeschwindigkeiten  und  -Beschleunig- 
ungen der  Radien  OA^^  OA^  und  der  Normalen  w,  so  ist  zunächst: 

2w  =  9?i  +  9g,      2t;  =  9?i~9?2; 

*^^^=  2cJo«fiii+a>„    25ro=«,  +  3rj. 

Ist  nun  A  der  Mittelpunkt  der  Tangente  A^A^^  so  nehmen  wir 
ihn  zum  Anfangspunkt  eines  Koordinatensystems,  dessen  positive 
Axe  x^  von  A  nach  A^y  dessen  positive  Axe  y'  von  A  nach  0  ge- 
richtet ist.  Bezeichnen  nun  zur  Abkürzung  die  absoluten  Längen 
folgender  fünf  Strecken  mit  Buchstaben,  nämlich: 

A^I^n,    A^F^m,    A^A^^2s,    AF^e,    AO^f, 

so  erhält  jede  dieser  Strecken  durch  ihre  Bezeichnung  zugleich  be- 
stimmtes Vorzeichen.  Die  Tangente  A^A^  kann  nun  auf  unendlich 
viele  Arten  längs  der  Kurve  P  bewegt  werden,  da  aber  die  Be- 
wegungsrichtung der  Punkte  P^  und  P,  von  dem  Bewegungsgesetz  der 
Tangente  A^A^  durchaus  unabhängig  sein  muss,  so  kann  zur  Fixierung 
bestimmter  Verhältnisse  die  Annahme: 

«  m  . 

also:  «-        n  5  . 

CO,        m  "2a 

gemacht  werden,  nach  welcher  somit  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Tangente  A^A^  ihrer  Länge  proportional  ist. 

Auf  dem  Distanzkreis  bewegen  sich  infolgedessen  die  Punkte  Ay^ 
und  A^  mit  den  Geschwindigkeiten: 

TFj  =  2«©!  =  n,    W^=  2aa7j  =  m. 

Es  sei  ferner  K  der  Krümmungsmittelpunkt  der  Teilungskurve  für 
den  Punkt  F^  öi  ^^^  Qi  seien  die  Schnittpunkte  der  Normalen  n  mit 
OAi  und  0^2,  dann  wird  für  eine  unendlich  kleine  Drehung  der 
Tangente  A^A^  um  den  Punkt  K  in  positivem  Sinne  die  Strecke  n 
wachsen,  falls  K  auf  der  begrenzten  Strecke  FQ^^  liegt;  dagegen  die 
Strecke  m  wird  wachsen,  so  lange  K  auf  der  unbegrenzten  Strecke 
FQ2  postiert  wird.  Wenn  daher  mit  P^  und  Pg  die  tangentialen  Be- 
schleunigungen der  Punkte  A^  und  A^  bezeichnet  werden,  so  ist: 

Pj  =  2an^^^^'  ^==-KQ, sint;  =  KL^, 

wenn  L^  und  L^  die  Fusspunkte  der  Lote  von  K  auf  die  Raiend  OA^ 
und  OA2  bedeuten.* 


*  Vergl.  Mannheim:  Geometrie  Cinematique,  S.  44  flg.    Paris  ^^^^(^ r\r\0]p^ 
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Es  ist  daher  „  ^.^ 

P, -^,  -        KQ,' 
d.h.  Pj  und  Pj   haben  gleiches   und  zwar  positives  Vorzeichen  nur  so 
lange  K  auf  der  begrenzten  Strecke  Q^Q^  liegt. 

Bewegt  sich  demnach  die  Tangente  Ä^A^  längs  der 
Teilungskurve  mit  der Winkelgeschwindigkeitio^j,  welche  ihrer 
Länge  proportional  ist,  so  sind  die  tangentialen  Geschwin- 
digkeiten^  mit  denen  ihre  Endpunkte  auf  dem  Distanzkreis 
gleiten,  gleich  den  vom  Berührungspunkt  gebildeten  Ab- 
schnitten der  Tangente  und  ihre  tangentialen  Beschleunig- 
ungen der  Grösse  und  dem  Sinne  nach  gleich  den  Entfern- 
ungen des  Krümmungsmittelpunktes  der  Teilungskurve  von 
ihl*en  Radien. 

Bedeuten  jetzt   wieder   Winj  Wir  und  w^ny  t(^2r  die  normalen  und 
radialen  Komponenten  der  Geschwindigkeiten  w^  und  tv^  der  Punkte  P^ 
und  Pj,  so  folgt  aus  der  Gleichung: 
Ti  ö),        m 

a — i —  =«  2a -^7 

m-j-n  m^ 

r«  =  2a  — i —  =  2a  — ^: 
also:  mn  W^W^         t>  r. 


und  da 


^1  ®l  —  ^2  QJj  ==  0, 


Die  doppelten  normalen  Geschwindigkeitskomponenten 
der  Punkte  P^  und  Pj  sind  also  gleich  dem  harmonischen 
Mittel  aus  den  Geschwindigkeiten  der  Punkte  Ä^  und  A^  und 
gleich  ihren  parallel  zur  Tangente  der  Teilungskurve  ge- 
messenen doppelten  Entfernungen  vom  Berührungsradius  OJP. 

Aus  den  oben  stehenden  Werten  von  r^  und  r^  ergeben  sich  nun 
auch  die  radialen  Komponenten,  nämlich: 

dr^         a     OD.««  — ©,«1 

«'''•=-dr==8  — V — ' 

^^'^^  ^~di~^2  V 

Um  diese  Ausdrücke  zu  konstruieren,  beachte  man,  dass 


*'« 


I'      trr,  ~         ^ft5      ^^0-       2a 


ist,  so  wird:  r^^^^J^ 
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2  n-\-in  2 

Aus  der  Definitionsgleichung  dieser  Strecke  GK  geht  aber  hervor, 
dass  in  allen  Fällen  der  Punkt  G  der  vierte  harmonische  zum  Punkte 
F  in  Bezug  auf  das  Punktepaar  Q1Q2  ist  und  daher  gefunden  wird, 
indem  man  OG  parallel  zur  Sehne  P^P^  zieht. 

Fällt  K  mit  G  zusammen,  so  sind  die  radialen  Geschwindigkeits- 
komponenten der  Punkte  P^  und  Pj  gleich  Null,  d.h.  diese  bewegen 
sich  momentan  auf  Kreisen  um  den  Punkt  0.  Es  ist  daher  G  der- 
jenige Punkt  der  Ebene,  um  welchen  die  Sehne  Ä^A^  gedreht  werden 
muas,  wenn  das  Verhältnis  ihrer  Abschnitte  d.h.  auch  das  Verhältnis 
der  Winkelgeschwindigkeiten  o^  und  co^  sich  momentan  nicht  ändern 
soll.  Mit  der  Bezeichnung  Geschwindigkeitscentrum  für  den  Punkt  G 
ergiebt  sich  demnach  für  die  Punkte  P^  und  P,: 

Die  doppelten  radialen  Geschwindigkeitskomponenten 
der  Punkte  Pj  und  Pg  sind  gleich  der  Entfernung  des  Ge- 
schwindigkeitscentrums G  vom  Erümmungsmittelpunkt  der 
Teilungskurve. 

Ist  demnach  die  Teilungskurve  F  sowie  ihre  Evolute  E  gegeben, 
so  können  für  jedes  Punktepaar  der  Bollkurven  die  Tangenten  durch 
Abstechen  zweier  Strecken  angegeben  werden.  Es  ist  aber  leicht  ein- 
zusehen, dass  diese  Konstruktion,  die  zunächst  kinematisch  begründet 
ist,  auch  eine  geometrische  Bedeutung  hat. 

Es  ist  nämlich: 

W^r^-^KG, 

somit  tge•^  FG 

tgr     ""  ~  kg' 

Fällt  daher  K  mit  F  zusammen,  so  ist  ^^^  7t  —  r,  d.h.  wenn  die 
Kurve  F  eine  Spitze  besitzt,  so  steht  die  Tangente  der  Rollkurve  zur 

Rückkehrtangente  normal.    Fällt  K  mit  G  zusammen,   so  ist  ^1=^, 

d.h.  die  Tangente  steht  zum  Radius  r^  normal;  fallt  endlich  K  mit 
dem  unendlich  fernen  Punkt  ?7  von  n  zusammen,  so  ist  -ö-^  =  0,  d.  h.  wenn 
die  Teilungskurve  eine  Wendestelle  besitzt,  der  ein  unendlich  grosser 
Krümmimgsradius  zukommt,  so  geht  die  Tangente  der  Rollkurve  durch 
den  Punkt  0.  Bezeichnet  man  daher  die  den  Punkten  G,  U,  P,  K 
entsprechenden  Tangenten  von  R^  mit  //,  u,  f]  A',  so  sagt  obige 
Gleichung  nichts  anderes  aus  als  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse 

(ßuß)  =  (GUFK), 

Es  ist  also  die  Reihe  der  Krümmungsmittelpunkte  K 
auf  der  Normalen  n  projektiv  zum  Büschel  der  Tangenten  am 
Punkte  Py  ^  . 
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Die  Konstruktion  der  Geschwindigkeit  w^  ist  daher  nichts  anderes 
als  die  einfachste  Konstruktion  dieser  Projektivitat. 

Soll  endlich  die  Linie  FP^  gerade  die  Tangente  der  Kurve  B^ 
in  Pj  sein,  so  bleibt  bei  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  des 
Punktes  F  der  Inhalt  des  Parallelogrammes  JPP^OPg  ungeandert.  Es 
ist  dann  ^^^  =  ;r  —  2r,  oder  falls  man 

KG^FG^Q 

setzt,  wo  Q  den  Krümmungsradius  von  F  bedeutet: 

2 1 


oder  i  ^Q 


FG 

2_ 

cos-  r 


Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Teilungskurve  im  Punkte  F 
von  derjenigen  Ellipse  oskuliert  wird,  welche  OF  zum  Durchmesser 
und  P1P2  zu  Brennpunkten  hat. 

Wird  also  ein  Parallelogramm  OP^FP^  derart  um  die 
feste  Ecke  0  gedreht,  dass  Inhalt  und  Umfang  2a  konstant 
bleiben,  indessen  die  Ecken  P^  und  P,  Kurven  von  gleicher 
Bogenlänge  beschreiben,  so  sind  die  Bahnen  derselben  Ort  der 
Brennpunkte  aller  Ellipsen  von  der  konstanten  Hauptaxe  2a, 
welche  mit  dem  Parallelogramm  konzentrisch  bleiben  und 
fortgesetzt  die  Bahn  der  Ecke  P  oskulieren. 

Soll  nun  im  weiteren  in  dem  Punkte  P^  der  Kurve  R^  der 
Krümmungsradius  q^  konstruiert  werden,  so  ist  dazu  die  Kenntnis 
von  vier  aufeinanderfolgenden  Tangenten  der  Kurve  P,  d.h.  die  An- 
gabe des  zweiten  Krümmungsmittelpunktes  K'  erforderlich.  Bezeichnet 
man  dann  die  daraus  entspringende  Beschleunigung,  mit  welcher  sich 
Pj  auf  dem  Radius  OA^  bewegt,  durch  piry  so  ergiebt  sich  die 
Beschleunigung  des  Punktes  Pj  nach  dem  Coriolis'schen  Satze* 
wie  folgt: 

Bezeichnet  pik  die  Beschleunigung  des  momentan  mit  Pj  zu- 
sammenfallenden Punktes  der  Geraden  0-4,,  so  ist  die  Beschleunigung 
|)j,  mit  der  sich  der  Punkt  P^  auf  seiner  Bahn  R^  bewegt,  gleich  der 
geometrischen  Summe  der  Beschleunigungen  jpn  und  jpir,  vermehrt  um 
die  Zusatzbeschleunigung  i)i»>—  2w?ir  c»j,  die  senkrecht  zur  Geraden  OA^ 
steht  und  mit  der  um  einen  rechten  Winkel  im  Sinne  von  Oj  gedrehten 
Geschwindigkeit  Wir  gleich  gerichtet  ist. 

Um  zunächst  die  Beschleunigung  ihr  zu  finden,  bezeichne  man 
(Fig.  1  Taf  I)  mit  G'  den  Schnittpunkt  der  Normalen  w"  der  vom  Punkte  G 

*  Vergl.  Burmester  a.  a.  0.  Bd.  I  Lief  3,  S.  776. 
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beschriebenen  Kurve  G  mit  der  Normalen  n'  der  Evolute  E  im  Punkte  K. 
Um  die  Lage  dieses  Punktes  &  zu  bestimmen^  beachte  man^  dass 


K&^ 


f        dFG 


„     .        ^  du 
Es  ist  aber 

^l^ft  +  2^%  «    *^  *          ^^* 

Da  aber  A  die  Fusspunktskurve  von  F  beschreibt^  so  ist: 

du  ^' 

a       du  A^ 

und  daher  ^ 


Also 


2 

Die  erste  Strecke  wird  der  Grösse  und  Richtung  nach  erhalten, 
indem  man  durch  G  die  Parallele  zu  Ä^A^  zieht  und  mit  OF  in  G^ 
zum  Schnitt  bringt.  Die  zweite  Strecke  hat  das  Vorzeichen  von  GK^ 
sie  ist  mit  GK  proportional,  d.h.  die  Gerade  GqG^  }iB,t  eine  von  der 
Lage  von  K  unabhängige  Richtung,  die  sich  leicht  konstruieren  lässt, 
indem  man  ÄQ  =^  QiQ%  macht  und  aus  Gq  auf  A^Q  das  Lot  fällt. 

Ist  nun  6r'  gefunden,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

Wir--^GK: 

Pir  **  -^G'K'siuv. 

Fallt  K'  mit  G'  zusammen,  so  i8t|)ir=0,  d.h.  G'  ist  derjenige 
Punkt,  um  welchen  die  Normale  n  gedreht  werden  muss,  falls  die 
Geschwindigkeitskomponenten  Wir  und  Wir  sich  momentan  nicht  än- 
dern sollen.     Man  kann  daher  G'  das  Beschleunigungscentrum  nennen. 

Das  Vorzeichen  der  Strecke  JSTö'  ergiebt  sich  jedesmal  aus  der  Figur, 
nämlich  als  positiv  oder  negativ  bezüglich  n'  je  nachdem  FG  zunimmt  oder 
abnimmt;  ist  sodann  auf  der  Normalen  n!  der  Evolute  E  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt K'  gegeben  und  liegt  er  wie  in  Fig.  1  (Taf.  I)  mit 
K  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  6r',  so  ist  ö'J5l'  eine  positive 
Strecke,  d.h.  pir  eine  positive  Beschleunigung;  liegt  Z^'  mit  JBT  auf 
der  gleiclien  Seite  von  G\  so  ist  G'J5l'  eine  negative  Strecke,  also 
pir  eine  negative  Beschleunigung.  Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt 
sieh  daher: 

Die  doppelten  radialen  Beschleunigungskomponenten 
der  Punkte  Pj  und  Pg  sind  gleich  den  Projektionen  der  Ent- 
fernung des  Beschleunigungscentrums  G^  vom  zweiten  Erüm- 
mungsmittelpunkt  K'  auf  die  Radien  OA^  und  OA^.      ^  j 
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Zur  Bestimmung  der  Beschleunigung  pik  betrachten  wir  jetzt  den 
momentan  mit  P^  zusammenfallenden  Punkt  der  Gferaden  OA^,  so  be- 
wegt sich  dieser  auf  einem  mit  D  konzentrischen  Kreise  K  mit  der 
tangentialen  und  radialen  Beschleunigung: 

welche  sofort  angegeben  werden  können.  Ferner  ergiebt  sich  als 
Zusatzbeschleunigung  ; 

Die  Zusatzbeschleunigung  pi,  ist  also  doppelt  so  gross 
und  gleich  gerichtet  wie  der  zwischen  r^  und  n^  liegende  Ab- 
schnitt der  im  Punkte  Kir  auf  r^  errichteten  Normalen. 

Setzt  man  daher  die  beiden  radialen  und  normalen  Komponenten 
zusammen,  so  sind  die  Strecken  P^Pir  und  PiPm  die  Komponenten 
der  gesuchten  Beschleunigung: 

Bedeutet  endlich  PiQ  =  PiPiq  ^^  in  ^i^  Richtung  von  n^  fallende 

Komponente  von  p^,  so  ist  Qi=^PiK^  =  -^^  der  gesuchte  Krümmungs- 

radius  von  P^  im  Punkte  Pj.  Da  die  Komponenten  von  2h  ^^^^  ^^^^ 
Konstruktion  linear  aus  der  Strecke  GK  und  G^K^  zusammensetzen, 
so  ergiebt  sich  ohne  weiteres,  dass  der  Endpunkt  der  Beschleunigung, 
also  P  und  der  zweite  Krümmupgsmittelpunkt  K^  bei  unveränderter 
Lage  der  Radien  sowie  der  Punkte  F  und  G  zwei  zu  einander  affine 
Punktebenen  erfüllen,  sodass  der  Satz  von  Coriolis  nichts  anderes 
ist  als  die  einfachste  geometrische  Ausdrucksform  fQr  die  Konstruktion 
entsprechender  Punktepaare  der  beiden  affinen  Ebenen. 

Durchläuft  der  Punkt  K  die  ganze  Normale  n,  so  durchläuft  der 
Punkt  (t'  die  Gerade  Gq^'j  ^^^*  daher  K  mit  G  zusammen,  so  deckt 
sich  6r'  mit  Gq  und  es  haben  daher  die  Kurven  G  und  E  in  6? 
eine  gemeinschaftliche  Normale.     Man  schliesst  daher: 

Die  Kurven  E  und  G  berühren  sich  überall  da,  wo  sie 
sich  schneiden  und  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der 
Berührungsstellen  treffen  die  Kurve  F  in  denjenigen  Punkten, 
denen   die  extremen  Werte  der  Radien  r^  und  r,  entsprechen. 

Bestimmten  Lagen  der  Krümmungsmittelpunkte  K  und  K*  werden 
spezielle  Werte,  des  Krümmungsradius  q^  entsprechen.  Soll  nämlich  die 
Komponente  jpip  den  Wert  Null  erreichen,  so  kann  man  auf  der  Geraden 
n'  einen  bestimmten  Punkt  W  angeben,  in  welchen  K'  verlegt  werden 
muss,  damit  dieser  Umstand  eintritt.  Die  Gesamtheit  dieser  Punkte 
W  erfüllt  dann  eine  bestimmte  Kurve  W,  welche  der  zweiten  Evo- 
lute E'  der  Teilungskurve  in  einer  bestimmten  Anzahl  von  Punkten 
begegnen  wird.  ^  ^ 
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Die  Schnittpunkte  der  Kurven  E'  undW  führen  somit  zu 
denjenigen  Punkten  der  Teilungskurve,  denen  ein  Wende- 
punkt der  Kurve  R^  entspricht. 

Im  allgemeinen  wird  der  entsprechende  Punkt  Pg  der  Kurve  B^ 
kein  Wendepunkt  sein,  vielmehr  entspringen  die  Wendepunkte  dieser 
Kurve  aus  einer  zweiten  Kurve  W,  die  in  analoger  Weise  entsteht. 

Der  Krümmungsradius  q^  nimmt  dagegen  den  Wert  Null  an, 
sobald  der  Punkt  K'  ins  Unendliche  rückt,  ohne  dass  gleichzeitig  auch 
K  sich  im  Unendlichen  befindet.     Man  schliesst  daraus: 

Hat  die  Kurve  F  in  F  eine  Spitze  zweiter  Art,  oder 
einen  Wendepunkt,  der  zugleich  auch  ein  Wendepunkt  ihrer 
Evolute  E  ist,  so  haben  die  Kurven  R^  und  R^  in  P^  und  P^ 
je  eine  Spitze  erster  Art. 

Da  femer  die  beiden  Beschleunigungen  p^  und  p^  unter  sich  eben- 
falls in  projektiver  Abhängigkeit  sind,  so  bestehen  auch  zwischen 
ihren  Komponenten  Beziehungen,  die  leicht  aufzustellen  sind. 

Projiziert  man  nämlich  den  Linienzug  P^KirPuPPi  auf  die  Tan- 
gente und  Normale  von  R^,  so  folgt: 

Pit  =  — ^cosO-j  —  (2a>i«i?ir  +  ri«,)sin^,  +  i?i  r  cos -ö", , 

Pi^=  ^7^sinO'i  +  (2coiWir+  r^n^)  cos  ^^  +  pi  r  sin  ^^ , 
und  analog  für  p%t  und  p^f^.     Da  aber 

also  auch  ,  ^ 

r^  %  —  r^Äj  +  (0^  Wir  —  »j  tV2r  =  0, 

so  ergiebt  sich  ohne  weiteres: 

pu  -Pit  ^0 
und  y  X 

PiQ+P^d  -  (^-^  +  ij  tVi^sind^^, 

Diese  ebenfalls  von  Euler  aufgestellte  Gleichung  gilt  für  Be- 
rührung der  Kurven  R^  und  R^  von  aussen,  für  Berührung  von  innen 
sind  beide* positiven  Zeichen  durch  die  negativen  zu  ersetzen. 

.Nach  dem  Vorigen  lassen  sich  nun  die  Kurven  R^  und  R^  auch 
dann  konstruieren,  wenn  für  jedes  korrespondierende  Radienpaar  die 
Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  der  Punkte  A^  und  A^  bekannt 
sind.  Bewegt  sich  beispielsweise  JL,  auf  dem  Kreise  D  gleichförmig, 
indessen  A^  sich  so  bewegen  soll,  dass  ein  Punkt  A^y  der  mit  A^ 
durch  eine  starre  Linie  verbunden  ist,  sich  im  horizontalen  Durch- 
messer von  D  nach  vorgeschriebenem  Gesetze  bewegt,  so  ist  zu  jeder 
Lage  von  A^^  diejenige  von  A^  bestimmt,  ebenso  die  Geschwindigkeiten 
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und  Beschleunigungen  dieser  Punkte.  Die  beiden  Kurven  R^  und  R^? 
welche  die  verlangte  Übertragung  der  Bewegung  hervorbringen, 
können  daher  durch  Punkte  und  Tangenten  konstruiert  werden. 

3. 

Um  die  Kurven  R^  und  R,  auch  durch  ihre  Gleichungen  in  Polar- 
koordinaten darzustellen,  was  insbesondere  im  Falle  einer  transcen- 
denten  Kurve  F  von  Vorteil  sein  kann,  hat  man  nach  dem  Vor- 
angegangenen neben  der  Gleichung: 

1)  r,  +  r^^  2a 

noch  eine  endliche  Gleichung  zwischen  den  Winkeln  g?i  und  g?,: 

2)  *(9^„<P2)  =  0 

als  gegeben  anzunehmen  und  mittelst  der  Bedingungsgleichung: 

aus  diesen  drei  Gleichungen  entweder  r^  und  q)^  oder  r^  und  tp^  zu 
eliminieren.     Setzt  man  nun 

so  geht  die  Gleichung  2)  über  in  eine  Gleichung: 

F(u,v)  =  0, 

in  welcher  man  jetzt  u  und  v  als  Koordinaten  der  Teilungskurve  F 
auffassen  kann.  Ist  zunächst  P  durch  eine  Gleichung  in  den  recht- 
winkligen Linienkoordinaten  u^  und  v^  gegeben,  so  findet  man  ihrq 
neue  Gleichung  in  den  Koordinaten  u  und  v  durch  die  Substitutionen^ 

1  C08U 

*  2a     coBt; 

und  . 

1       Bin  u 
Vi-- 


2  a      cosr 

Ist  dagegen  F  durch  polare  Linienkoordinaten  r  und  u  ausgedrückt, 
so  genügt  es  r  =  2acosi; 

zu  setzen,  um  die  Gleichung  in  den  Koordinaten  u  und  v  zu  erhalten. 
So  findet  man  z.B.  aus  der  Gleichung  des  Punktes,  der  im  Abstände 
26  vom  Anfangspunkt  auf  der  Polaraxe  x  liegt:  *" 

26ui  +  1  =  0 

a  cos  t?  —  6  cos  M  =  0 

als  Gleichung  desselben  in  den  Koordinaten  u  und  v. 

Wird  jetzt  um  diesen  Punkt  ein  Kreis  vom  Radius  2r^  beschrieben, 
so  hat  seine  Gleichung  in  Linienkoordinaten  die  Form: 
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Durch  obige  Substitutionen  geht  sie  über  in  die  Gleichung: 

a  cos  t;  ~  6  cos  tt  T  r^  =  0, 

je  nachdem  als  Ausgangslage  die  eine  oder  andere  derjenigen  beiden 
Tangenten  des  Kreises  gewählt  wird;  welche  auf  der  Polaraxe  normal 
stehen.  Will  man  dagegen  umgekehrt  von  den  Koordinaten  u  und  v 
zu  rechtwinkligen  Linienkoordinaten  übergehen;  so  hat  man: 

J*i 


cos  w  =  — 


zu  substituieren. 

Da  nun  im  weiteren 


cos  v  ==  + 


1 


2a]/«i«+Vi' 


1    _L      ^^ 

'     du 


-1- 


dv 


so  wird  nun: 


4) 


du 


0' 


5) 


6) 


Dazu 


du 
9i  =  ^  +  *^? 

F(u,  v)  «=  0. 

Eliminiert  man  daher  aus  den  Gleichungen  4)  und  6) 
resp.  5)  und  6)  die  Parameter  u  und  v,  so  sind  die  Re- 
sultanten der  Elimination  allemal  die  Gleichungen  zweier 
entsprechender  Rollkurven. 

Im  allgemeinen  wird  man  durch  beide  Eliminationen  dieselbe 
Gleichung  in  Polarkoordinaten  finden,  d.  h.  R^  und  R^  sind  im  all- 
gemeinen Teile  ein  und  derselben  Kurve  R.  Ist  F  eine  algebraische 
Kurve,  so  ist  es  auch  die  Kurve  R,  deren  Ordnung  sich  leicht  be- 
stimmen lässt. 

Sei  V  die  Ordnung  und  fi  die  Klasse  von  F;  so  existieren  zunächst 
zwischen  F  und  D2r  gemeinschaftliche  Schnittpunkte  8,  wobei  jedesmal 
der  eine  der  beiden  Punkte  P  nach  0,  der  andere  nach  S  läUt,  d.h.: 

1.  Der  Punkt  0  ist  im  allgemeinen  ein  2i/-facher  Punkt 
von  R. 

Findet  dagegen  im  Schnittpunkt  S  zugleich  Berührung  zwischen 
F  und  D  statt;  so  sondert  sich  die  Gerade  OS  zweimal  aus.  Es 
ergiebt  sich  daher: 

2.  Jede  einfache  Berührung  zwischen  F  und  D  reduziert 
die  Ordnung  der  Kurve  R  um  zwei  Einheiten.  ^  ^ 
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Jeder  Strahl  durch  0  trifft  ferner  D  in  zwei  Punkten,  von 
welchen  aus  je  (i  Tangenten  an  F  gelegt  werden  können.  Es  liegen 
also  auf  jedem  Strahl  durch  0  noch  2^  weitere  Punkte  der 
Kurve  R,  d.h.: 

3.  Die  Ordnung  der  Kurve  R  ist  w  «=  2(v  +  jit). 

Fällt  dagegen  einer  der  Punkte  S  in  einen  der  Kreispunkte  J 
und  eTi  im  Unendlichen,  so  wird  die  Konstruktion  des  Punktes  P  auf 
OS  unbestimmt,  d.h.: 

4.  Jedesmal  wenn  die  Kurve  F  durch  die  Kreispunkte 
geht,  reduziert  sich  die  Ordnung  von  R  wieder  um  zwei 
Einheiten. 

Die  Kurven  F  und  D  haben  ferner  2(i  gemeinschaftliche  Tan- 
genten; berühren  sich  F  und  D  selber  nicht,  so  fallen  die  beiden 
Punkte  P  ins  Unendliche.     Daraus  folgt: 

5.  Von  0  aus  gehen  im  allgemeinen  2fi  Asymptoten- 
richtungen der  Kurve  R  nach  den  auf  D  liegenden  Berührungs- 
punkten der  gemeinsamen  Tangenten  der  Kurven  F  und  D. 

Ein  unendlich  femer  Punkt  von  R  kann  aber  noch  in  anderer 
Weise  entstehen.  F  selbst  hat  v  Asymptoten,  welche  D  in  v  Punkte- 
paaren treffen,  deren  Radien  der  Kurve  R  auf  der  unendlich  fernen 
Geraden  begegnen.    Wir  schliessen  daraus: 

6.  Die  Geraden  von  0  nach  den  Schnittpunkten  des 
Distanzkreises  mit  den  Asymptoten  der  Teilungskurve  sind 
2v  weitere  Asymptotenrichtungen  der  Kurve  R. 

Damit  sind  die  2w  unendlich  fernen  Punkte  von  R  aufgezählt. 
Legt  man  nun  insbesondere  aus  den  Kreispunkten  J  und  J^  die  Tan- 
genten an  die  Kurve  F,  welche  sich  paarweise  in  den  Brennpunkten 
derselben  begegnen,  so  sind  die  Geraden  OJ  und  OJ^  die  Asymptoten 
des  Distanzkreises  und  es  fallen  daher  die  aus  den  vorigen  Tangenten 
entspringenden  Schnittpunkte  dieser  Strahlen  mit  R  paarweise  zu- 
sammen. OJ  und  OJ^  sind  daher  /it -fache  Tangenten  von  R,  mit 
anderen  Worten: 

7.  Der  Punkt  0  ist  im  allgemeinen  ein  fi-facher  Brenn- 
punkt von  R. 

Die  angegebenen  Anzahlen  können  Modifikationen  erleiden,  falls 
die  Kurve  F  zum  Kreise  D  entweder  im  Endlichen  oder  in  den  Kreis- 
punkten in  besonderer  Beziehung  steht;  es  kann  R  auch  eine  zirkuläre 
Kurve  werden,  falls  F  die  unendlich  ferne  Gerade  berührt. 

Schliessen  wir  im  Folgenden  besondere  Lagen  zwischen  F  und  D, 
sowie  Wendepunkte  der  Teilungskurve,  d.h.  retrograde  Bewegungen 
beider  Rollkurven  aus,  so  wird  man  sagen  können: 

Aus  jeder  ganz  innerhalb  des  Kreises  D  liegenden,  geschlossenen 
Kurve  F  entspringen  zwei  Kurven  R^  und  R,  für  Berührung  von 
aussen.  Ist  F  nach  aussen  stetig  konvex  und  besitzt  F  zudem  eine 
durch  0  gehende  Symmetrieaxe,   so   sind  R^  und  R^  geschlossene,  zu 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Dr.  M.  Distei.i.  15 

dieser  Axe  syminetriscli  liegende  Ovale.  Da  aber  R^  mit  seiner  Ebene 
umgewendet  werden  muss,  so  sind  nach  der  Umwendung  R^  und  Rg 
kongruente  Kurven. 

Ist  df^egen  F  nach  aussen  stetig  konkav,  so  muss  F  eine  be- 
stimmte Anzahl  von  Rückkehrtangenten  besitzen.  Durchläuft  nun  die 
Tangente  einmal  die  ganze  Kurve  F,  so  hat  sie  sich  um  eine  gerade 
oder  ungerade  Anzahl  von  zwei  rechten  Winkeln  gedreht,  je  nachdem 
die  Aüzahl  der  Rückkehrtangenten  gerade  oder  ungerade  ist.  Im  ersten 
Falle  sind  R^  und  R^  zwei  getrennte  geschlossene  Kurven,  im  zweiten 
Falle  setzen  sich  R^  und  R^  zu  einer  einzigen  geschlossenen  Kurve 
zusammen,  und  wenn  die  Tangente  AiA^  die  Kurve  F  zum  zweiten 
Mal  durchläuft,  so  beschreibt  Pj  den  Teil  R^  und  Pg  den  Teil  R^. 
Die  Kurven  R,  und  R^  sind  also  in  Deckung,  d.  h.  nach  der  Um- 
wendung von  Rg  sind  R^  und  Rj  symmetrisch  gleich.  Es  ergiebt 
sich  daher: 

Jede  ganz  im  Innern  von  D  liegende  nach  aussen  konvexe 
geschlossene  Linie  F  mit  orthogonaler  Symmetrieaxe  durch 
O  führt  auf  zwei  getrennte  kongruente  Rollkurven;  jede  nach 
aussen  konkave  Kurve  F  mit  ungerader  Anzahl  von  Spitzen 
ergiebt  symmetrisch  gleiche  Rollkurven. 

Liegt  F  ganz  ausserhalb  von  D,  so  werden  die  Kurven  R  sich 
im  allgemeinen  ins  Unendliche  erstrecken,  es  sei  denn,  dass  F  imd  D  keine 
gemeinschaftlichen  reellen  Tangenten  haben.  Dieser  letztere  Fall  tritt 
ein,  wenn  F  nach  aussen  stetig  konkav  ist  und  zwischen  zwei  auf- 
einander folgenden  Spitzen  den  Kreis  D  berührt.  Da  in  diesem  Falle 
die  Differenz  der  Radienvektoren  r^  und  r^  konstant  ist,  so  rollen  R^ 
und  Rg  bei  Berührung  von  Innen. 

In  dem  Falle,  wo  F  teils  innerhalb  teils  ausserhalb  ron  D  liegt, 
bilden  R^  und  R^  einen  zusammenhängenden  Linienzug,  der  befähigt 
ist  mit  sich  selbst  zu  rollen,  teils  für  innere  teils  äussere  Berührung. 
Im  allgemeinen  werden  die  Kurven  R  keine  vollständigen  Umdrehungen 
ausführen,  sondern  einander  nur  innerhalb  bestimmter  Winkelräume 
treiben  können,  welche  durch  die  nach  den  unendlich  fernen  Punkten 
laufenden  Radien  begrenzt  sind,  in  welchen  die  Teile  R^  und  R^  zu- 
sammenhängen. Neben  diesem  reellen  können  noch  imaginäre  Be- 
standteile auftreten,  herrührend  von  denjenigen  Teilen  von  F,  deren 
Tangenten  D  nicht  erreichen,  ja  die  ganze  Kurve  R  kann  imaginär 
werden,  ohne  dadurch  in  ihrer  Existenz  aufzuhören. 

Es  ist  ferner  evident,  dass  jedes  Rollkurvenpaar  aus  unendlich 
vielen  TeilungskuiTen  F  abgeleitet  werden  kann,  die  alle  aus  der 
ursprünglichen  dadurch  hervorgehen,  dass  das  eine  der  beiden  Radien- 
systeme um  den  Punkt  0  um  einen  beliebigen  Winkel  vor-  oder  rück- 
wärts gedreht  wird. 

Teilt  man  femer  die  vom  Schnittpunkt  Ä^  der  Polaraxe  mit  dem 
Kreise  D  gemessenen  Bogen  A^Ä^   und  A^A^  jeder   Tangente  von  F 
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stets  im  gleichen  konstanten  Verhältnis,  so  entsteht  eine  neue  Enve- 
loppe  F',  deren  Tangenten  vom  Berührungspunkt  im  gleichen  Ver- 
hältnis geteilt  werden,  wie  diejenigen  der  Kurve  P.  Die  aus  zwei 
entsprechenden  Tangenten  der  Kurven  F  und  F'  hervorgehenden  Punkte- 
paare PjPj  und  P/P2'  haben  daher  gleiche  Radienvektoren,  aber  ver- 
schiedene Polarwinkel,  mit  anderen  Worten: 

Ersetzt  man  in  den  Polargleichungen  zweier  Rollkurven 
die  Polarwinkel  q)^  und  92  durch  ntp^  und  ntp^,  so  erhält  man 
jedesmal  eine  Gruppe  unendlich  vieler  neuer  Rollkurven- 
paare. 

Will  man  nun  auch  die  Abweichung  d'^  der  Tangente  gegen  den 
Radiusvektor,  sowie  den  Krümmungsradius  q^  im  Punkte  Pj  der 
Kurve  Rj  durch  Rechnung  finden,  so  beachte  man,  dass 

Wir  =-  — a^^, -©o^ 

sodass,  wenn  die  aufeinander  folgenden  Ableitungen  von  v  nach  u  mit 
v\  v",  f/"  bezeichnet  werden, 

tg^i  =  -^  =-  ^3^  -  -  tg^2 
erhalten  wird. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  jetzt: 

du  ■"      (i-v'«)« +  «''"* 
und  somit  für  den  Krümmungsradius  q^\ 


ds  /  ds  y 

du  \du ) 


^1         di^      d»^  N 

du        du 
wobei  /  /7«  \« 

N^  (l_i;'«)[(l-i;'2)(l+.y')  +  t,'"]  +  (1+  3y>"« 

zu  setzen  ist. 

Ersetzt  man  in  diesem  Ausdruck  für  q^  den  Winkel  v  durch  —  i?, 
so  geht  9^  in  9^2;  "^i  ^^  ^2  ^^^  daher  q^  in  q^  über. 

Schliesst  also  beispielsweise  die  Tangente  der  Kurve  R^  gegen  die 

Tangente  der  Teilungskurve  den  konstanten  Winkel  ^— a  ein,  so  ist: 

also: 

<Pi  +  d^^-=^7t  +  (u  +  ß),     (p^+  d'^-^^u  —  a] 

d.h.  es  ist  dann  auch 

9i  =  Ps 
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Zur  BestiminuDg  der  Teiluugskurve  hat  man  die  Gleichung: 
7Tiri  =  -cotg(i;-a), 
woraus  sieh  als  Gleichung  der  Kurve  F  ergiebt: 
cos  (u  —  Uq)  =  -  cos  (V  —  «). 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  dies  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes 
ist,  der  D  doppelt  berührt,  indessen  R^  und  R^  kongruente  Kegel- 
schnitte sind,  die  0  zum  gemeinschaftlichen  Brennpunkt  haben. 

Ein  Wendepunkt  der  Kurve  R^  entsteht  nun,  wenn  N  ver- 
schwindet.   Diese  Gleichung        N ^Q 

stellt  in  den  Koordinaten  u  und  v  eine  neue  Enveloppe  N  dar,  welche 
die  Kurve  W  zur  zweiten  Evolute  besitzt.  Den  Schnittpunkten  der 
Kurven  E'  und  W  korrespondieren  dann  die  gemeinsamen  Tangenten 
der  Kurven  F  und  N,  welche  somit  zu  den  Wendepunkten  der  Kurve 
Ri  führen. 

Verschwindet  die  Gleichung  ^  =  0  identisch,  so  fällt  die  Kurve  N 
mit  der  Kurve  F  zusammen  und  jeder  Punkt  von  R^  ist  ein  Wende- 
punkt, d.  h.  Ri  ist  eine  Gerade.  In  diesem  Falle  ist  daher,  falls  die 
Polaraxe  normal  zur  Geraden  R^  steht: 

,  tg#,  =  -^^J^  =  cotg(u  +  v), 

also:  ^ 

^'Ii     =  tg  (m  +  v)d(u  +  v), 

oder 

7)  1_^'=_Z^ 

^  coB(w-fy) 

Bezeichnet  also  2b  den  Abstand  der  Geraden  R,  von  0,  so  ist 
r.  =  a(l  —  in  = 

^  ^  ''cos  qpj 

die  Gleichung  von  R^,  d.h.  es  ist 

a 
zu  setzen.    Unter  dieser  Voraussetzung  nimmt  7)  die  Form  an: 

0  •  Y^Y  ==  ^  ^^^  (w  +  v)  —  6, 

welche  Gleichung  durch  Integration  die  Gleichung  der  Teilungskurve 
F  ergiebt,  nämlich  im  Falle  der  äusseren  Berührung: 

e»(«  — g)-[,e~A(if  — p)    _^    icoQ{u  +  v)  —  a 
2  ~"    5  — acos(w  +  r) 

wo  zur  Abkürzung,  da  b  <a, 

gesetzt  wurde. 
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ieser  Gleichi 
cos(t^  +  v)  ■■ 


Setzt  man  in  dieser  Gleichung: 

2&  26 


und  if  —  I?  =  g?2;  s^  erhält  man  die  Gleichung  der  Rollkurve  E^: 


n 


a  +  & -^ 


Diese  Kurve,  welche  ganz  im  Endlichen  liegt^  besitzt  in  0  einen 
doppelten  Windungspunkt,  sodass  mit  Annäherung  der  rotierenden 
Geraden  R^  an  Oj  die  Winkelgeschwindigkeit  c^^  unendlich  gross  wird. 
Rotiert  umgekehrt  R^  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  m^  um 
0,,  so  wird  mit  Annäherung  der  Geraden  R^  an  die  Axe  0^0^  die 
Winkelgeschwindigkeit  m^  unendlich  klein.  Die  Verzeichnung  der  Kurve 
geschieht  am  einfachsten  mit  Hilfe  des  Krümmungsradius^  der  sich 
nach  der  Proportion:  ^  ^. 

r,  2  a  sin  ^^ 

leicht  konstruieren  lässt.  Wählt  man  nun  als  Kurve  R^  ein  reguläres 
Fünfeck,  welches  dem  Kreis  vom  Radius  26  umschrieben  ist,  so  ist 
die  Entfernung  0^0^=  2a  derart  zu  bestimmen,  dass  auch  Rj  eine 
aus  fünf  kongruenten  Bogen  bestehende  Kurve  ist.    Der  zu  jedem  der 

fünf  Bogen  gehörende  halbe  Centriwinkel  hat  daher  den  Wert  —  und 
zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  ^  =  j  ^^®^*  daher  die  Gleichung: 


n 


l  —  X  cos  — 
5 

welche,  nach  bekannter  Näherimg  aufgelöst,  ergiebt,  dass 

2a  «  2,15547  ..,2b 
gewählt  werden  muss. 

Im  Folgenden  mögen  noch  einige  spezielle  Fälle  betrachtet  werden, 
wo  die  Teilungskurve  F  a  priori  durch  eine  Gleichung  in  den  Koordi- 
naten u  und  V  gegeben  ist. 
Es  sei: 
a)  jP  =  17  —  ww  =  0, 

wo  n  eine  beliebige  Zahl  bedeutet.    In  diesem  Falle  ist 
>!  ==  a(i  —  w),    r^  =  a(l  +  n); 

d.  h.  die  Kurven   R^  und  R^  sind  Kreise,  auf  welchen  sich  die  Pxmkte 
I\  und  Pg  ^^^  ^^r  gleichen  Geschwindigkeit 

bewegen.    Legt   man   nun   durch   die  Punkte  Q^  und   Q^   den  mit  D 
konzentrischen  Kreis  Q,  so  ist  sein  Radius: 
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r  =  r^—  r^  =  n'2ay 

also  konstant  für  jede  Lage  des  Paares  Q^  Q^.  Dieser  Kreis  wird  in 
Q^  und  Q^  berührt  von  den  Kreisen  Pj  und  Pj,  welche  P^  resp.  Pg 
zum  Mittelpunkt  und  r^  resp.  r^  zum  Radius  haben.  Beide  Kreise 
schneiden  sich  im  Punkte  F^  und  da  dieser  Punkt  sich  auf  den  Kreisen 
P,  und  Pg  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  bewegt,  mit  welcher  die 
Mittelpunkte  P,  und  P^  derselben  auf  den  Kreisen  Rj  und  R^  fort- 
schreiten, so  rollen  die  Kreise  P^  und  Pg  gleichzeitig  auf  dem  Kreise  Q. 
Es  ergiebt  sich  somit  bezüglich  der  Kurve  F  folgendes  Resultat:* 
Bewegen  sich  zwei  Punkte  A^  und  A^  auf  einem  Kreise 
vom  Radius  2a  mit  proportionalen  Geschwindigkeiten 

TT,   __  Ol  _  l-f-n 
TT,   —  o,  "■  1  -  n 

so  umhüllt  die  Sehne  A^A^  eine  Epicykloide  oder  Hypo- 
cykloide,  je  nachdem  n  im  Intervall  (—1)  bis  (+1)  liegt  oder 
nicht.  Die  nämliche  Kurve  wird  auch  beschrieben  von  einem 
Punkte  F,  der  entweder  einem  Kreis  P,  vom  Radius: 

ri  =  a(l-n), 
oder  einem  solchen  P^  vom  Radius: 

angehört,  welcher  für  äussere  resp.  innere  Berührung  rollt 
auf  einem  festen  Kreis  Q  vom  Radius  der  Differenz: 

y  =  r^—  ri  =  2a-n. 
Da  im  weiteren  -^  konstant  bleibt,  so  fallt  K  mit  G  zusammen, 
d.h.:  6   ist  die  Evolute  E  von  P.    Da  aber  der  Punkt  G  die  Strecke 
Qi  Qi  wieder  im  Verhältnis  -^  teilt,  während  die  Punkte  Q^  und  Q^  den 

festen  Kreis  Q  durchlaufen,  so  ist  auch  G  eine  Cykloide,  die  gegen  F 
um  einen  rechten  Winkel  im  positiven  Sinn  gedreht  und  im  Verhältnis 
n  :  1  verjüngt  ist. 

Da  femer  K  mit  G  zusammenfällt  und  überdies  tt'i  r  =  0  also 
auch  pir'=0  ist,  so  liegt  K*  in  Gq.  Die  Kurve  G^  ist  daher  die 
zweite  Evolute  E'  von  F,  die  somit  mit  der  Originalkurve  bezüglich 
des  Punktes  0  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  und  im  Verhältnis  n^ :  1 
verjüngt  ist. 

Bewegen  sich  daher  zwei  Punkte  A^  und  A^  auf  einem 
Kreise  D  vom  Radius  2a  mit  proportionalen  Geschwindig- 
keiten Zl  ^  J^  =  i  +  n 

TT,  —  CD,  —  1-n' 

80  wird  der  erste  Krümmungsmittelpunkt  von  F  vom  Be- 
rührungspunkt und  der  zweite  Krümmungsmittelpunkt  vom 


•  Vergl.  Burmester  a.  a.  0.  Bd.1, 1.  Lief  S.  166  flg. 

2* 
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ersten  durch  die  Radien  der  Punkte -4^  und  A^  harmonisch  ge- 
trennt. Ist  f  der  momentane  Abstand  der  Tangente  Ä^A^  von 
0,  so  sind        p_^.(i__^2)    und    ()'^/.n(l- w^) 

die  Längen  des  ersten  und  zweiten  Krümmungsradius. 

b)   Die    Teilungskurve   F    werde    gebildet     von    einem    Strahl- 
büschel  am  Punkte  F. 

Da  jetzt  für  alle  Punkte  P  der  Kurve  R: 

0P±PF=2a 

ist,  so  sind  R^  und  R^  zwei  in  Drehung  befindliche  Ellipsen 
oder  Hyperbeln,  je  nachdem  F  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Kreises  D  liegt.  Die  Sehnen  P^  Pg  jedes  Paares  entsprechender 
Punkte  P  bilden  das  Durchmesserbüschel  des  Kegelschnittes;  die  Tan- 
genten in  zwei  korrespondierenden  Punkten  P  sind  daher  parallel, 
nämlich  zur  Tangente  A^A^  normal.     Denn  da 

FG  =  KG,   so  ist  tg^i  =  —  tgVj   also  d-i-=  tc  —  v. 
Es  ist  daher  a  _l  /«       «r  _l  -,. 

d.h.  es  ist  du  der  Kontingenzwinkel  der  Kurve  R  und  es  ergiebt  sich 
daher  hier  eine  direkte  Bestimmung  des  Krümmungsradius  q^  ohne 
Kenntnis  der  Beschleunigung  p^^  des  Punktes  Pj,  nämlich: 

w. 


sin  V 


Trägt  man  daher  die  Geschwindigkeit  w^  auf  dem  Brennstrahl 
PjF  von  Pj  nach  W^  ab  und  zieht  W^K^  normal  zu  Pji^i,  so  triflft 
diese  Normale   die  Ellipsennormale  n^  im   Krümmungsmittelpunkt  K^. 

Bezeichnet  also  n  die  Länge  der  Ellipsennormale,  e  ihren  Winkel 
gegen  die  ßrennstrahlen  P^O  und  P^F,  so  ist: 

n  =  tVia     und     cos  e  =  sin  r. 

Daher  .  u\  n 

n  =  tVi' cos s,    also    p,  =  -r-^  =■■  — r~ 
^  '  ^''        Bin  r       cos'f 

der  bekannte  Ausdruck  für  den  Krümmungsradius. 

Verlegt  man  zur  Ermittelung  der  Gleichung  der  Kurve  R  den 
Punkt  F  in  den  Abstand  2c  auf  die  Polaraxe,  so  heisst  in  den  Ko- 
ordinaten t(  und  V  die  Gleichung  des  Strahlbüschels  F: 

F  ^  a  cos  V  —  c  cos  u  ■■=  0. 

Somit  ist  ^3i^,,. 

}\  =  all -. —  U 

'■  \         a  sin  ü  y 

(^    ,    c  sin  w  \ 
1)  7\  •  r^  •  sin*  V  =  a^  sin*  v  —  c*sin*  iL 

Digitized  by  CjOOQiC 


Von  Dr.  M.  Disteli.  21 

Aus  der  Gleichung  des  Büschels  folgt  anderseits: 

2)  a^sin^v  —  c^sin^w  =  a^—  c^ 
und  endlich  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

3)  a  —  c  cos  g?i  =  r^  sin^y. 

Multipliziert  man  daher  die  drei  Gleichungen  mit  einander,  so  er- 
hält man  die  Gleichung  der  beiden  vereinigten  Ellipsen  R: 

i         a  —  c  cos  9i  a  —  c  cos  qpj 

wo  a  und  b  die  Halbaxen,  c  die  lineare  Exzentrizität  bedeutet. 

Ist  wie  gewöhnlich  die  grosse  Halbaxe  a,  sowie  das  Verhältnis 
der  grössten  zur  kleinsten  Winkelgeschwindigkeit  gegeben  und  mit  o 
bezeichnet,  so  folgt  aus  der  Gleichung: 

a  —  c 

i =  CO. 

c  =  a    ~^  9     also  auch     &  =  2a- 


14-0)  "'" ^        —  l+m' 

wonach  die  beiden  entsprechenden  Ellipsen  gezeichnet  werden  können. 
Wird  jetzt  die  Ellipse  B^  mit  dem  Brennpunkt  F  festgehalten,  in- 
dessen die  Ellipse  R^  mit  dem  Radiensystem  um  den  Winkel  2  a  in 
positivem  Sinne  gedreht  wird,  wodurch  der  Brennpunkt  F  in  die  Lage 
F  gelangen  möge,  so  findet  man  als  Gleichung  der  neuen  Kurve  P': 

F'^  a  cps(v  —  a)  —  c cos(w  —  a)  =  0, 

der  wir  schon  früher  begegnet  sind.  Da  die  Kurve  F'  aber  jetzt  ein 
geometrisches  Erzeugungsgesetz  besitzt,  indem  sie  umhüllt  wird  vom 
einen  Schenkel  eines  Winkels  von  der  konstanten  Offiiung  a,  dessen 
anderer  Schenkel  stets  durch  den  Punkt  F  geht,  und  dessen  Scheitel 
den  Kreis  D  durchläuft,  so  ist  sie. nach  einem  Poncelet^schen  Theorem 
eine  Ellipse,  welche  F  und  F'  zu  Brennpunkten  hat  und  den  Kreis  D 
doppelt  berührt. 

Wählt  man  somit  als  Teilungskurve  eine  D  doppelt  be- 
rührende Ellipse,  so  sind  auch  die  Rollkurven  R^  und  R^  kon- 
gruente Ellipsen  von  der  Hauptaxe  2a,  welche  0  zum  ge- 
meinsamen und  je  einen  Brennpunkt  von  F  zum  anderen 
Brennpunkt  haben. 

Den  Teilungskurven 

F  =  acosnv  —  ccoBfiii  ^0 
entspricht  nun  die  Gruppe  der  Rollkurven: 


^       a— c  cos  nqpj 
die  wohl  die  am  längsten  bekannte  Kurvengruppe  dieser  Art  darstellte Ic 
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Für  w  =  2  beispielsweise  hat  P  die  Gleichung: 

1  a  cos  2v  —  c  cos  2m  ==*  0, 

(a  cos  V  —  j/a  c  cos  w)(a  cos  v  +  Yac  cos  u)  =  ?^i?^I-^, 

welche  Gleichung  ausdrückt,  dass  das  Produkt  der  Abstände  jeder 
Tangente  von  zwei  festen  Punkten  der  Polaraxe  konstant  ist,  d.h. 
dass  die  Kurve  F  eine  Ellipse  ist,  deren  Brennpunkte  im  Abstände 

2y  =  ±  21/ac 

von  0  auf  der  Polaraxe  liegen.     Da  ihre  Halbaxenquadrate 

a*  =*  2(a  +  c) a     und    /J*  =  2(a  —  c)  a 

sind,  so  hat  die  Ellipse  P  den  Kreis  D  zum  Ort  rechtwinkliger 
Tangentenpaare.  Die  aus  P  entspringenden  Kurven  B^  und  R^  sind 
zwei  doppelt  orthogonal- symmetrische  Kurven  vierter  Ordnung,  welche 
sich  in  Deckung  befinden. 

Pur  n=-s^  hat  dagegen  P  die  Gleichung: 


welcher  man  die  Porm: 


a  cos  —  —  c  cos  —  =  0, 


acosr cos  ZI 

a 


geben   kann,   und   welche   somit   einen  Kreis  darstellt,   welcher  seinen 

Mittelpunkt  M  im  Abstände  , 

26  =  — 
a 

von  0  auf  der  Polaraxe  und  den  Radius: 

2ro-2^^  =  2(a-&) 

hat,  d.h.  den  Kreis  D  berührt. 

Diesem  Kreis  als  Teilungskurve  entspricht  daher  als  Rollkurve 
die  Kurve  vierter  Ordnung  mit  Knotenpunkt  und  Schleife: 

Y^^ =  a — , 

a  —  c  cos  ^  a  If  |/a  &  cos  -^ 

welcher  wir  im  folgenden  Beispiel  nochmals  begegnen  werden. 

c)  Die  Teilungskurve  P  ist  ein  um  den  Punkt  M.  beschriebener 
Kreis  vom  Radius  2ro,  welcher  ganz  im  Innern  von  D  liegt. 

Pigur  2  (Tat  I)  zeigt  die  konstruktive  Ausfuhrung  und  Zeichnung 
der  Rollkurven  durch  Punkte  und  Tangenten  mittelst  der  Geschwindig- 
keiten W\n  und  W\r'  Das  Gesamterzeugnis  ist  eine  algebraische  Kurve 
sechster  Ordnung  mit  Doppelpunkt  und  Brennpunkt  in  0,  welche  aus 
zwei  getrennten  symmetrisch  gleichen  und  geschlossenen  Ovalen  be- 
steht.    Dreht  sich  R^  gleichförmig  um  den  Punkt  .|Q|^  ^^  erreicht  mit 
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jedem  Umlauf  die  Winkelgeschwindigkeit  co^  ein  Maximum  und  ein 
Minimum^  nämlich  dann,  wenn  der  kleinste  resp.  grösste  Radius  r, 
die  Centrale  passiert.  Um  diese  beiden  extremen  Werte  von  r  zu 
finden,  welche  aber  jetzt  nicht  mehr  in  die  nämliche  Richtung  fallen 
wie  bei  der  Ellipse,  beachte  man,  dass  in  diesem  Falle  zwischen  den 
Kurven  6  und  E  Bertlhrimgen  stattfinden,  d.h.,  dass  O  mit  dem 
Mittelpunkt  M  von  F  zusammenfallen  muss.  Bezeichnet  also  H  den 
Schnittpunkt  der  Tangente  Ä^A^  mit  der  Centrale  OM,  so  bilden  auf 
dieser  Tangente  die  Punktepaare  A^A^  und  FH  eine  harmonische 
Gruppe,  mit  anderen  Worten,  der  Punkt  H  besitzt  in  Bezug  auf  beide 
Kreise  F  und  D  die  nämliche  Polare. 

Es  sind  somit  die  gesuchten  Stellen  H  die  Grenzpunkte 
des  durch  die  Kreise  F  und  D  bestimmten  Kreisbüschels. 

Legt  man  daher  aus  den  beiden  Grenzpunkten  H  die  Tangenten- 
paare Äj  und  Äg  an  die  Kurve  F,  so  erhält  man  durch  diese  die 
extremen  Werte  der  Radien  r,  oder  r,.  Die  beiden  Punkte  H  sind 
nur  so  lange  reell,  als  der  Kreis  F  ganz  innerhalb  oder  ganz  ausser- 
halb von  D  liegt,  in  beiden  Fällen  befindet  sich  der  eine  der  Punkte  H 
ausserhalb,  der  andere  innerhalb  von  F,  d.h.  die  Kurven  R^  und  R^ 
haben  nur  einen  grössten  und  einen  kleinsten  Radius,  also  keine  Wende- 
punkte. Sind  N^  und  M^y  ebenso  N^  und  M^  die  Endpunkte  dieser 
extremen  Radien,  so  liegen  sie  in  gleicher  auf  der  Kurve  gemessener 
Entfernung,  von  denjenigen  Punkten  J^  und  L^  resp.  Jg  und  i^,  denen 
der  Radius  a  zukommt,  imd  welche  den  Umfang  der  Kurven  halbieren. 
Dreht  sich  der  Radius  der  Kurve  R^  im  schraffierten  Teil,  so  durch- 
läuft der  Radius  von  Rg  den  entsprechenden  nicht  schraffierten  Teil. 
Ist  das  Verhältnis  der  grössten  zur  kleinsten  Winkelgeschwindigkeit 
und  überdies  der  Winkel  zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Kurven- 
radius vorgegeben,  so  ist  dadurch  der  Kreis  F  vollkommen  bestimmt 
und  die  Kurven  R^  und  Rg  können  demnach  verzeichnet  werden. 

Verlegt  man  den  Mittelpunkt  M  von  F  in  den  Abstand  2b  von 
0  auf  die  Polaraxe,  so  heisst  die  Gleichung  des  Kreises  vom  Radius 
2rQ  je  nachdem  der  Durchmesserendpunkt  26  +  2rQ  oder  26  —  2rQ  als 
Anfangspunkt  figuriert; 

1)  F'=^  acosv  —  bcosu  T  *'o**  0, 

sodass  beide  Zeichen  von  r^  den  nämlichen  Kreis  darstellen.   Es  ist  nun : 

aBinv  —  h  sin  u 


2) 


Bin» 
a  sin  t?  +  &  sin  u 


-y 


'  sinv 

oder  da  nach  1)  und  für  das  obere  Zeichen  von  r^: 

(a sin  t?  —  6 sinM)(a sin  v  -f  6  sin  w)  =  a*  —  6^  +  r^^  —  2arQ  cos  r, 
3)  r^  •  rg  sin^ü  =  a*  —  6*  +  r^*  —  2ar^  cos  v. 
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Anderseits  folgt  aus  der  Gleichung: 

g>i  =  t*  +  v, 

4)  a  —  h  cos  (pi  —  r^cos  v  =  r^  sin*t?, 

also  durch  Multiplikation  von  3)  und  4): 

*"i(^  ""  ^  cos  (pi  —  Tq  cos  t?)  =  a*  —  6^  +  Vq^  —  2arQ  cos  v, 
d.h.: 

5)  rgr^cosr  =  a*  —  fe*  —  r^  (a  —  6  cos  g)i)  +  r*^  =  J5  +  r^K 

Eliminiert  man  jetzt  zwischen  4)  und  5)  den  Parameter  v,  so  folgt: 

6)  rg^sin* t;  '^r^^a  —  b cos g)^)  —  E— r^*  =  H  —  r^, 

und  indem  man  schliesslich  5)  quadriert  und  zu  6)  addiert,  die 
Resultante  der  Elimination  in  der  Form: 

i  =  Tg  —  2  £  —  -ö  =  (r^  —  a  —  6  cos  qp^)*  +  h^sin^fp^. 
zu  setzen  ist. 

Diese  Gleichung,  welche  die  vereinigten  Kurven  R|  und  R,  zu- 
gleich darstellt,  reduziert  sich  für  r^  =  0  auf  die  Ellipse  JE,  für  r^  =  oo 
auf  die  rein  imaginäre  Linie  L,    Berührt  speziell  F   den  Distanzkreis 

^"^  ±r,  =  a-b, 

SO  sondert  sich  die  Polaraxe  zwei  Mal  aus  und  es  erscheint  die  im  vorigen 
Beispiel  aufgestellte  Gleichung  der  beiden  vereinigten  Kurven  vierter 
Ordnung:  ^.__^^  ^._^^ 


7) 


=  0. 


a  —  Yah  cos 
Der  Schar  von  Teilungskurven: 

a cos  w  w  —  6  cos nr  4^  r^  =  0 
entpricht  im  weiteren  die  Schar  der  Rollkurven: 

wo  ^"1        ^0  ^1  —  ^y 

E^=  a*— 6*—  ri(a  —  bcosntpj), 

bedeutet.  ^'  =  (r,- a  -bcoBnq>,y+  bHm^nq>, 

Werden  also  speziell  die  von  der  Polaraxe  aus  gemessenen  Bogen 
Ä^Ä^  und  A^A^  halbiert,  so  ist  n  =  2  zu  setzen  und  die  Gleichung 
der  neuen  Teilungskurve  F'  ist  daher 

Q^gj.  a  cos  2 V  —  &  cos  2w  T  rj,=  0 

(a  cos  v  —  Yah  cos  u)(a  cos  v  +  j/ab  cos  u)  =  ^  (a  —  6  ±  r^)- 

d.h.  die  Schar  der  konzentrischen  Kreise  um  den  Punkt  3/  trans- 
formiert sich  in  eine  Schar  konfokaler  Ellipsenpaare,  deren 
Brennpunkte  im  Abstände: 
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2y^±2Yab 

von  0  auf  der  Polaraxe  liegen.  Jedes  dieser  Ellipsenpaare  führt  im 
allgemeinen  auf  eine  Kurve  R  von  der  achten  Ordnung  mit  vierfachem 
Punkt  und  Doppelbrennpunkt  in  0  mit  der  Gleichung: 

{[a*  —  6*  —  r^  (a  —  6  cos  2  g>i)Y  —  ^^^[(ri  —  a  —  ft  cos  2  q>^y 
+  6*sin«29)J=0. 

Speziell  für  r^  =  6  —  a  erhält  man  als  Kurve  F'  die  beiden  Brenn- 
punkte des  konfokalen  Systems: 

a  cos  i;  —  Yab  cos  u  =  0     und     a  cos  v  +  Yab  cos  ii  =  0 

somit  als  Rollkurven  zwei  kongruente  doppelt  gelegte  Ellipsen. 

Wird  dagegen  rQ=^  a  —  b  gesetzt,  so   folgt  als  Gleichung  von  F': 

(asint;  —  Va6sinw)(asint;  +  |/a6sint«)  =  0, 

welche  aussagt,  dass  D  der  Hauptkreis  der  Ellipse  F'  ist,  d.h.,  dass 
F'  den  Distanzkreis  doppelt  berührt.  Die  Kurve  R  zerfällt  daher 
in  die  nämlichen  zwei  Ellipsen,  die  aber  nicht  mehr  doppelt  gelegt 
sind,  und  je  einen  der  beiden  Brennpunkte  von  F'  zum  Brennpunkt 
haben.  Die  Gleichungen  dieser  Kurven  ergeben  sich  entweder  aus  oben 
stehender  Gleichung  8)  oder  einfacher  aus  Gleichung  7),  in  welcher 
die  Spezialisierung  rQ=^  a  —  b   bereits   ausgeführt  und  daher  nur  der 

Winkel  ^  durch  (p^   zu  ersetzen   ist.     Die  Kurve  R  hat  demnach  die 

Gleichunir: 

/  a*-ah        \/  a*-ab \       n 

\  a  —  ya  b  cos  qpj  /  \  a  +  ]/a  b  cos  qp^  / 

welche  in  der  That  die  beiden  fraglichen  Ellipsen  R^  und  R,  darstellt. 

4. 

Betrachten  wir  schliesslich  noch  den  Fall,  wo  der  eine  der  beiden 
fixen  Drehpunkte,  z.B.  0^  ins  Unendliche  fällt,  d.h.,  wo  die  Kurve  R^ 
eine  Parallel  Verschiebung  ausführt,  indessen  die  andere  R^  sich  um  ein  im 
Endlichen  liegendes  Centrum  dreht,  so  bleibt  das  bisher  angewandte 
Verfahren  auch  jetzt  in  allen  Teilen  fortbestehen.  Der  Distanzkreis 
wird  zur  geraden  Linie  D,  der  Punkt  0^  geht  über  in  die  Normalen- 
richtung der  Linie  D. 

Ist  (Figur  3  Taf  I)  F  die  gegebene  Teilungskurve,  so  schneidet 
irgend  eine  ihrer  Tangenten  die  Gerade  D  in  einem  im  Endlichen 
liegenden  Punkt  A^,  indessen  der  Punkt  A^  im  Unendlichen  liegt. 
Zieht  man  daher  die  zagehörigen  Radien  aus  0,  d.h.  aus  0^,  so  liegt 
OA^  der  ganzen  Ausdehnung  nach  im  Unendlichen.  Aus  dem  Radius 
OA^  eigiebt  sich  nun  zunächst  der  Punkt  Pj,  indem  man  diesen 
Radius  mit  der  Mittelsenkrechten  der  Strecke  FAi  zum  Schnitt  bringt, 
und  es  entsteht  auf  diese  Weise  die  Kurve  R^,  also  die   Zahnstange,    t 
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Beachtet  man  aber,  dass  jedes  Mal  die  Strecke  P^F  sowohl  der  Grösse 
als  der  Richtung  und  dem  Sinne  nach  übereinstimmt  mit 

SO  erhält  man  demnach  auch  die  Kurve  R,  oder  das  Bad,  indem  man 
alle  Strecken  P^F  parallel  zu  sich  selbst  an  einen  beliebigen  Dreh- 
punkt Oj  verschiebt. 

Wendet  man  zur  Konstruktion  der  Tangenten  in  P^  und  P,  das 
frühere  Verfahren  an,  so  ist  zunächst  die  normale  Geschwindigkeits- 
komponente W\n  ZU  suchen.  Man  ziehe  also  P^F^  parallel  Ä^A^  bis 
zum  Radiusvektor  OF  der  Teilungskurve,  so  ist 

win  =  PiF^^^n, 

was  auch  ohne  weiteres  klar  ist,  das  W^  =  n  die  Geschwindigkeit  ist, 
mit  welcher  der  Punkt  Ä^  die  Linie  D  durchläuft.  Um  femer  die 
radiale  Komponente  zu  erhalten,  gebe  man  zunächst  auf  der  Nor- 
malen n  von  F  das  Geschwindigkeitscentrum  G  an.  Es  ist  aber  der  vierte 
harmonische  Punkt  zu  F  bezüglich  des  Paares  QiQ^  der  gesuchte 
Punkt  6y  d.h.,  da  Q^  im  Unendlichen  liegt,  G  ist  der  symmetrische 
Punkt  zu  F  bezüglich  des  Punktes  Q^.  Ist  sodann  K  der  Krümmungs- 
mittelpunkt der  Stelle  F,  so  ist 

w,r--^GK 

die  normale  Komponente  von  w^.  Sie  ist  auf  dem  Radius  des  Punktes 
P,  nach  0  hin  aufzutragen,  wenn  K  mit  F  auf  der  nämlichen  Seite 
von  G  liegt  und  umgekehrt. 

Durch  ebenso  leichte  Modifikation  findet  man  auch  die  Krüm- 
mungsradien Pi  und  Q^y  indessen  soll  hier  nur  noch  die  analytische 
Formulierung  der  Aufgabe  kurz  erwähnt  werden. 

Man  wähle  auf  der  Geraden  D  irgendwo  den  Pol  Og,  nehme  die 
positive  Richtung  der  Geraden  D,  welche  wir  zur  x-Axe  machen, 
nach  links,  die  positive  Axe  y  durch  0,  nach  unten.  Ebenso  wähle 
man  0,  als  Pol,  D  als  Polaraxe  x  eines  Koordinatensystems  für  polare 
Linienkoordinaten.     Ist  dann  in  Bezug  auf  dieses  System: 

die  Gleichung  der  Teilungskurve  F  und  bezeichnet  D  den  Pusspunkt 
des  von  Og  auf  die  Tangente  Ä^A^  gefällten  Lotes,  so  ist: 

du  ' 

und  man  hat  daher  zunächst  für  die  rechtwinkligen  Koordinaten  x 
und  y  des  Punktes  P.: 

1)  0.-      ^      -J^. 


COStt  C08U 

r'coB  M  -|-  r  sin  «   _  dx 
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Diese  beiden  Gleichungen  ergeben  somit  die  Kurve  R^  mittelst 
einer  Parameterdarstellung  durch  den  Winkel  u. 

Für  die  Polarkoordinaten  der  Kurve  R^  dagegen  hat  man,  falls 
der  Einfachheit  der  Schreibweise  halber  die  Winkel  qp,  von  der  positiven 
y-Aie  aus  in  positivem  Sinne  gerechnet  werden: 

2r  -2v-    ^    (  f^""^   \ 
2        ^^       du  \  cosM  y' 

für  welche  Gleichungen  man  einfacher  schreibt: 


»)         "-W. 


f^ 


m 


cos-^ 


Wird  R,  noch  mit  der  Ebene  umgelegt,  so  stellen  die  Gleich- 
ungen 1),  2)  und  3)  zwei  entsprechende  Rollkurven  dar. 

a)  Wählt  man  beispielsweise  als  Teilungskurve  F  einen  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  im  Abstände  a  nach  positiver  Seite  der  2/-Axe 
liegt  und  der  D  nicht  schneidet,  also  mit  einem  Radius  r^  <  a,  so 
heisst  seine  Gleichung:         ^  _  ^  ^^^^  _  ^^ 

Daher  hat  man  als  Gleichungen  der  Kurve  R^: 

asinu-fo 

X  = —j 

cosu 

a-rBin. 

^  C08*W        ' 

für  die  Kurve  R^  dagegen  die  Gleichung  in  Polarkoordinaten: 

o-rosm-^ 


*  1  +  cos  9, 

Ist  speziell  der  Radius  r^  =  0,   d.  h.  F  ein   Strahlbüschel,   so  er- 
halt die  Kurve  R^  die  Gleichung: 


a 


!•> 


^       2  "*"  2a' 
die  Kurve  R^  dagegen: 

a 

*  ""  1  -f  cos  qp, 

Diese  Gleichungen  stellen  daher  zwei  kongruente  Parabeln 
vom  Halbparameter  a  dar,  welche  y  zur  gemeinschaftlichen  Hauptaxe 
haben  und  sich  in  der  Mitte  der  Strecke  O^F  berühren.  Wird 
die  untere  Parabel  parallel  zur  Linie  D  verschoben  und  soll  sie  von 
der  obem  stets  berührt  werden,  so  hat  sich  diese  um  ihren  Brenn- 
punkt Oj  zu  drehen.  Für  die  Parabel  Rj  ist  F  der  Brennpunkt,  D 
die  Leitlinie  und  die  Konstruktion  ergiebt  ohne  weiteres  die  bekannten 
Erzeugungsweisen,  sowie  Tangente  und  Krümmungsradius.       GoOqIc 
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b)  Umgekehrt  sei  die  Kurve  Rj  gegeben,  etwa  als  eine  Ellipse 
mit  y  als  Hauptaxe,  mit  der  grossen  Axe  2a  und  der  linearen  Ex- 
zentrizität 2c y  SO  heisst  ihre  Gleichung: 


*  a  —  C  cos  qp, 

Da  ferner  q>^=2Uy  so  folgt  für  die  Kurve  R^: 

/  y       ^        a  —  c  cos  2  u  ' 

ferner  ist  ,  ,       , 

d2u        ^  a  —  c  cos  2  m 

somit  durch  Integration  mit  der  Konstanten  Null: 

o\                                                  X               a  COB  2  M  —  c 
2)  COS   ,  ,     -.  = ,, ..  > 


]/a* 


a  —  c  cos  2  u  ' 


oder  indem  man  aus  1)  und  2)  den  Parameter  2w  eliminiert  und  die 
kleine  Halbaxe  1/2  _  ^2  ^  j 

setzt  als  Gleichung  der  Kurve  R^: 

y  =  a+  ccos^^-V 

Die  Kurve  R^  ist  also  eine  Cosinuslinie,  welche  die  Ellipse  im 
Scheitel  der  grossen  Axe  berührt.  Die  Kurven  sind  also  schon  in 
richtiger  Lage,  da  sie  beide  zur  Axe  y  symmetrisch  sind  und  eine 
Umlegung  um  diese  Axe  keine  Lagenveränderung  bewirkt. 

c)  Ist  dagegen  die  Gleichung  der  Kurve  R^  durch  rechtwinklige 
Punktkoordinaten  gegeben,  etwa  als  Kettenlinie,  deren  Hauptaxe  mit  y 
zusammenfällt,  d.h.  durch  die  Gleichung: 

X  X 

SO  hat  man  zunächst  ihre  Parameterdarstellung  aufzustellen,  in  welcher 
der  Winkel  u  der  Teilungskurve  als  Parameter  figuriert.  Nach 
früherem  ist  aber 

aus  welcher  Gleichung  durch  Integration  folgt: 

X 

Wird  nun  die  Konstante  Uq  derart  bestimmt,  dass  für  u  ==  0  auch 
a?  ==  0  wird,  so  ergiebt  sich: 

und  daher:  ^  j 
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2^  ^  I  [*s(^  +  t)  +  ^ö^g(«*  +  t)]' 


oder 

c 
'^  ~~  cos  2  u 

Substituiert    man    hierin    y  ^^^  r^]    2u  =  (p^y    so    erhalt    man    die 
Gleichung  der  Kurve  R^  in  Polarkoordinaten: 


r,= 


COSqp, 

Als  Kurve  R^  erscheint  daher  die  Scheiteltangente  der  Ketten- 
linie Rj.  Die  Kettenlinie  ergiebt  sich  somit  als  Spezialfall  der  schon 
früher  erhaltenen  Rollkurve  zu  einer  Geraden,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Distanz  2a  ins  Unendliche  gewachsen  ist.  Anderseits  ist  der 
Bewegungsvorgang  nichts  anderes  als  eine  kinematische  Illustration  zu 
dem  bekannten  Satze: 

Fällt  man  vom  Fusspunkt  der  Ordinate  auf  der  a;-Axe 
das  Lot  auf  die  Tangente  der  Kettenlinie,  so  ist  das  Stück 
der  Tangente  von  diesem  Fusspunkt  bis  zum  Berührungs- 
punkt gleich  der  Länge  des  Bogens  von  diesem  Berührungs- 
punkt bis  zum  Scheitel  der  Kurve. 

Der  Inhalt  des  von  der  Ordinate,  der  Tangente  und  ihrem  Lote 
gebildeten  Dreieckes  ist  aber  anderseits  die  Hälfte  vom  Inhalt  der 
über  der  Kettenlinie  stehenden  Fläche.  Auch  dieser  Satz  folgt  hier 
ganz  unmittelbar.  Aus  den  Gleichungen  der  Rollkurven  dieses  Ab- 
schnittes ergiebt  sich  nämlich: 

ydx  =  y^d2ti  =  r^^dff^f 

dFi=2dF^] 

d.h.:  Die  von  der  Kurve  R^,  der  Geraden  D  und  den  Ordi- 
naten  irgend  zweier  Punkte  von  R^  begrenzte  Fläche  F^  hat 
allemal  doppelt  so  grossen  Inhalt,  wie  der  über  dem  ent- 
sprechenden Bogen  der  Kurve  R^  stehende  Sektor  F^, 

B.  Divergente,  sich  schneidende  Axen. 
5. 

Die  Flächen  R^  und  R^  sind  in  diesem  Falle  Kegelflächen.  Seien 
0^  und  o^  die  beiden  gegebenen  Axen,  die  sich  in  0  schneiden,  und 
2ß  der  von  ihnen  eingeschlossene  vorläufig  spitze  Winkel,  so  denken 
wir  uns  die  Axen,  sowie  die  um  diese  beschriebenen  Systeme  koaxialer 
Rotationskegel  mit  der  um  0  beschriebenen  Einheitskugel  geschnitten. 
Es  seien  0^  und  0,  die  Schnittpunkte  der  Axen  mit  der  Kugel,  der 
Meridian  dieser  Axen  sei  der  Anfangsmeridian  oder  die  Centrale,  P  sei 
ein  auf  dem  direkten  Bogen  0^0^  liegender  Punkt,  so  sollen  0^  und  0, 
die  Pole    und    OP^    sowie  OP^  die   sphärischen   Polaraxen   x^   und  x^ 
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zweier  Polarkoordinatensysteme  auf  der  Kugel  bilden.  Sind  dann  a^ 
und  Og  die  sphärischen  Radien^  qp^  und  qpj  ^^^  sphärischen  Anomalien 
irgend  zweier  Punkte  P^  und  P,  der  Kugel,  so  mögen  sie  ent- 
sprechende Punkte  heissen,  wenn  die  durch  sie  gehenden  Kreise 
der  Kugel  von  den  Mittelpunkten  0^  und  0,  sich  auf  der  Centrale 
0^0^  berühren,  und  wenn  beim  Rollen  dieser  Kreise  aufeinander  und 
um  die  Punkte  0^  und  Og,  Pj  und  P^  gleichzeitig  durch  die  Centrale 
gehen. 

Heisst  man  zwei  solche  Kreise  der  Systeme  um  0^  und  0,,  die 
sich  auf  der  Centrale  berühren,  ein  Elementenpaar,  so  sind  ent- 
sprechende Punkte  jedes  Paares  definiert  durch  die  beiden  Gleichungen: 

1)  a,+  a^^2ß, 

2)  sin  aidq>i  —  sin  a^dq)^  «  0. 

Von  diesen  speziellen  Rollkurvenpaaren  für  konstantes  Verhältnis 
der  Winkelgeschwindigkeiten  gelangt  man  nun  wieder  zu  den  all- 
gemeinsten durch  folgende  Überlegung,  bei  der  man  sich  die  Ein- 
heitskugel doppelt  und  in  sich  verschiebbar  zu  denken  hat: 

Durchläuft  ein  Punkt  P  die  sphärische  Centrale  0^0^ 
nach  irgend  einem  Gesetz  und  dreht  man  die  mit  den  beiden 
Kreissystemen  fest  verbundenen  Kugelflächen  um  die  Axen 
Ol  und  Og  derart,  als  ob  die  momentan  durch  P  gehenden 
Kreise  jedes  Paares  aufeinander  rollen  würden,  so  beschreibt 
P  auf  beiden  Kugelflächen  zwei  entsprechende  sphärische 
Rollkurven. 

Seien  Win  und  W2n  die  Komponenten  der  Geschwindigkeiten  tCj 
und  w^  normal  zur  Centrale  gemessen,  mit  denen  die  Kurven  R^  und 
R^  durch  den  Punkt  P  auf  der  Kugelfläche  laufei;,  Wia  und  w^a  die 
Komponenten  in  der  Centralen,  so  folgt  zunächst  wegen  der  Gleichung  1): 

ferner  infolge  Gleichung  2): 

also:  ^ 

Aus   diesen  beiden  Gleichungen  zwischen  den  Komponenten  folgt 

d.h.:  Wia         W2a  ' 

3)  ^1  +  ^,=^»; 
durch  Quadrieren  und  Addieren  dagegen  folgt: 

,  sin*  «1  dq>i*  +  ^«i*  ==  sin*  S  d^,*  +  da^^j 

4)  d$i  =  d$2. 
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Entsprechende  Bogenelemente  berühren  sich  also  auf  der  Centrale 
und  haben  gleiche  Länge,  d.  h.  die  vom  Punkte  P  beschriebenen  Kurven 
Rj  und  B^  rollen  aufeinander,  indem  sie  sich  drehen. 

Die  Bedingungsgleichungen  1)  und  2)  genügen  daher,  um  B^  und 
R,  als  entsprechende  sphärische  Rollkurven  zu  charakterisieren. 

Die  über  zwei  sphärischen  Rollkurven  stehenden  Kegel  aus  dem 
Mittelpunkte  der  Kugel  sind  entsprechende  Rollkegel.  Da  jede  in  0 
konzentrische  Kugel  aus  zwei  Rollkegeln  sphärische  Rollkurven 
schneidet,  so  folgt: 

Die  unendlich  fernen  Querschnitte  entsprechender  Roll- 
kegel sind  entsprechende  ebene  Rollkurven. 

Diese  Eigenschaft  der  unendlich  fernen  Querschnitte  folgt  auch 
schon  aus  dem  Umstände,  dass  die  unendlich  ferne  Ebene  die  einzige 
des  Baumes  ist,  die  auf  beiden  Axen  o^  und  o^  zugleich  normal  steht. 

Um  nun  zur  geometrischen  Erzeugung  entsprechender  Rollkegel 
zu  gelangen,  kann  man  ein  dem  früheren  analoges  Verfahren  ein- 
schlagen. Die  von  den  Axen  o^  und  o^  nach  entsprechenden  Erzeugen- 
den Pi  und  P2  gehenden  Ebenen  bilden  zwei  Büschel  von  bestimmter 
Abhängigkeit  und  ungleichem  oder  gleichem  Drehungssinn,  je  nachdem 
die  Kegel  sich  von  aussen  oder  innen  berühren.  Verschiebt  man 
daher  beide  Büschel  an  eine  beliebige  Axe  0  derart,  dass  die  Punkte 
Ol  und  Og  in  den  nämlichen  Punkt  0,  und  die  entsprechenden 
Halbaxen  0^  und  0^  verkehrt  aufeinander  fallen,  so  kann  man  sich  die 
Abhängigkeit  beider  Ebenbüschel  A^,  JB^,  C^. .  .  und  A^,  JBg,  Cg... 
dadurch  vorstellen,  dass  man  sie  mit  einem  um  0  beschriebenen 
K^el  A  vom  halben  Öfinungswinkel  2ß  schneidet  und  entsprechende 
Schnittlinien  aifc^Ci...  und  Ogftg^-  •  <Jurch  Ebenen  verbindet.  Die 
Gesamtheit  dieser  Ebenen  umhüllt  dann  einen  bestimmten  Kegel  (t>  und 
umgekehrt  definiert  jeder  Kegel  <t>  an  der  Axe  0  zwei  von  einander 
abhängige  Ebenensysteme.  Beschreibt  man  jetzt  um  0  die  Einheits- 
kugel, so  triflFfc  sie  den  Kegel  A  nach  einem  Kreise  D,  dessen  Ebene 
den  Kegel  <t>  nach  einer  Kurve  P  schneidet.  Aus  dieser  entspringt 
jetzt  ein  bekanntes  Paar  ebener  Rollkurven  Ri,  und  R»,,  mit  welchen 
die  gesuchten  sphärischen  Rollkurven  R^  und  R^  in  einfacher  Weise 
zusammenhängen. 

Ist  nämlich  (Figur  4  Taf.  I)  Oj  der  Mittelpunkt  von  D,  0«  der 
zweite  Schnittpunkt  der  positiven  Halbaxe  0  mit  der  Einheitskugel, 
A,  der  aus  Oj  über  D  beschriebene  Gegenkegel  zu .  A,  A^A^  eine 
Tangente  von  P,  Pi,,  P^^  das  aus  ihr  entq)ringende  Punktepaar 
der  ebenen  Kurven  Uu  und  Rj,;  Pu  und  P%j  die  in  der  Richtung 
der  Axe  o  auf  A,  projizierten  Punkte  Pi,  und  P««,  so  besteht  die 
Proportion: 
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Sind  daher  P^  und  Pg  die  Schnittpunkte  der  nach  Pu  und  Pjj 
gehenden  Kugelradien  mit  der  Einheitskugel,  so  ergiebt  sich  weiter: 

und  da  ^^+  ^2=  2/J,  so  folgt:  ' 

02^1  =  01    und     02P2  =  cr2? 

also  sind  P^  und  Pg  Punkte  entsprechender  Rollkurven. 

Da  nun  anderseits  die  Linie  FPu  parallel  O^A^  und  FP^j 
parallel  0,-4,,  so  werden  somit  entsprechende  Rollkegel  nach  folgender 
Konstruktion  erhalten: 

Man  beschreibe  aus  den  zwei  Punkten  0  und  Og,  deren  Distanz 
auf  0  der  Längeneinheit  gleich  ist,   die  Kegel  A  und  A,  mit  2/3  und 

—  ~  als  halben  Öflftiungswinkeln,  so  durchschneiden  sie  sich  in  einem 

Kreise  D. 

Ist  dann  P  eine  beliebige  Kurve  dieser  Ebene,  so  ziehe 
man  für  jede  Tangente  A^A^  derselben  FPi^  parallel  O^A^  und 
FP2J  parallel  OgJ.^.  Durchläuft  jetzt  die  Tangente  A^A^  die 
ganze  Kurve  P,  so  beschreiben  die  Strahlen  OPi^und  OP2J 
zwei  entsprechende  Rollkegel. 

Da  man  für  die  ebenen  Rollkurven  die  Tangenten  in  den  Punkten 
Pi«  und  P2«  angeben  kann,  so  kennt  man  die  Tangenten  auch  in  den 
Punkten  Pij  und  Pg^,  d.h.  man  kann  auch  die  Tangentialebenen  der 
Kegel  Ri  und  R^  angeben. 

Li  dieser  Weise  entstehen  die  gesuchten  Paare  von  Kegelflächen 
mit  Vermeidung  der  schwierigen  und  konstruktiv  unbequemen  Kon- 
struktionen auf  der  Kugeloberfläche  selbst.  Je  nachdem  die  Kurve  F 
ganz  im  Innern  oder  ganz  ausserhalb  von  D  liegt,  werden  R^  und  R^ 
ganz  getrennte  Teile  eines  und  desselben  Kegels  R  werden,  die  nur 
bei  Berührung  von  aussen  oder  von  innen  aufeinander  rollen. 

Liegt  dagegen  F  teils  im  Innern  und  teils  ausserhalb  des  E[reises  D, 
so  hängen  R^  und  R^  zusammen,  wobei  der  Kegel  R  die  Axe  0  zur 
mehrfachen  Erzeugenden  haben  muss.  Der  Kegel  rollt  dann  mit  dem 
kongruenten  teils  für  Berührung  von  aussen,  teils  für  Berührung  von 
innen,  wobei  der  Wechsel  beim  Durchgang  der  gemeinschaftlichen 
Berührungslinie   entweder   durch  die  Axe  0^  oder  durch  ö,  stattfindet. 

Wächst  der  Winkel  2ß  gegen  — ;  so  geht  die  Ebene  des  Kreises  D 
durch  den  Kugelmittelpunkt;  wird  2/J>— ;  so  sinkt  sie  unter  den- 
selben und  der  Kegel  Ag  wird  ein  spitzer  Kegel,  in  allen  Fällen  aber 
bleibt  die  Konstruktion  die  nämliche. 

Will  man  die  Gleichungen  der  Rollkurven  R^  und  Rj  auf  der 
Einheitskugel    in    sphärischen   Polarkoordinaten   aufstellen,    so  mögen 
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zunächst  y^  und  ^j,  u  und  v  in  der  Ebene  des  Kreises  D  die  frühere 
Bedeutung  haben.    Alsdann  folgt  aus  der  Bedingungsgleichung  2): 

sincifj  dq>^ 

sin  cc^       dtpi 

sin  ofj  —  sin  flfj    d<p^  —  dqf^ 

sin  ofj  -f  ßi'^  «'i  ^9i  +  ^Ti 

oder  X    ,        m  j 

Eliminiert  man  daher  aus  den  je  drei  Gleichungen: 

g>i  =  li  +  r,      q)^  =  u  —  V, 

die  Parameter  u  und  r,  so  erhält  man  als  Resultanten  die 
Gleichungen  entsprechender  Rollkurven  auf  der  Eugelober- 
fläche. 

Auch  hier  wird  im  allgemeinen  die  nämliche  Gleichung  beide 
Kurven  zugleich  ausdrücken,  sodass  jede  als  Teil  der  Gesamtkurve  R 
aufzufassen  ist 

Wenn  die  Gleichungen  der  aus  der  Teilungskurve  F  entstehenden 
ebenen  Rollkurven  Ri,  und  Rg,  schon  bekannt  sind,  so  kann  durch 
einfache  Substitution  aus  ihrer  Gleichimg: 

JB(r,y)  =  0 

die  Gleichung  der  sphärischen  Kurven  erhalten  werden. 
Aus  obiger  Gleichung  2)  ergiebt  sich  nämlich: 
sin  or, 


-K'-£) 


cos(a,-(3) 
^^"^  ^  2a  =  sin2j8  =  2sin/Jcosj8 


den  Radius  von  D  darstellt,  so  ist  nach  früherem: 

sm  /3 1 1  —  ^-  )  =  — i-y; 
^  \        du/        cos  ß 


sodass 


C08(ai  — (5)         cosf 
wird,  woraus  folgt,  dass  in  die  Gleichung  der  ebenen  Rollkurve 

4)  :^-cotgal  +  tg/3 

zu  substituieren  ist,  um  daraus  die  Gleichung  der  sphärischen  Rollkurve 
zu  erhalten. 

Wählen  wir  in  einem  ersten  Beispiel  als  Kurve  F  ein  Strahlen- 
büschel, so  ist  die  resultierende  Kurve  Ri«  eine  Ellipse  mit  der 
grossen  2a  Axe  und  0^  und  Fals  Brennpunkten.    Daraus  folgt,  dass  die, 
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Projektion  dieser  Ellipse  auf  den  Gegenkegel  A^  ebenfalls  eine  Ellipse 
ist  und  ferner,  dass  ihr  projicierender  Kegel  aus  0  die  Axe  o  als 
Fokalstrahl  besitzt;  d.h.: 

Zwei  kongruente  Kegel  zweiten  Grades,  die  sich  um  ent- 
sprechende Fokalstrahlen  drehen,  sind  auch  hier  die  ein- 
fachsten Rollkegel,  die  auftreten  können. 

Um  zu  der  Gleichung  der  zugehörigen  sphärischen  Kegelschnitte 
zu  gelangen,  verlegen  wir  den  Punkt  F  auf  die  Polaraxe  des  Kreises 
D  in  den  Abstand  2c  von  0^,  Bedeuten  dann  ß  und  d  die  Winkel, 
unter  denen  die  Strecken  2  a  und  2  c  aus  dem  zweiten  Schnittpunkt  0, 
der  negativen  Halbaxe  o  mit  der  Kugel  gesehen  werden,  so  besteht 
die  Gleichung;  ^        ^^ß 

c  "~   igd 

"^^^^  a  =  sin/Scosj8. 

ist,  so  folirt:  «„,    ^ 

'  ^  c  =  cos*/9tg^. 

Es  ist  somit 

F  ==  sinß  cos  j3  cos  ü  —  cos^/3  tg  d  cosm  =  0 

die  Gleichung  des  Büschels,  und  daher  durch  Einsetzen  der  Werte 
von  a  und  c  die  Gleichung  der  Ellipse  Ri«: 

_  co8(3(sin*p-cos«pt^) 
^       sin  |3  —  cos  ßtgd  cos  q?i 

Führt  man  jetzt  die  in  4)  stehende  Substitution  aus,  so  erhält 
man  nach  leichter  Reduktion  als  Gleichung  der  sphärischen  Ellipse  R^: 

.         cos  2  ^  —  cos  2  (5 

^  ^  ~~   sin  2 13  —  sin  2  *  •  cos  <jp, 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  ß  +  d  und  ß  —  i  die  extremen 
Werte  des  sphärischen  Radius  a^  sind,  d.h.,  dass  2<J  die  sphärische 
Exzentrizität  bedeutet.  Man  erhält  daher  den  zweiten  Fokalstrahl 
des  Kegels  R,  indem  man  den  Strahl  O^F  in  F^  mit  der  Kugel 
schneidet  und  F^  mit  0  verbindet.  Das  sphärische  Büschel  F  besteht 
daher  nicht  aus  Grosskreisbogen,  sondern  die  Ebenen  desselben  ent- 
halten den  Punkt  Og.  Dagegen  sind  Pj  und  P,  allemal  Endpunkte 
eines  sphärischen  Durchmessers  und  ihre  Tangenten  stehen  zu  den 
Bogen  des  Büschels  F  normal. 

Es  ist  kl&r,  dass  dem  Kurvensysteme: 

F  ^  sin/Jcosjäcoswr  —  cos^/StgÄcoswM  =*  0 

die  Gruppe  der  sphärischen  Rollkurven 

,  _         cos  2  d  —  cos  2  ^ 

O     1  Hin  9/R  —  fliT 


sin  2  ^  —  sin  2  d  cos  n  9^ 

entspricht,   welche   wie   bei   der   Ellipse   mit  ihren  entsprechenden  in 
Deckung  liegen. 
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Setzen  wir  endlich  als  Kurve  F  eine  Kurve  der  Schar  voraus,  die 
durch  Winkelteilung  aus  einem  Kreise  entsteht,  dessen  Mittelpunkts- 
abstand 26,  und  dessen  Radius  2rQ  beträgt,  und  nehmen  wir  zudem 
an,  o^  und  o^  seien  zu  einander  rechtwinklige  Axen,  also 


80  hat  man: 


2^  =  ^ 


"  =  ¥' 

zu  setzen,  sodass  die  Gleichung  von  F  die  Form  erhält: 

/''=  ö^cosHr  —  2  tg^cosnM  ^  ö^tg«  =  0. 

Die   sphärischen  Rollkurven  haben   dann  eine  Gleichung  von  der 
Fonn:  .  , 

WO 

E  =  cotg  «1  cos  2  d  —  (1  —  sin  2  d  cos  n  gpj, 
und 

L  =  ( 1  -f  sin  2  tf  cos n  qpj)  cotg^a^  —  2  cos  2  tf  cotg «i  +  (1  *-  sin  2  ^  cos  n  tp^) 
l)edeuten. 
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über  die  angenäherte  Oeradführung  mit  Hilfe 
eines  ebenen  Oelenkvierecks. 

Von 

Dr.  K  Müller, 

Profcstor  an  der  Tochniachon  Hochschule  zu  Braunschweig. 

Hierzu  Taf.  II  Fig.  1—4. 


Von  einem  Gelenkviereck  sagt  man  bekanntlich,  es  bewirke  eine 
angenäherte  w-punktige  Geradführung,  wenn  ein  bestimmter 
Punkt  der  Koppelebene  eine  Bahnkurve  beschreibt,  die  von  einer  ge- 
wissen Geraden  zwischen  n  aufeinander  folgenden  Schnittpunkten  nur 
verschwindend  wenig  abweicht;  dabei  ist  n  höchstens  gleich  sechs. 
Liegen  die  n  Schnittpunkte  einander  unendlich  nahe,  so  möge  die 
Geradführung  als  eine  w -punktig  genaue  bezeichnet  werden.  Dann 
ist  zwar  die  theoretische  Anschlußstrecke  unendlich  klein,  in  Wirk- 
lichkeit kann  man  aber  auch  in  diesem  Falle  ein  ganz  beträchtliches 
Kurvenstück  von  der  Anschlussgeraden  nicht  unterscheiden. 

In  einem  früheren  Aufsatze*  habe  ich  die  Konstruktion  der 
M -punktig  genauen  Geradführung  —  insbesondere  für  w  ==  6  —  ein- 
gehend behandelt.  Im  Folgenden  wird  gezeigt,  wie  man  von  hier  aus 
den  Übergang  zur  bloss  angenäherten  Geradführung  findet,  und  wie 
man  auf  diese  Weise  zu  Lösungen  gelangt,  die  vor  den  früher  erhaltenen 
vom  praktischen  Standpunkte  aus  den  Vorzug  verdienen. 

1.  Die  Kurve  der  Ballschen  Punkte.  Wir  gehen  aus  von 
irgend  einem  Gelenkviereck  ABJBJ.  mit  dem  festen  Gliede  AB;  für  die 
beliebig  gewählte  Koppellage  AB  ist  der  Pol  ^,  der  Wendekreis  iv 
und  auf  ihm  der  Ball  sehe  Punkt  K  —  der  augenblicklich  einen  Un- 
dulationspunkt  beschreibt  —  in  bekannter  Weise  konstruiert  worden 
(Fig.  1).  Zeichnen  wir  in  der  Koppelebene  alle  Kreise,  die  im  Verlaufe 
der  Bewegung   zu  Wendekreisen  werden,   so  umhüllen  diese  einerseits 

*  Beitrage  zur  Theorie  des  ebenen  Gelenk^'iereck8 ,  diese  Zeitschrift  42.  Jahr- 
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die  Polkurve  />,  anderseits  den  Ort  u  der  Ballsclien  Punkte  (Fig.  la). 
Dann  erstreckt  sich  auf  der  einen  Seite  von  n  ein  Gebiet  von  System- 
punkten, von  denen  jeder  zwei  benachbarten  Wendekreisen  angehört. 
Jeder  dieser  Punkte  erzeugt  also  eine  Bahnkurve  mit  zwei  dicht  auf- 
einander folgenden  Inflexionen,  die  zu  einem  scheinbar  geradlinigen 
Kurvenstück  verschmelzen,  wenn  wir  den  Systempunkt  hinreichend 
nahe  an  u  annehmen.  Das  eben  Gesagte  gilt  z.  B.  von  den  Punkten  31 
und  Ly  die  wir  auf  der  Bahnnormale  ^K  des  Punktes  K  gewählt 
haben;  der  Punkt  L  liefert  eine  angenäherte  vierpimktige  Gerad- 
föhrung. 

In  der  Koppelebene  giebt  es  im  allgemeinen  eine  bestimmte  An- 
zahl von  Punkten,  deren  Bahnkurven  eine  fünfpunktig  berührende 
Tangente  besitzen.*  Solche  Punkte  liegen  immer  auf  je  drei  unendlich 
benachbarten  Wendekreisen,  sind  also  Spitzen  der  Kurve  u.  In  jedem 
Punkte,  der  sich  in  der  Nähe  einer  Spitze  innerhalb  des  von  der  Kurve 
u  begrenzten  Gebietes  befindet,  schneiden  sich  drei  aufeinander  folgende 
Wendekreise;  die  zugehörige  Bahnkurve  hat  also  kurz  nacheinander 
drei  Inflexionen,  und  wir  gelangen  zu  einer  angenäherten  fünfpunktigen 
Geradführung,  wenn  die  Entfernung  des  beschreibenden  Punktes  von 
jener  Spitze  hinreichend  klein  ist. 

2.  Konstruktion  der  fünfpunktig  genauen  und  der  an- 
genäherten fünfpunktigen  Geradführung.  Bei  der  wirklichen 
Ausführung  der  zuletzt  angedeuteten  Konstruktion  würde  die  Ermittel- 
ung der  Systempunkte  mit  fünfpunktig  berührenden  Bahntangenten 
erhebliche  Schwierigkeiten  bereiten.  Es  empfiehlt  sich  deshalb,  nicht 
ein  beliebiges  Gelenkviereck  in  einer  beliebigen  Koppellage  zu  Grunde 
zu  legen,  sondern  von  vom  herein  die  Figur  so  anzuordnen,  dass  der 
Bai  Ische  Punkt  momentan  eine  Bahnstelle  mit  fünfpunktig  be- 
rührender Tangente  durchläuft.  Dann  müssen  die  Winkel,  welche  die 
vier  Seiten  des  Vierecks  augenblicklich  mit  einer  gewissen  Geraden 
einschliessen,  einer  einfachen  Bedingung  genügen.**  Eine  daraus 
folgende  Konstruktion  haben  wir  bereits  an  anderer  Stelle  mit- 
geteilt.*** 

In  Figur  2  ist  ein  anderer  Weg  eingeschlagen  worden.  Hier  ist 
nämlich  die  Aufgabe  gestellt,  mit  Hilfe  eines  Gelenkvierecks  in  all- 
' gemeinster  Weise  eine  Kurve  zu  beschreiben,  die  von  der  gegebenen 
Geraden  g  im  Punkte  K  fünfpunktig  berührt  wird.  Von  dem  gesuchten 
Viereck  dürfen  wir  den  einen  Arm,  etwa  f<Ä,  noch  willkürlich  an- 
nehmen, und  zwar  in  der  Lage,  die  er  haben  soll,  weim  der  gerad- 
geführte   Punkt  sich   in  K  befindet.     Durch  diese  Daten  ist  die   Be- 

*  a.  a.  0.  S.  260. 
**  a.  a.  0.  S.  260  Gleichung  25. 

***  Konstruktion  der  Burmas t ersehen  Punkte  für  ein  ebenes  Gelenkvicreck, 
zweite  Mitteilung,  diese  Zeitschrift  38.  Jahrgang  S.  131. 
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wegung  der  Koppelebene  für  fünf  unendlich  benachbarte  Lagen  be- 
stimmt, und  es  giebt  ausser  A  und  K  noch  zwei  andere  Systempunkte  B 
und  B*y  welche  augenblicklich  Bahnstellen  mit  fünfpunktig  berührendem 
Krümmungskreise  durchlaufen;  sie  bilden  zusammen  mit  A  und  K  die 
vier  Burm  est  ersehen  Punkte  der  betrachteten  Systemls^e.  Die  früher 
von  uns  abgeleitete  Konstruktion  der  Punkte  B  und  B*  gestaltet  sich 
gegenwärtig  noch  etwas  einfacher  als  im  allgemeinen  Falle,  weil  dem 
Punkte  K  ein  unendlich  grosser  Krümmungskreis  entspricht* 

Wir  ])e8timmen  zunächst  den  Pol  $  als  Schnittpunkt  von  A^  mit  dem  in 
if  zu  g  errichteten  Lot«,  ziehen  A$  J_  g  bis  AK^  ^3  -L  ^«^  ^^s  zu  derselben 
(leraden,  legen  durch  §  zu  ^^53  eine  Parallele,  welche  '^A  in  ?(,  ^X"  in  Ä 
schneidet,  und  errichten  in  %  und  Ä  Lote  bez.  zu  ^^  und  ^K.  Treffen  sich 
diese  in  3),  so  geht  durch  %  die  Polbahntangente  t,  und  der  Kreis  d,  der  ^1) 
zum  Durchmesser  hat,  ist  der  gemeinschaftliche  Krümmungskreis  der  Kreis- 
punktkurven m  und  |Li  für  die  betrachtete  und  die  umgekehrte  Bewegung.  Wir 
ziehen  fenier  3@i;^§  bis  ^JJiT,  öJ(£X^(iJ  bis  zur  Polbahnnormale  n  und  be- 
stimmen den  Schnittpunkt  5  von  ©3)  mit  8.  Dann  ist  %%  ein  Durchmesser  des 
zweiten  Krümmungskreises  der  Kurve  m  in  ihrem  Doppelpunkte  $,  und  ihr 
Fokalzentrum  würde  sich  ergeben  durch  Halbierung  der  nicht  gezeichneten 
Strecke  $gf.  Der  Ball  sehe  Punkt  der  betrachteten  Systemlage  fällt  gegenwärtig 
mit  K  zusammen ;  die  Gerade  %  K  ist  folglich  die  Fokalaxe  der  Kurve  fi.  Machen 
wir  daher  im  Kreise  S  die  Sehne  ^6  =  ^$^,  so  ist  der  Mittelpunkt  von  ^6  das 
Fokalzentrum  von  fi.  Die  nicht  gezeichnete  VerbindungsUnie  der  beiden  Fokal- 
zentren schneidet  die  Polbahnnormale  n  im  Punkte  O,  den  wir  in  unserer  Figur 
als  Mittelpunkt  der  Strecke  'ißCl'  erhalten  haben,  wobei  C  den  Schnittpimkt  von  ©3 
mit  n  bezeichnet.  Nach  einem  bei  anderer  Gelegenheit  bewiesenen  Satze**  befinden 
sich  in  jeder  Lage  eines  komplan  bewegten  starren  ebenen  Systems  die  vier  Bur- 
mester sehen  Punkte  mit  den  Punkten  "iß  und  C  auf  einem  Kegelschnitt,  der 
in  ^  die  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem  Bai  Ischen  Punkte  berührt. 
Gegenwärtig  gehört  al)er  der  Bai  Ische  Punkt  K  selbst  mit  zu  den  Burmest  er- 
sehen Punkten;  jener  Kegelschnitt  zerfsillt  also  in  die  Geraden  %K  und  C-4, 
und  die  gesuchten  Punkte  B^  li*  liegen  demnach  auf  ZXA.  -  Die  weitere  Kon- 
struktion erfolgt  nach  der  früher  gegebenen  Regel:  Wir  bestimmen  die  Schnitt- 
punkte 33,  SB  und  9?  von  ©^  ^>ez.  mit  9(ift,  $3  und  mit  der  Parallelen  durch  ^ 
zu  ^Ä,  ziehen  zu  ^!p9S  die  Parallelen  9ii  und  SB 9?  bez.  zu  t  und  n  und  be- 
zeichnen mit  39,  95*  die  Schnittpunkte  der  Geraden  %SSt  mit  dem  Kreise  8,  Dann 
trifft  O.l  die  Geraden  ^^«,  «ß«*  bez.  in  B,  B\ 

Den  Punkten  B  und  B*  entsprechen  zufolge  der  bekannten  qua- 
dratischen Verwandtschaft  die  Krümmungsmittelpunkte  B  und  B*;  wir 
finden  sie  z.  B.  unter  Benutzung  des  Wendepols  W,  in  welchem  die 
Geraden  n  und  g  sich  schneiden.  Als  Lösung  der  gestellten  Aufgabe 
erhalten  wir  somit  die  beiden  Vierecke  KBBA  und  AB*jB*^.  In  Ver- 
bindung mit  dem  ersten  beschreibt  der  Punkt  K  die  Kurve  x  (Fig.  2  a); 

*  Konstruktion  der  Burmest  ersehen  Punkte  für  ein  ebenes  Gelenkviereck, 
erste  Mitteilung,  diese  Zeit-schrift  37.  Jahrgang  S.  213.  In  der  obigen  Figur  2 
aind  möglichst  dieselben  Buchstaben  gebraucht,  wie  in  der  Figur  2  des  au- 
geführten Aufsatzes. 

**  Über  die  Bewegung  eines   starren   ebenen  Syst^jms   durch  fünf  unendlich 
benachbarte  Lagen ,  diese  Zeitschrift  37.  Jahrgang  S.  147. 
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das  zweite  erteilt  ihm  eine  Bewegung  in  der  Kurve  x*,  die  sich  der 
Geraden  Q  so  innig  anschmiegt^  dass  auch  ihr  sechster  Schnittpunkt 
mit  9  in  die  scheinbar  endliche  Anschlußstrecke  hineinföUt  (Fig.  2). 

Figur  2a  zeigt  den  Übergang  von  der  gefundenen  fünfpunktig 
genauen  Geradführung  zu  einer  angenäherten  fünfpunktigen:  In  der 
Koppelebene  ABK^  die  in  Figur  2b  besonders  gezeichnet  ist,  um- 
hüllen die  sämtlichen  Wendekreise  wie  vorhin  die  Kurven  p  und  u. 
Innerhalb  des  von  u  begrenzten  Gebietes  ist  der  Punkt  L  angenommen 
worden  —  in  unserer  Figur  auf  dem  durch  die  Spitze  K  gehenden 
Wendekreise  «';  die  zugehörige  Bahnkurve  k  befindet  sich  in  Figur  2  a, 
und  zwar  der  Deutlichkeit  wegen  ein  wenig  nach  der  Seite  verschoben. 
Sie  besitzt  eine  auffallend  gestreckte  Gestalt  und  genügt  den  An- 
forderungen einer  angenäherten  Geradführung  jedenfalls  besser,  als 
die  daneben  stehende  Bahnkurve  x  des  Punktes  K,  —  Das  Gebiet,  in 
welchem  der  Punkt  L  gewählt  werden  kann,  ist  im  vorliegenden 
Falle  beschränkter,  als  bei  der  vierpunktigen  Geradführung;  wir 
dürfen  ihn  z.  B.  nicht  mehr  auf  der  Normale  des  Punktes  K  a)mehmen, 
wie  in  Figur  1  *  Am  zweckmässigsten  verwenden  wir,  wie  in  Figur  2a, 
einen  Punkt  des  Wendekreises  tr;  dann  wird  nämlich  die  etwas  um- 
ständliche Konstruktion  der  Kurve  u  ganz  überflüssig. 

3.  Sechspunktige  Geradführung.  Da  die  Konstruktion  der 
s'echspunktig  genauen  Geradfiihrung  bereits  in  allgemeinster  Weise  er- 
ledigt ist,**  so  haben  wir  nur  noch  zu  zeigen,  wie  sich  von  hier  aus 
der  Übergang  zur  angenäherten  Geradfiihrung  gestaltet.  Dazu  genügt 
aber  die  Betrachtung  eines  speziellen  Falles;  wir  wählen  als  Beispiel 
die  bekannte  Geradführung  von  T  sehe  bis  che  ff  (Fig.  3).  Bei  dieser 
ist  das  Gelenk  Viereck  P^BBA  gleicharmig,  und  es  verhält  sich: 

^B  :  AB  :A^  =  1:3:4. 

Gelangt  dann  die  Koppel  in  die  gezeichnete  Lage,  in  der  sie  zum 
festen  Gliede  parallel  ist,  so  beschreibt  ihr  Mittelpunkt  K  eine  Bahn- 
stelle mit  sechspunktig  berührender  Tangente.  Jetzt  schneiden  sich  in 
K  vier  unendlich  benachbarte  Wendekreise,  und  die  unmittelbar  vorher- 
gehenden und  folgenden  Wendekreise  umhüllen  ein  Kurvenstück  n, 
das  ein  von  Kreisen  freies  Gebiet  eiuschliesst,  während  durch  jeden 
Punkt  ausserhalb  u  zwei  solcher  Kreise  gehen  (Fig.  3  a).  Um  zu  einer 
angenäherten  sechspunktigen  Geradfuhrung  zu  gelangen,  müssten  wir 
in  der  Koppelebene  einen  Punkt  angeben  können,  in  welchem  sich 
vier  verschiedene  Kreise  der  Schar  schneiden  —  ein  solcher  Punkt  ist 
jedoch  in  unserer  Figur  nicht  vorhanden. 

Hier  müssen  wir  nun  bedenken,  dass  die  Singularität,  welche 
gegenwärtig  die  Kurve  u  im  Punkte  K  darbietet,  aus  der  Vereinigung 

*  Vergl.  AUievi,  cinematica  della  biella  piana,  Napolil89Ö,  p.  69. 
**  Vergl.  die  Anmerkung  auf  S.  36.  /-^  i 
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von  zwei  Spitzen  entsteht.  Wir  können  aber  diese  Singularität  wieder 
in  zwei  Spitzen  auflösen,  wenn  wir  unser  Gelenkviereck  in  geeigneter 
Weise  ein  wenig  verändern.  Zu  dem  Zwecke  haben  wir  in  Figur  4 
die  Koppelstrecke  AB  ein  wenig  vergrössert,  die  drei  übrigen  Glieder 
aber  unverändert  gelassen.  Für  die  dargestellte  Koppellage,  die  zum 
festen  Gliede  parallel  ist,  bezeichnet  K  wiederum  den  Bai  Ischen  Punkt, 
der  jetzt  ausserhalb  AB  liegt  und  einen  blossen  ündulationspunkt  be- 
schreibt. Dann  umhüllen  die  Wendekreise  in  der  Umgebung  von  K 
ein  Kurvenstück  ti,  das  zur  Geraden  ^Ä"  symmetrisch  ist  und  in  der 
unmittelbaren  Nähe  von  K  zwei  Spitzen  besitzt  (Fig.  4  a).  Jeder 
Systempunkt  innerhalb  des  von  der  Kurve  u  begrenzten  krummlinigen 
Dreiecks  liegt  gleichzeitig  auf  vier  Wendekreisen  und  durchläuft  folg- 
lich dicht  nacheinander  vier  Wendepunkte,  wie  z.  B.  der  Punkt  JV,  der 
sich  auf  der  Normale  "^K  des  Punktes  K  befindet,  und  dessen  Bahn- 
kurve in  Figur  4  parallel  nach  unten  verschoben  ist.  Der  Punkt  Zr, 
der  auf  ^K  dem  Punkte  K  sehr  nahe  liegt,  liefert  eine  angenäherte 
vierpunktige  Geradführung;  um  eine  angenäherte  sechspunktige  Gerad- 
fuhrung  zu  erhalten,  werden  wir  den  beschreibenden  Punkt  zwischen 
L  und  N,  etwa  in  M  annehmen.  Wie  die  Figur  zeigt,  ist  in  diesem 
Fall  die  scheinbare  Anschlußstrecke  erheblich  grösser,  als  bei  der 
sechspunktig  genauen  Geradfuhrung  der  Figur  3. 

Aus  unseren  Darlegungen  ergiebt  sich  demnach,  dass  überhaupt 
die  angenäherte  w-punktige  Geradführung  im  allgemeinen 
längere  Anschlußstrecken  liefert,  als  die  entsprechende 
n-punktig  genaue.  Um  aber  zu  einer  solchen  angenäherten 
Geradführung  zu  gelangen,  ist  der  bequemste  Weg  immer 
der,  dass  man  zunächst  eine  n-punktig  genaue  Geradführung 
konstruiert  und  diese  in  der  angegebenen  Weise  nachträg- 
lich in   eine  angenäherte  umwandelt. 
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über  die  mathematisohe  Bestimmung  der  Helligkeit 

in    R&umen    mit    Tagesbeleuohtung,    insbesondere 

Oemäldesälen  mit  Deckenlicht 

Von 

E.  Mehmkk 

in  StuUgart. 
Hierzu  Tafel  III  und  IV. 


Die  folgenden  Untersuchungen  sind  auf  Anregimg  des  verstorbenen 
Geh.  Baurats  Ed.  Wagner  in  Darmstadt  entstanden,  der  ihre  Ergeb- 
nisse für  das  Handbuch  der  Architektur  zu  verwerten  wünschte  und 
auch  zum  Teil  verwertet  hat,*  nachdem  ich  sie  ohne  die  mathe- 
matischen Entwickelungen  bereits  Ende  1890  im  Mittelrheinischen 
Architekten-  und  Ingenieurverein,  Orts  verein  Darmstadt,  mitgeteilt 
hatte.  Neu  hinzu  gekommen  ist  jedoch  die  Anwendung  des  „Be- 
leuchtungsvektors", mit  dessen  Einführung  ich  einen  Fortschritt  gemacht 
zu  haben  glaube. 

Kam  es  ursprünglich  nur  darauf  an,  Methoden  für  die  unmittel- 
bare praktische  Verwendung  zu  gewinnen,  so  scheint  mir  jetzt  aus 
dem  Gebotenen  auch  Nutzen  für  den  Unterricht  gezogen  werden  zu 
können,  insofern  z.  B.  die  Konstruktion  der  Linien  gleicher  Helligkeit 
auf  einer  (etwa  zur  Fensterwand  schrägen)  Wand  eines'  Gem'alde- 
kabinets  mit  Seitenlicht  eine  gute  Übung  für  Fortgeschrittene  in  der 
darstellenden  Geometrie  ist  und  sich  auch  manche  leichteren  Aufgaben 
demselben  Gebiet  entnehmen  lassen,  während  die  Bestimmung  von 
absolut  oder  relativ  hellsten  Punkten  Beispiele  für  die  Auflösung  trans- 
cendenter  numerischer  Gleichungen  liefert. 

A.  Allgemeiner  Teil. 
1,  Geschichtliche  Bemerkungen. 

Eine  Theorie  der  Beleuchtung  sowohl  von  Gemäldesälen  mit 
Deckenlicht,  als  mit  Seitenlicht  scheint  zuerst  Ed.  Magnus  aufgestellt 

♦Handbuch  der  Architektur,  4.  Teil,  6.  Halbband,  4.  Heft,  S.  227-231, 
251—253,1893. 
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zu  haben:  Zeitschrift  fiir  Bauwesen,  Bd.  14,  S.  202—219,  1864  (Wieder- 
gabe eines  Ende  1863  in  der  Kunstakademie  zu  Berlin  gehaltenen  Vor- 
trages); eine  besondere  Schrift  von  Magnus  mit  dem  Titel  „Entwurf 
zum  Bau  eines  Kunstmuseums"  ist  1866  erschienen.  Magnus  geht 
von  richtigen  Gedanken  aus,  ist  aber  als  Maler  zu  wenig  mathe- 
matisch gebildet,  um  dieselben  in  mathematisches  Oewand  kleiden  und 
durchführen  zu  können.  A.  Tiede  hat  darauf  einen  ursprünglich  mit 
Seitenlicht  versehenen  Saal  des  alten  Museums  in  Berlin  zu  einem 
Deckenlichtsaal  umgestaltet  und  die  Grundsätze,  nach  denen  er  die 
Dimensionen  des  Deckenlichts  festgestellt  hatte,  in  der  Zeitschrift  filr 
Bauwesen,  Bd.  21,  S.  186— 194,  1871  mitgeteilt.  Auch  ist  der  ent- 
sprechende Abschnitt  über  Museen  im  Deutschen  Bauhandbuch,  Bd.  2, 
2. Teil,  S.  508  flg.,  1884,  von  Tiede  bearbeitet  worden.  Wissenschaft- 
lich bleibt  Tiede  eher  hinter  Magnus  zurück,  statt  über  ihn  hinaus 
zugehen.  Die  Frage  erweitert  und  mathematisch  in  Angriff  genommen 
haben  R.  Mentz  (Beiträge  zur  Frage  der  Beleuchtung  durch  Ober- 
licht und  Seitenlicht,  mit  spezieller  Rücksichtnahme  auf  Oberlichtsäle 
und  Seitenkabinette  in  Gemäldegalerien,  Deutsche  Bauzeitung  Bd.  18, 
S.  488— 491,  499  —  501,  1884;  Berechnung  der  Tagesbeleuchtung 
innerer  Räume  und  Maßstäbe  dazu,  Deutsche  Bauzeitung  Bd.  21, 
S.  257—260,  1887)  und  K.  Mohrmann  (Über  die  Tagesbeleuchtung 
innerer  Räume,  Berlin  1885).  Beide  legen  zwar  das  Lambert  sehe 
Fuudamentalgesetz  der  Beleuchtungslehre  zu  Grunde,  verlassen  aber, 
um  vermeintliche  mathematische  Schwierigkeiten  zu  umgehen,  den 
richtigen  Weg  bald  wieder,  weshalb  sie  auch  zu  manchen  falschen  Er- 
gebnissen kommen.  Eine  gewisse  Unklarheit  findet  sich  sogar  in  einer 
zu  unserem  Gegenstand  in  Beziehung  stehenden  Abhandlung  des  Phy- 
sikers Leonhard  Weber  (Beschreibung  des  Raumwinkelmessers,  Zeit- 
schrift für  Instrumentenkunde,  4.  Jahrg.,  S.343 — 347,  1884),  von  wo 
sie,  zu  einem  vollständigen  Irrtum  geworden  und  die  Ausbildung  un- 
richtiger Methoden  verursachend,  in  eine  Arbeit  F.  v.  Grubers  (Ver- 
sorgung der  Gebäude  mit  Sonnenwärme  und  Sonnenlicht,  IL  Versorgung 
der  Gebäude  mit  Sonnenlicht,  Wochenschrift  des  österreichischen  In- 
genieur- und  Architektenvereins,  13.  Jahrgang,  S.  277 — 282,  285 — 291, 
1888),  in  das  Handbuch  der  Architektur  (3.  Teil,  Bd.  3.,  1.  Heft, 
S.  15 — 23,  1896)  und  andere,  hier  nicht  in  Betracht  kommende  Schriften 
übergegangen  ist. 

Dass  die  wiederholt  erfolglos  behandelte  Aufgabe,  die  Erhellung 
eines  Flächenelements  durch  eine  geradlinig  begrenzte  reflektierende 
Fläche  zu  bestimmen,  auf  die  man  naturgemäss  immer  wieder  stossen 
musste,  schon  1760  von  Lambert  in  seiner  Photometria  (siehe  Lam- 
berts Photometrie,  deutsch  herausgegeben  von  E.  Anding,  I.Heft, 
Ostwalds  Klassiker  Nr.  31,  S.  53 — 58)  mittelst  Integralrechnung  er- 
ledigt worden  war  und  Ch.  Wiener  1884  (im  1.  Bd.  seines  Lehrbuchs 
der  darstellenden    Geometrie,    Nr.  485,   S.  401 — 402)   Lamberts    Er- 
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gebnis  auf  einfache  Weise  rein  geometrisch  abgeleitet  hat,  ist  unbeachtet 
geblieben. 

2.  Annahmen. 

Gewisse  vereinfachende  Annahmen  sind  nötig.  Mit  meinen  Vor- 
gängern setze  ich  voraus,  dass,  wenn  es  sich  z.B.  um  die  Abstufungen 
der  Helligkeit  auf  einer  Wand  eines  Gemäldesaales  mit  Deckenlicht 
handelt: 

1.  das  von  den  Wänden  und  dem  Boden  zurückgestrahlte  Licht 
dem  durch  die  DeckenöflFnung  einfallenden  Lichte  gegenüber 
vernachlässigt  werden  dürfe, 

2.  von  allen  Punkten  der  untersuchten  Wand  das  Himmelsgewölbe 
durch  die  DeckenöflFnung  frei  gesehen  werden  könne, 

3.  die  Beleuchtung  nicht  durch  direktes  Sonnenlicht  erfolge, 

4.  die  Teile  des  Himmelsgewölbes,  welche  die  verschiedenen 
Stellen  der  Wand  beleuchten,  gleichförmige  Beleuchtungsstärke 
und  gleichförmiges  Rückstrahlungs  vermögen  besitzen,  und 
endlich 

5.  das  Lambert  sehe  Gesetz  unbeschränkt  giltig  sei. 

3.  Beleuchtung    eines     Flächenelements    durch     eine 
reflektierende  Fläche.    Raumwinkel. 

Wird  ein  Flächenelement  /'  durch  ein  anderes  (ll\  das  Licht 
zurückstrahlt,  beleuchtet,  so  ist  bekanntlich  nach  dem  Lambert  sehen 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


Gesetze    die  Erhellung   von  f  durch   dF  proportional  dem   Ausdruck: 


(IF- 


COR  fi  COS  l 


(siehe  Fig.  1).  Steht  dem  Elemente  /'  eine  reflektierende  Fläche  F  mit 
endlicher  Ausdehnung  gegenüber,  so  muss  man  letztere  in  Elemente  dF 
zerlegen,  den  Einfluss  eines  jeden  Elementes  auf /*  bestimmen  und  alle 
diese  Einflüsse  summieren.  Es  hat  aber  für  den  Fall,  dass  F  gleich- 
formige  Beleuchtungsstärke  und  gleichförmiges  Rückstrahlungsvermögen 
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besitzt,  schon  Lambert  (a.  a.  0.  S.  37)  folgendes  gezeigt:  Beschreibt 
man  aus  dem  Mittelpunkte  p  von  f  eine  Kugel  mit  beliebigem  Halb- 
messer und  nennt  man  F^  die  Zentralprojektion  von  F  aus  p  auf  die 
Kugeloberfläche  (siehe  Fig.  2,  in  der  alles  im  Schnitt  dargestellt  ist), 
so  wird  f  durch  F  ebenso  stark  beleuchtet,  wie  durch  -F,  voraus- 
gesetzt, dass  Beleuchtungsstärke  und  Rückstrahlungsvermögen  von  F 
und  JP'  gleich  sind.  Wird  der  Halbmesser  der  Hilfskugel  gleich  1  ge- 
setzt, die  Entfernung  des  Schwerpunktes  s  der  Fläche  F^  vom  Kugel- 
mittelpunkt p  mit  p,  der  Neigungswinkel  der  Geraden  ps  gegen  die 
Ebene  von  f  mit  a  bezeichnet,  so  findet  man,  dass  die  Erhellimg  von 
f  durch  F\  also  auch  durch  F  proportional  ist: 

jF'.  q  sin  a. 

Auf  ein  Element  dF  von  F  kommt  nämlich  —  wegen  r=l, 
cos«  ==1  —  nach  dem  Lambertschen  Gesetze  der  Betrag  dF^ •  cos/,  der 
gleich  dem  Momente  von  dF  in  Bezug  auf  die  Ebene  von  f  ist,  wenn 
man  sich  die  Fläche  JP'  gleichmässig  mit  Masse  von  der  Dichtigkeit  1 
belegt  denkt;  die  Summe  dieser  Momente  ist  aber  gleich  derjenigen 
der  im  Schwerpunkt  $  vereinigten  Masse  F,  Durch  Multiplikation  des 
gefundenen  Ausdrucks  mit  der  Beleuchtungsstärke  und  dem  (auch 
Albedo  genannten)  Rückstrahlungsvermögen  von  F  würde  man  die 
Beleuchtungsstärke  von  f  erhalten;  wir  wollen  aber  von  diesen  Fak- 
toren, die  als  Konstanten  zu  betrachten  sind,  künftig  absehen. 

Es  muss  hier  ein  öfters  begangener  Fehler  berührt  werden.  Mohr- 
mann nennt  JP'  die  zu  F  gehörige  beleuchtende  Nutzfläche  und  setzt, 
indem  er  den  Faktor  q  übersieht,  die  Erhellung  von  f  einfach  dem 
Produkte  F^  sin«  proportional.  L.  Weber  nennt  das  Verhältnis  der 
Fläche  F^  zur  Oberfläche  4ä  der  ganzen  Einheitskugel  den  Raumwinkel 
der  Pyramide  bezw.  der  Kegelfläche,  welche  durch  die  vom  Kugel- 
mittelpunkt nach  dem  Rande  der  Fläche  F  gehenden  Strahlen  be- 
grenzt wird,  und  ;pt 

-—  sin  a 

den  ,. reduzierten  Raumwinkel",  den  er  als  Maß  der  Erhellung  von  /' 
durch  F  betrachtet.*  Webers  Raum  Winkelmesser  (siehe  die  Be- 
schreibung a.  a.  0.  S.  346)  hat  auch  Eingang  in  die  Praxis  gefunden. 
Da  der  Schwerpunkt  der  Fläche  jP'  immer  innerhalb  der  Kugel  liegt, 
also  ^  <  1  ist,  erhält  man  durch  Weglassen  von  q  ein  zu  grosses  Re- 
sultat. Wollte  man  z.  B.  die  Erhellung  eines  Flächenelementes  durch 
eine  damit  parallele  unendlich  ausgedehnte  ebene  reflektierende  Fläche 
mittelst  des  „reduzierten  Raumwinkels"  bestimmen,  so  erhielte  man 
das  Doppelte  des  wirklichen  Wertes,  denn  es  bedeckt  in  diesem  Falle 


*  Weber  definiert  allerdings  den  Winkel  a  nicht  genauer,  sondern  spricht 
nur  von  einem  „mittleren  Elevationswinkel ''  (die  Ebene  von  f  ist  wagerecht  ge- 
dacht), ich  wüsste  aber  nicht,  welcher  andere  Winkel,  als  der  oben  eingeführte, 
gemeint  sein  könnte. 

Digitized  by  CjOOQiC 


Von  K.  Meiimkk.  45 

F^  eine  Halbkugel    und  wird  somit  q  =  -?   weil    der   Flächenschwer- 

punkt  einer  solchen  in  der  Mitte  des  betreffenden  Halbmessers  liegt. 
Ist  F  eine  verhältnismässig  kleine  und  nicht  langgestreckte  Fläche,  so 
mag  der  Fehler  gering  sein  und  darum  Webers  Raum  Winkelmesser 
in  der  Praxis  unbedenklich  Anwendung  finden.  Immerhin  darf  man 
eine  Prüfung  dieses  Punktes  verlangen.  Ich  weiss  wohl,  dass  Weber 
selbst  den  angegebeneu  Ausdruck  nur  als  angenähert  richtig  hinstellt, 
aber  unbekümmert  darum  haben  die  späteren  Autoren  denselben  als 
allgemein  giltig  angesehen.  Es  muss  noch  gesagt  werden,  dass  die 
auf  diesem  Irrtum  beruhenden  Konstruktionen,  die  z.  B.  v.  Grub  er  a.  a.  0. 
abgeleitet  hat,  keineswegs  einfacher  sind,  als  die  beim  Festhalten  an 
Lamberts  Gesetz  sich  ergebenden. 

4.  Beleuchtungsraum.    Beleuchtungsvektor. 

Ein  anderes  Maß  für  die  Erhellung  eines  Elementes  f  durch  eine 
reflektierende  Fläche  F  mit  gleichförmiger  Beleuchtungsstärke  und 
gleichförmigem  Rückstrahlungs vermögen,  dessen  wir  uns  im  folgenden 
immer  bedienen  wollen,  hat  Chr.  Wiener  (a.a.O.  Nr. 484,  S. 399  bis 
401)  eingeführt. 

Projiziert  man  F^  (Fig.  2)  senkrecht  auf  die  Ebene  von  f  und 
nennt  man  i^"  die  Projektion,  dF^  die  Projektion  eines  Elementes  <IF 
von  F\  so  wird  dF"=- dF'- cos  i 

Daher  ist  die  durch  f  von  F  empfangene  Beleuchtungsstärke  pro- 
portional-F",  somit  auch  proportional  F" :  n,  welchen  Quotienten  Wiener 
den  Beleuchtungsraum  der  Fläche  F  gegenüber  dem  Elemente  f 
nennt.  Zu  einer  unbegrenzten,  mit  /'  parallelen  ebenen  Fläche,  wie 
zu  der  über  f  stehenden  Hälfte  der  Einheitskugel  gehört  der  Be- 
leuchtungsraum 1;  in  jedem  anderen  Falle  ist  der  Beleüchtungsraum  <  1. 
Wer  Webers  Bezeichnungsweise  (die  nach  dem  früher  Bemerkten 
nicht  älter  ist,  als  die  Wienersche,  sondern  aus  dem  gleichen  Jahre 
stammt),  beibehalten  will,  sollte  wenigstens,  um  mit  Lamberts  Be- 
leuchtungslehre in  Übereinstimmung  zu  bleiben,  den  Begriff  des  „redu- 
zierten Raumwinkels"  dahin  abändern,  dass  er  diesen  nicht  gleich 

F'     .  .         F'        . 

•sina,    sondern  gleich  -^sina 

setzte,  wodurch  der  reduzierte  Raumwinkel  gleich  --  des  Beleuchtungs- 
raumes nach  Wiener  würde.  Weber  drückt  Raumwinkel  auch  in 
Quadratgraden  aus,  von  denen  41253  auf  die  ganze  Kugeloberfläche 
gehen.  Auf  eine  zu  f  parallele  reflektierende  Fläche  mit  einem  Raum- 
winkel  von  1  Weber  sehen  Quadratgrad  kommt  daher  annähernd  ein 
Wien  er  scher  Beleuchtungsraum  von  0,0001,  und  dem  reduzierten 
Raumwinkel  von  60  Quadratgraden,  den  nach  Herm.  Cohn  ei^pffuter  j 
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Platz  in  gewöhnlichen  Schulräumen  mindestens  haben  sollte  (vergl. 
Weber  a.a.O.  S.347)  entspricht  ungefähr  der  Beleuchtungsraum  0,005. 
Hat  man  die  Beleuchtungsstärken  mehrerer  Flächenelemente 
ff  fi) '  ' ')  ^i®  ^^^  derselben  reflektierenden  Fläche  F  beleuchtet  werden 
und  denselben  Mittelpunkt  p,  aber  verschiedene  Stellung  besitzen,  mit 
einander  zu  vergleichen,  so  leistet  ein  Begriff  gute  Dienste,  der  jetzt 
erklärt  werden  soll.  Man  denke  sich  von  p  in  der  Richtung  nach 
dem  Schwerpunkt  s  der  Fläche  F'  einen  Vektor  von  der  Länge  F'q  :  n 
abgetragen;  er  soll  der  Beleuohtungsvektor  der  reflektierenden  Fläche  F 
in  Bezug  auf  den  Punkt  p  heissen.  Wie  man  sofort  sieht,  ist  der 
Wienersche  Beleuchtungsraum  der  reflektierenden  Fläche 
F  in  Bezug  auf  das  Flächenelement  f  gleich  der  Längenzahl 
der  senkrechten  Projektion  des  zum  Mittelpunkt  von  f  ge- 
hörigen Beleuchtungsvektors  der  Fläche  F  auf  die  Normale 
von  /'. 

Aus  einer  bekannten  Eigenschaft  des  Schwerpunktes  folgt  weiter: 
Besteht  /"'aus  mehreren  Teilen,  so  ist  der  Beleuchtungs- 
vektor von  F  die  geometrische  Summe   der  zu  jenen  Teilen 
gehörigen  Beleuchtungsvektoren. 

5.  Anwendung  auf  Innenräume  mit  Tagesbeleuchtung. 

Nach  einem  Lanibertschen  Satze  (a.a.O.  S.37,  Lehrsatz  4),  von  dem 
unter  Nr.  3  bereits  ein  besonderer  Fall  benützt  worden  ist,  beleuchten 
zwei  reflektierende  Flächen  mit  gleicher  Beleuchtungsstärke  und  gleichem 
Rückstrahlungsvermögen  ein  Flächenelement  /*  gleich  stark,  wenn  beide 
Flächen  aus  dem  Mittelpunkte  von  /'  durch  denselben  Strahlenkegel 
bezw.  durch  dieselbe  Strahlenpyramide  projiziert  werden.  Daher  würde, 
um  wieder  das  Beispiel  eines  Gemäldesaales  mit  Deckenlicht  zu  nehmen^ 
die  Helligkeit  an  jeder  Stelle  des  Saales  dieselbe  bleiben,  wenn  man 
die  Deckenöffnung  durch  eine  leuchtende  ebene  Fläche  ersetzte,  deren 
Beleuchtungsstärke  und  deren  Rückstrahlungsvermögen  natürlich  denen 
des  fraglichen  Teiles  des  Himmelsgewölbes  gleichkommen  müssten. 
Von  dieser  Vorstellung  ist  ohnehin  Gebrauch  zu  machen,  wenn  die 
Deckenöffnung  durch  mattgeschliffenes  Glas  geschlossen  ist.  Der  damit 
erreichte  Vorteil  besteht  darin,  dass  man  es  jetzt  bei  allen  Punkten 
des  untersuchten  Raumes  mit  einer  und  derselben  leuchtenden  Fläche, 
und  nicht  mehr  mit  einem  von  Punkt  zu  Punkt  wechselnden  Stück 
des  Himmelsgewölbes  zu  thun  hat.  (Wie  sich  von  selbst  versteht, 
kommt  bei  einer  seitlichen  Lichtöffnung,  wenn  sich  das  Flächenelement 
f  oberhalb  der  Fensterbank  befindet,  nur  der,  über  der  wagerechten 
Ebene  durch  f  liegende  Teil  der  Lichtöffnung  in  Betracht;  vei^l. 
Wagner  a.a.O.) 

Beschränken  wir  uns  zunächst  auf  geradlinig  begrenzte  Licht- 
öffiiungen  von  sonst  beliebiger  Gestalt,  dann  ist  der  Wienersche  Be- 
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leuchtungsraum  eines  beliebigen  Vielecks  zu  bestimmen.  Das  (nach 
einer  Bemerkung  unter  Nr.  1  schon  1760  von  Lambert  angegebene, 
von  Chr.  Wiener  a.a.O.  einfacher  hergeleitete)  Ergebnis  ist: 

-R  =  2  -  i^i^^^  öfi  +  9j  cos  «j  + f-  (pn cos a„)  =^Yn  ^^^ ^' 

•  =  i 
wobei  g>i,  g>^,  '  '  .  g>n  die  Winkel  bedeuten,  unter  denen  die  n  Seiten 
des  Vielecks  aus  dem  Mittelpunkt  von  f  erscheinen,  während  a,-  den 
Neigungswinkel  der  Ebene  von  y,-  gegen  die  Ebene  von  f  bezeichnet. 
Von  den  Winkeln  g>  ist  angenommen,  dass  sie  in  Teilen  des  Halb- 
messers ausgedrückt  seien;  sind  sie  aber  in  Graden  gegeben,  so  muss 
man  durch  360  (bezw.  durch  400  bei  Anwendung  sogenannter  neuer 
Teilung),  statt  durch  2ä  dividieren.  Die  Winkel  a  sind  so  zu  nehmen, 
dass  jeder  auf  der  von  der  leuchtenden  Fläche  abgewendeten  Seite  des 
zugehörigen  Winkels  q>  liegt. 

Es  kann  der  Beleuchtungsraum  B  mit  Hilfe  der  analytischen  Geo- 
metrie   durch     Rechnung,    oder,     was    im     allgemeinen    vorzuziehen 
sein  wird,    unter 
Anwendung     der  *'*^'  ^' 

darstellenden  *  :  s 

Geometrie    durch  3  7 

Zeichnung        be- 
stimmt     werden.  ^  ^ 
Die   in   letzterem 
Falle  nötige  Ver- 
wandlung        der       1 
Winkel 

in  Strecken  bezw.  q  *~ 

die        graphische 

Ermittelung  der  Quotienten  (pi\2n  lässt  sich  mittelst  einer  auf  Paus- 
papier gezeichneten  Archimedischen  Spirale  sehr  bequem  ausfuhren. 
Hat  man  (Fig.  3)  auf  einem  Stück  Pauspapier  einen  flachen  Winkel 
(ioq^  in   eine  Anzahl  gleicher  Teile,  z.  B.  10,  geteilt,   auf  dem   ersten 

1  .2 

Strahl  —  der  halben  Längeneinheit,  auf  dem  zweiten  —  u.  s.w.,  zu- 
letzt auf  og'  die  halbe  Längeneinheit  abgetragen  und  die  Endpunkte 
durch  eine  stetige  Kurve  verbunden,  so  genügt  es,  den  erhaltenen 
Apparat  so  auf  den  gegebenen  Winkel  q>  zu  legen,  dass  —  gleichen 
Erzeugungssinn  bei  Winkel  und  Spirale  vorausgesetzt  —  og  den  ersten 
Schenkel  von  (p  deckt;  die  Spirale  wird  dann  auf  dem  anderen  Schenkel 
das  Stück  g)  :2yt  abschneiden. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  den  Beleuchtungsvektor  eines 
Vielecks  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  j)  des  Raumes  zu  kon- 
struieren.   Wie   oben   seien   die  Winkel,    welche  je  zwei   aufemander  ^ 
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folgende  Strahlen  von  2^  nach  den  Ecken  des  Vielecks  einschliessen, 
der  Reihe  nach  mit  ^j,  92;*v9»  bezeichnet.  Die  senkrechte  Pro- 
jektion des  gesuchten  Beleuchtungsvektors  r  auf  die  Normale  des 
Flächenelementes  /'  muss  eine  Länge  gleich  dem  Beleuchtungsraum  des 
Vielecks,  also  nach  dem  Obigen  gleich 

^^  cos  «,  +  J'  cos  a,  +  •  •  •  +  ^  cos  a« 

haben.  Errichtet  man  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Winkels  y,-,  und 
zwar  auf  der  dem  Vieleck  zugewendeten  Seite,  einen  Vektor  t\  von 
der  Länge  9),:  2^,    so    ist   dessen  Projektion   auf  die   Normale  von  /' 

gl^i^^*  ifi  cos  an  2 Jt. 

Da  nun  die  Projektion  der  geometrischen  Summe  mehrerer  Vektoren 
auf  irgend  eine  Gerade  gleich  der  Summe  der  Projektionen  jener 
Vektoren  auf  dieselbe  Gerade  ist,  so  hat  die  geometrische  Summe  der 
Vektoren  i\,  v^y  -  > .,  Vny  und  offenbar  auch  kein  anderer  Vektor,  die 
verlangte  Eigenschaft     Also: 

Der  Beleuchtungsvektor  v  einer  geradlinig  begrenzten 
Fläche  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  ^)  wird  gefunden, 
wenn  man  in  p  auf  den  Verbindungsebenen  dieses  Punktes 
mit  den  Begrenzungsstrecken  der  Fläche,  die,  aus  p  gesehen, 
unter  den  Winkeln  y^,  99;*  «^^o»  erscheinen  mögen.  Lote  er- 
richtet, in  letzteren  (immer  auf  der,  der  leuchtenden  Fläche 
zugewendeten  Seite)  die  Vektoren  v^,  i\j  .  .  .,  i\  von  den 
Läncren  «,      «,  ^ 

2n     2n'"2n 

(die  aus  den  Winkeln  ^i,  9^, .  .  ,  9)»  auf  die  früher  angegebene 
Art  mittelst  einer  im  voraus  gezeichneten  Archimedischen 
Spirale  erhalten  werden)  aufträgt  und  diese  Vektoren  geo- 
metrisch addiert  (d.h.  wie  Kräfte  zu  einer  Resultante  zu- 
sammensetzt). 

Der  Beleuchtungsvektor  einer  beliebig  begrenzten  Fläche  lässt 
sich  mit  jeder  gewünschten  Genauigkeit  bestimmen,  indem  man  die 
vorhergehende  Konstruktion  auf  ein  ihrem  Rande  einbeschriebenes 
Vieleck  mit  genügend  kleinen  Seiten  anwendet. 

Alles  dies  gilt  für  gekrümmte  Flächen  so  gut  wie  für  ebene. 

6.  Beispiel:   Beleuchtung  durch  ein  seitliches  Fenster. 

Es  handle  sich  darum,  die  Erhellung  einer  Pultfläche  in  dem  be- 
liebigen Punkte  p  durch  das  in  Figur  4  in  Grund-  und  Aufriss  dar- 
gestellte Fenster  zu  beurteilen,  wobei  das  in  p  sichtbare  Stück  des 
Himmels  nach  unten  durch  die  Ebene  von  p  nach  einem  zur  Fenster- 
wand parallelen  Dachfirst  begrenzt  sein  möge.  Die  vierseitige  Licht- 
pyramide,  deren  Spitze  p   ist,   hat  zwei  zur  Aufrissehepe,  zwei   zur 
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Grundrissebene  senkrechte  Seitenflächen.  Die  in  den  ersteren  liegenden 
Kanten winkel  sollen  ^^^und  y^,  die  übrigen  (p^  und  (p^  heissen.  Die  wahre 
Grösse  dieser  Winkel  lässt  sich  durch  Drehen  ihrer  Ebenen  (etwa  um 
die  Spuren  mit  der  äusseren  Fensterwand)  in  Parallelstellung  mit  der 
Grundriss-  bezw.  Aufrissebene  finden.  (Die  Scheitel  der  Winkel  kommen 
dadurch  beziehentlich  in  die 

Lagen  jh,  Ps.  Pi,  Pi)     Di^        ^  ^^^ 

Vektoren  v^  und  i\  werden 
parallel  zur  Aufrissebene,  die 
Vektoren  v^  und  i\  parallel 
zur  Grundrissebene,  weshalb 
erstere  im  Aufriss,  letztere 
im  Grundriss  in  wahrer 
Länge  erscheinen.  Der  Grund- 
riss des  resultierenden  Vek- 
tors V  ist  mit  v\  der  Aufriss 
mit  «;"  bezeichnet;  i\  und  i\ 
für  sich  zusammengesetzt, 
geben  eine  zur  Aufrissebene 
parallele,  i\  und  i\^  eine  wage- 
rechte Komponente  von  y. 
Die  Pultfläche  würde  unter 
sonst  gleichen  Umständen 
die  grösstmögliche  Helligkeit 
zeigen,  wenn  sie  senkrecht 
zu  dem  gefundenen  Beleuch- 
tungsvektor V  wäre.  Der 
ihr  zukommende  Wien  er- 
sehe Beleuchtungsraum  wäre 
dann  gleich  der  wahren 
Länge  von  r;  die  Zeichnung 
hat  —  bei  Benützung  einer 
für  die  Längeneinheit  400  mm 
konstruierten  Archimedischen 
Spirale,  von  der  jedoch  nur 
ein  kurzes  Stück  nötig  war  — 
ungefähr  die  Länge  14  mm, 
also  den  Beleuchtungsraum 
0,035  ergeben.  Bei  anderer 
Neigung  der  Pultfläche  muss 

der  Vektor  v  auf  ihre  Normale  projiziert  werden.  Für  eine  wage- 
rechte Fläche  liefert  die  Zeichnung  (durch  die  etwa  7  mm  lange  lot- 
rechte Komponente  von  v)  einen  Beleuchtungsraum  vom  ungefähren. 
Betrage  0,018.  Sind  bloss  wagerechte  Flächen  auf  ihre  Helligkeit  zu 
untersuchen,  so  brauchen  die  Vektoren  v^  und  i\  nicht  konstruiert  zu 
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werden,  weil  sie  keinen  Beitrag  zur  lotrechten  Komponente  von  r 
geben;  die  Zeichenarbeit  vermindert  sieh  dann  um  die  Hälfte.  Bei 
mehi-eren  Fenstern  sind  für  jedes  einzelne  die  Konstruktionen  aus- 
zuführen und  die  erhaltenen  Beleuchtungsvektoren  geometrisch  (bezw. 
die  Beleuchtungsräume  arithmetisch)  zu  addieren. 


B.  .Aliwendung  auf  Qemäldesäle  mit  Deckenlicht. 

7.  Beleuchtungsstärke  einer  beliebigen  Stelle  einer  Wand. 

Wir  wollen  uns  auf  die  Untersuchung  einer  Saalwand  und  auf 
den  Fall  einer  rechteckigen  Deckenöfhung  mit  einem  Paare  zur  W^and 
paralleler  Seiten  beschränken. 

Bei  Fragen  wie  der,  welchen  Einfluss  auf  die  Helligkeit  das  Vor- 
wärtsneigen eines  Bildes  um  einen  gegebenen  Winkel  hat,  ist  es 
nötig,  den  Beleuchtungsvektor  zu  konstruieren.  Die  Ausführung 
stimmt  mit  der  unter  Nr.  6    beschriebenen  ganz  überein,    denn  kippt 


Fig.  5. 


Pig.  6. 


mn 


Aufriss. 


Seitenriss. 


man  den  Saal  in  Gedanken  um  eine  Bodenkante,  so  wird  das  Decken- 
fenster zu  einem  seitlichen. 

Einfacher  ist  die  Bestimmung  des  Beleuchtungsraumes  R  der 
DeckenöfiFhung,  deren  Ecken  w,  w,  »w^,  n,  heisen  sollen,  in  Bezug 
auf  irgend  ein,  an  der  Stelle  p  gelegenes  Element  der  Wand.  Die 
Formel  in  Nr.  5  ergiebt: 

R^  ^ 


2n 


COS« 


^cosai, 


wo  q)  und  (p^  die  Winkel  bezeichnen,  unter  denen  die  zur  Wand 
parallelen  Seiten  mn  und  m^n^  der  Öffnung  aus  2>  gesehen  erscheinen, 
a  und  «1  die  spitzen  Winkel  der  Ebenen  von  (p  und  q)^  mit  der  Wand.* 
Hat   man   mittelst   der  dem  Seitenriss  (Fig.  6)  entnommenen  Höhen  h 


*  Magnus  hat  irrtümlicherweiae  (of^  —  a)  als  Maß  der  Helligkeit  in  p  be- 
trachtet,  Mentz  dagegen  (cosofi—  cosa^)  als  Maß  für  die  Erhellung  durch  eine 
zur  Wand  senkrechte  Lamelle  der  Lichtpyramide. 
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und  h^  der  Dreiecke  mn2)  und  m^7i^p  die  wahre  Grösse  der  Winkel  (p  und 
9i  im  Aufriss  (Fig.  5)  bestimmt  und  daraus  mit  Hilfe  der  Archimed- 
ischen Spirale  die  Strecken  (p  :  2ä  und  ip^ :  2x  abgeleitet,  so  genügt 
es,  letztere  im  Seitenriss  von  p  aus  in  den  Geraden  p7n  und  j^w^  (Fig.  7) 
abzutragen  und  auf  die  Wand  zu  projizieren;  der  Unterschied  der 
Projektionen,  mit  der  Längeneinheit  der  verwendeten  Spirale  gemessen, 
giebt  den  gesuchten  Beleuchtungsraum  R. 

Um  R  durch  Rechnung  zu  bestimmen,  kann  man  ein  Cartesische« 
Koordinatensystem,  etwa  mit  der  Schnittlinie  der  Wand  und  der  Decke 
als  X'Axe  und  der  Lotrechten  durch  die  Projektion  des  Mittelpunktes 
der  Deckenötfnung  auf  die  Wand  als  ^-Axe  annehmen.  Wird  die 
halbe  Länge  der  Deckenöffiiung  —  unter  Länge  die  zur  untersuchten 
Saalwand  parallele  Abmessung  verstanden  —  mit  /,  die  halbe  Breite 
derselben  mit  b,  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  der  DeckenöfiFhung 
von  der  Wand  (gleich  der  halben  Saalbreite  bei  regelmässiger  Anord- 
nung) mit  6'  bezeichnet,  so  ist: 


2) 


3) 


b'-  b 
tga=   -^     ' 

b'-  b 


Fig.  7. 


sina 

b'+b 


4)     ^ 


wo 


ö) 


'        8111«, 

I  +  .V 

l  +  x 


tgZi  = 


''. 


tg^l= 


/- 


Ä. 


Bei  der  Ausrechnung  genügen  für  gewöhnlich  dreistellige  Lo- 
garithmen. 

Die  Helligkeit  in  irgend  einem  Punkte  der  Wand  hängt  von  den 
Koordinaten  dieses  Punktes,  den  Abmessungen  des  Deckenlichts  und 
der  Saalbreite  ab,  mit  anderen  Worten:  der  Beleuchtuugsraum  B  ist 
eine  Funktion  der  fünf  Veränderlichen  x,  z,  l,  b,  b',  die  wir  mit 
/■(y,  z,  l,  b,  b')  bezeichnen  wollen. 

Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  folgt: 


6) 


.     1  +  x    ,  .     1-. 

(p  =--  ^rrtg-^  +  cvrcig-j^- 

Vt^arctg--j—  +  arcig 


1- 


Setzt  man  diese  Werte,  sowie 

z  z 

cos  a  =  j  }    cos  «1  =  j-} 

in  die  erste  Gleichung  ein,  so  kommt  als  ein  Ausdruck  der  fraglichen 
Funktion: 
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Z       (  .      l  +  iV     ,  .      1-x\ 


/,  ==  +  |/(//_i,)2+  ^2^  h,  =  +  y(h'+  by+  ?. 


8.  Linien  gleicher  Helligkeit. 

Wir  denken  uns  in  jedem  Punkte  der  Wand  senkrecht  zu  ihr  den 
als  Strecke  dargestellten  Beleuchtungsraum  der  Deckenöffiaung  in  Be- 

Fig.8 


T 


1. 
1/ 


zug  auf  diesen  Punkt  abgetragen.  Die  Endpunkte  erfüllen  eine  (offen- 
bar zur  j/^- Ebene  symmetrische)  Fläche,  deren  Gestalt  eine  klare  Vor- 
stellung von  den  Abstufungen  der  Beleuchtungsstärke  oder,  falls 
überall  gleiches  Rückstrahlungs vermögen  vorausgesetzt  wird,  von  den 
Abstufungen  der  Helligkeit  auf  der  Wand  giebt.  In  Bezug  auf  das  in 
Nr.  7  eingeführte  Koordinatensystem  hat  die  betrachtete  Fläche  die 
Gleichung  y  =  /'(x^  z),  mit  f{Xy  z)  als  der  durch  7)  definierten  Funktion; 
sie  ist  also  transcendent.  Behufs  Darstellung  dieser  Fläche  denke  man 
sich  die  Wand  mit  einem  Netz  von  lotrechten  und  wagerechten  Linien 
überzogen,  die  einander  etwa  in  1  m  Abstand  folgen,  und  bestimme 
für  die  Knotenpunkte  entweder  graphisch  oder  durch  Rechnung  nach 
Nr.  7    den  Beleuchtungsraum    der  Deckenöffnung.    Trägt   man    immer 
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fiir  die  Punkte  einer  und  derselben  Lotrechten  oder  einer  und  der- 
selben Wagerechten  die  zugehörigen  Strecken  im  Seitenriss  bezw.  im 
Grundriss  ab  —  die  Wand  als  Aufrissebene  gedacht  ~  und  verbindet 
man  die  Endpunkte  durch  eine  stetige  Kurve,  so  ergeben  sich  die 
Schnitte  der  gesuchten  Fläche  mit  einer  Reihe  von  zur  Seitenebene 
bezw.  zur  Grundrissebene  parallelen  Ebenen.  Man  erhält  daraus  in 
einfachster  Weise  die  Schnitte  der  Fläche  mit  beliebigen  zur  Wand 
parallelen  Ebenen,  deren  Aufrisse  Linien  gleicher  Helligkeit  sind. 
Figur  8  zeigt  ein  (von  mir  gezeichnetes  und  bereits  von  Wagner  a.a.O. 

verwendetes)  Beispiel;  es  betrifft  die  in  —  n.  Gr.  dargestellte  Lang- 
wand eines  Saales  von  16,60  m  Länge,  9,10  m  Breite  und  7,85  m  Höhe; 
das  Deckenlicht  hat  12,20  m  Länge  und  4,70  m  Breite.  (Drei  weitere 
von  mir  bezw.  nach  meiner  Angabe  durchgeführte  Beispiele,  darunter 
zwei  Gemäldekabinette  mit  Seitenlicht,  findet  man  a.a.O.  S. 230,  252, 
253).  Mohrmann  und  Menz  haben  (a.  a.  0.)  auch  schon  Linien  gleicher 
Helligkeit  gezeichnet,  aber  nicht  richtig. 

9.  Relativ  hellste  Punkte  in  Wagerechten 
und  Senkrechten. 

Für  Punkte  in  einer  beliebigen  wagerechten  Linie  der  Wand  ist 
z  wie  auch  h  und  h^  konstant.  Durch  partielle  Ableitung  nach  x  er- 
hält man  aus  Gleichung  7)  nach  leichter  Umformung 

Q\    'd^^^-lJ'U L _i_ \ 

c  f 
Wegen  //  <  \  ist   die  Klammergrösse   immer  positiv,  weshalb  .— 

ex 

das  Vorzeichen  von  —x  hat,  also  die  Funktion  /'  oder  mit  anderen 
Worten  die  Helligkeit  von  der  Mitte  —  der  ,?-Axe  —  nach  beiden 
Seiten  hin  fortwährend  abnimmt. 

Auch  in  jeder  senkrechten  Linie  der  Wand  befindet  sich  ein  relativ 
hellster  Punkt.  Man  bestimmt  ihn  graphisch  mit  Hilfe  einer  senk- 
rechten Tangente,  die  man  im  Seitenriss  an  den  betreffenden  senkrechten 
Schnitt  der  unter  Nr.  8  eingeführten  Helligkeitsfläche  legt.  Die  Tiefe  z 
eines  solchen  Punktes  unter  der  Decke   ist  Wurzel  der  transcendenten 

Gleichung  ^  =^  0»  ^ü«  ausführlich  hier  anzuschreiben  überflüssig  ist, 
wie  auch  der  Beweis  übergangen  werden  soll,  dass  nur  eine  Wurzel 
vorhanden  ist  und  ihr  wirklich  ein  Maximum  von  f  entspricht. 
Mentz  hat  angenommen,  der  Ort  dieser  Punkte  sei  eine  wagerechte 
Gerade,    die    er  Intensitätspolare  nennt.     Wäre  das  richtig,    so  dürfte 

—  X  nicht   enthalten  oder   es    mtisste  - — k-  =  ^   l    =  0  sein,    d.h.   es 

(-2  r.^  CXCZ  ÖZCX  ^ 

könnte  5-  nicht  von  z  abhängen,  entgegen  dem,  was  der  obige  Aus- 
druck für  ö-  zeigt.     Der  fragliche,   in  Fig.  8  punktiert   eingezeichnete 
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Ort  ist  also  eine  (zur  ^-Axe  symmetrische  transcendente)  Kurve,  über 
die  noch  bemerkt  werden  möge,  dass  sie  von  dem  hellsten  Punkte  der 
Wand  nach  beiden  Seiten  fällt,  entweder  unmittelbar,  oder  nachdem 
sie  (vergl.  Fig.  8)  sich  etwas  über  den  hellsten  Punkt  erhoben  hat,  und 
sich  beiderseits  je  einer  schiefen  Geraden  asymptotisch  nähert.  Wünscht 
man  zu  einzelnen  Abscissen  x  die  Ordinaten  der  betreffenden  Kurven- 
punkte zu  berechnen,  was  allerdings  ein  mühsames  Geschäft  ist,  so 
mag  man  (mit  Anwendung  der  früheren  Bezeichnungen)  die  Gleichung 

--  =  0  nach  Multiplikation  mit  2icz  auf  die  Form 

.       |g)  cosa  sin*«  +  sing^^  cos(;fi  —  r\)^  cos^aj  =  fp^  cosorj  sin-iTi 

I  +  singp  cos(;|j  —  ^)  cos'« 

bringen,  jedesmal  den  graphisch  gefundenen  Näherungswert  von  z  ein- 
setzen und  sich  dabei  der  in  dieser  Zeitschrift,  Bd.  36,  S.  158  flg.,  1891, 
beschriebenen  Methode  —  Anwendung  der  Additionslogarithmen  und 
Berechnung  von  Korrektionen  durch  Proportionalteile  —  bedienen.  Die 
„vorbereitenden"  Gleichungen  werden  dann,  abgesehen  von  den 
früheren  2)— 5)* 

..       {A  =  logy®  +  Elo^Q^  +  log  cos«  +  21og  sina 

(  +  i^Slog  cos«,  +  -Blog  sing)i  -f  i?log  cos(;fi  —  ^j), 

12)      H*  ^  ^^89^/  +  FAogQ^  +  log  cos«!  +  21og  sina^ 

I  -f  i'31og  cos«  +  i^log  sing)  -f  i'log  cos(;i;  —  V')> 

und  die  „Schlussgleichung",  aus  der  die  Korrektion  von  log  z  ge- 
funden wird: 

j  oN       I  -B  +  i?/i,  +  3  log  cos  «1  +  log  sin  q)^  +  log  cos  {%^  —  ti) 

\  +  £'3 log  cos«  +  J5^1og  sing)  +  -Klog  cos(;i;  —  ^)  =-  0. 

10.  Hellster  Punkt  der  Wand. 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  in  der  senkrechten  Mittellinie 
der  Wand  ein  graphisch  leicht  zu  bestimmender  hellster  Punkt  vor- 
handen ist,    dessen  Tiefe  z  unter   der  Decke  der  für  x  =  0  gebildeten 

transcendenten  Gleichung  ^  =  0,  nämlich 


14) 


{h'-hy         ,       1         [h'  +  h)^         .       / 
_._..^,,tg-^--^^-^>-arag,- 


genügt,   wo   h  und  Ä^    die   in  8)  angegebenen  Funktionen  von  z  sind. 

•  qp*  bedeutet  den  in  Graden  ausgedrückten  Winkel  (jp,  q^  die  auf  den 
Bogen  von  der  Länge  1  kommende  Zahl  von  Graden,  K  die  dekadische  Er- 
gilnzung    des    nachfolgenden    Logarithmus,    B  den    Wort,    den    die    Tafel    der 

Additionslogarithmen  zum  Argument  Ä  liefert.  C^ooalp 

igi  ize     y  g 
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Mentz  hat  behauptet,  wenn  die  DeckenöflEnung  vergrössert  werde,  so 
gehe  der  hellste  Punkt  der  Wand  in  die  Höhe.  Das  ist  nur  teilweise 
richtig;  denn  es  kann,  wie  sich  zeigen  wird,  die  Vergrösserung  der 
Deckenöfliiung  auch  in  solcher  Weise  vorgenommen  werden,  dass  der 
hellste  Punkt  an  seiner  Stelle  bleibt  oder  sogar  nach  unten  rückt. 
Die  analytische  Untersuchung  der  Abhängigkeit  der  Lage  des  hellsten 
Punktes  der  Wand  von  den  Abmessungen  des  Deckenlichtes  bei  ge- 
gebener Breite  des  Saales,  obwohl  in  der  Theorie  so  einfach,  hat  an- 
gesichts der  ungefügen  Ausdrücke  in  14)  nichts  Verlockendes.  Um 
in  dieser  Sache  klar  zu  sehen,  habe  ich  für  die  konstante  Saalbreite 
21/  =  10  m  und  für  die  Längen  21  =  0,  2,  4,  6, .  . .,  18,  20,  oo  sowie 
eine  hinreichende  Zahl  verschiedener  Breiten  der  Deckenöffnung  die 
Tiefe  des  hellsten  Punktes  berechnet  und  als  Ordinate  zu  der  als 
Abscisse  angenommenen  jedesmaligen  Breite  der  Deckenöffnung  auf- 
getragen, wodurch  die  Kurven  in  Tafel  III  entstanden  sind  Diese 
Kurven  zeigen  aufs  Deutlichste,  dass  bei  gleichbleibender  Länge  der 
Deckenöffnung  der  hellste  Punkt  in  der  That  nach  oben  rückt,  wenn 
ihre  Breite  vergrössert  wird,  und  zwar  um  so  schneller,  je  grösser  die 
ursprüngliche  Breite  war,  dass  dagegen  der  hellste  Punkt  nach  unten 
rückt,  wenn  die  Breite  beibehalten,  die  Länge  vergrössert  wird.  Wie 
man  weiter  sieht,  hat  die  Veränderung  der  Länge  einen  verhältnis- 
mässig geringen  Einfluss  auf  die  Höhenlage  des  hellsten  Punktes.  Lässt 
man  bei  gegebener  Breite  26  der  Deckenöffnung  die  Länge  in  Gedanken 
über  alle  Grenzen  hinaus  wachsen,  so  rückt  der  hellste  Punkt  nur  bis 
zu  einer  bestimmten  endlichen  Tiefe  hinunter.  Denn  für  x*  =  0,  /  =-  -v 
erhält  man  <p  =  q>^^^  x  oder 

^  -  t\^)  -    \   (cos  «  -'  cos  cf,)  -  \  {^  -  -i), 

™'*  h^  -^  (&'  -  lif  +  z\     A/  =  (6'  +  hy  +  z\ 

und  als  Gleichung,  aus  der  z  zu  berechnen  ist,  ergiebt  sich 

/»'    ■  ^      Ä/    ' 
woraus  man  mit  den  Abkürzungen 

findet:  ..     .. 

15)  .-  --i-^- 

Durch  Einsetzen  dieses  Wertes  in  den  obigen  Ausdruck  für  li  erhält 
man  als  obere  Grenze  für  den  Beleuchtungsraum  im  hellsten  Punkte 
der  Wand  bei  gegebenem  6: 

16)  li    \  ,  J^rA-, 
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und  als  grössten  Wert  hiervon  bei  r?  =  0,  also  V  =  h,  d.  h.  im  Falle 
eines  die  ganze  Saalbreite  einnehmenden  Deckenlichtes: 

Aus  Tafel  III  ist  Tafel  IV  abgeleitet,  die  den  Zweck  hat,  für  einen 
Saal  von  10  m  Breite  und  beliebigen  Abmessungen  des  Deckenlichts 
bis  zu  20  m  Länge  und  10  m  Breite  augenblicklich  die  Höhenlage  des 
hellsten  Punktes  zu  liefern.  Man  sucht  den  gegebenen  Wert  der 
Länge  21  des  Deckenlichts  auf  dem  wagerechten  Maßstabe,  denjenigen 
der  Breite  26  auf  dem  senkrechten  Maßstabe,  geht  von  dem  ersteren 
Punkte  senkrecht  herunter  bis  zu  der  Wagerechten  durch  den  letzteren 
und  liest  an  der  durch  den  erhaltenen  Punkt  gehenden  Kurve  die  ge- 
suchte Tiefe  des  hellsten  Punktes  der  Wand  unter  der  Decke  ab.  Die 
Tafel  kann  natürlich  auch  Anwendung  finden,  wenn  die  Saalbreite 
grösser  oder  kleiner  als  10  m  ist,  denn  bei  proportionaler  Vergrösser- 
ung  oder  Verkleinerung  aller  Abmessungen  ändert  sich  die  Tiefe  des 
hellsten  Punktes  unter  der  Decke  im  gleichen  Verhältnis. 

Die  Anschauungen  von  Magnus  über  die  Lage  des  hellsten 
Punktes  stimmen  mit  unseren  Ergebnissen  ebenfalls  nicht  ttberein.  So 
schätzte    Magnus    bei   einem    quadratischen    Saal   von    25'  Höhe  und 

35'  Breite,  dessen  Deckenlicht  der  Saalbreite  einnimmt,  die  Boden- 
höhe des  hellsten  Punktes  auf  8',  welche  Höhe  er  als  die  angenehmste 
fiir  den  Beschauer  ansieht.  Bei  10  m  Breite  und  den  angegebenen 
Verhältnissen  ergiebt  sich  aber  für  den  hellsten  Punkt  etwa  2,64  ni, 
also  bei  35'  Breite  9,24'  Deckentiefe  oder  15,76'  Bodenhöhe,  also  fast 
das  Doppelte  des  von  Magnus  geschätzten  Wertes,  ja  es  wäre  sogar 
durch  unendliche  Verlängerung  des  Saales  und  des  Deckenlichtes  nicht 
möglich,  den  hellsten  Punkt  auf  die  von  Magnus  verlangte  Höhe  von 
8'  herunter  zu  bringen,  da  bei  den  obigen  Verhältnissen 

0^=2«,     3f/  =  35' 

ist,  also  Gleichung  15):         _ii  c/ 

^  =  11,0, 

d.h.  13,5'  Bodenhöhe  für  den  hellsten  Punkt  liefert. 

Bei  der  Konstruktion  der  Tafel  III  genügte  die  graphische  Be- 
stimmung der  zu  verschiedenen  Wertepaaren  /,  h  gehörigen  Werte  von 
z  nicht,  sondern  es  musste  die  Genauigkeit  durch  Rechnung  erhöht 
werden.     Es  wurde  dabei  folgender  Weg  eingeschlagen.     Für 


.  :  b'-h        j  z  h'+b 

POH  ft  Hin  iv  *■  ona  e\ 


^^g^-7,'    ^Si'i-j- 


sin  ccj^ 
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geht  Gleichung  14)   nach  Multiplikation  mit  /  und  Trennung  der  po- 
sitiven und  negativen  Glieder  über  in 

17)     ^  sin^ a  tg  ^  +  sin* V'i  cos*«,  =  ^^ sin-ofi  tg  ^^  +  sin*^  cos*«. 

Die  Anwendung   der  Additionslogarithmen   führt   zur  Aufstellung 
der  vorbereitenden  Gleichungen: 

A  ===  log  ^®+  /t^log  p®  +  21og  sin  a  +  log  tg  ^  +  E  21og  sin  ^^ 


^       \  +  J?21ogcosai 

und 

I  ^1  =  log  ^^1  +  £  log  p^  +  2  log  sin  cfi  +  log  tg  ^^  +  E  2  log  sin  V' 

^       l  +  /s21ogcosa, 

sowie  der  Schlussgleichung: 

B  +  EB^  +  2  log  sin  ^i  +  2  log  cos  a^  +  Ji'2  logsin  y 


^^      \  +i?21ogco8«  =  0. 

Die  graphisch,  mitunter  auch  nur  durch  Schätzung  gefundenen 
Näherungswerte  z  wurden  in  diese  Gleichungen  eingesetzt,  worauf  sich 
durch  Anwendung  der  Methode  der  Proportionalteile  aus  der  Schluss- 
<rleichung  eine  Korrektion  von  log^"  ergab.  Vom  Hersetzen  eines 
Zahlenbeispieles  glaube  ich  absehen  zu  dürfen. 
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Zur  Berechnung  der  Senkungen  der  Knotenpunkte 
eines  Faohwerks. 

Von 

E.  Hammkk 

in  Stuttgart. 

In  der  Abhandlung  „Berechnung  der  Durchbiegungen  und  der 
Nebenspannungen  der  Fachwerksträger"  (Zeitschrift  für  Bauwesen, 
herausgegeben  im  Preussischen  Ministerium  der  öffentlichen  Arbeiten, 
Jahrgang  48,  1898,  Heft  I  bis  III,  S.IU  flg.)  macht  der  Verfasser, 
Baurat  A.  Francke,  von  folgendem  Verfahren  Gebrauch: 

Nach  Ermittelung  der  Hauptspannungen  S  der  einzelneu  Fach- 
werksglieder kann  man  die  Längenänderungen  der  Seiten  jedes  der 
Fachwerksdreiecke  einfach  berechnen.  Sind  a,  />,  c  die  Seitenlängen 
eines  spannungslosen  Dreiecks, 

«1  =  a  +  Ja,     Jj  =  i  +  Jhj     q  =  c  +  Je 

die  durch  die  Spannungen  Äa,  S(,,  So  im  belasteten  Zustand  geänderten 
Seitenlängen,  so  ist,  wenn  Fa',  Fo,  Fe  die  Querschnittszahlen  der  Stäbe 
a,  &,  r  und  £"«,  JE^;  Fe  ihre  Elastizitätsmaße  sind: 

^  *Sa  .7  So  .  Sc 

Damit  kann  man  die  Winkel änderungen  des  Dreiecks  (</,  ?>,  r) 
infolge  der  Belastung  bestimmen,  und  aus  ihnen  lassen  sich  einfach 
die  Richtungsänderungen  (Neigungsänderungen)  der  einzelnen  Gurtungs- 
glieder zusammensetzen,  womit  die  gesuchten  Einsenkungen  der 
Knotenpunkte  unmittelbar  bekannt  sind. 

Es  handelt  sich  also  um  Berechnung  der  Winkeländerungen  eines 
Dreiecks  aus  gegebenen  kleinen  Veränderungen  zweier  Seiten.  Herr 
Francke  erhält  zur  Berechnung  dieser  Winkeländerungen  mit  den  Be- 
zeichnungen: 2s  -^  a  +  h  +  r, 

2Si  =  a^  +  />j  +  <i  (siehe  oben\ 

.1,  7/,  C  die  Winkel  des  ursprünglichen,  .1,,  J5,,  (\  Winkel  in  dem 
veränderten  Dreieck,  F  Inhalt  des  einen  oder  andern  Dreiecks, 
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a^A,-A,     ß  =  B,-B,     y^(\-C 
und  mit  Hilfe  der  Grössen 

^A  =  s(s  -  a)(si  -  6,)  (s^  -  c,)  -  -  s,  (5i  -  a,)(s  -  6)(s  -  c), 
^Ä  =  *^(5  -  b)  (s^  -  ^,)  (s,  -  a,)  -  .s,(s,  -  &i)(s  -  c)  (5  -  a), 
zic  =  s(5  —  c)(5,  —  rt,)(5i  —  6,)  —  Si(5i   -  Ci)(s  -  a)(s  —  b) 
für  die  gesuchten  Winkeländerungen  die  Gleichungen: 

TS  dA  a  ^B  ^^ 

^  7*  •  6c        '^         I*  ■  crr         '^        i^    ab 

Diese  Berechnung  ist  aber  ofiFenbar  nicht  bequem;  man  muss  die 
Zähler  der  Brüche  in  I),  die  als  Differenzen  grosser  Zahlen  entstehen, 
viel  zu  scharf,  mit  vielstelligen  Logarithmen  berechnen,  wenn  das  Re- 
sultat genügend  ausfallen  soll.  Man  hat  zur  Berechnung  Ton  Jjj  Jß, 
/1c  nicht  weniger  als  8  Logarithmen  scharf  (z.B.  6 — 7  stellig)  auf- 
zuschlagen und  dazu  sechs  Zahlen  schaif  aufzusuchen,  um  schliesslich 
allenfalls  mit  dem  Rechenschieber  nach  1)  rechnen  zu  können.  Eine 
Ersparnis  an  Rechenarbeit  gegen  das  Verfahren,  das  Dreieck  (a,  6,  c), 
und  sodann  das  Dreieck  (a,,  ij,  cj  mit  der  vorhin  angegebenen  Zahl 
von  Logarithmendezimalen  direkt  aufzulösen  (also  z.B.  Ä  und  Ai 
direkt  auf  0",  5  zu  rechnen  und  daraus  a  =-  A^--  A  ixx  bilden)  wird  gar 
nicht  mehr  erzielt.  Dazu  entbehrt  die  Rechnung  nach  I)  der  Probe, 
che  man  bei  der  eben  angegebenen  nächstliegenden  Rechnungsweise  in 
den  Winkelsummen  erhält. 

Da  ich  der  Ansicht  bin,  dass  man  bei  ähnlichen  Dingen, 
d.  h.  überall  in  der  praktischen  Differentialrechnung,  sich  durch- 
aus des  Rechensijhiebers  statt  der  vielziffrigen  Logarithmentafel 
bedienen  sollte,  wobei  nur  die  Formeln  entsprechend  herzurichten  sind, 
so  möchte  ich  mir  gestatten,  für  diese  Rechnung  folgende  Form  vor- 
zuschlagen. Differentiiert  man,  um  aus  ^a,  ^b,  Je  die  Veränderung 
JA  an  Ä  zu  berechnen,  die  Gleichung 

2bccosA==b'-+c^-ar, 

so   erhält   man   leicht  für   a  (=  JA)   die  Gleichung   (ich   behalte   die 
Bezeichnungen  des  Herrn  Francke  bei): 

a  =  — ; — -  (Ja  —  cos  VJb  —  cos  Bjc), 

die  sich  mit  c  =  ~ — ~  und    .  ^-.--r,  --  cotg  C  -f  cotir  li  auf  die  viel 
8in  A  sin  i?  sin  C  ^  ^ 

einfachere  und  symmetrische  Form  bringen  lässt: 


(da        dh\       .      .,    ,    [Ja        Jc\       .      ,» 
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Diese  Form  halte  ich  im  vorliegenden  Fall  für  die  beste*;  sie 
setzt  allerdings  voraus,  dass  die  Winkel  des  ursprünglichen  Dreiecks 
oder  besser  gleich  ihre  cotg  ebenfalls  bekannt,  also  aus  a,  6,  c  be- 
rechnet oder  sonstwie  ermittelt  seien.  Da  es  auf  grosse  Genauigkeit 
in  diesen  cotg  der  Dreieckswinkel  nicht  ankommt,  so  kann  man  sie 
sich,  wenn  sie  im  Fall  des  Fachwerks  nicht  a  priori  bekannt  sind 
(45^,  90°,  60°)  mittelbar  dadurch  bestimmen,  dass  man  in  der  Zeichnung 
die  Höhen  der  Dreiecke  zieht,  an  der  Rechenschieber -Maßstabkante  die 
Höhen  und  Seiten  abschnitte  abliest,  um  mit  dem  Rechenschieber  die 
cotg -Brüche  sofort  bilden  zu  können. 

Die  Formelgruppe,  die  ich  an  Stelle  von  I.  vorschlagen  möchte, 
ist  also  (die  gesuchten  Winkelveränderungen  «,  j8,  y  wie  oben  in  Halb- 
messerteilen): 

«  =  (t--f)»*''  +  (T-f)»'«8* 

")     /'=(i?-^;)c»%'*+(f-?)»'gc 

.  »■  -  (t  -  v)  ~'8  "  +  (t  "  ir)  "'8  ^- 

Die  Gleichungen  H)  verifizieren  sich  damit  sehr  einfach,  dass 

«  +  /5  +  r  =  0 

sein  muss,  was  der  Anblick  bestätigt,  da  in  den  sechs  Ausdrücken, 
die  rechts  auftreten,  nur  drei  verschiedene  Werte  je  mit  entgegen- 
gesetzten Zeichen  vorhanden  sind,  und  dass  bei  ähnlicher  Veränder- 
ung des  Dreiecks,  also  Gleichheit  und  Gleichzeichigkeit  der  Verhältnisse 

—  ?  -,  ;  — 7  die  Werte  von  a.  ß,  y  verschwinden  müssen,  was  eben- 
a        b        c  }  rj  r  ? 

falls  der  Anblick  von  II)  bestätigt. 

Man  hat  zur  Anwendung  der  Gleichungen  H)  nur  die  drei  Verhältnis- 
zahlen -    9    T-  ?         mit  dem  Rechenschieber  in  Dezimalbruchform   zu 
a       h       c 

verwandeln,  die  Differenz  je  zweier  zu  bilden,  diese  wieder  mit  Hilfe 
des  Schiebers  mit  der  cotg  des  nicht  gleich  benannten  Winkels  zu 
multiplizieren  und  je  zwei  dieser  Produkte  (mit  dem  richtigen  Vor- 
zeichen) zu  addieren  (wobei  man  sich,  um  des  Vorzeichens  sicher  zu 
sein,  nur  zu  merken  braucht,  dass  in  den  Klammern  in  U.  die  dem 
Winkel  gleich  benannte  Seite  voransteht),  um  sofort  die  Winkeländerungen 
in  Halbmesserteilen  zu  haben.  Man  wird  kaum  eine  bequemere  Rech- 
nung dafür  finden  können;  ein  bestimmtes  Dreieck  lässt  sich  ganz  gut 
in  einer  Minute  so  durchrechnen. 

Nehmen  wir  als  Zahlenbeispiel  das  folgende  (absichtlich  eines, 
bei  dem  die  Beziehungen  so  einfach  sind,  dass  selbst  die  H.  entbehrlich 


•  Vergl.  einen  Aufsatz  des  Verfassers  in  Zeitschr.^  für  Vermess.  1895,   S.  166; 
ferner  Lehrbuch  der  Trigonometrie,  2.  Aufl.  1897,  S.  405. 
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waren):  Die  Katheten  eines  gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreiecks  seien 
4000,0  und  4000,0  mm  lang,  die  Hypotenuse  also  4000 1/2  -=  5656,86  mm. 
Die  Katheten  werden  um  je  4,0  mm  verlängert  (die  Maße  sind  ganz 
willkürlich  angenommen,  eine  Streckung  um  j^r  kommt  bei  Fachwerken 
aus  Eisen  ja  nicht  in  Betracht,  nur  etwa  ^q^),  die  Hypotenuse  um  3,0  mm 

verlängert.  Welche  Winkel  erhält  das  Dreieck  statt  der  ursprünglich 
vorhandenen  45^  45®  und  90®? 

Es    ist    hier  cotg5  *=  cotg C  =  1 ,     cotg^  =  0;   also  aus  II)   mit 

b=^c  =  4000,  Jb=-  Jc=-  +  4,0;  a  ^  5657,  /la=-  +  3,0: 

*^  ""       \6657  ~  4000/' 

oder  nach  Ablesung  des  ersten  Bruchs  am  Rechenschieber  (ich  habe 
hier  den  50  cm -Schieber  benutzt,  obwohl  für  die  Praxis  der  25  cm- 
Schieber  auch  hier  ausreicht): 

.    ^.      ,      ^  «--0,0009394, 

m  Wmkelmaß: 

a"  =  -  0,000939^.    206265"  =  -  I935"  ^  -  3'  14". 
Die  Änderungen  der  Winkel  B  und  ü  sind  hier  selbstverständlich 

nach  Anblick  von  II)  wird  in  der  That: 

Hechnet  man  direkt  mit  Logarithmen,  so  findet  man  mit 
a  =  5,656854,  6  =  c  =  4,000000,  also  a,  =  5,659854,  h,  =-  c\  ^  4,004000: 

.     A,        5,659854       ,  , 

«^  y  ==  8,008000'  ^•^• 

A^  -  44^58'  22", ,     oder    «  =  -  3'  14" 
wie  oben,  u.  s.  w. 

Ist  das  Dreieck  ursprünglich  rechtwinklig 

(cotg^  =  0,    cotg5=-^) 

oder  ursprünglich  gleichschenklig  (z.  B.  cotgU  =  cotgC),  so  ver- 
einfacht sich  natürlich  die  Anwendung  von  H)  noch  sehr. 

SelbstversiÄndlich  berührt  all'  das  Vorstehende  die  von  Herrn 
Francke  a.a.  0.  aufgestellten  Gleichungen  zur  Ausrechnung  der  linearen 
Durchbiegungen  mit  Hilfe  der  a  (s.z.B.  Sp.  114  und  115)  in  keiner  Weise; 
man  sollte  sich  nur  zur  Rechnung  dieser  y  wieder  unbedingt  des 
Rechenschiebers  bedienen,  der  für  solche  Dinge  viel  Zeit  und  Mühe 
erspart. 
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Zar  graphischen  Behandlung  der  Kräfte  im  Räume. 

Von  W.  Stäokel  in  Charlottenburg. 

A.  Die  Zusammensetzung  der  Kräfte  im  Baume  lässt  sieb  be- 
kanntlich in  der  Weise  durchführen ,  dass  man  jede  Kraft  in  zwei  Komponenten 
zerlegt,  von  denen  die  erste  in  einer  Ebene  E  liegt,  während  die  andere  ent- 
weder senkrecht  zu  E  oder  parallel  zu  einer  Geraden  G  oder  durch  einen 
fixierten  Punkt  0  läuft.  Der  Kürze  wegen  seien  diese  Methoden  hier  mit  Ortho- 
gonal-, Parallel-  resp.  Centralreduktion  (i^,  G  resp.  0)  bezeichnet. 

Zur  Konstruktion  der  Central axe  empfiehlt  sich  die  Orthogonal- 
reduktion. Man  setze  die  vorliegenden  Kräfte  zunächst  vermittelst  Elrafte- 
polygons  so  zusammen,  als  ob  sie  alle  in  demselben  Punkte  angriffen.  Die 
hierbei  resultierende  Kraft  sei  im  folgenden  kurzweg  die  Wertresultante  {B^) 
genannt.  Wählt  man  jetzt  EA_  B^^  so  liefert  die  Orthogonalreduktion  (E,  II J) 
eine  Kraft  gleich  und  parallel  2?«,  und  ein  Moment  in  der  Ebene  E.  Die 
gewonnene  Wirkungslinie  von  E«,  ist  dann  nach  der  Definition  der  Central- 
axe  mit  derselben  identisch.  —  Zur  zeichnerischen  Ausführung  ist  diese  Methode 
nicht  geeignet,  da  die  Kräfte  meist  schon  in  einem  bestimmten  orthogonalen 
Projektionssystem  dargestellt  vorliegen  werden.  Man  führe  daher  zunächst  in 
dem  gegebenen  System  die  Orthogonalreduktion  aus,  wodurch  man  zwei  sich 
senkrecht  kreuzende  Kräfte  K^  und  JTg  erhält.  Wendet  man  jetzt  erst  auf 
ifj  und  Äo  die  oben  beschriebene  Centralaxenkonstruktion  an,  so  ergiebt  sich 
eine  sehr  einfache  Ausführung.  Nach  einem  Satz  von  Möbius*  schneidet  die 
Centralaxe  die  kürzeste  Entfernung  der  Aktionslinien  von  K^  und  ÜQ.  Ist 
hier  Z>  der  Durchstosspunkt  von  K^  durch  die  Projektionsebene,  so  stellt 
das  Lot  DJ  von  D  auf  K^  die  kürzeste  Entfernung  von  K^  und  Ä'g  dar.  Die 
Eichtung  der  Centralaxe  ist  bekannt,  sie  ist  der  Wertresultante  B„  parallel. 
Es  handelt  sich  also  nur  noch  um  die  Lage  von  C  {CD :  CJ),  Denkt  man 
sich  jetzt  die  Orthogonalreduktion  (E' J_i2«,,  i?«,)  ausgeführt,  so  erkennt 
man,  dass  CDiDJ  =  Ki^iK^w  ist,  wobei  /fiipund  K^^  die  Komponenten 
von  jBTj  und  K^  parallel  11^,  sind.  üfiu^iTTg,^  erhält  man  aber  leicht,  wenn 
man  im  Kräftedreieck  {K^ ,  K^ ,  i?«,)  von  der  Ecke  {K^ ,  K^  auf  Ru,  ein  Lot 
fällt,  in  dem  Verhältnis  der  auf  Jl„  gebildeten  Höhenabschnitte.  Ist  der 
Punkt  C  festgelegt,  so  ist  die  Centralaxe  nach  Lage  und  Richtung  bestimmt. 
B.  Die  Zerlegung  der  Kräfte  im  Räume.  Allgemeines  Prinzip: 
Handelt  es  sich  um  irgend  eine  Zerlegung  einer  Kraft  in  Komponenten,  die 
in  vorgeschriebenen  Geraden  liegen,  so  denke  man  sich  die  Kraft  zunächst 
in  beliebige  leicht  bestimmbare  Hilüskomponenten  zerlegt.  Jede  der  gesuchten 
Komponenten  kann  man  jetzt  als  algebraische  Summe  der  durch  den  Ein- 
fluss  der  einzelnen  Hilfskomponenten  in  den  gegebenen  Geraden  hervor- 
gerufenen Kräfte  darstellen.  Die  gewünschte  Zerlegung  ist  also  durchführbar, 
wenn  sich  Hilfskomponenten  finden  lassen,  durch  die  sich  einerseits  die 
gegebene  Kraft  leicht  ersetzen  lässt,  und  von  denen  anderseits  die  Zer- 
legungsverhältnisse (auf  die  absoluten  Grössen  kommt  es  hierbei  nicht  an) 
nach   den   gegebenen    Geraden   bekannt  sind.     Derartige  Hilfskomponenten 

•  Siehe  hierüber  K.  Th.YahleD,  diese  Zeitschrift  Bd.  42,  S.  160 
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kann  man  sich  verschaffen  als  Resultanten  von  Kräftezusammensetzungen, 
indem  man  in  den  vorgeschriebenen  Geraden  Kräfte  zweckentsprechend  an- 
nimmt und  reduziert.     Anwendungen  des  Prinzips: 

1.  Zerlegung  einer  Kraft  K  nach  6  beliebigen  gegen  einander 
windschiefen  Geraden. 

Liegt  eine  bestinunte  Projektionsebene  E  bereits  vor,  so  wende  man 
die  Parallelreduktion  {E^  K)  an.  Man  wähle  in  E  zwei  gleiche  und  ent- 
gegengesetzt gerichtete  Kräfte  R^  und  R^  in  derselben  Wirkungslinie  und 
zerlege  R^  nach  den  drei  ersten  der  in  E  liegenden  vorgeschriebenen 
Wirkungslinien,  R^  nach  den  drei  anderen.  Jeder  der  so  in  E  entstandenen 
Kräfte  entspricht  eine  Kraft  in  dem  Parallel  System,  da  die  Resultante 
beider  in  eine  bestimmte  Raumrichtung  fallen'  muss.  Als  Gesamtresultante 
ergiebt  sich  eine  Kraft  .S'||Ä^.  Wiederholt  man  das  Verfahren  dreimal  unter 
immer  verschiedener  Wahl  von  l?^und  jRg,  so  erhält  man  drei  zu  K  parallele 
Hilfskomponenten  mit  den  oben  verlangten  Eigenschaften. 

2.  Konstruktion  der  Ebene,  in  der  eine  Kraft  K  liegen  muss, 
wenn  sie  nach  fünf  gegebenen  Geraden  zerlegbar  sein  und  durch 
einen  festen  Punkt  0  gehen  soll. 

Diese  Konstruktion  gestaltet  sich  zu  einer  Spezialisierung  der  vorigen, 
nur  wird  statt  der  Parallelreduktion  die  Centralreduktion  (A',  Ö)  angewendet. 
Die  Spezialisierung  besteht  darin,  dass  die  eine  der  in  E  liegenden  Kraft- 
gruppen jetzt  nur  noch  aus  zwei  Kräften  besteht,  weshalb  R^  durch  den 
Schnittpunkt  derselben  laufen  muss.  Durch  zweimalige  Anwendung  der 
beschriebenen  Zusammensetzung  erzielt  man  hier  zwei  durch  0  laufende 
nach  den  fönf  Richtungen  zerlegbare  Kräfte  .S'  und  »S",  welche  die  gesuchte 
Ebene  bestimmen. 

Spezialfall:  Soll  K  eine  gegebene  Richtung  haben,  so  liegt  0  im  Un- 
endlichen, und  es  wird  die  Parallelreduktion  angewendet. 

Um  zu  begründen,  dass  der  Ort  der  Kraft  K  im  vorliegenden  Falle 
eine  Ebene  ist,  braucht  man  nur  zu  beweisen,  dass  man  durch  eine  dritte 
Kräftezusammensetzung  eine  Kraft  erhält,  die  in  der  durch  aS'  und  »V"  be- 
stimmten Ebene  liegt. 

Man  denke  sich  zu  diesem  Zweck  aS'  und  .S"  zu  einer  Resultante  S  ver- 
einigt. Dieselbe  Kraft  S  würde  man  auch  erhalten,  wenn  man  zuerst  die  an- 
genommenen Kräfte  i?/«7^y'und  Rj^'=Rj'  zu  R^^^Ii^  zusammensetzte  und 
durch  Zerlegung  von  R^  und  R^  in  der  bisher  immer  verfolgten  Art  die  Bildung 
von  S  bewirkte.  Es  folgt  dies  aus  dem  eingangs  aufgestellten  allgemeinen  Zer- 
legungsprinzips. Da  nun  die  Kraft  5  aus  /S''und  ä*"  resultiert,  muss  sie  in  der 
durch  S^  und  S*'  bestimmten  Ebene  liege».  Es  haben  also,  wie  verlangt  war, 
drei  Reduktionen  drei  in  einer  Ebene  liegende  Kräfte  ergeben. 

3.  Die  Zerlegung  einer  Kraft  nach  vier  vorgeschriebenen  Ge- 
raden. Hier  muss  die  Wirkungslinie  der  anzunehmenden  Kräfte  R^=  R^^  da- 
mit in  der  Ebene  £  Gleichgewicht  herbeigeführt  werden  kann,  durch  die 
Schnittpunkte  je  zweier  in  E  gelegener  Wirkungslinien  laufen.  Soll  also  die 
Kraft  K  eine  bestimmte  Richtung  haben ,  oder  durch  einen  bestimmten  Punkt 
gehen,  so  ist  ihre  Lage  durch  Anwendung  des  unter  1.  angegebenen  Verfahrens »qI^ 
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eindeutig  bestimmt,  da  nur   zwei  Annahmen  von  R^'^-R^  möglieb  sind,  die 
beide,  wie  leicbt  ersichtlich,  dasselbe  Resultat  liefern. 

4.  Die  Zerlegung  einer  Kraft iT nach  drei  vorgeschriebenen  Ge 
raden.  Es  sei  hier  nur  der  für  die  Theorie  des  räumlichen  Fachwerks  wichtige 
Fall  behandelt,  dass  sich  die  vier  Wirkungslinien  in  einem  Punkte  schneiden 
und  für  den  allgemeineren  Fall  auf  „Henneberg,  Statik  der  starren  Systeme*' 
verwiesen.  Eine  Spezialisierung  des  bisherigen  Konstruktionsvorganges  empfiehlt 
sich  bei  der  vorliegenden  Aufgabe  nicht,  sondern  die  Kraft  K  und  die  Greradeu 
(tj,  G^gUnd  Gq  werden  jetzt  durch  Horizontal-  und  Vertikalprojektion  dargestellt. 
(K\  K"^  G^^  6r^"  etc.)  —  Statt  der  räumlichen  werden  nun  zwei  ebene  Zer- 
legungen nacheinander  ausgeführt,  derart,  dass  man  z.  B.  die  Schnittlinie  G 
der  Ebenen  {KG^  und  {G^  G^)  konstituiert  und  K  zuerst  nach  G  und  tf^,  darauf 
die  in  G  entstandene  Hilfskraft  H  nach  G^  und  G^  zerlegt.  Zur  AufBndong 
der  Projektionen  von  G  bringe  man  eine  zur  Horizontalebene  vertikale  Hüfs- 
ebene  mit  sämtlichen  Kraftrichtungen  zum  Schnitt  (Schnittpunkte  1,  2,  3,  4). 
Die  Projektionen  von  1,  2,  3^  4  sind  leicht  konstruierbar.  Zieht  man  dann 
l"4"und  2"  3'',  so  ist  der  Schnittpunkt  S"  ein  Punkt  der  Vertikalprojektion 
der  gesuchten  Geraden  G.  Denkt  man  sich  das  Kräfteviereck  z.  B.in  der  Hori- 
zontalprojektion konstruiert,  so  erkennt  man,  dass  die  entsprechende  Diago- 
nale desselben  der  Geraden  G'  parallel  sein  muss.  Die  ohnehin  schon  meist 
wenig  übersichtlichen  KrUftepläne  werden  bei  dieser  Konstruktion  von  Hilfs- 
figuren frei  gehalten. 

5.  Die  Zerlegung  eines  Kräftesystems,  das  aus  zwei  gegen- 
einander windschief  liegenden  Kräften  (einer  sogenannten  Dyade ) 
besteht,  nach  sechs  vorgeschriebenen  Geraden. 

a)  Durch  zweimalige  Anwendung  von  1). 

b)  Ein  etwas  kürzeres  Verfahren  sei  hier  nur  angedeutet:  Man  wende 
zunächst  auf  die  gegebene  Dyade  die  Orthogonalreduktion  (JB,  G)  an,  die  eine 
neue  Dyade  (ifjg:,  Ka)  ergiebt.  Dann  führe  man  viermal  eine  Zusammensetzung 
angenommener  Kräfte  aus,  die  je  eine  Kraft  parallel  Kg  und  eine  zweite  in  der 
Wirkungslinie  von  Äjg  ergiebt.  Durch  die  so  entstandenen  vier  Dyaden  kann  man 
die  gegebene  Dyade  ersetzen,  wenn  man  nochmals  das  allgemeine  Zerlegungs- 
prinzip zur  Anwendung  bringt. 

Aufgabe  3. 

Von  S.  Finsterwalder  in  München. 
Ein  oben  offener,  bis  zum  Rande  gefüllter  Wasserbehälter  von  der 
Form  eines  Rotationskörpers  mit  vertikaler  Axe,  gegebenem  Volumen  und 
gegebener  oberer  Ö&ung  soll  so  konstruiert  werden,  dass  ausschliessHch 
die  durch  Rippen  entsprechend  zu  verstärkenden  Meridiane  Zugspannungen 
aber  keine  Biegungsspannungen  aufnehmen,  während  alle  Spannungen  in 
der  Querrichtung  (Ringspannungen)  verschwinden.  Dementsprechend  soll 
auch  der  obere  Rand  spannungslos  bleiben.  Der  Behälter  wird  an  ein^r 
Reihe  vertikaler  Ketten,  die  von  den  oberen  Enden  der  Rippen  ausgehen, 
aufgehängt.  Welche  Form  muss  der  Meridian  des  Rotationskörpers  besitzen? 
Das  Eigengewicht  der  Konstruktion  soll  vernachlässigt  und  nur  jenes  des 
Wassers  berücksichtigt  werden.  DigitizedbyGoOglc 
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.|.K.  ,,,,.,  ^t*U    :\  Alftrk. 

ItnclirUr.  A  »rmeln  für  die  Berechnung  diar  BemOlLUi* 

öL*ht5n  und  L...-^.  ...........  .■.._. ..ien.      "■   ^      -"I'     i  ^T:,rl:  -n  Vf 

Hf-liitlilt»rli.  l'r  A  ,  Ueber  Beta-  ui 

llrikiiUi'^    r^r     \      Fliiih'if  iMiir  iü   die  1  ,,  ^ 

4«ii  "n   zur  Qesi  ler  matnematiecbea 

. : ''hie.     i*r   H       ;:'  ''!;trk, 

Ciir  i  r<»t    ih  ,    Die    Lehre    von    den    gewöhnlichen    imd    reraii- 

-rten   FlTT^erbelfunktionen,     *fr  ti.     ^vh    IV  M.irl: 
I  alle  HuchbaQfiliiQgfn) 


■.        \]r 


pahriken  xm  Lehrmitteln,  >^ 


sucht  l'r««i»(lUtrii  rtmii* 


verHlt'u   u[it*  t    B.  H.  5$I5  nu  iiuiiol:   Mosse.   Breslou. 


rerioff  vifH  Frrdhut 


fh  hl  VaHethurn, 


l'jiilülinini!;  [ii  dir  <iriin(llsiü;eit  der  (leoiiiotrie. 


Dr.  U'ilbeliu  KUUhk. 

Zni^Ui^r  HmiiiL    Mit  6  Fneuren  Im  Tes^t. 
i:f>U*r  Banil.    Mit  40  Fi^ 


über  die  automorphe  Transformation  einer  Summe 
von    Quadraten    mit    Hilfe    infinitesimaler    Trans- 
formationen und  höherer  komplexer  Zahlen. 

Von 

Professor  Beez 

in  Plauen  i.V.  , 

EinlcituL.    Jf-^l^  17    :28 

In  meiner  Abhandlung  „Zur  ThCTM:fo^^j^?*^Y^^*^5x^  Q^^" 
temionen"*  habe  ich  versucht,  eine  Lücke^  ttor  wwns^chaftlichen 
Begründung  des  Quaternionenkalküls  auszufüllen  und  ihn  zugleich 
von  einer  Voraussetzung  zu  befreien,  welche  seiner  Ausdehnung  auf  mehr 
als  vier  Einheiten  entgegensteht.  Sodann  habe  ich  die  Multiplikations- 
tafeln der  reinen  Quaternionensysteme  von  8,  16  und  32  Einheiten  in 
extenso  aufgestellt  und  die  Bedingungen  erörtert,  die  erfüllt  sein 
müssen,  damit  das  Produkt  zweier  konjugierter  Quatemionen  gleich 
der  Norm  des  Quaternions  werde.  Zum  Schluss  bin  ich  des  näheren 
auf  den  engen  Zusammenhang  eingegangen,  welcher  zwischen  der 
Norm  eines  Quaternions  von  2"""^  Einheiten  und  den  schiefen  Deter- 
minanten Cayleys  von      ?~^.     +1   unabhängigen  Elementen  besteht. 

Diese  Determinanten  spielen  bekanntlich  bei  der  Lösung  des  Problems 
der  linearen  orthogonalen  Substitution  oder  der  automorphen  Trans- 
formation einer  Summe  von  Quadraten  eine  hervorragende  Rolle.  In 
der  vorliegenden  Arbeit  soll  das  gleiche  Problem  mit  Hilfe  von  Vek- 
toren und  Quaternionen  gelöst  und,  soweit  es  angeht,  noch  eine  dritte 
Methode  benutzt  werden,  welche  theoretisch  auf  eine  beliebige  Zahl 
von  Veränderlichen  angewendet  werden  kann,  praktisch  aber  in  der 
Hauptsache  schon  bei  w  =»  4  versagt,  nämlich  die  Methode  der  in- 
finitesimalen Transformationen  von  Sophus  Lie. 


*  Siehe  diede  ZeitHchrift  41.  Jahrgang. 

Zeitaelirift  f.  Mathematik  Q.  Physik.  48.  Jahrg.  1898.  2.  Heft.  '^5^^      ^ 
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§1. 

Die  Transformation  zweier  Quadrate  in  sich  selbst. 

Um  die  Summe  zweier  Quadrate  Xq^+  x^  in  die  Summe  Xq^-\'  a\'* 
zu  transformieren ;  hat  man  statt  x^  und  x^  bezüglich  zu  setzen: 

)  +  »11  ^1 

und  die  Koeffizienten  a  so  zu  bestimmen  ^  dass 


«00*+  a,o* 

=  1, 

»01*+  «11* 

=  1, 

«00«01   +  «10«11 

=  0 

xP+x^*  = 

«0*+ 

«^i* 

2) 
werde,  dann  ist: 

und  der  Punkt  Xq,  x^  des  Kreises  Xq+x<^^^c  in  einen  anderen  Punkt 
desselben  Kreises  x^j  x^  übergefahrt  oder  transformiert.  Es  entspricht 
also  diese  Transformation  der  Drehung  einer  Ebene  um  einen  festen 
Punkt  in  derselben,  bei  welcher  jeder  Punkt  der  Ebene  einen  Kreis 
um  den  festen  Punkt  beschreibt.  Die  Gleichungen  1)  an  und  für  sich, 
d.h.  ohne  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2)  stellen  die  sogenannte  all- 
gemeine lineare  homogene  kontinuierliche  Transformationsgruppe  in 
zwei  Veränderlichen  dar.*  Sie  ist  viergliedrig,  d.h.  sie  enthält  vier 
von  einander  unabhängige  oder  wesentliche  Parameter  a^^  a^i,  a^^,  a^, 
wenn  keine  Bedingungsgleichung  zwischen  denselben  stattfindet,  drei- 
gliedrig, wenn  eine  Bedingungsgleichung  gegeben  ist,  z.B.: 

In  unserem  Falle,  sobald  also  neben  den  Gleichungen  1)  auch  die 
Gleichungen  2)  Bestand  haben,  ist  die  Gruppe  eingliedrig.  Die  Koeffi- 
zienten aik  lassen  sich  dann  sämtlich  als  Funktionen  eines  einzigen 
Parameters  darstellen.  Die  Gruppeneigenschaft  der  Transformation  1) 
ohne  Berücksichtigung  der  Bedingungen  2)  ergiebt  sich  daraus,  dass 
zwei  aufeinander  folgende  Transformationen  wiederum  eine  Trans- 
formation derselben  Beschaffenheit  geben.  Wendet  man  auf  die  Trans- 
formation 1)  eine  neue  Transformation  derselben  Art: 


1*\ 

fV-^  600^0' +  6oi^A 

^                                l<==&io<  +  6u*i' 

an,  so  ergiebt  sich,  wenn 

000^00+ «10^01  ^^00; 

3) 

«01*00+ »11  *oi  =  ^on 

«00^0+^10^1=^07 

gesetzt  wird: 

«Ol  *10  +  «11  hl  =  ^1 

•  Siehe  S.  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen  I,  678^ 
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\  Xj^   =  Cjo  5?o  +  Cii  x^ , 
also  eine  Transformation,  die  von  derselben  Beschaffenheit  ist  wie  1). 
Damach  bilden  die  Transformationen  1)  eine  Gruppe.     Die  identische 


Transformation 


Xn    X( 


0? 


tritt  ein,  wenn  aoo=a,i«=l,  010=^  a^^^O  ist  Die  inverse  Trans- 
formation oder  diejenige  Transformation,  welche  den  Punkt  Xq,  x^  in 
den  Punkt  Xq^  x^  zurückführt,  lautet: 

A=       «000^11 -»Ol  <^o- 
Denn  setzt  man  für  x^^  x^  ihre  Werte  aus  1),  so  kommt: 

Zwei  Transformationen  der  Gruppe  1)  sind  im  allgemeinen  nicht 
mit  einander  vertauschbar.  Lässt  man  auf  die  Transformation  1)  mit 
den  Parametern  a  die  Transformation  1*)  die  mit  den  Parametern  6 
folgen,  so  kommt  die  Transformation  4),  deren  Koeffizienten  c/*  durch 
die  Gleichungen  3)  bestimmt  werden.  Lässt  man  dagegen  auf  die 
6 -Transformation  1*)  die  a- Transformation  1)  folgen,  so  ergiebt  sich, 
wenn:  .  f      ^    j»     1   ^ 


5^ 


^00^00 

«00^01 
*10^00 


^01  ^10? 

+  «01^1; 

+  ^11^0? 


^10  —  ^i( 
gesetzt  wird:  {  x"-c  'x  4-c  x 

Die  Transformation  4*)  ist  der  Transformation  4)  nur  dann  gleich, 

^00  ^  ^001    ^01  ~  %>     ^10  "^  ^10;     ^11  ^  ^11- 
Diese  Bedingungen  sind  erfüllt,  sobald 


wenn 


6) 


«11 


Kl 


«fto 


ist  Nun  ergeben  sich  aus  2)  zwei  verschiedene  Wertsysteme  der 
Koeffizienten  an.  Denn  da  das  Quadrat  der  Determinante  der  Koeffi- 
zienten: ^  ^ 
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^'==(aoo»i,-aoi«io)'=l 
ist;  so  hat  man  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden: 

0^00  0^1-%  0^10=1, 
»00  «11 -«Ol  0^10=^-1- 
Hieraus  in  Verbindung  mit  2)  ergiebt  sich,  dass  man  entweder 

7)                  «11  =  «oo>      «Ol  =  -  «10  =  -  Vi  —  «ooS 
oder  

7*)  cHi  =  -  aoo,  «Ol  =  ö^io  =  Vi  -  «00* 

setzen  hat.     Schrei 
eingliedrigen  Gruppen: 

{x^  =  x^  cos  t  —  Xy  sin  tj 
x^=  0^0  sin  ^  +  a^iCos^ 
und 

i^o'=  XQtOBt  +  oJiSin^, 
x^=  x^Bint  —  a;iCos^. 

Die  Transformationen  der  Gruppe  8)  sind  mit  einander  vertausch- 
bar, denn  fiir  eine  6 -Transformation  ist: 


zu  setzen  hat.     Schreibt  man  cos^  für  a^,   so  erhält  man  die  beiden 


9)  &ii "-  Ky    K  =  -  ^0  =  -  Vi  -  ^00^ 

also:  1, 


«00  -«11   =  0  =    ^Q'^"^" 


"'Ol  ^01 

entsprechend  den  Gleichungen  6).  Die  Transformationen  der  Gruppe  8*) 
dagegen  sind  nicht  mit  einander  vertauschbar,  denn  in  diesem  Falle  ist 
zwar:  , 

«10     __  1    _.    ^10 
«Ol  ^01 

aber  nicht:  ,        , 

«00 -«11  ^  Opo-Qn 

«Ol  ^01 

wenn  nicht  0^00=  &oo;  «01  ==^01  ^^^^  ^i®  6 -Transformation  identisch  ist 
mit  der  a- Transformation.  Man  kann  dies  leicht  an  den  Gleichungen  8) 
und  8*)  selbst  verifizieren.  Wenn  man  auf  die  Transformation  8)  mit 
dem  Parameter  t  eine  zweite  ebensolche  Transformation  mit  dem 
Parameter  t'  folgen  lässt,  also: 

Xq"=  Xq  cosi'  —  rcj' sin  ^', 

V=  XQBint^+  x^Gost' 

annimmt,  so  kommt  nach  Einführung  der  Werte  Xq  und  a?,'  aus  8): 

a;oCos(^  +  t')  —  a:isin(^  +  t^) 


^  ^  1  xj'^  iCoSin {t  +  V)  +  x^co^it  +  V). 
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Setzt  man  also  4  i  *f     /" 

11)  t  +  t  =  t, 

so  wird :  Xq'=»  Xq cos t"—  x^ sin i\ 

x^*^  Xq  sin  <"+  x^  cos  i\ 

Der  neue  Parameter  ^"  ändert  sich  nicht,  wenn  man  t  mit  ^'  ver- 
tauscht. Die  Gleichung  10),  welche  den  Parameter  ^"  aus  den  Para- 
metern t  und  V  finden  lehrt,  stellt  ebenfalls  eine  Gruppe  dar,  die  so- 
genannte Parametergruppe.  Beiläufig  erwähnt  gilt  der  Satz  von  der 
Vertauschbarkeit  der  Transformationen  der  Gruppe  der  Rotationen  in 
der  Ebene  überhaupt  fflr  alle  eingliedrigen  kontinuierlichen  Gruppen, 
so  z.B.  auch  für  die  Rotationen  des  Raumes  um  eine  feste  Axe. 
Zwei  Transformationen  der  Gruppe  8*)  dagegen  sind  nicht  miteinander 
vertauschbar.  Denn  lässt  man  auf  die  Transformation  8*)  eine  zweite 
mit  dem  Parameter  V  folgen,  nämlich: 

Xq^  XQCOst'+  rc/sin^', 

x^'^  XqSui  ^'—  x/cos^', 
so  findet  man: 

{^0  =  iz^o^os  (t  —  t)  +  x^  sin(^  —  t^) 
^1' ~  -  ^oSin(^  -  t')  -f  a;iC08(^  -  t') 

Da  das  Vorzeichen  von  sin(^  — ^')  sich  ändert,  wenn  man  t  mit 
t^  vertauscht,  oder  die  Reihenfolge  der  beiden  Transformationen  um- 
kehrt, so  ist  ersichtlich,  dass  zwei  Transformationen  der  Gruppe  8*) 
nicht  mit  einander  vertauscht  werden  können.  Auch  bemerkt  man 
sofort,  dass  die  Gruppe  8*)  die  identische  Transformation  nicht  be- 
sitzt und  jede  Transformation  zugleich  ihre  eigene  inverse  ist.  Setzt 
man  nämlich  ^'==  ^,  so  kommt  Xq=  Xq,  x^  =  —  Xy^.  Eine  zwei- 
malige Anwendung  der  Transformation  8*)  mit  demselben  Parameter 
führt  also  den  Punkt  x  in  sich  selbst  zurück.  Die  Gruppe  8*)  ent- 
hält mithin  diskontinuierliche  Untergruppen  von  der  Periode  2.  Be- 
zeichnet man   eine  bestimmte   Transformation  der  Gruppe  8^   mit  T, 

so   ist  T.  T  s=  T2  5—  1 

folglich  auch  l 

2*  =  ^;? 

also  die  Transformation  zugleich  ihre  eigene  inverse. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Formeln  8)  und  8*)  ist  unschwer 
zu  erkennen.  Man  beziehe  den  Punkt  M  einer  Ebene  auf  zwei  recht- 
winklige Koordinatensysteme  x^Ox^  und  x^Ox^  (siehe  Fig.  1),  welche 
denselben  Koordinatenanfang  0  besitzen.  Das  erste  sei  um  den  Ko- 
ordinatenanfang drehbar,  das  zweite  dagegen  fest.  Die  Koordinaten 
des  Punktes  M  mögen  in  dem  ersten  System  mit  Xq  und  x^,  im 
zweiten  mit  x^  und  x^  bezeichnet  werden.  Im  Augenblick  des  Zu- 
sammenfallens  beider  Systeme  —  in  der  Anfangslage  —  ist  x^  =  x^, 
x^  =  x^   oder  es   findet  die  „identische  Transformation"  statt.     Dreht      j 
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man  aber  das  erste  System  durch  den  Winkel  t  in  der  der  Bewegung 
des  Uhrzeigers  entgegengesetzten  Richtung,  so  ist  im  Falle  8)  (siehe 

Fig.  1):  ^^'_  OP'^  OQ-PR  =  x^cost  -  x^ sint, 

x^^MP'^  PQ  +  MB  =  Xosint  +  ^TiCos^. 

Für  ^  =  0  erhält  man  die  identische  Transformation: 

Xq  =  Xq^     Xi  =*=  x^. 

Setzt  man  —  ^  für  ^,  so  erhält  man  die  inverse  Transformation: 

Xq  =  Xq  cos  t  +  Xy  sin  t, 

a:/=  —  Xq  sin  t  +  x^  cos  t. 

Im  zweiten  Falle  (siehe  Fig.  1)  ist: 

Xq'=  0P^=  OQ  +  PR^  XQQ^o^t  +  a^isin^, 

j/=  MP'^  PQ  -  MR  =  rcosin^  -  a^icos^. 

Für  <  =  0  kommt  „  ii_  _ 

< cc,. 

Die  Gruppe  8*)  besitzt  also   nicht  die  identische  Transformation, 
sondern  die  symmetrische.    Setzt  man  jetzt  —  ^  für  ^,  so  erhält  man 

Xq^  Xq  cos  t  —  x^  sin  t, 

x^  ^  —  a^osin^  —  a^cos^, 

also  nicht  die  inverse  Transformation.  Diese  ist  vielmehr,  wie  wir 
schon  oben  bemerkt  haben,  mit  der  ursprünglichen  identisch.  Lässt 
man  n  Transformationen  der  Gruppe  8)  mit  den  Parametern  t^y  ^ . . .  ^« 
aufeinander  folgen,  so  ergiebt  sich: 

^      1  a;i('')  =  :rosin(^  +  ^  +  ..-  +  g  +  a:iCos(<i+f,  +  . ..+«,) 
und  wenn  alle  t  einander  gleich  sind: 

^0^"^  =  ar^cosn^  —  iCi  sin  nty 
iTjC")  =  ar^sinw^  +  Xy^  cosn^. 

Bei  der  Gruppe  8*)  dagegen  hat  man  zwischen  den  Transforma- 
tionen gerader  und  ungerader  Ordnung  zu  unterscheiden.     Man  findet: 

Xq^^^  =  i^ocos^i  +  fl?i  sin  t^y 

^0^^^= ^0  ^os  (^3  —  ^  —  ^i)  +  Ä*!  sin  (^8  —  ^  —  ^i)  ßtc, 
^^(1)  ^  fg;^  sin  f^  __  ^^  cos  t^ , 


14i) 


la;/8)  =  irosin(f3- 


^2  -  ^i)  —  Ä*i <^<>s(e8  -  ^  -  <|). 
Diese  Transformationen    sind    nach    dem    Typus   8*)    zusammen- 
gesetzt, wenn  man  t^,t^  —  t^  etc.   als  Parameter  ansieht,  wogegen  die 
Transformationen  gerader  Ordnung:  ^  1 
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.W  : 


Xq  cos  t^ 


tj^  —  Xisint^—  t^ 


V*^  =  irocos(^4-  ^3+  ^2  —  tj)  +  a^sm(t^~t^  +  t2  -  t^)  etc., 


1*')  {..(., 


Xy^^^  =  x^sint^  —  ti  +  Xi  cos^  —  ^,, 


iroSin(^4  —  ^s  +  ^2  —  ^1)  +  ^iCos(^4  —  ^s  +  ^2  —  <i), 


sobald   man   t^  —  t^,   t^— t^   ab    aufeinander    folgende    Parameter   an- 
nimmt, nach  dem  Typus  8)  gebildet  erscheinen. 

Setzt  man  jetzt  alle  t  einander  gleich,  so   erhalten  alle  Trans- 
formationen ungerader  Ordnung  die  Form: 

Xq  =  x^cost  +  ar^sin  ty 


rr^sin^ 


Die  gerader  Ordnung  dagegen: 


a^iCos^. 


Xn  —  Xt 


Of 


•VI       X^m 

Wir  können   also  sagen:    Die  Transformationen  8)  bedeuten  eine 
Drehung   der  Ebene  um   den  Koordinatenanfang  durch   den  Winkel  t, 


Flg.  1. 


Fig.  2. 


die  Transformationen  8*)  aber  eine  Umklappung  der  Ebene  mit  nach- 
folgender Drehung  derselben  um  den  Winkel  t  Die  erstgenannten 
Transformationen  bilden  eine  einzige  kontinuierliche  Gruppe,  die  letzt- 
genannten sind  dagegen  zusammengesetzt  aus  einer  diskontinuierlichen 
Gruppe  von  der  Periode  2  und  zwei  kontinuierlichen  Gruppen,  von 
denen  die  eine  nach  dem  Typus  8),  die  andere  nach  dem  Typus  8*) 
gebildet  ist. 

Beide  Transformationsgruppen  sowohl  8)  als  8*)  lassen  den  Koordi- 
natenanfang XQ=Of  a?i  =  0  unverändert;  ebenso  auch  die  Entfernung 
zweier  Punkte  Xq,  x^  und  y^,  y^.  Denn  wendet  man  auf  beide  zugleich  die 
Transformation  1),  2)  an,  so  kommt: 

15^  ( (^0'-  yo')*+  (^i'~ yi')' = l»oo(^o -  Vo)  +  «01(^1  -  j/i)J' 
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Da  zwei  Figuren  kongruent  oder  symmetrisch  sind,  wenn  die 
gerade  Verbindungslinie  je  zweier  Punkte  der  einen  Figur  dieselbe  Länge 
hat,  wie  die  Verbindungslinie  der  entsprechenden  Punkte  in  der  anderen 
Figur,  so  transformieren  die  Gleichungen  1),  2),  also  auch  8),  8*)  jede 
Figur  in  eine  kongruente  bez.  symmetrische. 
Eine  gerade  Linie 
16)  IXq+  mxi  =  l 

geht  durch  die  Transformationen  8)  und  8*)  in  eine  andere  Gerade 

VXq+  w'iTi^l 

Über,  wobei  im  Falle  8): 

{V=  Icost  +  wsin^, 
m'=  Isint  +  rncos^; 
im  Falle  8*):  ,    ,,     ,       ,  ,        .   , 

mcost 


\  m'=  Isint  — 


18) 


Wenn  also: 


so  ist  auch: 


ist.     Für   Z=m  =  0   ist   in   beiden  Fällen   auch   r=  w'=  0,   d.h.   die 
unendlich  entfernte  Gerade  bleibt  bei  beiden  Transformationen  erhalten. 
Auch  das  Paar  der  imaginären  Kreispunkte  bleibt  bei  8)  unverändert. 
Denn  es  ist: 

(Xq+  ix^)  =  (rc^cos^  —  x^smt)  +  i{xQsmt  +  x^Qost) 

=  {x^+  ix^)(cost  +  isint)  y 
(Xq--  ix^)  =  {x^cost  —  ixj^&int)  —  Hx^sint  +  x^cost) 
=  (^0  ~~  i^i)(^ost  —  isin^). 

^1  "■  i^i  =  0, 

Xq  +  iari'=  0, 
Xq  —  ixi  =  0. 

Dagegen  werden  durch  die  Transformation  8*)  die  unendlich  ent- 
fernten imaginären  Kreispunkte  mit  einander  vertauscht.    Denn 

es  ist:        .  {xq  +  ix^)  =  {x^ox^st  +  x^smt)  +  i(a:i8in^  —  a^^cos^) 

=  {Xf^  —  ix^ioost  +  isin^), 

{Xq  —  ix^)  ^  {x^GOst  +  rr^sin^)  —  i{xQsmt  —  arjCos^) 

=  (Xq+  iXi)(cost  —  isint). 

Es  gehen  also  durch  die  Transformation  8*)  die  Kreispunkte: 

XQ+iXi=  0, 
Xq-  ix^  =  Oy 
Xq-Ix^^O, 


19) 


beziehentlich  über  in 


^o'+  ^^i'=  0 
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Wenn  das  bewegliche  Koordinatensystem  nur  um  einen  unendlich 
kleinen  Winkel  aus  der  Anfangslage  gedreht  wird,  so  erhalten  wir 
eine  sogenannte  „infinitesimale  Transformation".  Wir  leiten  dieselbe 
aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  ab.  Wir  variieren  1)  in  der  Weise, 
dass  die  Grössen  Xq  und  x^  ungeändert  bleiben  und  nur  die  Eonstanten 
ttik  einen  unendlich  kleinen  Zuwachs  erhalten.     Dies  giebt: 


j  dx^^x^da^ 


Die  Variationen   der  Konstanten   sind   aber  nicht  unabhängig  von 
einander,  sondern  an  das  Bestehen  der  Gleichungen  2)  geknüpft. 
Diese  geben,  wenn  sie  ebenfalls  variiert  werden: 

21)  ötoi*ao,  +  öu*aii  =  0, 

«00*%+  ^01*^00+  ^10*^11+  ^11*0^10=  0. 

Im  Moment  des  Zusammenfallens  beider  Systeme  ist: 

dx^=dxQ,     Sx^^öxyy    «00=  »11=1;     »10=  «01  =  0. 
Daher  ist: 

*ö^oo=0,    *au=0,    *aio+*%=0; 

folglich,  wenn  man  da^Q==  St  setzt: 

22)  '       "         "^''' 


Wir  können  selbstverständlich  diese  infinitesimalen  Transforma- 
tionen auch  aus  den  endlichen  Gleichungen  8)  und  8*)  ableiten,  wenn 
wir  sie  nach  t  differentiieren,  und  sodann  ^  =  0  setzen.  Aus  8)  er- 
giebt  sich  durch  Differentiation  nach  t: 


22')  { 

aus  8*)  ebenfalls: 

22*)  { 


ÖXq^  —  (a?0sin^  +  x^co&t)dt  =  —  x^dt, 
Sx^^     {xQ^ont  — x^mit)St-^     x^St^ 


Sxq^  (—  x^Hmt  +  x^to^t)dt  =  —x^dty 
dxi=^{     XQCOBt  +  x^sint)dt  ==      x^dt 


Da  für  <  =  0,  xJ'^Xq,  x^^x^y  Sx^^dx^y  Sx^-=8x^  wird,  so 
erhält  man  aus  22)  sowohl  als  aus  22*)  sofort  die  Gleichungen  der 
infinitesimalen  Transformation  21),  wenn  ^  =  0  gesetzt  wird.  Man 
erkennt  aber  auch  zugleich  —  was  bei  weitem  wichtiger  ist  — ,  wie 
man  umgekehrt  aus  der  infinitesimalen  Transformation  22)  die  end- 
lichen Transformationen  von  8)  und  8*)  erhalten  kann.  Vertauscht  man 
nämlich  das  Yariationszeichen  S  mit  dem  Differentialzeichen  dy  so  kann 
22)  auch  schreiben: 
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23) 
und  22)  oder  22*): 
23*) 


dt 
"dT 


—    —    X^y 


-^:-  =  —  X, 


dx^ 
~dt 
dx^ 
~dt 


0  9 


=  a?, 


i; 


welche  als  die  Differentialgleichungen  der  endlichen  Transformation 
anzusehen  sind,  aus  denen  sich  durch  Integration  die  endlichen  Trans- 
formationen selbst  ergeben.  Man  hat  also,  um  von  der  infinitesimalen 
Transformation  zur  endlichen  Transformation  überzugehen,  in  der  in- 
finitesimalen Transformation  statt  der  Yariationszeichen  die  Differential- 
zeichen, statt  der  Koordinaten  Xq  und  x^,  , , .  Xq  und  x^  einzuführen 
und  das  erhaltene  simultane  System  so  zu  integrieren,  dass  für  <  =  0 
wieder  Xq  ^  Xq  und  x^-=x^  werde. 

Zur  Ausführung  dieser  Integration  bieten  sich  drei  verschiedene 
Wege  dar. 

I.  Zuerst  nämlich  kann  man  die  Veränderlichen  Xq  und  x^,  da  sie 
Funktionen  von  t  sind,  in  Reihen  entwickeln,  die  nach  steigenden 
Potenzen  von  t  geordnet  sind.  Nach  dem  Maclaurinschen  Satze  ist  z.B.: 

Für  t  =  0  aber  ist: 

Vdw)^     \~dt')r  ~  ^*'''^* — *»• 

Auf  gleiche  Weise  findet  man: 

^0  ""  ^0  ~"  ^^1  ~~  2!  ^0 "1    "37  ^1 H"  Xf  ^0  "•   '  • ' 
=  XqCobI  —  a^iSin^ 

f  .  m  t  II 

ir^  =  a?i -f- f-a^Q  — 2j  rCi  — — a^Q-j-  4j^i"r*** 

=  XQsint  +  iCiCOs^. 

Mit  Hilfe  einer  symbolischen  Bezeichnung,  die  Herr  Lie  ein- 
geführt hat,  lassen  sich  aus  den  infinitesimalen  Transformationen  22) 
die  Koeffizienten  in  der  Reihenentwickelung  der  endlichen  Transforma- 
tion 24)  übersichtlich,  wie  folgt,  darstellen.  Da  für  eine  beliebige 
Funktion  von  Xq,  a;^,  t  die  Gleichung  gilt: 
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df  df  dx^        df  dx^ 

^ /*  1*  d  OT- 

SO  erhält  man  nach  Einführung  der  Werte  von  -^  und  -~  aus  23): 


welcher  Ausdruck  mit  ip(t)  bezeichnet  werden  soll.  Dieses  ist  das 
Symbol  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformationen  ^  aus  denen  sich 
die  besonderen  ^^ 

"57"  =  ~  a;i  =  fpXQ, 

dx. 

dadurch  ergeben,  dass  man  statt  f  der  Reihe  nach  Xq  und  Xi  setzt. 
Man  erkennt  leicht ,  dass  dann: 


0 

u.  s.f.  ist.    Man  kann  also  statt  der  Reihe  24)  auch  schreiben: 

25)  a^o'=^o+'9>^o+|T9%+  li-9%+-- 

Auf  dieselbe  Weise  wird  auch  die  Reihe  für  x^  gebildet. 

n.   Bei    der    zweiten   Methode    der    Integration    stellt    man    die 
Differentialgleichungen  23)  in  der  Form: 

26)  i^9:.^^^dt 

auf  und  sucht  zunächst  aus 

dxQ^   dx^* 

ein  von  t  freies  Integral.    Ein  solches  ist: 

27)  x^^x  +  x^^  =  c\ 

worin  c  eine  Eonstante  bedeutet.    Hieraus  bestimmt  man  etwa: 


x^^Vc'^x^^ 
und  hat  also  ^^  ^  __j<_  _  ^^ 

folglich: 

28)  arc  sin  XQ  +  t==-  c', 

wobei  d  eine  zweite  Konstante  darstellt.    Hieraus  folgt:  ^  j 
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und  wegen  27):     ",  '         ' 

x^=  ccos(c  —  t). 

Da  für  f  =  0  Xq   in  Xq,  x^  in  x^  übergeht,  so  hat  man: 


=  c  sm  c\ 


30)  p„-. ...... 

^  l   i^l=  CC08C  , 

folglich  aus  29)  und  30): 

Xq  =  Xq  cos  ^  —  a?!  sin  ty 

x^  =  aJo  sin  f  +  ^i  cos  ^. 
ni.  Da  die  Gleichungen  23)    ein    sogenanntes  d'Alembertsches 
System  bilden,    so    ergiebt    sich   die    dritte  Integrationsmethode  wie 
folgt.     Man  setze  zunächst: 

31)  K^^+K^-u\ 

32)  S  =  P< 

worin  A^j,  A^,  q  noch  näher  zu  bestimmende  Konstante  bedeuten.    Inte- 
griert man  die  letzte  Gleichung  mit  der  Bedingung,  dass  für  <  ==  0 

.,  ,  ^  K)o=Vo+'^i^ 

wird,  so  kommt 

33)  «^(Vo+'li^i)«^'- 


Nun  ist: 


dt  ^^^  dt    "^  '^1  dt 


»1«''=  ^o'(A, -  *A„)  -  a;/(Ao+  ?^)  »  0. 

Da  x^  und  x/  unabhängig  von  einander  sind,  so  zerfällt  diese 
Gleichung  in  die  beiden  anderen: 

-K9  +  h  =  0, 

welche  nur  neben  einander  bestehen  können,  wenn  die  Determinante 
-Q     1  i 

1   ,|  =  -(p^+0  =  o 

ist.     Darnach  ist  also:     ,  ,  ,, — - 

34^  9  =  ±>^-l, 

^  Uo:A,«=l:p  =  -p:l. 

Setzt  man  nun  in  die  Gleichung  33),  die  man  auch  schreiben  kann: 

W+  ^1^/=  Oo^o+  ^iiPi)c^* 
für  Xq  und  iCi'  die  Werte: 

^l'=  »10^0+0^11^^1? 

so  ergiebt  sich,  da  die  Koeffizienten  von  Xq  und  x^  verschwinden  müssen: 
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oder  wenn  man  einen  der  Werte  von  k^iky^  aus  34)  einführt: 

Da  nun  q  zwei  Werte  —  nennen  wir  sie  zunächst  q^  und  q^  —  hat, 
so  findet  man  zur  Bestimmimg  von  a^  und  a^^  die  beiden  Gleichungen: 


35)  , 
und  zur  Bestimmung  von  a^^  imd  o^^: 

36)  f  P.%-«a  =  -e^', 

Aus  diesen  Gleichungen  erhalten  wir  die  Koeffizienten  a.t  wie  folgt: 
«00=      »ii=.-',.-^'       ' 

%  =  -«io=     — ^-  _  _ 

Setzt  man  schliesslich  für  q^  und  pg  ihre  Werte  +  }/—  1  und  —  ]/—  1 
ein,  so  kommt:  _         ^         ^^„^ 

001=  —  ^10=  "~  si^^- 
Um  die  endlichen  Transformationen  8*)  aus  dem  Gleichungssysteme: 

abzuleiten,  hat  man  diese  mit  der  Bedingung  zu  integrieren,  dass  für 
^  «=  0  ar^'  =  Xqj  x^  =  —  x^'  werde. 

1.  Nach  der  ersten  Methode  stellt  man  das  Integral  in  der  Form 
einer  nach  steigenden  Potenzen  von  t  geordneten  Reihe  auf  [s.  19)J: 

Man  erkennt  leicht,  dass,  wenn  man  das  Symbol: 
benützt,  diese  Reihe  auch  geschrieben  werden  kann: 
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Nun  ist: 


Ebenso: 


<pXo' Xi' 

•  (yaJoOo  =  a;„ 

9>*V=-9'«a  =  -«o'- 

•(9'*a;o^=-«o, 

<p'x^  =  -  (pXf!  ^  Xi'      .. 

•(»»XOo^-aJo 

ip*x^=      <px^  =  Xa'     .. 

•(9'*«o')o=a;o 

U.  8.  f. 

ipX^^X^ 

■  (vai')«  =  «0» 

9)V=      9)a;o'=-aj,'. . 

•(9V)o=»u 

9»a;o'==-W=-«o'-- 

.(SPV)o=-ai„ 

<l,*x^  =  -  <f,x^  =  xl     . . 

•(9'V)o=-«i 

u.  s.  f. 

Durch  Einführung  dieser  Werte   erhält   man    ohne    weiteres   die 
endlichen  Transformationen  von  8). 

III*.  Bei  Anwendung  der  zweiten  Methode  erhalten  wir  zunächst 
wieder  die  Gleichungen  29): 

x^  «=  c  sin  (c'—  ()  =  c.sin  c'  cos  t  —  c  cos  (f  sin  t, 

x^-=  ccos(c*—t)  =  CGoac'coQt  +  csindsint 

für  ^  =-  0,  wobei  xj=  x^y  x^  =  —  x^  wird,  also: 

Xq=  c  sin  c\ 

x^=  —  c  cos  c* 

Xq-=  Xq  cos  t  +  x^  sm  t, 

rc/=  iCß  sin  t  —  x^  cos  ^. 

IV*.  Bei  der  dritten  Methode  hat  man  statt  Gleichung  33): 

au  Stelle  der  Gleichungen  36)  zu  setzen: 
wahrend  die  Gleichungen  35): 


35)  I 

unverändert  bleiben. 

Aus  beiden  ergiebt  sich: 

Die  automorphen  Transformationen  zweier  Quadrate  lassen  sich, 
wie  aus  den  Gleichungen  18)  und  19)  ersichtlich  ist^   zusammenfassen 
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in  Gleichungen  zwischen  gewöhnlichen  komplexen  Grössen,  nämlich  8) 
in  die  Gleichung: 

(xj  +  ia:/)  =  (xq  +  /ir,)(cos  t  +  i  sin  ^), 

(^o'  +  ^^0  ==  (^0  ~~  i^i)(cos  ^  +  i  sin  t). 

Bezeichnet  man  allgemein  die  komplexe  Grösse  y^  +  iy^  mit  y, 
setzt  cos^  =  aQ|  sin^^a^,  so  kann  man  die  erste  Gleichung  auch  ab- 
gekürzt schreiben:  x^xa 

und  wenn  man  y^  —  iy^  =  y  setzt,  die  zweite  Gleichung: 

X  =  xa. 

Die  Gleichuncr  , 

^  X  ^  xa 

mit  der  wir  allein  ims  beschäfkigen  wollen,  lässt  nun  sofort  erkennen, 

1.  dass  die  Transformationen  8)  eine  eingliedrige  Gruppe  bilden,  da 
V+ V^l  ist; 

2.  dass  die  Transformationen  der  Gruppe  mit  einander  vertausch- 
bar sind. 

Denn  lasst  man  auf  die  Transformation  cd  =  xa  eine  zweite  0?"=  cdh 
folgen,  so  ergiebt  sich  a/'=  (a;a)6  =  rr(a6),  oder  da  ah  wieder  eine 
gewöhnliche  komplexe  Zahl  ist,  die  mit  c  bezeichnet  werden  mag, 
a/=  xc.  Die  Gleichung  c  ==  ah  heisst  die  Parametergleichung  der  Gruppe. 
Sie  lehrt  die  Parameter  c^,  c^  und  a^,  a^  und  6^,  h^  finden  und  stellt 
wiederum  eine  Gruppe  dar  wie  x*  =  xa.  Man  kann  also  sagen,  die 
Gruppe  a;'==  xa  ist  ihre  eigene  Parametergruppe.  Die  Transformationen 
der  Gruppe  sind  femer  miteinander  vertauschbar.  Denn  lässt  man  auf 
x*=  Xq  folgen  ic"=  a;'a,  so  kommt  x"=  xha,  welches  von  a:"=  xab  nicht 
verschieden  ist,  da  ha  =  ah.  Die  Vertauschbarkeit  der  Transformationen 
fällt  also  genau  zusammen  mit  der  Vertauschbarkeit  der  Faktoren  in 
dem  Produkt  zweier  gewöhnlicher  komplexer  Zahlen.  Die  Transformation 
af  -=  ahXf  wobei  die  Faktoren  in  beliebiger  Folge  geschrieben  werden 
können,  stellt  also  ebenfalls  eine  automorphe  Transformation  zweier 
Quadrate  dar,  bei  denen  aber  die  Parameter  in  bilinearer  Verbindung 
auftreten.     Denn  die  Entwickelung  giebt: 

Setzt  man  hierin  aQ=  hQ,  a^  =  61  =  6«,  so  erhält  man  die  Cayleysche 
Transformation:       ^^,^  (j^,_  6^,.)^„_  26,6,,^,, 

rci' -  2  6o&„ «0        +  (fco.  -  6i»*)»i- 


(Fortsetzung  folgt.) 
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mit  reellen  Wurzeln. 

Von 

ß,  Mehmke 

in  Stuttgart. 


Die  algebraische  Auflösung  einer  numerischen  Gleichung  zweiten 
6rades  nach  der  bekannten  elementaren  Formel  empfiehlt  sich  nicht, 
ausser  wenn  die  Koeffizienten  ganz  einfache  Zahlen  sind  und  zugleich 
eine  Quadrattafel  benützt  wird.  Sind,  wie  es  häufig  der  Fall  ist,  die 
Logarithmen  der  Koeffizienten  gegeben  und  von  den  Wurzeln  der 
Gleichung  ebenfalls  die  Logarithmen  verlangt,  so  wäre  bei  Anwendung 
jener  Formel  ein  viermaliges  Aufschlagen  der  Logarithmentafel  notig. 
Zweimaliges  Aufschlagen  genügt  bei  Mollweides  bekannter  Auflosung 
mit  Hilfe  goniometrischer  Funktionen.  Um  mit  einmaligem  Auf- 
schlagen auszukommen,  hat  Gauss  eine  besondere  Hilfstafel  berechnen 
lassen,  die  man  in  Vega-Hülsses  Sammlung  mathematischer  Tafeln 
in  der  Ausgabe  von  1840,  Tafel  XII,  S.  636-678  findet.  Sie  besteht 
in  drei  mit  D,  E,  F  überschriebenen  Zusatzkolonnen  zu  der,  ebenfalls 
aus  drei  Kolonnen  mit  den  Überschriften  Ä,  JB,  C  zusammengesetzten 
Gaussischen  Tafel  der  Leon  ellischen  oder  sogenannten  Additions- 
logarithmen. Diese  Gaussische  Tafel  ist  meines  Wissens  nicht  wieder 
abgedruckt  worden.  Ich  glaube  nicht,  dass  man  daraus  schliessen 
darf,  sie  hätte  keinem  wirklichen  Bedürfnis  entsprochen,  denn  qua- 
dratische Gleichungen  kommen  in  der  angewandten  Mathematik  häufig 
genug  vor.  Es  leidet  aber  jene  Tafel  an  einigen  Mängeln.  Infolge 
der  Verquickung  mit  den  Additionslogarithmen  und  weil  mehr  Fälle 
unterschieden  werden  als  nötig  ist,  hat  sie  zu  viele  Kolonnen;  auch 
sind  die  Rechenvorschriften  für  die  einzelnen  Fälle  einander  sehr  un- 
ähnlich und  das  Aufschlagen  ist  unbequem.  Ich  habe  vor  einer  Reihe 
von  Jahren  eine  Hilfstafel  zur  Auflösung  quadratischer  Gleichungen 
mit  reellen  Wurzeln  konstruiert,  die  mir  vor  der  Gaussischen  folgende 
Vorzüge  zu  haben  scheint: 

1.  Man  hat,  wenn  man  sie  benützt,  bloss  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden, statt,  wie  bei  Gauss,  deren  drei.     ^  j 
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2.  Die  Formeln  und   das  Bechenschema   sind   in  beiden  Fällen 
dieselben. 

3.  Der  Oebrauch   der  Tafel  ist  bequem,  weil  man  direkt  in  sie 
eingeht. 

Die  Tafel  besteht  aus  zwei,  den  genannten  beiden  Fällen  ent- 
sprechenden Teilen  von  derselben  Einrichtung  wie  die  Logarithmen- 
tafeln. Auch  nach  dem,  letztes  Jahr  erfolgten  Erscheinen  der  ,, Tafeln 
zur  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  sämtlicher  trinomischer  Gleich- 
ungen'^ von  Gundelfinger,  einer  modifizierten  Erweiterung  der  er- 
wähnten Gaussischen  Tafel,  ist,  wie  ich  glaube,  die  Veröffentlichung 
meiner  Tafel  nicht  überflüssig.  Ich  gebe  dieselbe  hier  mit  drei  Stellen, 
um  zunächst  ihre  Einrichtung  zu  zeigen  und  weil  diese  geringe  Zahl 
von  Stellen  bei  manchen  Anwendungen  schon  ausreicht.  Auch  wenn 
man  vier  oder  fünf  Stellen  ansetzte,  wäre  die  Tafel  noch  auf  einem 
verhältnismässig  kleinen  Raum  unterzubringen. 

Die  Unterschiede  zwischen  dieser  Tafel  und  der  Gaussischen  wie 
auch  den  genannten  und  den  alteren  Tafeln  zur  Auflösung  trinomischer 
Gleichungen  (Lambert,  Barlow,  Kulik,  Guldberg)  beabsichtige 
ich  später  zu  besprechen  und  bei  dieser  Gelegenheit  neue  Entwürfe, 
auch  von  Tafeln  zur  Auflösung  quatemomischer  Gleichungen,  vorzulegen. 

Ableitung  der  Formeln. 

Die  aufzulösende  Gleichung  habe  die  Gestalt: 

1)  o»^  ±  6a;  —  c  =  0,     oder  aber    ax^  ±hx-\-  c=^  0^ 

wo  a,  6  und  c  positiv  sein  sollen.  Es  werden  also  die  beiden  Fälle 
„Absolutglied  negativ"  und  „Absolutglied  positiv"  unterschieden.  Setzt 
man 

2)  X  =  ±  Y'~    bezw.    a;  =  +  , — ? 

so  geht  die  Gleichung  durch  Multiplikation  mit  y^ :  c  über  in 

3)  y'-y      yf  =  0,    bezw.    y-y«--*|^  =  0. 

Wir  wollen 

4)  lo^y^v 
als  Funktion  von 

5)  H  =  log(i/^  —  y)    bezw.    u  =  log  {y  —  y^) 

betrachten.  Dass  dies  möglich  ist,  wird  unten  noch  gezeigt  werden. 
Diese  beiden  Funktionen  sind  in  den  beiden  Teilen  der  Hilfßtafel  dar- 
gestellt.    Zufolge  Gleichung  3)  muss 

6)  w^-log'Jr 

genommen  werden,  damit  der  zugehörige,  aus  dem  ersten  bezw.  zweiten 
Teile  der  Tafel  zu  bestimmende  Wert  von  v  =  log  y,  inp^J^gigingesetzt^glg 

ZeiUohriftf.Matbemaiiku  Physik.  iS.Jahrg   1898.  a.Heft.  6 
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eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  liefert.  Bezeichnet  man  diese 
Wurzel  mit  Xi^  so  ergiebt  sich 

7)  log  (±  Xi)  =  log  I  -  i;     bezw.    log  (T  x^)  -:  log  |  -  v. 
Die  andere  Wurzel,  oc^,  erhält  man  mit  Hilfe  der  Beziehung 

^1  ^  ■* bezw.    iCi  AM  =  — , 

namlicn  , 

8)  Iog(Tai)  =  t;  +  log|. 

Es  wird  übrigens,  wenn  man  zur  Abkürzung: 
setzt,  , 

10)  ^~i. 

Die 

Beohenvorsohriften 

lassen  sich  nun  zusammenfassen  wie  folgt. 
Berechne  logd  =  logc  -  log&, 

log  e  =  log  b  —  log  a, 
M  =  logd  —  löge, 

suche  zu  diesem  Werte  von  u  den  Wert  von  v  im  ersten  oder  zweiten 
Teile  der  Hilfstafel,  je  nachdem  das  Absolutglied  der  gegebenen 
Gleichung  negativ  oder  positiv  ist,  dann  wird 

log  (±  x^  =  log  d  —  «?,    bezw.    log  (:f  a;,)  ««  log  d  —  !?, 

log(=Fir8)  =  t;  +  loge. 

Es  gilt  bei  x^  und  x^  das  {^^}  Zeichen,  je  nachdem  in  der  ge- 
gebenen Gleichung  beim  zweiten  Gliede  das  +  oder  —  Zeichen  vor- 
handen ist. 

Bei  der  Ausrechnung  mag  man  sich  der  folgenden  Anordnung 
bedienen.  Zur  Verdeutlichung  des  Ganges  der  Rechnung  sind  die 
Reihen,  nach  der  Ordnung  ihres  Auftretens,  durch  römische  Zi£Fern 
bezeichnet  und  die  mit  ihnen  vorzunehmenden  Operationen  rechterhand 
angegeben  worden.  j^^^  j 

log  6         n 
logc         m 


\ogd 

iv=i  -n 

V 

VII 

löge 

V  =  n  -  m 

«  VI  =  IV-  V 


log  (±  «i)  bezw.  log  (T  «,)  Vm  =  IV   -  VU 
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Hilfgtafel  snr  AnfldBiuig  quadratischer  Gleichungeii  mit  reellen  Wnrieln. 

1.  Absolutglied  negativ  {v  wächst  mit  w). 


u 

V    0 

1 

2 

8 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

D 

7 

0000 

001 

001 

001 

001 

001 

002 

002 

003 

008 

1 

8 

004 

006 

007 

008 

011 

013 

016 

020 

026 

031 

7 

9 

088 

047 

067 

068 

082 

098 

116 

186 

168 

182 

27 

0 

209 

288 

268 

301 

886 

371 

408 

446 

486 

627 

41 

1 

568 

611 

664 

699 

748 

789 

884 

881 

927 

974 

48 

2 

1022 

069 

117 

165 

214 

262 

311 

860 

409 

468 

49 

3 

607 

•66 

605 

665 

704 

754 

803 

853 

903 

962 

50 

4 

2. 002 

062 

102 

152 

201 

261 

301 

861 

401 

451 

2.. 

Absolulglied  positiv  (v   nimmt  ab,  wenn  u  wächst). 

u 

V    0 

1 

2 

3 

4 

6 

6    7    8    9 

D 

7. 

9- 

999 

999 

999 

999 

999 

998  998  997  997 

1 

8- 

996 

994 

993 

991 

989 

986 

982  976  970  960 

12 

9  0 

948 

947 

945 

948 

942 

940 

938  987  986  983 

2 

9  1 

931 

928 

926 

924 

921 

919 

916  914  911  908 

4 

9  2 

904 

901 

898 

894 

890 

886 

881  877  871  866 

6 

9-3 

860 

864 

847 

839 

830 

821 

809  796  779  754 

9. 39 

754 

750 

747 

743 

738 

733 

727  719  699 

Beispiele. 
1.  Fall,  Absolutglied  negativ. 

10o»i.a;«_ioo6w.a;-10« 

lege  0-555 
legi  0-691 
loga    0-219 


665. 


logd    9-864-10 

V    0081 
logc     0-472 

tf~9-^-10 
log(-a;i)9.783-10 
log 


x^  0-553. 


2.  Fall,  Absolutglied  positiv. 


10^ 


il-208 


X'-  loiM«.  X  +  10<>»»  =  0. 
logc     0-929 
log&     1-536 
logg    1-203 


logd  9-393-10 

t;  9-938  - 10 

löge  0-333 

u    9-060-10 

log»!  9-455-10 

logai  0-271. 
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Zur  weiteren  Brl&uterung  der  Tafel 

diene  folgendes.  Wie  die  logarithmische  Darstellung*  der  Funktion 
z='i/—y  in  Fig.  1  erkennen  lässt,  ist  v  =  logy  eine  einwertige  Funktion 
von  w=*log(y*— y),  die  mit  abnehmendem  u  der  Null,  mit  wachsendem 
u  dem  Werte  -u  sich  unbegrenzt  nähert,  entsprechend  dem  umstand, 
dass  die  zugehörige  Kurve  die  negative  w-Axe  und  die  (gestrichelt  ge- 
zeichnete) Gerade  zur  Gleichung  v=^-^u  zu  Asymptoten  hat.  Der  erste 
Teil  der  Tafel  liefert  zu  jedem  Wert  von  u  zwischen  7-000  —  10  und 
5  000  den  zugehörigen  Wert  der  in  Rede  stehenden  Funktion  v 
mit  drei  Dezimalen.    Für  w  >  7  •  000  — 10  ist  bis  auf  drei  Dezimalen 


Fig.  2. 


+  U 


+v 


9.308-10 


richtig  v  =  0  •  000,  für  w  >  5  •  000  ebenfalls  bis  auf  drei  Dezimalen 
richtig  V  =  —u. 

Das  logarithmische  Bild  der  Funktion  z=-y  —  \f  in  Fig.  2  zeigt, 
dass  V  =  log  y  eine  zweiwertige  B'unktion  von  w  =  log(y  —  y*)  ist ,  voraus- 
gesetzt, dass  u  unter  dem  grössten  Werte  von  log(y  — y*),  nämlich 

log|  =  9-3979400 -10 

liegt.  Mit  Rücksicht  auf  die  Genauigkeit  und  bequeme  Interpolation 
ist  im  zweiten  Teile  der  Tafel  derjenige  Funktionszweig  dargestellt 
worden,  der  die  kleineren  TafeldiiFerenzen  giebt.  Er  entspricht  dem 
Teil  der  Kurve  rechts  von  ihrem  höchsten  Punkt,  der  in  der  That  von 
den  Parallelen  zur  v-Axe  unter  günstigeren  Winkeln  geschnitten  wird, 
als  der  Teil  links  vom  höchsten  Punkt.  Allerdings  hat  diese  Wahl 
den  Nachteil,  dass  man  eine  mit  wachsendem  Argument  abnehmende 
Funktion  erhält.  Es  hätte  ebenso  gut  der  andere  Funktionszweig 
tabuliert  werden  können,  bei  dem  v  mit  u  wächst,  aber  es  wären  dann 
die  TafeldifiFerenzen  beträchtlich  grösser  geworden. 

Ergiebt  sich  m  >  9-3979400  — 10,  d.h.  bei  dreistelliger  Rechnung 
u  >  9-398  — 10,  so  sind  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  imaginär. 

*  Ober  die  logarithmiachen  Bilder  von  Funktionen  einer  Veränderlichen  und 
ihre  Konstruktion  vergl.  meine  Abhandlung  ,,Neue  Methode,  beliebige  numerische 
Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  graphisch  aufzulösen",  Civilingenieur  Bd.  35, 
S.  617,   1889.  ^  T 
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Harmonisohe  Analyse  mittelst  des  Folarplanimeters. 


Von 

S.  FiNSTERWALDER 
in  Mflnchen. 


Wer  häufig  in  die  Lage  kommt,  graphisch  gegebene  Funktionen 
harmonisch  zu  analysieren,  oder  mit  anderen  Worten,  in  eine  Fouri er- 
sehe Reihe  zu  entwickeln,  wird  sich  wohl  eines  der  zu  diesem  Zwecke 
konstruierten  Integrierapparate  (harmonische  Analysatoren)  bedienen, 
wie  solche  heutzutage  in  sehr  vollkommener  Form  von  Coradi  nach 
den  Grundsätzen  von  Sharp  und  Henrici*  hergestellt  werden.  Für 
den  aber,  der  nur  gelegentlich  solche  Entwickelungen  vorzunehmen 
hat,  verlohnt  sich  die  AnschafiFung  eines  solchen  komplizierten  In- 
strumentes nicht,  und  für  ihn  mag  es  von  Wert  sein  zu  wissen,  dass 
man  auch  mittelst  eines  gewöhnlichen  Folarplanimeters  eine  mechani- 
sche Bestimmung  der  Koeffizienten  der  F  pürier  sehen  Reihe  vornehmen 
kann,  wenn  schon  dieselbe  die  Zeichnung  von  eben  so  viel  Kurven 
voraussetzt,  als  Koeffizienten  zu  bestimmen  sind.  Letzterer  Umstand 
dürfte  von  der  Verfolgung  des  an  sich  so  naheliegenden  Gedankens, 
das  in  allen  Händen  befindliche  Integrierinstrument  auch  für  diesen 
Zweck  auszunützen,  abgeschreckt  haben.**  Dabei  übersah  man  aber, 
wie  einfach  jene  Kurven  zu  zeichnen  sind,  und  dass  bei  gehöriger  An- 
ordnung das  Zeichnen  derselben  kaum  mehr  Mühe  erfordert  wie  das 
Umfahren  mit  dem  Planimeter.  Da  zudem  der  Grad  der  bei  der  . 
graphischen  Integration  erreichbaren  Genauigkeit  ein  sehr  hoher  ist, 
und  wohl  für  die  praktischen  Bedürfhisse  ausreichen  wird,  so  empfiehlt 
sich  das  Verfahren  für  alle  jene,  welche  graphische  Prozesse  den  rech- 
nerischen vorzuziehen  pflegen,  also  vor  allem  für  die  Techniker.  Frei- 
lich werden  Solche,  bei  denen  das  Umgekehrte  der  Fall  ist  (Astronomen, 
Geodäten  und  Meteorologen),  viel  lieber  zu  einer  rechnerischen  Aus- 
wertung  der  bestimmten   Integrale   schreiten,   welche   für   viele   Fälle 

*  Vergl.  hierzu:  W.  Dyck,  Katalog  mathematischer  und  mathematisch -phy- 
sikalischer Apparate,  München  1892,  namentlich  den  darin  (S.  126)  enthaltenen 
Aufsatz:  Über  Instrumente  zur  Harmonischen  Analyse  von  0.  Henrici.  Die 
nunmehr  von  Coradi  adoptierte  Form  des  Analysators  ist  darin  noch  nicht 
erwähnt.    Dieselbe  ist  ein  Meisterstück  in  Anordnung  und  Ausführung. 

♦*  Vergl.  dagegen  die  Anmerkung  am  Schlüsse.  ^  ^ 
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der  Praxis  durch  tabellarische  Behelfe  recht  handlich  gestaltet  werden 
kann. 

Es  sei  die  zu  analysierende  Kurve  y  =  f{x)  in  dem  Intervalle 
von  x  =  0  bis  x  =  a  zeichnerisch  gegeben.  Unter  bestimmten ,  aller- 
dings sehr  weiten  Voraussetzungen ,  von  welchen  hier  nur  die  Ein- 
deutigkeit, Endlichkeit  und  abteilungsweise  Stetigkeit  der  Funktion 
f{x)  und  ihrer  ersten  Ableitung  genannt  werden  mögen  ^  läset  sich  für 
f{x)  die  im  gegebenen  Bereich  konvergente  Reihe  ansetzen: 

2a:«  . 


.  Ä    .    A         2xn  ,    j  ft2a;«   ,    .  ^"ixn  . 

(y==A^+A^coB hA  ^^s  2  ~;r~  +-^8  cos3— ;7-  + 


+B^8m^^  +  B^sm2 


a 
2xn 


-^.sin3?^  + 


H--4„cosn- 
+B„sinn——  + 


Fig.  i: 


oc-a 


Hierbei  ist: 


A 


a  a 

^,  =  |/,cos(«^)rf.;      Ä  =  |y;sin(ni£=)d.. 

0  0 

Je  zwei  unter  einander  stehende   Glieder  der   Reihe    können   in 
eines  vereinigt  werden;  so  ist: 

^„cosw-^+Äsmw^^  =  AnCos(n— ^ or„j, 

cosa.«-^;    sina,«^;    tg«,  =  -f^ 

ist.  Nach  diesen  Vorbemerkungen  über  ganz  bekannte  Dinge  soll  zur 
graphischen  Ermittelung  der  Koeffizienten  übergegangen  werden.  Das 
konstante  Glied  Ä^  stellt  den  Mittelwert  der  Funktion  f{x)  im  Intervall 
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Fig.  2. 


0  <  a;  <  a  dar  und  lässt  sich  in  der  Weise  bestimmen,  dass  man  die 
Fläche  OABC  mit  dem  Planimeter  ausmisst  und  durch  die  Länge  des 
Intervalles  a  dividiert. 

Um  die  Koeffizienten  A^  und  B^  zu  erhalten,  denke  ich  mir  die 
Zeichenebene  samt  der  darauf  befindlichen  Kurve  y  =  f{x)  auf  einen 
Kreiscylinder  vom  Umfang  a  so  aufgewicknet,  dass  die  X-Axe  auf 
die  Basis  des  Cylinders  zu  liegen  kommt.  Wenn  die  beiden  Ordinaten 
am  Beginn  und.  am  Schluss  des  Intervalles  übereinstimmen,  bildet  die 
Kurve  auf  dem  Cylinder  einen  geschlossenen  Linienzug.  Wäre  dies 
nicht  der  Fall,  so  müsste  man  zur  Schliessung  des  Zuges  ein  Stück 
Mantellinie  hinzunehmen.  Es  würde  dann  der  Linienzug  an  der 
Schliessungsstelle  eine  ähnliche  Stetigkeitsunterbrechung  aufweisen,  wie 
solche  in  endlicher  Anzahl  auch  in  den  übrigen  Teilen  der  Kurve  vor- 
kommen könnten.  Ich  projiziere  nun  diesen  Linienzug  auf  zwei  zu 
einander  rechtwinklige 
Ebenen  E^E^  durch  die 
Axe  des  Cylinders.  Die 
eine  Ebene  E^  geht 
durch  diejenige  Mantel- 
linie des  Cylinders,  auf 
welche  die  Anfangs- 
bezw.  Endordinate  auf- 
getragen wurde.  Die 
andere  E^  steht  senk- 
recht zur  eben  defi- 
nierten Ebene.  Die  bei- 
den Projektionen  bilden 
wieder  geschlossene 
Linienzüge,  und  der 
von  ihnen  umgrenzte 
Flächeninhalt  giebt 
nach  Division  mit  dem 
halben  Cylinderumfang 
die  gesuchten  Koeffizienten.  Um  dies  zu  beweisen,  beachten  wir,  dass 
die  Projektionen  dx^  bezw.  dx^  des  Elementes  dx  der  auf  dem  Cylinder- 
umfang aufgewickelten  X-Axe  auf  die  Ebene  E^: 


dx^  =  da;-  sin 
dx^  =  dx  •  cos 


2X11 

) 

a 

2xit 


auf  die  Ebene  E^: 
projiziert  werden.  Das  von  der  Projektion  der  Kurve  umschlossene  Flächen- 
Anmerkung.  In  der  Figur  sind  die  positiv  gezählten  Flächen  von  links 
nach  rechts,  die  negativ  gezählten  von  rechts  nach  links  schraffiert;  die  Pfeil- 
spitzen an  den  Kurven  geben  den  Umfahrungssinn  für  das  Planimeter  unter  der 
Voraussetzung  an,  dass  der  Sinn  entgegengesetzt  dem  Uhrzeiger  positive  Plani- 
meterablesungen  giebt. 
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stück  lasst  sich  durch  Summation  der  Elemente  ydx^  bezw.  ydx^  finden^ 
wobei  zu  beachten  ist,  dass  jene  Elemente,  welche  der  Rückseite  des 
Cylinders  entsprechen,  negativ  zu  nehmen  sind,  wie  es  der  Rückläufig- 
keit der  zugehörigen  Elemente  dx^  bezw.  dx^  entspricht.  Die  Elemente 
ydx^^  bezw.  ydx^  sind  aber  keine  anderen  als  jene,  welche  in  den  Inte- 
gralen der  Koeffizienten  A^  und  B^  nämlich: 


I  ydx  cos  — ^    und       1  ydx sin 


^xn 


vorkommen.  Man  übersieht  unmittelbar,  dass  in  diese  Integrale  die 
einzelnen  Elemente  auch  genau  mit  demselben  Vorzeichen  eingehen, 
wie  bei  der  Zusammensetzung  des  Flächeninhaltes  der  Projektion  des 
Linienzuges. 

Die  Ermittelung  der  folgenden  Reihenkoeffizienten  lässt  sich  auf 
ganz  ähnliche  Art  bewirken.  Um  zum  Beispiel  A^  und  B^  zu  erhalten, 
denke  ich  mir  die  Zeichenebene   samt  der  Kurve  y  =  f{x)  auf  einen 

Cy linder  vom  Umfang  —  derart  aufgewickelt,  dass  die  X-Axe  den  Um- 
fang der  Basis  zweimal  umschliesst.  Aus  dem  Flächeninhalt  der  Pro- 
jektionen dieses  neuen  Linienzuges  auf  dieselben  zwei  zu  einander 
senkrechten   Ebenen   können    die    Koeffizienten  A^  und  B^  wiederum 

durch  Division  mit  -  gefunden   werden.      Ganz  ähnlich  verföhrt  man 

bei  Aufsuchung  der  folgenden  Koeffizienten.  Um  beispielsweise  A^ 
und  Bn  zu  finden,  hätte  man  die  Kurve  y  =  fix)  auf  einen  Cy  linder 

vom  Umfang  —  derart   aufzutragen,   dass  die  X-Axe  die  Basis  n-mal 

umschlingt.  Der  Beweis  lässt  sich  durch  einfache  Wiederholung  der 
Schlüsse  führen,  die  bei  der  Ableitung  der  analogen  Prozedur  fQr  die 
Bestimmung  der  Koeffizienten  A^  und  B^  angewendet  wurden.  Der 
Unterschied  besteht  nur  darin,  dass  jetzt  zum  Bogen  x  auf  dem  Basis- 

O  /r  jr 

kreis  ein  Centriwinkel  n gehört. 

Die  Verzeichnung  der  Kurven,  deren  Flächeninhalte  die  Reihen- 
koeffizienten liefern,  wäre  nach  dem  angegebenen  Verfahren  keineswegs 
besonders  umständlich.  Sie  lässt  sich  aber  noch  ganz  erheblich  ver- 
einfachen, wenn  man  folgende  Umstände  beachtet: 

Statt  die  Kurve  y  =  f{x)  auf  den  Cylinder  vom  Umfang  -  auf- 
zutragen, kann  man  dieselbe  vorher  in  der  Richtung  der  F-Axe  auf 
das  n- fache  dehnen  und  diese  Kurve  mit  den  gedehnten  Abscissen  [und 
unveränderten  Ordinaten]  auf  den  Cylinder  vom  Umfange  a  auftragen. 
Die  neue  gedehnte  X-Axe  wird  diesen  Cylinder  ebenfalls  n-mal  um- 
schliessen.  Der  Flächeninhalt  der  Projektionen  dieser  Kurven  auf  die 
beiden  Ebenen  wird  dann  nur  n-mal  so  gross  als  beim  kleinen  Cy- 
linder.    Um  die  Koeffizienten  A^  und  B^  zu  erhalten,  hat  man  dann 
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die  Flächeninhalte   nicht   mit   dem   halben  Cylinderumfange,   sondern 

mit  dem  —-fachen    des   Cylinderumfanges    zu    dividieren.      Auf   diese 

Weise   lassen   sich  alle  Kurven,  deren  Projektionen  die  Reihenkoeffi- 
zienten geben,  auf  einen.  Cy linder  auftragen. 

Zur  wirklichen  Verzeichnung   der  Projektionen  schlägt  man  dann 
am  besten  folgendes  Verfahren  ein: 

Man  teilt  den.  Cylinderumfang  in  eine  solche  Anzahl  von  gleichen 
Teilen,  dass  die  Ordnungszahlen  der  Reihenkoeffizienten  als  Faktoren 
in  dieser  Anzahl  enthalten  sind,  z.  B.  in  60  Teile,  wenn  man  sich  auf 
die  ersten  sechs  cos-  und  sin -Glieder  be- 
schrankt, oder  in  24,  wenn  man  nur  bis 
zu  den  vierten  Gliedern  gehen  will.  Dann 
zieht  man  in  der  Projektion  die  Er- 
zeugenden des  Cylinders,  die  zu  diesen 
Teilpunkten  gehören.  Diese  geben  ein 
erstes  System  von  Parallel- Linien.  Ein 
zweites  zu  diesem  senkrechtes  Parallel- 
Liniensystem  wird  nun  dadurch  erhalten, 
dass  man  die  Ordinaten  der  Kurve,  die  j. 
zu  diesen  Teilpunkten  gehören,  in  verti-  ^  * 
kaier  Richtung  aufträgt  und  horizontale 
Linien  durch  die  Teilpunkte  zieht.  Man 
bat  dabei  die  Vorsicht  zu  gebrauchen, 
dass  man  die  Parallel -Linien  —  etwa 
durch  verschiedene  Farben  —  ausein- 
ander hält,  welche  den  einzelnen  auf- 
steigenden und  absteigenden  Ästen  der 
Kurve  entsprechen.  Zu  dem  so  ge- 
fundenen Parallel -Liniennetz  sind  nun 
die  Kurven,  deren  Flächeninhalte  die 
Koeffizienten  A^  und  1)^  geben,  einfache  Diagonalkurven;  und  zwar  ist 
die  Kurve,  welche  A^  giebt,  jene  Di^onalkurve,  die  beim  Punkte  U^ 
in  der  Mitte  der  Projektion  des  Cylinderumfanges  beginnt,  während 
die  zum  Koeffizienten  B^  gehörige  ihren  Anfang  bei  U^  am  Rande  der 
Projektion  des  Cylinders  nimmt.  Die  Kurven  fttr  die  höheren  Koeffi- 
zienten lassen  sich  in  ähnlicher  Weise  als  Dii^onalkurven  des  Netzes 
finden.  Man  hat  nur,  um  A^  und  B^  zu  finden,  von  den  Teilpunkten 
des  Cylinderumfanges  und  den  zugehörigen  Erzeugenden  die  ungeraden 
zu  unterdrücken,  und  die  geraden  beizubehalten.  Bei  den  Koeffizienten 
A^  und  JB,  werden  alle  Teilpunkte  unterdrückt,  die  nicht  durch  3  teil- 
bar sind,  bei  den  Koeffizienten  A^  und  £4  jene,  die  nicht  durch  4 
teilbar  sind  und  so  fort.  Man  sieht  also,  dass  nach  Verzeichnung 
des  Parallel -Liniennetzes  die  Konstruktion  der  gewünschten  Kurven 
nur   mehr    auf   die  Verbindung    der    gehörig    gewählten    Netzpunkte 
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hinauskommt.    Um   die  Beihenkoeffizienten   zu   bestimmen ,    hat   man 
die  so  gezeichneten  Kurven  mit  dem  Planimeter  zu  umfahren  und  die 

ermittelten  Flächeninhalte  durch  den  halben  Umfang  —  und  die  Ordnungs- 
zahl des  Koeffizienten  zu  dividieren. 

Es  soll  noch  darauf  hingewiesen  werden^  dass  mit  Hilfe  unserer 
Methode  auch  die  Möglichkeit  gegeben  ist,  die  Grössen  A»  und  ce« 
[Amplitude  und  Phasenverschiebung]  direkt  zu  bestimmen.  Die  ver- 
schiedenen Diagonalkurven  ein  und  desselben  Parallel -Liniennetzes^  die 
nicht  gerade  von  den  Punkten  U^  oder  TJ^  ausgehen,  stellen  nämlich, 
wie  leicht  ersichtlich,  die  Projektionen  der  Cylinderkurve  auf  Ebenen 
dar,  welche  gegen  die  ursprüngliche  Projektionsebene  E^  unter  ver- 
schiedenen Winkeln  ß  geneigt  sind.  Der  Flächeninhalt  einer  solchen 
Projektion  ist  dann  durch  fydx^  gegeben,  wo 

dx^'=  dX'sial-^^-n  —  ß) 

wird.    Dieser  Flächeninhalt  F^  lässt  sich  nach  Entwickelung  des  Sinus 
unter  dem  Integralzeichen  auch  in  der  Form  schreiben: 

cos  /}  •  jB„  —  sin/}  'An. 
Wählen  wir  den  Winkel  ß  so,  dass  der  Flächeninhalt  der  Pro- 
jektion gerade  »  0  wird,  d.  h.  dass  die  positiven  und  negativen  Teile 
des  Flächeninhaltes  sich  aufheben,  so  kann 

sm  p  =»  —  ;     cos  ß  «= 


gesetzt  werden.  Der  Winkel  ß  stimmt  dann  mit  dem  Phasenwinkel 
«r«  überein. 

Betrachten  wir  die  Projektion  auf  eine  Ebene,  welche  den  Winkel 
a  =  a«  —  90®  mit  der  Ausgangsebene  einschliesst,  so  wird  der  Flächen- 
inhalt derselben: 

cosajB^—  8ina-^«  =  sinan-B«4-  cosa«--4.»  =  'j/-4»*  4-  J5«*=  A«. 

Es  ist  dies  offenbar  der  absolut  grösste  Wert,  welchen  der  Flächen- 
inhalt der  Projektion  der  Cylinderkurve  auf  irgend  eine  Ebene  annehmen 

kann.    Dieser  Flächeninhalt  dividiert  durch  den  ^-fachen  Umfang  des 

Cy linders  giebt  die  Amplitude  Afi^  der  Winkel  a,  den  die  zugehörige 
Projektionsebene  mit  der  ursprünglichen  einschliesst,  giebt  die  Phasen- 
verschiebung a^  =  90**  -}-  a. 

Bei  der  wirklichen  Ausfährung  müsste  man  so  vorgehen,  dass 
man  zunächst  jene  beiden  Diagonalkurven  aussucht,  welche  am  nächsten 
den  Flächeninhalt  0  geben.  Die  eine,  zum  Winkel  ß^  gehörige,  giebt 
einen  positiven,  die  andere  zu  ß^  'gehörige  einen  negativen  Inhalt. 
Zwischen  /Sj  und  ß^  interpoliert  man  den  Winkel  ß  =  Un  nach  Maßgabe 
der  Flächeninhalte.  Man  sucht  dann  die  Projektion  auf  die  Ebene, 
die  den  Winkel  ß  —  90®  einschliesst  und  erhält  aus  ihr  A«.  Das  direkte 
Aufsuchen  der  Diagonalkurve  mit  grösstem  Inhalt  würde  für  den 
Phasenwinkel  eine  ganz  unzureichende  Bestimmung  geben,  da  sich  in 
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der  Nähe  des  Maximums  der  Inhalt  mit  dem  Phasenwinkel  kaum  mehr 
ändert. 

um  die  Genauigkeit  der  harmonischen  Analyse  mittelst  des  Plani- 
meters  praktisch  zu  erproben,  habe  ich  einen  aus  zwei  Geraden  be- 
stehenden Linienzug  von  beistehender  Form  in  eine  Fouriersche  Reihe 
entwickelt  und  folgende  Formel  erhalten: 

y  =  -  6,4450  cos  15^x  -  1,4690  sin  Ib^x 
JOcm^    *'**  ^  -  0,3647  cos  SO^x  +  0,6318  sin  SO^x 

-  0,3242  cos  46^a?  -  0,3242  sin  ^b^x 

-  0,2736  cos  ßO^x  +  0,1679  sin  60^a; 
--  0,0166  cos  76^a;  -  0,0684  sin  75^x 

-  0,1621  cos  90^a;  +  0,0000  sin  90^a;  -f  •  •  • 
+  ^?-[co3(n.210<»)-l]cos(n.l50.a:)  +  ... 

+  ^^sin(n.210«).8in(n.l5«.a;)  +  ... 

Die  graphische  Ermittelung  der  Koeffizienten  nahm  ich  in  doppelter 
Weise  vor.     Zunächst  an  einem  Cylinder  von  24  cm  Umfang,  wobei 
sich  flir  die  ersten  vier  Paare  von  Gliedern  nachstehende  Werte  ergaben: 
y  =  -  5,422  cos  Ib^x  -  1,483  sin  16^^ 

-  0,365  cos  SO^x  +  0,615  sin  SO^x 

-  0,830  cos  45^a?  -  0,328  sin  46®a; 

-  0,270  cos  eO^a:  +  9,155  sin  60^a:. 

Rechnet  man  für  24  gleich  verteilte  Ordinaten  die  Summe  der 
ersten  vier  Paare  der  Reihenglieder  nach  der  genauen  Formel  und  ver- 
gleicht man  sie  mit  den  Werten,  welche  aus  der  graphisch  ermittelten 
Formel  folgen,  so  ergiebt  sich  ein  mittlerer  Fehler  (Wurzel  aus  dem 

mittleren  Fehlerquadrat)  von  0,028  cm,  oder  r^  der  grössten  Ordinaten- 

differenz.  Die  so  erreichte  Genauigkeit  erscheint  um  so  befriedigender, 
als  die  ersten  vier  Paare  von  Gliedern  die  analysierte  gebrochene 
Linie  überhaupt  nur  mit  einem  mittleren  Fehler  von  0,182  cm  dar- 
stellen können,  neben  welchem  der  Unterschied  der  rechnerischen  und 
der  graphischen  Entwickelung  beinahe  verschwindet.  Um  aber  zu 
sehen,  wie  weit  sich  die  Genauigkeit  der  Methode  steigern  lässt,  habe 
ich  den  gleichen  Linienzug  nur  mit  doppelt  vergrösserten  Ordinaten  und 
mit  einem  auf  60  cm  ausgedehnten  Abscissenintervall  nochmals  analy- 
siert und  dabei  die  lithographisch  reproduzierte  Yorzeichnung  der  Pro- 
jektion der  60  Erzeugenden  eines  Cylinders  von  60  cm  Umfang  benützt  * 

^  Bei  Benützung  einer  solchen  lithographischen  Unterlage  darf  man  natür- 
lich nicht  ausser  Acht  lassen,  den  Papiereingang  durch  Umfahrung  einer  ge- 
eigneten Probefläche  von  bekanntem  Inhalt,  etwa  des  lithographierten  recht- 
eckigen Umrisses  des  Cylinders  zu  bestimmen  und  in  Bechnung  zu  sieben.  Die 
bei  den  beschriebenen  Versuchen  notwendigen  Flächenmessungen  und  Rechnungen 
hat  mein  Assistent  Herr  B.  Lutz  in  dankenswerter  Weise  ausgeführt.       ^-^  ^ 
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Es  ergaben  sich  nun  folgende  Werte  für  die  ersten  sechs  Paare 
von  Gliedern: 

y  =  -  5,436  cos  (Ib^x)  -  1,460  sin  (l6^x) 

-  0,369  cos  (30^a;)  +  0,628  sin  (BO^x) 

-  0,325  cos(45«ic)  -  0,325  sin(45®a;) 

-  0,271  cos  (60® a;)  +  0,156  sin  (60® a;) 

-  0,015  cos  (Ib^x)  -  0,059  sin  (75®x) 

-  0,158  cos  (90®a;)  -  0,002  8in(90®a:). 

Die  Übereinstimmung  mit  den  gerechneten  Werten  ist  nun  noch 
viel  besser  geworden,  nur  der  erste  Koeffizient  weicht  noch  um  0,009  cm 
ab,  sonst  kommen  keine  grösseren  DifiFerenzen  als  0,004  cm  mehr  vor. 
Freilich  beansprucht  die  Aufsuchung  der  zwölf  Koeffizienten  auch  die 
Tagesleistung  eines  gewandten  Zeichners. 

Die  auseinandergesetzte  Methode  ist  durch  einen  Konstruktions- 
versuch zur  Herstellung  eines  Harmonischen  Analysators,  den  0.  Henri ci 
an  der  früher  citierten  Stelle  S.  129  unter  dem  Spezialtitel:  „Neues 
Instrument''  beschreibt,  ziemlich  vorgebildet  und  mit  Rücksicht  auf 
den  rein  mathematischen  Inhalt  hätte  die  Veröffentlichung  derselben 
leicht  unterlassen  werden  können.  Ich  habe  mich  indessen  auf  den 
Standpunkt  gestellt,  dass  den  Technikern  eine  ihnen  gelegene  Methode 
nicht  vorenthalten  werden  soll. 


Anmerkung:  Während  des  Satzes  vorstehender  Zeilen  wurde  ich  vom 
Heransgeber  der  Zeitschrift  auf  eine  Arbeit  von  Perry  und  Hunt:  „The  Develop- 
ment of  Arbitrary  Funktions",  Phil.  Magazine  Vol.  XL  5  Ser.  July-December  1895, 
S.  606  — 611,  aufinerksam  gemacht,  welche  den  Hinweis  auf  eine  Note  des  erst- 
genannten Verfassers  in:  „The  Electrician^^  vom  28.  Juni  1896  enthält.  Nach 
Letzterer  geht  die  Grundidee  des  auseinandergesetzten  Verfahrens  auf  keinen 
Geringern  alsClifford  zurück,  von  dessen  Schülern  am  Finsbury  Technical  College 
dasselbe  praktisch  ausgearbeitet  und  erprobt  wurde.  Die  Herren  Perry  und 
Hunt  haben  das  Verfahren  in  der  erstgenannten  Arbeit  auf  die  Auswertung  von 
Integralen  von  der  Form:  a 

Jy'Q{x)dx, 

0 

worin  Q(x)  eine  bekannte,  y  eine  graphisch  gegebene  Funktion  von  x  ist,  aus- 
gedehnt. Der  Wunsch,  die  Methode  weiteren  Kreisen  zugänglich  zu  machen,  mag  es 
rechtfertigen,  dass  ich  unter  den  auseinandergesetzten  Verhältnissen  die  Publikation 
meiner  Mitteilung  nicht  zurückgezogen  habe. 
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Die  räumliche  und  zeitliche  Ausbreitung 
der  Gravitation. 

Von 

Paul  Oerber 

in  Stargard  in  Fommeni. 


1.  Das  GnmdgesetB. 

Die  GraTitationserscheinungen  zeigen  die  einzigen  an  getrennten 
Körpern  bestehenden  Wirkungen,  ffir  die  man  noch  keinen  Anteil  des 
zwiachenliegenden  Raumes,  d.h.  kein  Vorhandensein  sich  von  Ort  zu 
Ort  mitteilender  Veränderungen  in  ihm  nachweisen  kann.  Um  so  be- 
greiflicher ist  die  Hoffnung,  dass  es  schliesslich  einmal  gelingen  werde, 
den  fehlenden  Nachweis  zu  fiihren.  Nur  darf  man  die  Sache  nicht  so 
betrachten,  wie  wenn  an  der  Scheinbarkeit  jener  Ausnahme  nicht  zu 
zweifeln  sei.  Alle  bekannten  und  verstandenen  Beobachtungen  drängen 
vielmehr  zum  Gegenteil.  Es  muss  daher,  falls  dies  dennoch  bloss  auf 
mangelnder  Erfahrung  oder  unvollständiger  Analyse  beruht,  erst  dar- 
gethan  werden,  dass  es  Thatsachen  giebt,  die  unsere  bisherige  Auf- 
fassung nach  entgegengesetzter  Seite  berichtigen  und  ergänzen.  Dazu 
ist  es  vor  allem  nötig,  jede  Hypothese  fern  zu  halten,  die  mehr  an- 
nimmt, als  dass  in  dem  Räume  zwischen  zwei  gravitierenden  Massen 
etwas  geschehe,  das  teil  an  der  Gravitation  hat.  Wegen  früherer  ähn- 
licher,  doch  unzureichender  Behandlungen  der  hier  erörterten  Frage 
sei  auf  das  der  69.  Naturforscherversammlung  erstattete  Referat  über 
Femwirkungen  von  Drude  verwiesen. 

Zwei  gravitierende  Massen  geben  sich  als  solche  durch  den  Wider- 
stand zu  erkennen,  den  sie  einer  Vergrösserung  ihres  Abstandes  ent- 
gegensetzen. Damit  müssen  also,  während  sie  selbst  in  Ruhe  oder  in 
Bewegung  sein  können,  die  etwa  vorhandenen  Vorgänge  in  dem  Räume 
zwischen  ihnen  zusammenhängen.  Offenbar  ist  mit  der  Lage  oder  mit 
ibr  und  dem  momentanen  Bewegungszustande  der  Massen,  soweit 
äussere  Einflüsse  ausgeschlossen  sind,  nicht  nur  der  eine,  örtliche 
Widerstand,  sondern  auch  die  Reihe  aller  bis  ins  Unendliche  folgenden 
Widerstände  bestimmt.  Die  zu  ihrer  Überwindung  notwendige  Arbeit 
ist  also  ebenso  wie  der  einzelne  Widerstand  selbst  eine  die  Gravitation     j 
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charakterisierende  Orösse.  Bloss  sie  kann  hier^  wo  es  darauf  ankommt, 
ob  mit  der  Gravitation  sich  im  Räume  unter  Zeitverlust  ausbreitende 
Veränderungen  verbunden  sind,  als  Grundgrösse  angesehen  werden. 
Denn  es  hat  dem  Begriffe  nach  keinen  Sinn^  von  der  räumlichen  Fort- 
pflanzung des  Widerstandes  oder  der  Anziehung  zu  reden,  da  Wider- 
stand und  Anziehung  als  solche  nur  an  den  Orten  vorhanden  sind,  wo 
sich  die  Massen  befinden.  Aber  wenn  von  einem  Vorgange  ausgesagt 
wird,  er  brauche  Zeit,  um  von  einem  nach  einem  anderen  Ort  zu  ge- 
langen, so  heisst  dies,  er  hört  an  dem  ersten  Orte  zu  existieren  auf, 
ohne  in  demselben  Augenblick  sogleich  an  dem  zweiten  Orte  zu  sein; 
daher  würde  die  in  dem  Vorgange  enthaltene  Energie  zeitweise  ver- 
schwinden, wenn  sie  nicht  durch  die  zwischen  den  beiden  Orten  ge- 
legenen Punkte  hindurchginge.  Sie  ist  gleich  der  genannten  Arbeit, 
sobald  der  Vorgang  zur  Gravitation  zweier  in  den  Orten  befindlichen 
Massen  gehört,  da  er  dann  ebenfalls  von  deren  Lage  und  momentanem 
Bewegungszustande  abhängt  und  diese  nicht  zwei  verschiedene  Energie- 
grössen  bedingen  können. 

Nun  werde,  indem  zur  Unterscheidung  die  eine  Masse  die  an- 
ziehende, die  andere  die  angezogene  heisse,  unter  dem  Potential  V  der 
anziehenden  Masse  auf  die  angezogene  m  der  auf  die  Einheit  der 
zweiten  Masse  entfallende  Teil  der  Arbeit  verstanden,  die  zu  leisten 
ist,  damit  sich  die  Massen  bis  ins  unendliche  von  einander  entfernen, 
die  mithin  insgesamt  Vm  betrage.  Für  den  Punkt,  in  dem  sich  die 
festgehalten  gedachte  Masse  m  befindet,  und  dessen  Koordinaten,  be- 
zogen auf  die  ebenfalls  festgehaltene  anziehende  Masse,  Xy  y,  z  seien, 
kann  man  nach  der  in  Machs  Prinzipien  der  Wärmelehre  beschriebenen 
Methode  V  berechnen,  indem  man  es  gleich  dem  Mittelwert  aller 
in  nächster  Umgebung  des  Punktes  herrschenden  Potentiale  setzt. 
V  ist  ja>  keine  gerichtete  Grösse  und  für  eine  gegebene  Lage  unver- 
änderlich in  der  Zeit.     Es  sei  in  m  gleich  f{x,  y,  z)  und  für  einen 

Nachbarpunkt  bleich 

f{x  +  h,  y  +  k,  z  +  l). 

Femer  bedeute  ^^^^_^-_^__^^ 

das  Gewicht  des  Nachbarpunktes  im  Mittelwert,  das  bei  Nahwirkungen 
mit  wachsender  Entfernung  schnell  abnimmt.     Dann  findet  man 

ffff{x  +  h,y  +  ]c,z  +  T)(p(yh^+k*+l'')dhdkdl 


'  "  4- « 

OO 

Entwickelt   man  f   nach   der    Taylor  sehen    Reihe    bis    zur    zweiten 
Potenz,  und  integriert  man  um  den  Punkt  a?,  y,  z  herum,  so  wird 
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+  « 

+  • 
11/9  iVh^Tk^Ti")  Ä*  dh  dk  dl  =  f f fv  (Vh*+k^+l')k*dhdkdl 

—  CO 

=  1119  iVh'+k*+l*)Pdhdkdl. 


+  « 


00 

-{-CO  +  * 


Es  bleibt,  wenn  man 

—  <*> ^ 

— +15 ^^^^^^ ^ 

Jfffp(Vh*+k*+l*)dhdkdl 
setzt,  J_  n  /d»F      d«F      d«^ 

d^*  "^  dy*  "*"  dz*       ^' 

Aus  dieser  Oleichung  folgt  auf  bekannte  Weise,  wenn  (i  eine 
Eonstante  bezeichnet  und  r  der  Abstand  der  Massen  ist, 

Hieraus  ergiebt  sich  das  Newtonsche  Gravitationsgesetz.     Denn 

V^  ^  gilt  auch  noch  in  dem  Augenblick,  da  man  die  Massen  loslässt. 

Die  Zunahme  von  Vm  stimmt  mit  der  erscheinenden  lebendigen  Kraft  dT 
überein,  und  darum  enthält  T  in  jenem  Augenblick  ebenso  wenig  wie 
V  die  Änderung  von  r  in  der  Zeit.  Folglich  hat  man  nach  den  all- 
gemeinen Lagrangeschen  Bewegungsgleichungen,  indem  man  an  Stelle 
der  äusseren  auf  die  Masse  m  wirkenden  Kraft  den  negativen  Wert 
der  von  ihr  ausgeübten  Kraft  setzt,  für  die  Beschleunigung  von  m 

1  äT^dV^_y^ 
m  dr       dr  r" 

Das  Newtonsche  Oesetz  schreibt  die  Potentiale  vor,  die  die 
Massen  in  jeder  Lage  erreichen,  wenn  ihnen  die  zu  deren  Zustande- 
kommen erforderliche  Zeit  zur  Verfügung  steht.  Diese  Bedingung  ist 
immer  erfüllt,  sobald  die  Massen  in  ihrer  gegenseitigen  Entfernung 
festgehalten  werden.  Sie  hört  auf  bei  eingetretener  freier,  einander 
entgegen  gerichteter  Bewegung,  falls  jene  Zeit  eine  endlich  bemessene 
Grösse  hat.     Zwei  Umstände  sind  dabei  von  Einfluss.     Erstenftnuss    j 

Digitized  by  VjOOQIC 


96  Die  räumliche  und  zeitliche  Ausbreitung  der  Gravitation. 

zwar  im  Abstände  r  —  Ar  der  Massen^  wo  Ar  bei  wachsendem  r 
positiv^  bei  abnehmendem  negativ  ist^  das  Potential  sich  in  der  im 
umgekehrten  Verhältnis  zu  r  —  Ar  stehenden  Grösse  zu  bilden  anfangen, 
weil  sonst  nicht  einzusehen  wäre,  wie  sich  dieses  Verhältnis  bei  der 
Ruhe  der  Massen  zu  erfüllen  vermöchte.  Aber  es  gelangt  nicht  so- 
gleich zur  Wirkung  an  w,  da  der  es  bedingende  Vorgang  von  der  an- 
ziehenden Masse  ausgeht  und  Zeit  braucht,  um  bis  zur  angezogenen 
Masse  fortzuschreiten.  Selbstverständlich  findet  ein  Fortschreiten  der 
gedachten  Art  auch  von  der  angezogenen  zur  anziehenden  Masse  statt, 
ähnlich  wie  zu  jeder  Wärmeausstrahlung  zwischen  zwei  Körpern  eine 
Gegenstrahlung  gehört.  Das  bei  dem  Abstände  r  — Ar  von  der  an- 
ziehenden Masse  ausgehende  Potential  bethätigt  sich  also  in  m  erst  zu 
einer  um  A<  späteren  Zeit,  nachdem  der  Abstand  gleich  r  geworden 
ist.  Zweitens  würde  das  Potential  wohl  bei  Femwirkung  unmittelbar 
in  seinem  vollen  Betrage  erscheinen;  sind  jedoch  Raum  und  Zeit  in 
der  vorausgesetzten  Art  mit  im  Spiel,  so  hat  es  auch  eine  gewisse 
Dauer  nötig,  damit  es,  bei  m  angelangt,  dieser  Masse  sich  mitteile, 
d.  h.  den  ihm  entsprechenden  Bewegungszustand  von  m  hervorrufe. 
Denn  nur  die  Annahme  von  Femwirkungen  lässt  ünstetigkeit  in  den 
Erscheinungen  zu;  ihre  Ersetzung  durch  die  Annahme  von  Nahwirk- 
ungen hat  vor  allem  den  Zweck,  die  sich  an  den  übrigen  physikalischen 
und  chemischen  Veränderungen  bewährende  Stetigkeit  auch  in  die  Auf- 
fassung der  Gravitation  einzuführen.  Wie  sich  daher  beim  Stosse  die 
Stosskraft  aus  succ.  Elementarstössen  zusammensetzt,  so  geschieht 
die  Übertragung  des  als  Potential  anlangenden  Vorganges  auf  m  durch 
schnell  aufeinander  folgende  DifiPerentialpotentiale.  Wenn  die  Massen 
ruhen,  geht  die  Bewegung  des  Potentials  mit  ihrer  eigenen  Geschwindig- 
keit an  m  vorüber;  dann  bemisst  sich  sein  auf  m  übertragener  Wert 
nach  dem  umgekehrten  Verhältnis  zum  Abstände.  Wenn  die  Massen 
aufeinander  zueilen,  verringert  sich  die  Zeit  der  Übertragung,  mithin 
der  übertragene  Potentialwert  im  Verhältnis  der  eigenen  Geschwindig- 
keit des  Potentials  zu  der  aus  ihr  und  der  Geschwindigkeit  der  Massen 
bestehenden  Summe,  da  das  Potential  in  Bezug  auf  m  diese  Gesamt- 
geschwindigkeit hat. 

Das  Potential  bewegt  sich  ausser  mit  seiner  Geschwindigkeit  c 
noch  mit  der  Geschwindigkeit  der  anziehenden  Masse,  von  der  es  aus- 
geht. Der  Weg  r  —  Ar,  den  die  beiden  sich  entgegenkommenden  Be- 
wegungen, die  des  Potentials  und  die  der  angezogenen  Masse,  in  der 
Zeit  A^  zurücklegen,  beträgt  daher 

während  r  =  cA^  ist.     Also  erhält  man  für  den  Abstand,  bei  dem  sich 
das  Potential  zu  bilden  anfängt,  und  dem   es  umgekehrt  proportional 

ist,  .  /         1    Ar\ 

r  —  Ar  ==rl  1 r-^-l- 

\  c    t^tj  ^  j 
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Weil   femer   die   Oeschwindigkeit,   mit   der   die  Bewegungen  an  ein- 
ander vorbeigehen,  den  Wert 

hat,  fallt  das  Potential  wegen  des  Zeitverbrauches  zu  seiner  Mitteilung 
an  m  auch  proportional 


Ar 
'--Kl 


aus.    Man  findet  so 


/,     1  Ar\« 


Ar 


Solange   der  Weg  Ar  kurz  und  deshalb  ^  gegen  c   klein    ist,   darf 


man  dafür  jz  setzen.    Dadurch  wird 


1  dr\»' 


r«  L        c^KdtJ'^  c»   dt^J 


woraus  mit  Hülfe  des  binomischen  Satzes  bis  zur  zweiten  Potenz  folgt 

Hier  ist  in  dem  Ausdruck  für  V  nicht  bloss  r,  sondern  auch  die 
Ableitung  von  r  nach  der  Zeit  enthalten.  Darum  ei^iebt  sich  ver- 
möge der  allgemeinen  Lagrangeschen  Bewegungsgleichungen  fär  die 

Beschleunigung  von  w,  wenn  ^  mit  f'  bezeichnet  wird, 

£dr_j.^^      dV_d^dV 
m  dr       m  dt   di''^  dr        dt  dr^  ' 

Die  Annahme,  dass  ^  im  Vergleich  mit  c  klein  ist,  trifft  im  Ge- 
biet der  gewöhnlichen  Gravitationserscheinungen  zu;  sonst  könnte  das 
Newtonsehe  Gesetz  sich  nicht  an  bewegten  Massen  in  dem  Maße 
bewahrheiten,  wie  es  dies  thut.  Aber  unter  besonderen  Bedingungen, 
z.  B.  durch  eine  den  Massen  von  aussen  erteilte  Anfangsgeschwindigkeit^ 

kann  -jr  so  gross  werden,  dass  weder  -^  ihm    gleich  gesetzt  werden 

darf,  noch  die  Entwickelung  der  binomischen  Reihe  bis  zur  zweiten 
Potenz  genügt.  Die  abgeleitete  Formel  hat  daher  nur  Gültigkeit,  wenn 
die  gravitierenden  Massen  ein  fireies,  nach  aussen  hin  unabhängiges 
System  bQden.  In  diesem,  übrigens  vor  der  Hand  wichtigsten  Falle 
bestimmt  sie  die  Veränderung,  die  das  Newtonsche  Gesetz  dadurch 
erleidet,  dass  sich  die  Potentiale  zwischen  den  Massen  nicht  momentan, 
sondern  mit  Zeitverlust  ausbreiten. 
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a.  Die  Fortpflanzungsgesohwindigkeit. 

Je  nachdem  die  Beobachtungen  für  die  in  die  Yorige  Rechnung 
eingeführte  Grösse  c  einen  endlichen  oder  einen  unendlich  grossen 
Wert  liefern  y  findet  man  mehr  oder  weniger  sicher ,  dass  die  Potentiale 
gravitierender  Massen  Zeit  brauchen^  um  die  zwischen  diesen  liegenden 
Abstände  zu  durchschreiten,  oder  dass  eine  solche  zeitliche  Ausbreitung 
nicht  existiert;  mithin  die  Gravitation  auf  wahrer  Fem  Wirkung  beruht. 
Besonders  bedarf  es  der  Erf&llung  zweier  Forderungen.    Erstens  sind 

wegen  des  Übergewichtes*  von  c  über  ^  die  c  enthaltenden  Glieder  des 

Ausdruckes  für  die  Beschleunigung  der  Masse  m  von  dem  ganzen  Aus- 
drucke abzusondern  und  mit  den  Thatsachen  vergleichbar  zu  machen; 
zweitens  ist  die  Grössenart  zu  ermitteln^  durch  die  das  Vorhandensein 
eines  endlichen  Wertes  von  c  zu  erkennen  sein  muss,  und  daraufhin 
dann  die  Erfahrung  zu  prüfen.  Da  der  Schauplatz  der  Thatsachen 
nur  das  Planetensystem  sein  kann^  stelle  man  sich  als  die  anziehende 
Masse  die  Sonne ,  als  die  angezogene  einen  Planeten  vor.  Zur  Ver- 
einfachung werde  dessen  Bewegung  auf  die  Sonne  als  Anfangspunkt 
der  Koordinaten  bezogen  ^  sodass  die  Eonstante  fi  im  Verhältnis  der 
Summe  der  Massen  zur  anziehenden  Masse  vergrössert  gedacht  werden 
muss. 

Man  setze  i  /^V—  ^-^  ~-  v 

c*\dtj      c»  dt*  ~~  ^' 
Also  ist 

dt*  r*  ^^      ^^^ 

dt*  r»  ^^      ^^' 

woraus  durch  Multiplikation  der  einen  Gleichung  mit  y  und  der 
anderen  mit  x  und  durch  Subtraktion  folgt 

d*u  d*x       ^ 

Dies  ist  die  auch  bei  der  Ableitung  der  Eigenschaften  und  der 
Bahn  der  Planetenbewegung  aus  dem  New  ansehen  Gesetze  ent- 
stehende Gleichung,  die  durch  Integration  und  Einführung  von  Polar- 
koordinaten, wenn  -9"  der  Winkel  zwischen  dem  Radiusvektor  und  der 
positiven  Abscissenaxe  ist  und  L  eine  Eonstante  bedeutet,  ergiebt 

y^  -  7 
""  -dt^^' 

Setzt  man  den  hierin  enthaltenen  Wert 
femer 


dt^ri4^, 
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. —  t%f\a  A         n-nA  ^ 

r 
in  die  Gleichungen  f&r 


=  cos  d'     und     ~  «  sin  ^ 
r  r 


ein,  so  lauten  diese 


d?     ^"^^      d^ 


dt  L^ 

Mit  den  Eonstanten  M  und  N  wird  durch  Integration 

dx 
'dt 


==- |sina'+  (m+  r^Fcos»dd''j, 

^*  ^"äf — y~^  ^  ^  ^®*»  findet  man  aus  den  beiden  letzten  Gleich- 
ungen 

L 
r  =  - 


L 


(m+  I  -g  JPcoB^d^ j  Bin  ^  +  ( iV+  / £  Fßin^d^ j  cos  ^ 


Die  Integrale  im  Nenner  nehmen  nach  und  nach  andere  und 
andere  Werte  an,  falls  F  nicht  verschwindet.  Setzt  man  voraus,  man 
wisse  ihren  Wert  zu  einer  bestimmten  Zeit,  so  kann  man  sagen,  dass 
der  Planet  sich  zu  dieser  Zeit  auf  einer  durch  jene  Gleichung  be- 
schriebenen Ellipse  befinde.  Ist  deren  halbe  grosse  Axe  a,  ihre  halbe 
kleine  Axe  b,  die  numerische  Exzentricitat  e  und  der  Winkel  von  a 
mit   der  positiven  Abscissenaxe  gi,  und  löst  man  die  Gleichungen  für 

r  =  a(l  —  «),    r  «  a(l  +  s) 

und  r  =  —  nach 
a 

L,M  +  J  pcosd-dd-    und    N+  / ^sin^^dd- 
auf,  so  erhält  man  _ 

'Fcos^dd-  =  —  |- V'a  ft  sin  a>, 

N  + 1  ^Fsind'dd'^      ^ yäji cos a>. 

Man    sieht,    indem    man    die    ünveränderlichkeit    von    -=    beachtet, 
dass   sich   die  Bewegung   des  Planeten  so  deuten  lässt,  wie  wenn  er 
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auf  einer  Ellipse  einhergehe^  deren  £  und  m  sicli  stetig  yerändem. 
Nur  för  den  Fall,  dass  F^O  ist,  hört  diese  Veränderung  auf.  Sie 
ist  es  also,  wodurch  das  Vorhandensein  eines  endlichen  Wertes  von 
c  in  Wirkung  kommt.  Man  erhält  fär  Fj  sobald  man  die  beiden  letzten 
Gleichungen  nach  ^  differenziert,  den  Wert  von  L  einsetzt  und  die 
eine  durdi  

0 

die  andere  durch  _> — 

sin^-^-^ 

dividiert,  •       j     j^  j      j* 

'  jp  _       Bin (o  ds    dt        £008  00  dm    dt 

008^  14    dW  008^     flu   d¥^ 

fP  _       008(0  dB    dt        esino  dm   dt 
""       sin»  'dtd9~  sin»     dt  55 * 

Durch  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  ergiebt  sich  mit  a  »  ^  —  co 

dB  ,  dm 

woraus  rückwärts  fo^ 

■p  e       dt    dm 

*™  ""  008 a  d^  ~dt' 

TTm  mittelst  dieses  Wertes  eine  nur  Beobachtungsgrossen  ent- 
haltende Gleichung  für  -^  zu  gewinnen,  stelle  man  F  durch  die  Ab- 
leitungen Yon  r  nach  t  dar.  Man  hat,  wieder  mit  Berücksichtigung 
der  Unveränderlichkeit  von  -p;  ausserdem  mit  Benutzung  der  Formeln 

dB  .  dm 

^  =  -5tang«-^, 

r»^  =  i    und    L^h^: 
dt  ya 

a 

r  = 


1  -f-  £  cos  a 
dr  ar*f  ds  .       d»    ,        ,       dm\ 

ar*  (  .  dm  ,       dd"    ,        .       dm\ 


asr*    .       dd" 


sma- 


6«    ''^'^  dt 
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d*r  Y^    •       <^«    ,    ^Y^  äd'        sYaüi  dm 

sYaiL    .       ,  dm    ,    eYaii  d^        sVaii  dm 

^  

«Vau    .       ,  du    ,   tu,  tVttß  da 

= j-f^smatanga^  +  J^ cos «  - -^-^ cos « -^ 

Also  ist  

Daher  lautet  die  gesuchte  Gleichung  fftr  -^ 

i/acosa  ^*  ^^  oc'cofl«    dt    '       r 


&Vf*C08 


6« 


oder  nach  Einsetzuncr  von  r  =»  — 77-1 r-  und  6  =  a  V 1  —  «*  und 

®  a  (1  +  6  cofl  a)  ^ 


nach  Division  durch 


b  Yfi  cosa 


8 


57^""  57rrTO(^  +  "^^'')"Ji"'"^ V-(l  +  «cosa)«8in^acosa 

8 

H — g — ^!^-j —  (1  +  fi  cos  ä)*  cos*  «. 

Wenn  man  den  so  berechneten  Wert  der  Geschwindigkeit  -^  mit 

den  Beobachtungen  vergleichen  will,  hat  man  zu  berücksichtigen,  dass 
die  Rechnung  nur  einen  einzigen  Planeten  voraussetzt.  Daher  können 
allein  Perihelbewegungen  in  Betracht  kommen,  die  nicht  aus  Störungen 
entstehen.  Solche  sind  bloss  beim  Merkur  bekannt,  in  einem  Betrage  von 
etwa  41"  in  einem  Jahrhundert  Diese  Kleinheit  schliesst  von  vorn- 
herein jede  erfahrungsmiässige  Feststellung  der  stetigen  Veränderlich- 
keit von  ^  aus.  Also  ist  über  eine  längere  Zeit  hin  zu  integrieren. 
In  der  letzten  Gleichung  kommt  nur  £,  nicht  auch  -jr  vor;  und  sofern 

die  Änderungen  von  s  gegen  s  selbst  verschwinden,  kann  man  dieses 
als  konstant  ansehen.    Es  genügt  danach  als  Grenzen  der  Integration 

a  =  0  imd  a  =  2«  zu  wählen,  da  -^  bei  jedem  folgenden  Umlauf  die 

Werte  des  vorigen  Umlaufes  sehr  annäherungsweise  wiederholt.  r^^^^Tp 
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Man   multipliziere    die   Gleichung   für  -^  nut  dt  und   setze  im 
zweiten  und  im  dritten  Gliede  der  rechten  Seite 

dt^'^d»^      ^^^'-''^      (da  +  d<o). 

|**(l  +  6CQBa)' 

Durch  passende  Ordnung  und  Division  ergiebt  sich 

— ;- — ^-=r-Y  (1  +  « <^0B  a)  coa'a t: — ^-sr-m  sin'a  COB a 

dm a(l-Oc»  '^      / «(^-'•)^'       ^ d«. 

IH /^     «V  >(l+gC08tt) zr-^«;-ä(l+gco8<>^)cQ8»tt-f-     .,    ^  ,8in*a 

'a(l-«*)c*^   '  ^     o(l-e*)c*^   '  ^  '  a(l-fi*)c" 


'er  COB  a 


Dividiert  man  Zähler  und  Nenner  durch 

g^       ^  y 

a(l-e«)c*       c«'  ' 

ordnet  man  nach  steigenden  Potenzen  von  cosa,  und  setzt  man  zur 

Abkürzung  _  £  cos  «  +  2  cos««  +  3  £  cos»«  «  v, 

3  £  cos  «  —  2  cos*«  —  3  «  cos'«  =  w, 
so  wird  ^ 

d(o  =  — ^, da. 

7  +  2  +  « 

Angenähert  erhält  man 

j     r    ^  v^   1j 

am  «=    — 5 i Ti   a«. 


r      t? pto     "1 


Für   die   Perihelbewegung  ^    während   eines   Umlaufes    ergiebt    sich 
daher  2ic 


oder,  weil  ® 


*"/[T^"(f^]" 


t;«;  =  ~  3«*cos*«  +  8  «  cos*«  +  4(3  «*  —  1)  cos*«  —  12c  cos^a 

—  9£*cos®a, 
2n  33r(8  — g») 


Daraus  folgt 


Beachtet  man,  dass  ^  sehr  klein  ist,  so  sieht  man,  dass  das 
zweite  Glied  unter  der  Wurzel  gegen  das  erste  verschwindet.  Der  für 
da  gewählte  Näherungsausdruck  ist  danach  noch  zu  genau,  d.h.  tf 
hätte  von  vornherein  vernachlässigt  werden  dürfen.    Mithin  wird 
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r  ^ 

WO  aus   demselben   Grunde  2y  gegen       J^    unberücksichtigt    bleiben 
kann.    Man  erhalt  daher  schliesslich 


^_^ßj^ 


Hierin  ist 


f* 


a(l  — c*)v» 


wenn  r  die  ümlaufszeit  des  Planeten   bedeutet.     Speziell  für  Merkur 
gelten  folgende  Werte: 

a- 0,3871. 149. 10«  km, 

a  -  0,2056, 

r  =  88  Tage, 

^  =  4,789 -10-^ 

c  =  305500  km/sec. 


Man  findet  damit 


Die  kleinste  bisher  gefundene  Geschwindigkeit  des  Lichtes  hat 
Foucault  erhalten,  gleich  298000  km/sec;  die  grösste  ergiebt  sich 
nach  der  Methode  von  Romer  aus  den  neuesten  Beobachtungen  zu 
308000  km/sec;  die  Geschwindigkeit  der  elektrischen  Wellen  fand 
Hertz  in  seinen  Versuchen  320000  km/sec.  Also  stimmt  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  der  sich  das  Gravitationspotential  aus- 
breitet, mit  der  Geschwindigkeit  des  Lichtes  und  der 
elektrischen  Wellen  überein.  Darin  liegt  zugleich  die  Bürg- 
schaft,  dass  diese  Geschwindigkeit  existiert. 

Freilich  wird  niemand  in  Abrede  stellen,  dass  die  Perihelbewegung 
des  Merkur  von  41"  in  einem  Jahrhundert  auch  durch  andere,  noch 
unbekannte  umstände  bedingt  sein  könnte,  so  dass  es  eine  endliche 
Geschwindigkeit  des  Gravitationspotentials  nicht  zu  geben  brauchte. 
Man  hat  aber  zu  bedenken,  dass  die  hier  hauptsächlich  entscheidende, 
übrigens  auch  die  Abweichung  von  allen  früheren  Ergebnissen  ähn- 
licher Untersuchungen  bedingende  Formel  für  die  Abhängigkeit  des 
Potentials  von  einer  solchen  Geschwindigkeit  auf  völlig  naturmässigem, 
nicht  erst  durch  schwierige  Hypothesen  führendem  Wege  gewonnen 
ist.  Es  wäre  daher  ein  sonderbarer  Zufall,  wenn  die  41  Sekunden 
des  Merkur  gerade  die  Licht-  und  Elektrizitätsgeschwindigkeit  lieferten, 
ohne  mit  einer  räumlich -zeitlichen  Ausbreitung  der  Gravitation  etwas 
zu   thun   zu   haben,   da   doch   das  Medium,   worin  diese  Ausbreitung    j 
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und  die  Bew^ping  des  Lichtes  und  der  elektrischen  Wellen  erfolgen^ 
derselbe  zwischen  den  Weltköipem  sich  erstreckende  Baum  ist. 
Nicht  einmal  die  verhältnismässig  grosse  Perihelbewegung,  die  man 
mit  dem  gefundenen  Werte  von  c  für  die  Venus  erhalt^  nämlich 
8"  in  einem  Jahrhundert,  kann  als  stichhaltiger  Einwand  gelten; 
oder  eine  Beyision  der  Störungen  dieses  Planeten  müsste  die  Möglich- 
keit jener  Zahl  endgültig  ausschliessen.  Es  sei  daran  erinnert,  dass 
die  Berechnungen  der  s'äkulariBn  Beschleunigung  des  Mondes  zwischen 
6"  und  12"  zu  schwanken  vermochten.  Im  übrigen  ergeben  sich  lauter 
unmerklich  kleine  Perihelbewegungen.  Sie  betn^en  nach  den  aus 
den  gebrituchlichen  Tabellen  leicht  zu  entnehmenden  Beobachtungs- 
werten bei  der  Erde  in  einem  Jahrhundert  3'',6,  beim  Monde  0",06, 
beim  Mars  1",3,  beim  Jupiter  Qf'fiQ,  beim  Saturn  0",01,  beim 
Uranus  0",002  und  beim  Neptun  0",0007. 
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Zur  Ansgleioliiixig  eines  dnrcli  Längemnessimgen 
bestimmten  Punktes.* 

Von 

E.  Hammer 

in  Stuttgart. 


Eine  nur  unter  besondem  Yerhältnissen  praktisch  anwendbare 
Methode  der  Einschaltung  eines  Neupunktes  in  ein  Netz  gegebener 
trigonometrischer  Punkte  ist  die  der  direkten  Messung  der  Strecken 
zwischen  dem  Neupunkte  und  einigen  gegebenen  Punkten.  Gleichwohl 
wird  diese  Methode  der  Punktbestimmung  (die  eigentlich  nicht  mehr 
trigonometrisch  heissen  sollte^  weil  sie  keine  Winkelmessung  erfordert 
und  weil  auch  die  Rechnimg  selbstverständlich  nicht  notwendig  tri- 
gonometrisch geführt  werden  muss)  in  den  Lehrbüchern  der  Geodäsie 
und  in  einzelnen  Eatasteranweisungen  neben  den  üblichen  Methoden 
der  Bestimmung  durch  Winkelmessung  angeführt^  und  sie  bietet  in 
der  That  jedenfalls  theoretisches  und  methodisches  Interesse. 

Die  Bezeichnung:  ^^Bestimmung  durch  Bogenschnitt^,  die 
neuerdings  für  diese  Aufgabe  aufgekommen  ist,  halte  ich  deshalb  für 
nicht  glücklich,  weil  auch  das  Bückwärtseinschneiden  eine  Bestimmung 
durch  Bogenschnitt  ist. 

L  Binleitung. 

Jede  Messung  zur  Bestimmung  eines  Neupunktes,  sei  es  beim 
^Einschneiden^'  Winkelmessung  auf  einem  der  gegebenen  Punkte 
oder  Winkelmessung  auf  dem  zu  bestimmenden  Pimkt,  sei  es  bei  der 
uns   hier  beschäftigenden  Aufgabe  die  Messung  der  Strecke  zwischen 


*  Die  folgende  methodisclie  Notiz  war,  als  Fortsetzung  eines  Aufsatzes  über 
graphische  Ausgleichung  von  vorwärts  oder  rückwSxts  eingeschnittenen  Punkten, 
för  die  Zeitschrift  für  Yermessungswesen  (vergleiche  daselbst  Jahrg.  1896,  S.  611; 
1397,  8.  i49)  bestimmt  Da  sie  aber  dort  immer  wieder  zuräckgestellt  werden 
musste,  möchte  ich  sie  in  der  „Zeitschrift  ffir  Mathematik  und  Physik^*  veröffent- 
lichen, deren  neues  Programm  ja  auch  solche  einfache  praktische  Dinge  mit 
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einem  gegebenen  und  dem  zu  bestimmenden  Pimkt,  hat  den  Zweck, 
einen  planimetrischen  ;;Ort^^  fQr  den  zu  bestimmenden  Punkt  fest- 
zulegen: beim  Vorwärtseinschneiden  sind  diese  Örter  gerade 
Linien,  die  von  gegebenen  Punkten  ausgehen;  beim  Rückwärts- 
einschneiden (denken  wir  uns  Winkel  gemessen)  Ejreisbögen,  die 
über  gegebenen  Strecken  als  Sehnen  und  mit  den  gemessenen  Winkeln 
als  Peripheriewinkeln  beschrieben  werden;  bei  der  Bestimmung  durch 
Längenmessung  endlich  sind  es  Kreisbögen,  die  gegebene  Punkte 
zu  Mittelpunkten  und  die  gemessenen  Strecken  zu  Halbmessern  haben. 
Wenn  die  Entfernungen  des  Punktes  von  zwei  gegebenen  Punkten 
gemessen  sind,  so  ist  er  einfach  planimetrisch  bestinunt,  wie  man  ihn 
z.B.  als  Näherungspunkt  für  das  folgende  zu  berechnen  hat;  sind  da- 
gegen die  Entfernungen  nach  mehr  als  zwei  gegebenen  Punkten 
gemessen,  so  handelt  es  sich  um  eine  Ausgleichungsaufgabe,  die 
rechnerisch  oder  graphisch  gelöst  werden  kann.  Die  rechnerische 
Ausgleichung  ist  als  hübsches  einfaches  Beispiel  für  vermittelnde 
Beobachtungen  schon  mehrfach  behandelt  worden,  vergl.  z.B.  Jordan, 
Handbuch  der  Vermess.  H,  3.  Aufl.,  S.  198—199  O^B^genschnitt  mit 
Ausgleichung'^,  wobei  es  sich  um  Ausgleichung  von  Abstichen  aus 
einem  Plan  in  kleinem  Maßstab  handelt);  Eoll,  Meth.  der  kl. Qu.  1893, 
S.  123  flg.  („Bogenschnitt  gemessener  Längen'');  Anweisung  IX  für 
die  preussischen  trig.  und  polyg.  Arbeiten,  2.  Aufl.,  1894,  Trig.  Form.  23. 
(„Bogenschnitt  von  Messungslinien'',  S.  335  flg.);  F.  G.  Gauss,  die 
trig.  und  polyg.  Rechnungen,  2.  Aufl.,  1893,  S.  138,  140,  143  flg. 
(von  Eoll),  zusammenhängend  S.  514  flg.  („Bogenschnitt  aus  Elein- 
linien'').  Eine  graphische  Ausgleichung  dagegen,  die  nicht  auf  fehler- 
zeigende Dreiecke  sich  stützen  würde,  ist  meines  Wissens  bisher  nicht 
angegeben,*  und  ich  möchte  daher  diese,  als  hier  besonders  an- 
schaulich, zur  Ergänzung  meines  in  der  ersten  Anmerkung  zitierten 
Aufsatzes  über  graphische  Ausgleichung,  mitteilen.  Zum  Vergleich 
sei  die  rechnerische  Ausgleichung  nebst  einigen  Bemerkungen  über 
konstante  Fehler  vorangesetzt,  und  zwar  sofort  mit  Übergang 
zu  einem  Zahlenbeispiel  (der  Einfachheit  halber,  da  es  ja  nur  auf 
die  Methoden  ankommt,  mit  nur  einer  überschüssigen  Messimg). 


♦  Auch  z.  B.  von  Weixler  nicht,  der  kürzlich  in  den  ,, Mitteilungen  des 
k.  k.  militär-geogr.  Instituts '\  Band  XVI,  Wien  1897,  eine  sehr  ausführliche  Ab- 
handlung über  graphische  Ausgleichung  gegeben  hat,  worin  die  uns  hier  beschäf- 
tigende Aufgabe  einmal  gestreift  wird.  Zur  Darstellung  der  Fehlerquadratsummen, 
die  einzelnen  Annahmen  für  den  vorwärts  oder  rückwärts  eingeschnittenen  Punkt 
erzeugen,  vergl.  zuWeixlers  Text  und  Figur  (Nr. 2a)  auch  meinen  Aufsatz  zur 
graphischen  Ausgleichung  in  der  Zeitschrift  für  Vermessungswesen  1896,  be- 
sonders S.  623  —  624  mit  Fig.  4.  Jene  Fig.  2  a  gewinnt  ausserordentlich  an  An- 
schaulichkeit, wenn  man  in  ihr  nur  einige  wenige  Linien  gleicher  [d*],  z.B.  in 
jenem  Fall:  j-^^  ^  gO,  50,  100   und   200 

einträgt.  ^  j 
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a.  Die  Aufgabe. 

Es  sindy  auf  ebenem  Gelände,  das  auch  in  sonstiger  Beziehung 
für  direkte  Langenmessung  günstig  ist  (z.  B.  Strassen  u.  dergl.),  die  drei 
Punkte  JB,  TT,  Z  durch  ihre  Koordinaten  gegeben: 


B 

W 

z 


X 


+  23740,40 
+  24349,08 
+  23955,13 


+  4728,44 
+  6041,11 
+  5613,97 


Um  den  Neupunkt  N  zu  bestimmen,  sind  seine  Entfernungen  von 
By  Wj  Z  direkt  gemessen  und  es  ist  als  unmittelbares  Ergebnis  ge- 
funden worden:  BN^L,^  522,60; 

TTiV-Zi«  367,69; 
ZJV=i3=  439,99; 
was  sind  die  Koordinaten  von  N  (des  ausgeglichenen  Punktes)? 

8.  Beohnerisohe  Ausgleiolrnng. 

Es  seien  (x,  y)  die  Koordinaten  des  gesuchten  Punktes  N^  (Xq,  y^ 
die  Koordinaten  eines  Näherungspunktes  N^  (zu  berechnen  mit  Be- 
nutzung Yon  zwei  der  gemessenen  Entfernungen),  so  dass  also  mit 

IX^^Xq+X 

noch  die  Verbesserungen  Xy  y  der  Koordinaten  von  N^  auf  jV^  zu  bestimmen 

sind. 

Aus  den  Verbesserungsgleichungen  (Z  sind  die  ausgeglichenen 

Langen): 


2) 


Z,  =  L,  +  «,  =  j/(^  _  a;„)»+  (y-y„)»" 
i,  =  Z,+  »8=  y(x  -  x.\  +  (y  -  y.f 


sieht  man  sofort,  dass,  mit  Benutzung  des  Näherungspunktes  (x^y^  zur 
DurehfBhnmg  der  Rechnung,  die  Koeffizienten  und  Absolutglieder  der 
linear  gemachten  Verbesserungsgleichungen  zu  berechnen  sind  aus: 

'^•-^^cosCJTiVo), 


3) 


a*= 
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dabei  ist  je  K  =  ByWy  Z  zu  setzen  und  Xo,  k  bedeutet  den  Abstand 
zwischen  dem  Näherungspunkt  {x^y^  und  dem  fest  gegebenen  Punkt 

Die  zweite  Form  fQr  Qk  und  hu  ist  noch  angeschrieben,  weil  man 
ohnehin  die  Z^,  &  mit  Benutzung  der  Richtungswinkel  (KN^  rechnen 
wird  (von  ganz  kleinen  Abmessungen  abgesehen^  bei  denen  die  Quadrat- 
tafel ausreichen  würde).  Nimmt  man  hier  nach  vorläufiger  Näherungs- 
rechnung an: 

4)  oJo  -  +  24007,70  |  yo  =  +  5177,30, 

so  erhält  man  nach  3),  wenn  die  Absolutglieder  nur  auf  1  cm  gerechnet 

werden,  nämlich: 

l^^Lo;i-L^^  522,42  -  522,60  =  -  0,18, 
Z,  =  io,«  -  A  ==  367,54  -  367,59  ==  -  0,05, 
l^^Ufi-h-  439,82  -  439,99  =  -  0,17, 

und  wenn  die  Koeffizienten  a,  h  auf  zwei  Stellen  abgerundet  werden, 

die  Yerbesserungsgleichungen: 

I  Vi  =  +  0,51a?  +  0,86y  -  0,18, 

5)  t;j,--0,93ic  +  0,37y-0,05, 
I  v,  =  + 0,12a? -0,99y- 0,17; 

dabei  sind  ar,  y  und  l  in  Metern  genonmien,   was  hier  offenbar  nicht 
zu  unbequemen  Zahlen  führt. 

Was  nun  die  Gewichte  angeht,  so  denken  wir  uns  die  L  zunächst 
einmal  nur  mit  unregelmässigen  Fehlem  behaftet  (proportional  j/Z 
anzusetzen),  also  die  Gewichte  umgekehrt  proportional  L]  nimmt  man 
L  in  Kilometern,  so  wird: 


6) 


Pi' 
Pt' 


Pf 


0,68 

1 
0,87 

1 
0,44 


=  1,9, 
=  2,7, 

=  2,3 


mit  absichtlich   starker  Abrundung  und  nach   der  Angabe   so,   dass 
p  =  1  der  Strecke  1000  m  entspricht. 

Mit    diesen  Zahlen  erhalt   man   durch  Rechenschieber -Rechnung 
die  Normalgleichungen: 


7) 


2,88  X  -  0,37  y  -  0,10  =  0. 
.  -  0,37  X  +  4,01  y  +  0,03  =  0. 
die  Auflösung  giebt: 

y  = -0,01m  (P,= 
«  =  + 0,03m  (P,. 
[pvv]  =  0,131, 
somit  m.  F.  der  Gewichtseinheit 


8) 


Ii)?q- 0,134; 

=  3,96), 
=  2,85), 


m 


J/     8-2 


=  ±  0,36  m. 
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Im  ganzen  wird  also: 

»  =  aij  +  a;  =  +  24007,73  ±  0,21, 
y  =  yo+y  =  + 5177,29    ±0,18. 


9)  N 


10) 


4.  BegelmäBsige  Fehler« 

Hier  fallen  vor  allem  die  unerwartet  grossen  m.  F.  auf;  ±  0,36  m 
imregelmassiger  m.  P.  für  1000  m  würde  meinen  Fehler  von  w^  (un- 
regelm.  m.  F.  pro  Meter)  ==  ±  1,16  cm  entsprechen,  wahrend  unter 
günstigen  Verhältnissen  gute  Lattenmessung  leicht  mit  m^  (unregelm. 
m.F.pro  Meter)  =  ±lmm  und  noch  weniger  zu  machen  ist.  Rechnen 
wir  hier  die  Verbesserungen  v  der  einzelnen  Messungen  aus,  so  geben 
die  Verbesserimgsgleichungen  5): 

Vj  «  —  I65  cm, 

Vj  =  —  8  cm, 

t?j  «  —  16  cm, 

[somit  [pvv]  «=  0,132,  genügend  stimmend  mit  8)],  abo  alle  v  negativ 
und  viel  grösser  als  (bei  der  selbstverständlichen  Festhaltung  der  An- 
nahme, dass  die  relative  Lage  der  gegebenen  Punkte  vollständig  genau 
sei)  der  Fehler  der  lüngenmessung  erwarten  lässt. 

Ist  es  hier  nicht  gerechtfertigt  an  den  L  eine  konstante  Ver- 
besserung anzubringen,  z.B.  die  Annahme  zu  machen,  dass  ein  Latten- 
meter nicht  mit  dem  Eoordinatenmeter  übereinstimme?  Ein  Lattenmeter 
wäre  hier  (relativ)  zu  kurz,  denn  die  mit  den  Latten  erhaltenen  Zahlen 
sind  zu  gross.  Das  Verhältnis  der  einzelnen  v  zu  den  zugehörigen  L 
ist  der  Reihe  nach  rund        111 

S2ÖÖ'  46ÖÖ*  28ÖÖ» 

das  Mittel  wäre  ungefähr  j^  und  mit  um  soviel  verkürzten  L  könnte 

man  die  Ausgleichung  wiederholen.  Auch  abgesehen  von  einer  Ver- 
schiedenheit der  Länge  des  Lattenmeters  und  Koordinatenmeters  ist  be- 
kanntlich, bei  Latten  von  genau  richtiger  Länge,  bei  Messung  auf 
ebenem  Boden  (und  noch  mehr  bei  Absenkein)  eine  kleine  negative 
konstante  Korrektion  der  Messungszahlen  erforderlich,  allerdings  nicht 
so  gross,  wie  oben  berechnet,  sondern  nur 

bis 


6000  6000 

der  Länge.  Nimmt  man  oben  als  Reduktionszahl  der  Messungszahlen 
""4500  ^^'  ^'^'  ändert  die  L  von  522,60,  367,59  und  439,99  auf 
522,47,  367,50  und  439,88  und  wiederholt  mit  diesen  Zahlen  die 
Ausgleichung,  so  findet  man  einen  Punkt  N,  dessen  Abscisse  zwar  nur 
um  einige  cm  (etwa  3)  grösser  wird  als  oben,  und  dessen  Ordinate 
etwa    1  cm  kleiner  ausfällt;   aber  die   m.F.  sinken   selbstverständlich 
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sehr  bedeutend.  Ob  man  ein  solches  Verfahren  thatsachlich  schon  bei 
drei  Messungen  rechtfertigen  könnte,  ist  firaglich;  wenn  aber  viele 
Strecken  vorliegen  und  alle  v  dasselbe  Vorzeichen  bekommen ,  ins- 
besondere die  y-  ungefähr  auf  einen  gemeinsamen  Wert  hinweisen,  so 

ist  der  Neupunkt  in  der  That  schärfer  bestimmt,  als  aus  den  un- 
mittelbaren L  hervorgehen  würde.  In  dem  Beispiel  von  Eoll  (Meth. 
d.  kl.  Qu.,  S.  127)  mit  den  Ergebnissen 

1^1= +  0,07, 

t;,==-0,24, 

t?s-  +  0,08, 

«4= -0,18, 

t;5=-0,18 

(die  L  sind   der   Reihe   nach   332,   272,  247,  270,  417  m)  wäre  ein 

Abzug  von  etwa  ^^  an  den  L  gerechtfertigt.     Ganz  ohne   Willkür 

würde  es  bei  einem  solchen  konstanten  Koeffizienten  nicht  abgehen; 
aber  man  käme  auf  diesem  Wege  jedenfalls  zu  ebenso  zutreffenden 
oder  selbst  bessern  Resultaten,  als  wenn  man  nur  dadurch  Rücksieht 
auf  die  konstanten  Fehler  nimmt,  dass  man  statt  der  obigen  einfachen 
Gewichtsannahme  q 

die  also  nur  auf  den  unregelmässigen,  proportional  )/Zrsich  ver- 
grössernden  Messungsfehler  Rücksicht  nii^^mt,  Gewichte  für  die  Längen- 
messungen ansetzt,  die  nach 

oder  besser 

11)  mL=-y\L  +  \L' 

zugleich  Rücksicht  auf  die  konstanten  Fehler  der  Längenmessung 
nehmen  sollen.  Es  ist  mit  den  gewöhnlichen  Mitteln  (ohne  Korn- 
parator)  z.  B.  Normalmeter  und  dem  oft  verwendeten   Stangenzirkel, 

oft  nicht  leicht  die  Länge  einer  Latte  auch  nur  auf  —  mm  festzustellen 

und  die  indirekte  Vergleichung  zweier  Lattenpaare  durch  Messung  der- 
selben günstigen  Strecke  mit  scharfen  Endpunkten  unter  Anwendung  der 
beiden  Lattenpaare,  wobei  das  eine  z.B.  bei  zwei  Messungen  119,45  und 
119,46  m,  das  zweite  aber  119,50  und  119,49  lieferte,  giebt  über  den 
(relativen)  regelmässigen  Fehler  leicht  schärfer  Aufschluss  als 
direkte  Vergleichung  mit  den  oft  nur  vorhandenen  bescheidenen  Mitteln: 
in  dem  eben  angeführten  Beispiel  wären  die  Längen  an  dem  zweiten 
Lattenpaare  um  25  mm  auf  120  m  kürzer  (die  Zahlen  sind  grosser) 
als  an  dem  ersten  und  es  wäre  von  den  durch  die  zweiten  gelieferten 
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MessungszaUen  abzuziehen,   um   sie   mit   Zahlen,   die   das  erste 

gegeben  hat,  vergleichbar  zu  machen.  Freilich  ist  dies  nur  eine  re- 
lative Korrektion,  über  den  absoluten  Betrag  des  regelmässigen  Latten- 
fehlers, und  also  nach  weniger  über  den  regelmässigen  Gesamtfehler  • 
der  Messung  ist  damit  durchaus  nichts  entschieden.  Aber  man  wird 
in  der  vorliegenden  Ausgleichungsaufgabe  mit  Verwendung  eines  solchen 
konstanten,  empirisch  bestimmten  Koeffizienten  der  regelmässigen 
Yerbesserung,  wo  eine  solche  durch  die  v  entschieden  angedeutet  ist, 
wie  schon  bemerkt,  leicht  Ergebnisse  bekommen,  die  richtiger  sind, 
als  wenn  man  die  L  unverändert  lässt  und  nur  Gewichte  ansetzt,  die 
nach  11)  zugleich  auf  den  regelmässigen  Fehler  Rücksicht  nehmen 
sollen.  Nach  der  Preussischen  Katastervorschrift  würden  z.B.  in  der 
obenstehenden  Aufgabe  (Gelände  I)  die  Strecken  Gewichtszahlen  gleich 
2,86,  4,71,  3,69  statt  der  oben  angenommenen  1,9,  2,7,  2,3  erhalten; 
die  Zahlen  der  ersten  Gewichtsannahme  verhalten  sich  wie  1 : 1,6 : 1,3, 
die  der  zweiten  (der  oben  gemachten)  wie  1:1,4:1,2;  an  den  Koordi- 
naten ffir  N  würde  so  auch  mit  den  ersten  Gewichten  kaum  etwas 
gegen  oben  geändert  und  jedenfalls  würde  an  den  m.  F.  nicht  viel  ge- 
ändert. Insbesondere  würden  iie  m,  F.  von  x  und  y  entschieden  zu 
gross  ausfallen,  wenn  die  Punkte  JB,  W,  Z  als  sehr  gut.  bestimmt  be- 
kannt sind  und  die  Messung  der  Strecken  L  z.  B.  sicher  nicht  mit 
einem  grossem  (unregelmässigen)  Fehler  als  ±2j/x  ^^^  behaftet  ist. 

5.  Graphische  Ausgleiohnng. 

Hier  scheint  mir  nun  die  graphische  Ausgleichung  den  Vorteil 
zu  bieten,  dass  sie  auf  den  ersten  Blick  alle  wünschenswerte  Auskunft 
auch  über  einen  etwaigen  merklichen  konstanten  Fehler  bietet  (selbst- 
verständlich kann  man  auch  bei  rechnerischer  Ausgleichung  den  kon- 
stanten Fehler  leicht  absondern;  immerhin  ist  diese  Anschaulichkeit  des 
graphischen  Verfahrens  sehr  willkommen). 

Durch  eines  der  gemessenen  i,  z.  B.  Z*  =  -ß^^,  ist  als  plani- 
metrischer  Ort. des  Neupunktes  JN"  ein  Kreis  um  den  gegebenen  Punkt 
K  als  Mittelpunkt  und  mit  L^  als  Halbmesser  festgelegt.  Es  sei  nun 
wieder  nahe  bei  JV  zunächst  ein  Punkt  JV^  fest  angenommen,  um 
dessen  Verbesserung  es  sich  handelt.  In  der  Nähe  von  IS^  wird  man 
für  eine  kurze  Strecke  den  Kreis  um  K  ersetzen  können  durch  die 
Richtung  seiner  Tangente;  diese  steht  senkrecht  auf  dem  Halbmesser, 
d.  h.  die  Richtung  der  Tangente  erhält  man  durch  einen  Richtungs- 
winkel der  sich  von.(Ä'iVj^)  um  90^  unterscheidet.  Diese  Richtungs- 
winkel, {KNq)  braucht  man  ohnehin  zur  Rechnung  der  Entfernungen 
KNq]  da  KN  gemessen  ist,  hat  man  in  (KNq  —  EN)  auch  unmittel- 
bar den  Abstand  jener  Tangente  von  Nq  gegen  K  hin  (wirklich  gegen 
K  hin  oder,  von  K  aus,  über  N^  hinaus,  je  nachdem  die  angegebene 
Differenz  positiv   oder  negativ  ist).     Wenn   die    auf    solche   Art  er- 
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haltene   Ausgleichungsfigur^    wenn  z.  B.  die  Entfernungen   AP,  BP, 
CPj  DP  von  den  gegebenen  Punkten  Ä,  B,  0,  D  aus  gemessen  sind, 

die  Form  von  Figur  1 
Fig.i.  hätte,  so  wäre  an  der 

Berechtigung  einer  kon- 
stanten Verbesserung 
der  Längenmessungen 
(hier  dann  mit  dem 
Vorzeichen  +)  doch 
kaum  zu  zweifeln,  mag 
nun  diese  konstante 
Abweichung  wirklich 
in  einer  Differenz  zwi- 
schen Lattenmeter  und 
Eoordinatenmeter  oder 
in  irgend  einer  an- 
deren Quelle  regelmässiger  Fehler  ihren  Ursprung  haben. 

In  dem  in  den  Abschnitten  2.  und  8.  behandelten  Beispiel  hat  man 
folgende  Daten  zum  Auftragen  der  Bestimniungslinien  fQr  N  (der 
Tangenten  an  die  Kreise  um  B,  W,  Z). 


521,«* 


223.17 


Näherungspunkt: 


N,     ||a?o=+24007,70|yo=  +  5177,30 


Richtungswinkel:                       {^^N^  = 

somit 
R.W.  der  Tangente   =  (JSrjV^,)  ±  90«  = 

(  (BN,) 
\  =  59»,  2 

149«,  2 

1  (WN,) 
1=  158»  2 

248»,2 

1  (^^o) 
1=276«',9 

6«,9 

Strecken  zum  Näherungspunkt:  KN^^ 
Gemessene  Strecken:                   KN -= 

522,42 
522,60 

367,54 
367,59 

439,82 
439,99 

Abstand  der  Tangente  von  N^y 

gegen  K  hin,                     = 

-0,18 

-0,05 

-0,17 

Mit  diesen  Richtungswinkeln  und  Abständen  werden  die  Tangenten 
in  dasselbe  Netz  im  Maßstab  1:10  eingetragen,  wie  es  in  dem  oben 
zitierten  Aufsatz  des  Verfassers,  Zeitschrift  für  Vermess.  1896,  S.613 
angegeben  und  verwendet  ist  (Randteilung  in  Graden,  Koordinaten- 
teilung  nur  nach  Dezimetern,  nicht  nach  Centimetern,  also  Netz 
mit  cm-,  nicht  den  verwirrenden  mm -Linien).  Man  erhält  damit  die  in 
Figur  2  stark  ausgezogenen  Linien. 

Wählt  man  ihnen  entsprechend  rasch  nach  Gutdünken  den 
Punkt  N  aus,  so  ist  man  geneigt,  ihn  mit  etwa 

""  £«  +  24007,80,    y  =  +  5177, 28, 

also  mit  einer  gegen  das  Resultat  9)  etwas  grossen  Abscisse  anzusetzen. 
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Man  hat  aber^  wenn  man  sich  [vv]  gebildet  denkt,  zu  beachten ,  dass 
mit  Entfernung  des  Punktes  von  der  Linie  (TT)  das  v^^  sehr  rasch 
wächst,  während  gleichzeitig  v^  und  173  nur  sehr  langsam  abnehmen. 
Man  wird  also  mit  N  doch  möglichst  nahe  bei  ( W)  bleiben  und  da- 
mit ein  Resultat  erhalten,  das  von  9)  praktisch  kaum  abweicht.  Eine 
Konstruktion  des  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  entsprechen- 
den Punktes  (vergl. 3,),  wie  sie  Bertot  u.a.  gegeben  haben,  empfiehlt 

Fig.  s. 


V.W'    1    \;  I  I  '/", 


sich   auch  hier  nicht,   vernichtet  vielmehr  z.T.  die  Vorzüge  der  gra- 
phischen Ausgleichung. 

In   die  Figur  eingetragen   sind  nun  hier,   dem  Vorstehenden  ent- 
sprechend, aber  auch  noch  starke  Linien ;  diese  entstehen  durch 

Verkürzung  der  L  um  das  konstante  Maß  -   .   von  L,   d.  h.  um    die 

oben   berechneten  Beträge   13,  9  und    11  cm,   und  neben  ihnen  sind 

noch  feine  Linien ,   die  von   mir   so   genannten   Nebenlinien 

(siehe   den  oben  angeführten  Aufsatz  und  6.)  eingetragen.     Man   sieht 
hier  auf  einen  Blick,  dass  die  Verschiebung  der auf  die  — =, ^ 
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als  Bestimmungslinien  an  den  Koordinaten  des  zu  wählenden  Punktes  N 

praktisch  so  gut  wie  nichts  verändert,  auch  mit liest  man  ab: 

£  =  +  24007,76, 

y  =  + 5177,28; 

vergl.  dazu  die  Bemerkungen  zur  rechnerischen  Ausgleichung. 

Auch  bei  dieser  einfachen  graphischen  Ausgleichung  ist  es  als 
Übungsaufgabe  für  Studierende  (nicht  im  Sinne  wirklicher  Anwendung 
bei  Ausgleichungen)  ganz  empfehlenswert,  för  eine  Anzahl  von  Punkt- 
annahmen in  der  Umgebung  von  Nq  die  v  abzumessen  (sei  es  die  auf 
oder sich  gründenden)  und  je  die  [pvv]  zu  bilden,  end- 
lich aus  den  so  für  jene  Punkte  gewonnenen  Zahlen  Linien  gleicher 
[pvv]  empirisch  zu  konstruieren.  Wer  von  mittlerer  Fehlerellipse  noch 
nichts  gehört  hat,  wird  so  sehr  einfach  auf  sie  hingewiesen. 

6.  Nebenlinien.    SohluBsbemerknngen. 

(Soldnersche  und  Oausssche  Koordinaten.) 

Auch  hier  wird  zweifellos  die  volle  Anschaulichkeit  der  graphischen 
Ausgleichung  erst  erreicht  durch  die  Nebenlinien,  die  die  verschiedene 
Wertigkeit  der  einzelnen  Bestimmungslinien  graphisch  zum  Ausdruck 

bringen;  sei  es,  dass  man  sie  auf bezieht  und  dann  in  ihre  Abstände 

auch  den  konstanten  Fehlerteil  mit  aufnimmt,  oder  auf und  sich 

hier  wesentlich  auf  den  unregelmässigen  Fehler  beschränkt.  In  der 
obigen  Figur  2  ist  dies  mit  der  Annahme: 

unregelmässiger  Fehler  =  ±  1,5  VL  mm 

geschehen  und  zwar  bezogen  auf ,   bei  denen  der  regelmässige 

Fehler  im  wesentlichen  beseitigt  sein  wird.  Die  Abstände  der  Neben- 
linien   von  den  entsprechenden  Hauptlinien  werden 

1,51/523;     l,5]/368"    und     l,5l/44Ö", 

also  ±34,  ±29  und  ±  32  mm.  Dass  man  sich  hier  wieder  zur  Ein- 
tragung von  Haupt-  und  Nebenlinien  zweckmässig  eines  Parallellineals 
bedient,  das  die  Parallelverschiebungen  direkt  einstellen  lässt  (vergl. 
Zeitschrift  für  Vermessungsw.  1896,  S.  616),  braucht  wohl  kaum  be- 
sonders hervorgehoben  zu  werden. 

Wenn  auch  auf  die  Aufgabe  der  Ausgleichung  überschüssiger 
Streckenmessungen  zur  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  praktisch 
nicht  viel  Oewicht  zu  legen  ist,  so  sei  doch  noch  daran  erinnert,  dass 
man  gelegentlich  solche  Streckenmessung  mit  Vorwärts  -  oder  Rückwärts- 
schnitten kombinieren  kann,  indem  der  eine  oder  andere  der  ge-- 
gebenen  Punkte  nahe  und  für  die  Längenmessung  bequem  liegt. 
Bei  graphischer  Ausgleichung  ist  diese  Kombination  besonders  einfach. 

Zum  Schluss  sei  auch  noch  besonders  angeführt,  dass  man  bei 
der  Punktbestimmung  durch  Streckenmessung  sehr  leicht  (etwas  be- 
quemer als  bei   der  Winkelmessung)  Bücksicht  nehmen  kann  auf  die 
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Verschiedenheit  der  Streckenverzerrong  in  verschiedenen^  von  einem 
Punkt  ausgehenden  Richtungen,  wenn  die  Punkte  sich  auf  ein  System 
Soldner  scher  Koordinaten  (oder  ein  anderes,  nicht  winkeltreues  System) 
beziehen.  Wenn  die  Ordinate  der  Messungsstelle  sehr  gross  ist,  so 
kann  ja  die  Verstreckung,  die  wie  ein  mit  der  Richtung  der  ge- 
messenen Strecke  veränderlicher  konstanter  Fehler  wirkt,  sogar  für 
gewöhnliche  Lattenmessung  fühlbar  werden;  z.B.  ist  im  Soldner  sehen 
System  mit  y  =  90  km  der  Maximalwert  der  Verstreckung  des  Bogen- 

differentials  bereits  rund  y  also  neben  den  andern  konstanten  Fehlem 

der  Längenmessung  wohl  fühlbar.  Diese  differentielle  Verstreckung  ist  bei 
Soldner  Null  in  der  Richtung  senkrecht  zur  a;-Axe  (Richtungswinkel  90^ 

und  270^)  und  erreicht  ihr  Maximum,  in  Bruchform  ^^^  in  der  Richtung 

der  X'Axe  (Richtungswinkel  0®  und  180®);  in  beliebiger  Richtung 
(Winkel  a  mit  der  x-Axe)  beträgt  sie  endlich 


Diese,  für  verschiedene  Richtungen  verschiedene,  prozentische  Ver- 
grösserung  der  gemessenen  Strecken  wäre  vor  ihrer  Einführung  in  die 
Rechnung  anzubringen,  wenn  man  bei  besonders  scharfer  Längen- 
messung und  bei  grosser  Entfernung  der  Messungsstelle  von  der  x-Axe, 
80  bis  100  km  z.  B.,  überhaupt  auf  sie  Rücksicht  nehmen  will;  selbst- 
verständlich gilt  dies  sowohl  für  rechnerische  als  für  graphische  Aus- 
gleichung. Bei  Gau  SS  sehen  Koordinaten  statt  Soldner  sehen  ist  diese 
Projektionsvergrösserung  der  gemessenen  (jedenfalls  kurzen,  nur  einige 
hundert  Meter  langen)  Strecken  für  alle  dieselbe  und  kann,  wenn  sie 
überhaupt  berücksichtigt  werden  soll,  mit  der  sonst  etwa  als  zweck- 
mässig sich  zeigenden  konstanten  Veränderung  dieser  Strecken  zu- 
sammen gemessen  werden.  Wäre  also  die  Punkteinschaltung  durch 
Längenmessung  (statt  der  durch  Winkelmessung)  praktisch  wichtig,  so 
wäre  hier  ebensowenig  oder  weniger  als  dort  die  Soldnersche  Abbildung 
im  Vorteil  gegen  die  Gausssche  und  es  ist  nicht  richtig,  wenn  in 
der  geodätischen  Litteratur  (im  Anschluss  an  die  frühere  Entwickelung 
Jordans,  vergl.  z.  B.  Handbuch  der  Vermessungskunde,  2.  Auflage  1878, 
2.  Band  S.296,  S.Auflage  des  S.Bandes,  1890,  S.  285-287)  immer  noch 
das  Gegenteil  behauptet  wird. 
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Bemerkang  fiber  einen  Satz  der  Differentialrechnnng. 

Von  G.  Kowalewski  in  Leipzig. 

Gauss  (vergl.  Kronecker,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  einfachen 
und  vielfachen  Integrale,  herausgegeben  von  E. Netto,  l.Yorl.  S.  12)  definiert 
einmal  die  Stetigkeit  einer  Funktion  in  dem  folgenden  Sinne: 

„Geht  X  von  Xq  bis  x^^  und  nimmt  y  für  diese  beiden  Werte  der  Variablen 
die  Werte  t/o  ^^^^l  2/1  an,  dann  giebt  es  zwischen  x^  und  x^  jedesmal  ein  x\  für 
welches  die  Funktion  den  zwischen  y^  und  y^  beliebig  gewählten  Wert  ^'  erhält/^ 

Gegenwärtig  gilt  bekanntlich  die  von  Dirichlet  (Grelle,  Bd.  4,  S.  159) 
gegebene  Definition,  welche  den  Begriff  mehr  einschränkt,  sodass  eine  Funktion, 
welche  die  von  Gauss  angegebene  Eigenschaft  hat,  nicht  notwendig  in  dem 
heutigen  Sinne  stetig  zu  sein  braucht.  Eine  grosse  Klasse  von  solchen  Funk- 
tionen bilden  z.B.  alle  Deiivierten  von  stetigen  Funktionen. 

Im  folgenden  soll  für  Funktionen,  die  nur  der  Gauss  sehen  Forderung 
genügen,  ein  Satz  bewiesen  werden,  der  in  der  Differentialrechnung  für 
stetige  Funktionen  bewiesen  wird.    Er  lautet: 

Hat  eine  Funktion  f(x)  in  dem  Intervall  (a . . .  6)  einschliesslich 
der  Grenzen  die  von  Gauss  angegebene  Eigenschaft,  besitzt  sie 
ferner  an  jeder  Stelle  im  Innern  des  Intervalls  eine  bestimmte 
Derivierte  und  ist  /'(a)'= /*(&),  so  giebt  es  zwischen  a  und  h  eine 
Stelle  I,  an  welcher  die  Derivierte  verschwindet. 

Dass  f(x)  im  Innern  von  (a . . .  6)  eine  bestimmte  Derivierte  besitzt,  soll 
(im  Anschluss  an  Dini,  Grundlagen  für  eine  Theorie  der  Funktionen  einer 
reellen  veränderlichen  Grösse,   Seite  93,  §  72)  bedeuten,    dass  für  jedes  x 

fix -^-S)— fix) 
zwischen  a  und  h  der  Grenzwert  von  --        :,     -    -    endlich    oder   unendlich 

o 

gross,   aber  von  bestimmtem  Vorzeichen,  ist;  gleichviel,    ob  J  positiv  oder 

negativ  sich  der  Null  nähert. 

Konstruiert  man  um  die  Stelle  c  =  — ~  mit  einer  beliebigen  positiven 

(7  \ 

nur  muss  b  <  -~-  sein  l   ein   Intervall    (c  —  f  .  .  .  c  +  «)    und 

greift  aus  demselben  zwei  Werte  x\  a?"  heraus,  so  kann  möglicherweise 
f{x^)  =  f(x^')  sein.  Wenn  dagegen  f{x)  ^  /"(a?")  ist,  so  ist  eine  Differenzen 
f{x*)  —  /J),  f(/")  —  /"o,  wo  /'q=  f{(i)  =  f(h)  sein  soll,  von  Null  verschieden. 
Es  sei  z.B.  /"(x')  — /J, ^ 0.  Dann  kann  man  zwei  Werte  c^,  c^  so  zwischen 
f(x*)  und  f(x'^)  wählen,  dass  q  — /*o,  c^  —  fQ  beide  von  Null  verschieden 
sind  und  dasselbe  Vorzeichen  haben.  (Man  braucht  nur  c^ ,  c^  genügend  nahe 
an  f(jc!)  zu  wählen.)  Weil  f(x)  die  Gausssche  Eigenschaft  hat,  giebt  es 
zwischen  x'  und  .V  zwei  Stellen  x^,  x^^  sodass  f{xi)  =  q,  f{x^)  =  c^  ist. 
Dann  sind  also  auch  /"(^i)  — /*oi  f{^i)  —  fo  beide  von  einander  und  von  Null 
verschieden  und  haben  dasselbe  Vorzeichen.     Ausserdem  ist 

C  —  f  <  iTj  <  O-g    <  C  +  f, 

wenn  die  Bezeichnung  so  gewählt  wird,  dass  x^  <  x^  ist.     Wenn  nun 
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:fi^i)-fo\>\fi^»)-foi 

ist,  so  liegt  f(x^)  zwischen  /*q  =  f(a)  und  /"(a?,),  mithin  giebt  es  zwischen  a 
und  x^  eine  Stelle  x^\  sodass  /*(xj')  =  /"(^g)  ist  (a  <  a'2'<  a*i<  a;g<  c  +  «). 
Im  FaUe  |  /"(ari)  -  /i  1  <  1  /"(a?,)  -  /^  |  liegt  f{x,)  zwischen  /^(o^,)  und  f^  =  /"(ft), 
folglich  giebt  es  zwischen  x^  und  5  eine  Stelle  o?/,  so  dass  f(x^)  =  /*(^i)  ist 

(C  —  «  <  J-i  <  iTg  <  ic/<  2»). 

Es  hat  sich  also  ergeben,  dass  einer  der  folgenden  drei  Fälle  eintritt: 
Entweder  ist  f(/)  =  /*(x")  oder  /*(x/)  =  f{x^)  oder  /"(x,')  =  /"(a-g'),  wobei 
c  —  «  <  x' <  ir"<  c  +  f ,    c  —  €  <  iPi  <  a?/<  & ,    a  <  iCj'<  ä-j  <  c  +  «. 

Dies  können  wir  so  ausdrücken: 

Ist  f(a)=^f(h)  und  hat  f(x)  in  dem  Intervall  (a...h)  mit  Einschluss 
der  Grenzen  die  Gausssche  Eigenschaft,  so  giebt  es  zu  einer  beliebig  ge- 
wählten  positiven  Grösse  e   ein  ganz  innerhalb  (a . . .  h)  gelegenes  Intervall 

(«1 . . .  6j)  von  der  Grösse  ft^  —  «i  <  — „ — h  «  derart,  dass  /"(ai)  *=  f(bi)  ist. 

Diesen  Schluss  kann  man  ohne  Ende  wiederholen.  Zu  einer  beliebig 
gewählten  positiven  Grösse  e^  findet  man  dann  ein  ganz  innerhalb  (oj . . .  2^J 

liegendes  Intervall  (a^ . . .  b^)  von  der  Grösse  ft^  ""  ^  <  ^~2  "^  **  derart, 
dass  /*(%)  -"  /^(^2)  ist  und  so  fort.  Auf  diese  Weise  gewinnt  man  eine  un- 
endliche Reihe  von  Intervallen 

wo  jedes  ganz  in  dem  vorhergehenden  enthalten  ist  und  hinsichtlich  der 
Grösse  die  Ungleichungen  bestehen: 

h^  —  an< 2 h  e«-i.         (w=l,  2,...) 

Sind  die  c,  £j,...  so  gewählt,  dass  £«— i  =  *"  — '^^^^  ist,  so  er- 
kennt man  leicht,  dass  /d\«»/  v 

&,  -  a,  <  (^)  (&  -  «) 

wird,  dass  also  lim  (6,—  a«)  =  0  wird.    Dann  aber  giebt  es  einen  Punkt  §, 

fl=s« 

der  in  allen  jenen  Intervallen  enthalten  ist,  sodass  a«  <  $  <  6^,  ist.  Wir 
haben  also  das  Resultat: 

Hat  f{x)  in  dem  Intervall  (a . . .  &)  einschliesslich  der  Grenzen  die 
Gausssche  Eigenschaft  und  ist  f{a)='fQ>)^  so  existiert  im  Innern  von 
(a . . .  &)  eine  Stelle  £,  um  welche  sich  Intervalle  {a^  ..  .b^  von  beliebiger 
lüeinbeit  konstruieren  lassen  derart,  dass  /"(a«)  =  /"(&«)  ist. 

Ziehen  wir  jetzt  unsere  Voraussetzung  über  die  Derivierte  von  f(x) 
in  Betracht,  so  ergiebt  sich,  da  die  beiden  Quotienten 

/•(^o-A6)     f{b^)-m) 

wenn  sie  nicht  verschwinden,  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  dass  nur 
/"'(!)  =  0  sein  kann. 

Als  Beispiel  einer  Funktion,  welche  unseren  Voraussetzungen  genügt, 
ohne  überall  stetig  zu  sein,  führen  wir  die  folgende  an,  in  welcher  die 
Quadratwurzeln  positiv  sein  sollen. 
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-  f(x)  ^2x  +  (8in5)'+  V^^,    (x  <  0). 

Hier  ist  f(i)  =  f(—  l)  =  l).  An  der  Stelle  x^O  ist  eine  Unstetig- 
keit,  während  die  Gauss  sehe  Eigenschaft  offenbar  besteht  und  der  vorwärts 
und  rückwärts  gebildete  Differentialquotient  gleich  -f  cx>  ist. 


BemerkaBgen  zn  dem  Mittelwertsatz  fflr  ein  System 
von  n  lategralen. 

Von  G.  Eowalewski  in  Leipzig. 
In  Heft  3  des  vorigen  Jahrgangs  habe  ich  den  Satz  aufgestellt,  dass  für  n 

b 

Integrale  jq>i{t)dt  (i  =  1,  2 . . .  w),  wo  die  tpi  reelle  und  von  a  bis  &  stetige 

a 

Funktionen  sind,  n  Gleichungen  bestehen: 

b 

f(pi(t)dt  =  [X,iPi(t,)  +  .  .  .  +  lnq>i(tn)](b  ^  a). 

a 

Dabei  sind  A^ , . . .  A»  positive  Grössen  mit  der  Summe  X^-\ \-ln=^l 

und  ^1 ,  Aj . . .  ^Ä  gewisse  Werte  aus  dem  Intervall  (a . . .  h).  Durch  eine  ein- 
fache Yaiiablenänderung  kann  man  auch  den  allgemeineren  Satz  beweisen, 
dass  unter  denselben  Voraussetzungen  n  Gleichungen 

b  d 

f(pi(t)F(t)dt=^[k,q>sit,)  +  . ..  +  kn(Pi{Q]fF(f)dt 

a  a 

bestehen,  vorausgesetzt,  dass  F{t)  von  a  bis  h  stetig  ist  und  keinen  Zeichen- 
wechsel erleidet. 

Für  w  =  2  bin  ich  zu  diesem  Satze  durch  ein  Theorem  von  Weier- 
strass  geführt  worden,  welches  Hermite  in  seinem  Cours  von  1882  (ge- 
halten an  der  Faculte  des  sciences)  in  der  7.  Vorlesung  (Seite  63  der  Aus- 
gabe von  Andoyer)  entwickelt  mit  Hilfe  von  Betrachtungen,  die  der  Statik 
angehören.     Setzt  man  f{f)  =  9>(0  +  *^(0  '^^ 

.     jF{i)f(t)dt  =  ^jF{i)dt, 

a  a 

wo  F{i)  von  a  bis  b  sein  Zeichen  nicht  ändern  soll,  so  sagt  (nach  Hermite) 
der  Satz  von  Weierstrass  aus,  dass  /ii  das  Afüx  eines  Punktes  ist,  der 
innerhalb  jedes  die  sämtlichen  Punkte  f{()  (ö  ^  ^  ^  ^)  umschliessenden  con- 
vexen  Contours  liegt.  Will  man  also  mit  Hilfe  des  Weierstrassschen 
Satzes  so  viel  wie  möglich  über  die  Lage  des  Punktes  fi  aussagen,  so  muss 
man  den  engsten  convexen  Contour  aufsuchen,  welcher  die  Punkte  f{f)  ent- 
hält. Jeder  convexe  Bereich,  der  die  Punkte  f{i)  enthält,  muss  auch  ihre 
Verbindungsstrecken  enthalten.  Wenn  also  die  Gesamtheit  aller  Verbindungs- 
strecken  von  je  zweien  der  Punkte  f{()  oder,  wie  man  sich  ausdrücken  kann, 
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aller  Sehnen  der  Kurve  f(t)  selbst  einen  convexen  Bereich  erzeugen  würde, 
so  w&re  dies  offenbar  der  engste  convexe  Bereich,  der  die  Punkte  f(t)  ent- 
hält. Man  würde  in  diesem  Falle  sagen  können,  der  Punkt  fi  liege  in  diesem 
Bereich  oder,  was  dasselbe  ist,  auf  einer  Sehne  der  Kurve  f(t).  Dies  wäre 
aber  auch  das  Maximum  von  dem,  was  man  mit  Hilfe  des  Weierstrass- 
sehen  Satzes  über  die  Lage  von  fi  aussagen  kann.  Bei  einer  Kurve,  die  sich 
zeichnen  lässt,  ist  es  evident,  dass  die  Sehnen  einen  convexen  Bereich  bilden. 
Wenn  man  aber  tp(t)  und  rl)(t)  nur  als  stetig  voraussetzt,  so  lässt  es  sich 
nicht  so  leicht  einsehen.  Ich  habe  deshalb  in  der  in  Heft  3  veröffentlichten 
Arbeit  unter  Umgehung  dieses  Hilfssatzes,  nach  dessen  Beweis  ich  mich 
einfach  auf  das  Theorem  von  Weierstrass  hätte  stützen  können,  direkt 
bewiesen,  dass  (i  ein  Punkt  auf  einer  Sehne  der  Kurve  f(t)  ist,  was  ja 
unmittelbar  in  meinen  Gleichungen 

fr  6 

fq>it)F(t)dt  =  [i,9(^)  +  h<p{t,)lfF(t)dt, 

a  a 

a  b 

(die  in  jener  Arbeit  allerdings  nur  ftir  F{t)  =  1  abgeleitet  werden)  ent- 
halten ist.  Später  bemerkte  ich^  dass  in  eben  jener  Arbeit  auch  der  Beweis 
des  Satzes  implicite  enthalten  ist,  dass  die  Sehnen  von  f(t)  einen  convexen 
Bereich  bilden.     Sind  nämlich 

i^i-f(ti),    Ai  +  A,  =  l,    A8  +  A^=l,    a<ti<:h,    li,A,^0,    A3,  A,  >  0) 
irgend   zwei  Pimkte   des   von   den   Sehnen  erzeugten  Bereiches,  so  ist  ihre 
Verhindongsstrecke  durch 

^1(^1  »1  +  AgWa)  +  ^^(AjWs  +  A4 ©4)  (xj,  «2  >  0,  Xi  +  Xj  =  l) 
dargestellt.  Da  hier  aber  x^A^  +  x^A,  +  Xg^j  +XgA4=  1  ist,  so  lässt  sich  auf 
Grund  der  Ausführungen  in  Heft  3  schliessen,  dass  diese  Yerbindungsstrecke 
nur  Punkte  enthält,  die  wieder  auf  einer  Sehne  liegen.  Der  durch  die  Sehnen 
von  f(f)  erzeugte  Bereich  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  die  Yerbindungs- 
strecke von  irgend  zweien  seiner  Punkte  ganz  zu  dem  Bereich  gehört. 
Dadurch  ist  aber  ein  convexer  Bereich  charakterisiert. 

In  Wirklichkeit  sagt  also,  wenn  man  diesen  Hilfssatz  kennt,  der 
Weierstrasssche  Satz  dasselbe  aus  wie  mein  Mittelwertsatz  für  n  ==  2. 
Da  aber  dieser  Hilfssatz  nirgends,  soweit  mir  Darstellungen  des  Weier- 
strass sehen  Satzes  bekannt  sind,  erwähnt  wird  und  auch  keineswegs  selbst- 
verständlich zu  sein  scheint,  so  glaube  ich  auch  in  dem  Falle  n  =  2  eine 
kleine  Ergänzung  des  Weierstrassschen  Satzes  gebracht  zu  haben,  während 
die  Verallgemeinerung  auf  n  >  2  neu  sein  dürfte. 

Im  folgenden  mache  ich  eine  Anwendung  von  dem  allgemeinen  Mittel- 
wertsatz auf  drei  Funktionen,  die  so  gewählt  werden: 
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Es  ergiebt  sich: 

b 

f<p(t)dt  =  [XMti)  +  ^9(h)  +  i,9>(<,)](6  -  «), 

a 
b 

a 
a 

Mtiltipliziert  man  die  beiden  ersten  Gleichungen  und  subtrahiert  davon 
die  dritte,  nachdem  man  sie  vorher  mit  t  —  a  «=  (6  —  a)(X^  +  ^2  +  ^)  multi- 
pliziert hat,  so  kommt  nach  gehöriger  Reduktion: 

6  6  6 

f(p{t)dt  'Ji\>{t)dt  -  (6  -  a)fq>(t)^{t)dt 

a  a  a 

=  -  (&  ~  ay^kih(<Pi  -  ifkX^i  -  rifk)y 

wo  g>i=<p(ti),  (pk=='q>(tk)  sein  soll.  Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  ein 
bemerkenswerter  Bchluss  ziehen.  Sind  q>{t)^  ^{t)  so  beschaffen,  dass  sie 
beide  fortwährend  wachsen  oder  beide  fortwährend  abnehmen,  wenn  t  das 
Intervall  (a...  &)  von  a  nach  b  durchläuft,  so  haben  die  Differenzen  (pi — 9>it, 
t('i—  ^k  dasselbe  Vorzeichen  und,  da  die  A<*Ajb^O  sind,  so  ist 

folglich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  sicher  nicht  positiv,  mithin: 

6  6  b 

Jq>{t)dtjn>{i)di  <  (&  -  a)fip(i)i^{t)dL 

a  a  a 

Wenn  dagegen  (p(i)  fortwährend  zunimmt,  i(;(f)  aber  abnimmt  oder 
umgekehrt,  so  kommt  die  Ungleichung: 

6  6  6 

/«p(Orf^  •f^(t)dt  ;>  (a  ~  h)fip{t).l,{t)dt, 

a  a  a 

weil  dann  die  Differenzen  ^i—  tp^^  tf;;~  ^^  entgegengesetzte  Zeichen  haben, 
ihr  Produkt  also  negativ  ist. 

Diese  wichtigen  Ungleichungen,  welche  sich  in  so  einfacher  Weise  ans 
dem  Mittelwertsatz  für  «  =  3  ableiten  lassen,  rfthren  von  Tschebyscheff 
her,  wie  Hermite  in  dem  oben  citierten  Cours  von  1882  (S.  47)  mitteilt. 
Einen  Beweis,  der  sich  auf  die  Betrachtung  des  Doppelintegrals 

6    6 

ff[(p{x)  -  fp(y)][ilf(p)  -  ^iy)]dxdy 

a  a 

stützt,  findet  man  im  American  Journal  of  Mathematics  (vol.  VIT,  8.377). 
Dort  wird  auch  eine  Reihe  von  interessanten  Anwendungen,  namentlich 
auf  elliptische  Integrale,  vorgeführt. 
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formationen imd  höherer  komplexer  Zahlen. 
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(Fortsetzung.) 


§2. 

Die  antomoxphe  Transformation  der  Summe 

Ton  drei  Quadraten. 

Um  die  Summe  von  drei  Quadraten  Xq^+  Xi^+  x^^  in  die  Summe 
dreier  anderer  Quadrate  Xq^+  x^^+  x^^  überzufüliren,  hat  man 

1)  V=ötio^o+ötiia?i  +  ai2^, 

za  setzen  und  den  Koeffizienten  aik  die  Bedingung  aufeuerlegen^  dass 

I^UO*  +  »10*  +  »20*  =  1 J  »00»01  +  »10»ll  +  »iOÖ»l  ==  0, 
«Ol*  +  »11*  +  »21*  -  1;  »00»02  +  »10»12  +  »Ä0»2t  =  0, 
»02*+  »12*+  »22*  =1,      »01»02+»11»12+»Ä1»22=0 

sei.     Infolge  davon  ist: 


A»  = 


also 


^00 


^10 
»20 


»Ol 

»11 

«21 


»*02 
»12 


^22 


1, 


A  =  ±l. 


Wir  beschranken  uns  auf  die  Betrachtung  des  ersten  Falles  A  =  +  1 
und  nehmen  überdies  an,  dass  die  identische  Transformation  xJ^Xq^ 
x/«j?|,  x^^x^  f&r  a^=.  «11  =  o^,  =  0  und  an^O^  wenn  Tc  von  i 
verschieden  ist,  eintritt.  Die  inverse  Transformation,  durch  welche  der 
Punkt  a!  wieder  in  den  Punkt  x  zurückgeführt  wird,  ist: 

ZcUMhriftf.Mftthenutika.  Physik.  43.  Jahrg.  1898.  8.  Heft.  />  i^^  T 
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Denn  setzt  man  in  3)  die  Werte  von  Xq,  rr/,  x^  aus  1)  ein,  so  er- 
hält man  Xq*=  Xq^  ^i"=  ^u  3^2"=  ^• 

Die  Gleichungen  1)  bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe,  da  zwischen 
den  neuen  Koeffizienten  an  sechs  Gleichungen  stattfinden,  sie  also  als 
Funktionen  von  drei  wesentlichen  oder  unabhängigen  Parametern  an- 
gesehen werden  können.  Die  Transformation  1),  2)  lässt  den  Koordinaten- 
anfang, den  Abstand  eines  Punktes  von  demselben,  die  Entfernung 
zweier  Punkte,  die  unendlich  entfernte  Ebene,  den  unendlich  entfernten 
imaginären  Kreis  oder  den  imaginären  Kegel  Xq^  +  x^^  +  x^^=0  un- 
verändert, ausserdem  aber  auch  noch  die  Ebene  XqXq+  ^iX^^+  k^a^^c, 
wie  sich  später  ergeben  wird,  wenn  die  drei  wesentlichen  Parameter 
^oj  hf  ^2  eingeführt  worden  sind.  Zur  geometrischen  Deutung  der 
Gleichungen  1)  nehmen  wir  zwei  rechtwinklige  Axensysteme  mit  ge- 
meinschaftlichem Koordinatenanfang  an,  von  denen  das  eine  fest  das 
andere  um  den  Koordinatenanfang  drehbar  sei.  Die  Koordinaten  eines 
Punktes  M  mögen  in  dem  ersten  Xq\  x^,  x^^  in  dem  zweiten  x^^  x^ ,  x^ 
sein.  Dann  bestehen  zwischen  den  beiderlei  Koordinaten  die  Gleich 
ungen  1),  welches  dieselben  sind  wie  bei  der  gewöhnlichen  Koordinaten- 
transformation, und  den  Übergang  von  einem  rechtwinkligen  System 
zu  einem  anderen  mit  demselben  Koordinatenanfang  vermitteln.  Ist  die 
Änderung  in  der  Lage  des  beweglichen  Systems  gegen  die  Anfangs 
läge  nur  eine  unendlich  geringe,  so  ändern  sich  die  Koeffizienten  a,j 
unendlich  wenig,  während  Xq,  x^,  x^  unverändert  bleiben.  Man  hai 
also  die  Gleichungen  1)  zu  variiren  und  dabei  auf  die  Gleichungen  2 
Bücksicht  zu  nehmen^  sodann  die  beiden  Systeme  zusammenfallen  zi 
lassen,  wobei  a,,  =  1,  »,^==0,  wenn  k  von  i  verschieden  ist.  Wir  er 
halten  aus  2): 

*»oo  ^  *^ii  ==  *«22  =  0,     da^i  +  Sa^Q  =  0,     da^^  +  öo^q  =  0, 

Äa^g  +  da^i  =  0. 

Wir  können  daher  den  infinitesimalen  Transformationen  folgend( 
Gestalt  geben: 

[  (*^o')o  =  *^o  =       ^1  *«oi  -  ^0*«20> 
4)  (Sx^'X  =  dx^  =  -  XQÖaQ^  +  x^dai^, 

\  (^^2)0=  ^^2=      x^da^Q-x^da^^. 
Setzen  wir  die  Variationen: 

daoi,     dai2,     *«2o; 
die  durch  cyklische  Vertauschung  der  Indices  0,  1,  2  in  einander  über 
gehen,  bezüglich  gleich      ^^^^^    ^^g^^    ^^^^ 

worin  dt  eine  unabhängige  unendlich  kleine,  X^,  A^,  A,  beliebige  end 
liehe  Grössen  bedeuten,  so  sind  die  Variationen  von  Xq,  x^\  y^  für  ^  =  0 
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5)  {   (*a;/)o=da:i=(V2--^8^o)*^7 

und  die  Variation  einer  beliebigen  Punktion  f{xQ^x^yX^^f)\ 


wird 


*^_  (^f  äx,        df  dx^        dl  dx;\ 
^'  "  V^   dt  "^  c^,    dt  '^  dx^    dt) 


6)  df^  [(^^x,--k,x,)l^^+{l,x,-^,x,)fL+(^l^^^ 
oder  nach  den  willkürlichen  Konstanten  geordnet: 

Wir  bestimmen  nun  in  derselben  Reihenfolge  wie  in  §  1  die  end- 
lichen Transformationen  nach  den  dort  angegebenen  drei  verschiedenen 
Integrationsmethoden. 

I.  Setzen  wir  den  Koeffizienten  von  df  in  6): 

so  finden  wir  die  endlichen  Transformationen  in  der  Form: 

t  *  t* 

7)  a?/=  Xi  +  t(pxi  +  ^  fp^Xi  +  ^,-  9)'a:.  +  •  •  • 

fpxQ= 


Nun  ist: 


7*) 


9*^0== 


21  ^  -^    '    31 

(^1*+  V)^o+  ^0^1+  K^i^^y 
<)P'^o=-(V+V+V)9^o- 
Setzt  man  Ao'+  Ai*+  Aj*=  ä*,  so  ist  also: 

9*Xo=  Ä*9*a:o,  etc. 


5! 


6! 


und  es  kommt: 

Durch  EinfÖhrung  der  Werte  von  q)XQ  und  (p^Xq  erhält  man  endlich: 

f ^   ^    1  — cos ht        .     Binht  \ 

+  aTg  ^^o'^2  ^i  ^1         j^        J ' 

woraus  durch  cyklische  Yertauschung  der  Indices  0,  1,  2: 
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)_L       (^   2    l  —  cosht        -      Bmht  \ 


8) 


Xf  —  x^  ^Aq/^       ^,       +  ^1 


sin^^ 


+  x,(l-(V+A.O^^^^) 


^'-^', 


Die  Formeln  8)  gehen,  sobald  man 

Xq^=  X  f      '^i'^  y  } 
Xq^=^  oc  y      "^i  '^  y  > 

Aq  =  —  oTi,     Ai  =  —  y^,     Aj  =  —  ^j 
in  die  Euler  sehen  Gleichungen  über,  die  wir  in  der  Vektorengleichung 
9)  p'  —  Pi  cos  -ö"  —  (p  —  Pi  cos  ^)  (cos  g)  +  fcipi  sin  g?)  * 

Pi-iC^  +  ij/i  +  Ä;^,, 
cos^  -=  xx^  +  yy^  +  zz^  =  n/iCi  +  y'»i  +  ^'^n 
zusammengefasst  haben.  Wenn  A^,  Aj,  A,  unveränderliche  Werte  haben 
und  nur  t  sich  ändern  kann,  so  stellen  die  Gleichungen  8)  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  mit  vertauschbaren  Transformationen  dar.  Dies  lasst 
sich  am  einfachsten  mittelst  obiger  Vektorengleichung  9)  nachweisen. 
Man  erkennt  leicht,  dass  der  Ausdruck 

^qXq   H"    A|^2    -\-   A^X^  y 

sobald  man  för  Xq,  a;/,  o^  ihre  Werte  aus  8)  einführt,  in 

übergeht,  dass  also  der  letztere  Ausdruck  eine  sogenannte  Invariante 
der  Transformation  ist.**    Dasselbe  ist  auch  der  Fall  mit 

dem  entsprechenden  Euler  sehen  Ausdruck.  Da  nun  derselbe  gleich 
cosd-  ist,  so  ergiebt  sich,  dass,  wenn  x^,  y^,  z^  als  konstant  angenommen 
werden,  auch  cos '9'  unverändert  bleibt.  Lässt  man  daher  auf  die  Trans- 
formation: ^r_     ^^  ^^g  ^    ^     (^^_   ^^  ^^g   ^^  (^^^g   ^^    ^^^^  gj^^^^ 

eine  zweite  Transformation: 

p"=  pjCos^  +  (()'— (>icos^)(cos9)'+  A^ip^sing)') 
folgen,  so  erhält  man  eine  Transformation  derselben  Art: 


•  1.  c.  S.  54, 1. 
*♦  S.  diese  Zeitschrift  41.  Jahrg.  S.  64. 


Digitized  by 


Google 


Von  Prof.  Bebz.  125 

p"«  QiGOsd'  +  {q  —  piCosd)[cos(9>  +  g)')  +  kiQ^8Ui(jp  +  9')]; 

die  Gleichimgen  8)  stellen  also  eine  Gruppe  von  Transformationen  dar 
und  zwar  eine  eingliedrige,  da  nur  ein  wesentlicher  Parameter  i  vor- 
handen ist,  eine  sogenannte  ,, eingliedrige  Untergruppe'^ 

Da  t  und  t'  vertauscht  werden  können,  so  folgt,  dass  zwei 
Transformationen  der  Gruppe  8)  mit  einander  vertauscht  werden  können, 
sobald  Iqj  A^,  jl,  ihre  Werte  nicht  ändern.  Ist  letzteres  jedoch  nicht 
der  Fall,  so  lässt  sich  aus  Gleichung  9)  die  Gruppeneigenschaft  der 
Transformation  8)  nicht  ablesen.  Hierzu  eignet  sich  aber  in  ganz  vor- 
züglicher Weise  die  Quatemionenform*  der  Eulerschen  Transformation: 

10)  ti'-iti«, 

"^^^  u^Jcix-hy  +  iz, 

w'=  hix^—  1cy*+  »V, 
q  =  d  +  kia  —  kb  +  ic. 
Denn  lässt  man  auf  10)  die  Transformation: 

folgen,  so  kommt: 

11)  «"-^'Y«««' 

Setzen  wir  hierin  g^'=  5",  woraus  -?  —  =  -77  folgt,  so  lässt  sich 
11)  auch  schreiben: 

12)  «"=^«2", 

welche  Gleichung  eine  Transformation  derselben  Art  wie  10)  darstellt. 
Die  Transfonnationen  10)  bilden  also  eine  Gruppe.  Zwei  aufeinander 
folgende  Transformationen  sind  aber  nicht  mit  einander  vertauschbar, 
da  im  allgemeinen  g'$  nicht  gleich  g^'  ist.  Die  Parametergleichung 
5"—  q<l  stellt  ebenfalls  eine  Gruppe  dar  und  lehrt**  aus  den  Para- 
metern der  beiden  zusammensetzenden  Transformationen  die  Parameter 
der  resultierenden  Transformation  zu  finden. 

Dieselben  Resultate  erhält  man,  wenn  man  die  allgemeinen  Theoreme 
der  Lieschen  Transformationstheorie***  auf  den  vorliegenden  Fall  an- 
wendet    Es  genügen  zu  4i6sem  Zwecke  folgende  Sätze: 

1.  Zu    jeder   rgliedrigen   Gruppe    gehören   r   von   einander   un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen  (S.  67). 

2.  Enthält  eine  rgliedrige  Gruppe  der  Veränderlichen  x^x^. , ,  x„ 
die  r  infinitesimalen  Transformationen: 


*  S.  diese  Zeitschrift,  41.  Jahrg.  S.  78. 
••  L  c.  S.  79. 


S.  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.  ^.^.^.^^^  byGoOQle 
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13)  9!tf-^itt,{x,...x,)-l^.*        h  =  l,2...r 

1 

SO  bestellen  zwischen  diesen  infinitesimalen  Transformationen 
Beziehungen  yon  der  Form: 

r 

14)  q>kig>Yf)  -  <PYi9kf)  =2'  ^*y*  ^*f' 

1 
wodie  CkYM  numerische  Konstante  bedeuten  (S.  150). 

3.  Das  Bestehen  dieser  Beziehungen  ist  notwendig  und  hin- 
reichend^ damit  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
eine  rgliedrige  Gruppe  erzeugen  (S.  158). 

4.  Die  endlichen  Transformationen  einer  rgliedrigen  Gruppe 
9^1;  9s  •  •  •  7r  sind  dann  und  nur  dann  mit  einander  vertausch- 
bar,  wenn  alle  Ausdrücke 

15)  {9i^k)  -  ^>i{^k)  -  q>k{!P^ 
verschwinden  (S.  260). 

Um  diese  Kriterien  auf  die  vorliegende  Frage  anwenden  zu  können, 
hat  man  zunächst  zu  untersuchen,  wie  viel  unabhängige  Parameter 
die  Transformation  8)  besitzt.  Es  scheint  auf  den  ersten  Blick,  als 
ob  deren  vier  vorhanden  wären,  nämlich  Aq,  A^,  k^  und  t  Doch  be- 
merkt man  leicht,  dass  t  sofort  in  Wegfall  kommt,  sobald  man: 


'^o" 


16) 


einführt.     Es  geht  dann  beispielsweise  die  erste  Gleichung  in  8)   in 
die  folgende  über: 

,       /,  7   1  —  cos  H      ,    BinH\ 

Dasselbe  Resultat  hätte  man  auch  erzielt,  wenn  man  in  den 
Formeln  8)  ^  =  1  gesetzt  hätte.  Die  identische  Transformation  tritt 
ein  für  ?o  =  ^i  *="  ^2  "=  0,  wodurch  auch  1?  =  0  wird.  Die  Trans- 
formation 16)  ist  eine  sogenannte  kanonische  Form  der  endlichen 
Transformation,  welche  nur  wesentliche  Parameter  enthält.  Für  die 
kanonische  Form  der  endlichen  Transformation  hat  Lie  die  allgemeine 
Form  aufgestellt: 

17)  x/^x,+^kX,i,i+^^q>,{iy,)+^^^ 

1  ky 

i  =  l,2...n. 

*  ixi{oc^  —  Xn)  sind  gegebene  Funktionen  von  x^^  x^  . ,  .Xn.  ^<-^  j 
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Sie  ergiebt  sich  aus  der  Formel  7): 

Xi^  Xi  +  tq>Xi  +  jTg  ^^Xi  H 

dadurch^  dass  man  /  «  1 

1 
setzt.    In  unserem  Falle  ^  wo  n  ==  r  =  3  ist,  würden  wir  bei   der  ein- 
mal gewählten  Bezeichnung: 

18*)  (pf--  lo^of+  h9if+  h9^U 

9oT-  fco  g^^  -h  ^iYx~  ■*"  ^^  '-      ^2  ^  ""  ^1  d'^' 

^1^"  5ioä^  +  Su^  +  &2  a^  =-  -  ^«  -^  +  ^oa^' 

9%f-  &0  a^  +  t2iä^  +  &s^  =     ^i^  -  ^Oä^' 
erhalten.     Die  gyi  haben  also  folgende  Werte: 

boo  ^      ^y     Soi  ^      ^;     Cw  "^      ^i> 

Setzt  man  nun  in  18)  die  Werte  von  <p^fj  q>^f,  ip^f  ein,  so  kommt: 

+  C^oSoS  +  ^1  bis  +  ^Sb22)  "ä^ 

folglich:  * 


9^^»=  ^oSot+  ^iSu+  ^2S2<=^,ifc^*£tt 

0 

e  oben  7*: 

2 


Es  ist  also  wie  oben  7*: 

2 


Femer: 

q>^Xi^  (Ao9>o+  h^i  +  A2y2)(Ao£o»+  Ai5i<+  A2S20> 

worin   der   erste   eingeklammerte  Ausdruck   als  Operations-  nicht   als 
Multiplikationszeichen  au&ufassen  ist.     Die  Ausführung  ergiebt: 

q>^Xi^  V9^oSo/+  KKV^^i-^  K^tVoi^i 
also  insbesondere:  ^  j 
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wie  oben  7*.     Aus  der  kanonischen  Form  16)  erhält  man  die  Eulei 
sehe,  wenn  man: 


H^       *»'     H 


Vi» 


H *»' 


H=fp 


setzt.  Um  nun  zu  beweisen,  dass  die  Transformationen  8)  eine  dre 
gliedrige  Qruppe  bilden,  haben  wir  aus  den  drei  infinitesimalen  Tram 
formationen:  .  8f  df 

.  Bf  df 

die  drei  ElammerausdrOcke  (^oT*]);  (V'iT'a)»  (9's9'o)  ^^  bildeiL'    Es  isl 
(^oVi)  =  tPoiVi)  —  9'i(9'o)i 


ViCv'o) 


df 


also 


Die  drei  numerischen  Koeffizienten  Ckyt  haben  hier  die  Werte: 


»'OlO 


=  0,     Con=Oj 


^01»  "~  ^• 


Ebenso  findet  man: 


^110  "^  1?       ^121  "^  ^f       ^122  "=  ^; 

(9'29>o)  =  9i} 
^200  ^  ^;      *^01  ^  ^;      ^02  "^  ^* 

Da  nun  die  Ausdrücke  {(pi(pk)  nach  der  Formel  14)  gebildet  sine 
jedoch  nicht  verschwinden ^  so  folgt,  dass  die  Gleichungen  8)  eine  drei 
gliedrige  Gruppe  darstellen,  deren  Transformationen  nicht  mit  ein 
ander  vertauschbar  sind. 

II.  Um  die  zweite  Integrationsmethode  in  Anwendung  bringen  zi 
können,  haben  wir  gemäss  den  infinitesimalen  Transformationen  ö)  da 
simultane  System: 


1) 


dx' 


da;,' 


da;,' 


dt 


ZU   bilden   und   mit   der   Bedingung   zu   integrieren,    dass   für   ^  =  0 


•Ci  ' —  X* 


^ 


werde.  Wir  suchen  zwei  Integrale,  welche  t  nicht  enthalten.  Dies< 
beiden  Integrale  sind  zugleich  Lösungen  der  partiellen  Differential 
gleichung: 
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2)  (1,*/-  X,x;)  1^  +  (;^,-^'_  x,x,^ ^  +  (XX-  Kxl) -IL  =  0; 

die  zwei  gesuchten,  von  t  freien  Integrale^  zugleich  Invarianten  der 
Transformation^  sind: 

3)  <*+ir/«+ai'*=c, 

4)  AoO^o'  +  AjO?/  +  A,a:,'«  c^, 

wo  c  und  (^'  Eonstante  bedeuten.  Aus  3)  und  4)  ergeben  sieb  durch 
Differentiation: 

3*)  x^dx^+  x/dx^'+  x^dx^^  0, 

4*)  Aoda?o'+  lidxl  +  l^dx^  =  0 

und  hieraus 

dx^i  dx^:  dx^'^  h^i  —  K^'  K^%  —  ^i ^o'=  K^q  —  K^iy 
der  Gleichung  1)  entsprechend.     Setzt  man  femer  der  Reihe  nach: 

5)  x^^+x^^+x^^^f 
und 

6)  h^^-k-K^^+^x^^-f, 
so  dass  im  ersten  Falle: 

^^^x'      J^-2a:'      SLr^9x' 
im  zweiten 

ist^  so  verschwindet  in  beiden  Fällen  durch  Einsetzung  der  vor- 
stehenden Werte  die  Gleichung  2)  identisch.  Aus  den  Gleichungen  3) 
und  4)  bestimmt  man  nun  zunächst: 

und  

wo  M  den  Wert  hat: 

Jlf  -  (c  -  aro'Oai*  +  ^*)  -  ('ä  -  ^0^«')*- 
Hieraus  findet  man: 

7)  X^-  A,ai'«- yjtf  =  )/[c»(V+ V)-Ci»- AV+2c,Aoa;o'] 

gesetzt  wird. 

Zufolge  der  äleichimg  2): 

—^ -dt 


X,  a*!  —  Äj  Ä, 
hat  man  nun:  ,    ^ 

^ ^  elf 

mit  der  Bedingung  zu  integrieren,   dass  für  <  =  0,  Xq  =  Xq,  x^^x^j 
x^'^x,  werde.     Setzen  wir  zur  Abkürzung:  o,,.edbvGoOgle 
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so  geht  sie  in  die  einfachere: 
8) 


hdx' 


Ym'-(h'a:„'-eM' 
über,  woraus  man  durch  Quadratur  erhält: 


=  dt 


9) 


-r  arc  sin 


ÄVzfiio.  ^t  +  c', 


wo  c'  eine  weitere  Konstante  bedeutet.    Aus  Gleichung  9)  folgt  weite 

10)  H^Xq  —  ClX^^=  msinhit  +  cf) 

und  daher: 

11) 


Vm^-  (7*V-  CiAo)^=  mcosÄ(^  +  c'). 


Nun  ist  aber  wegen  2)  und  8): 
h 


^^'-h^i 


Tf 


13) 


also  V-'-(Ä-V-cX.). 

12)  mcosÄ(^  +  cf)=-  h{X^x^—  l^x^). 

Für  1^  =  0  findet  sich  aus  10)  und  12): 

m  sin  h  d  =  l?x^  —  c^  A^, 
m  cosÄc'  =  ^(AgXi  —  AjXj), 

Die  Entwickelung  des  Ausdruckes  8inÄ(^  +  c')  ergiebt: 

Ii^Xq  —  CiAo=  msinÄ^cosÄe/H-  mcosÄ^sinÄc', 

folglich  mit  Berücksichtigung  von  13): 

h^xj—  Ci^Q^  h^X^^i^  k^X2)Qinht  +  Qi^Xq—  CiAq)cosä^, 
woraus: 

Ji^Xq  =  h^XQ  cos  ht  +  Ci  Ao(l  —  cosÄ^j  +  h{X^Xj^  —  k^x^)  sinht 

folgt.     Setzt  man  hierin  fQr  c^  seinen  Wert  aus  4),  so  erhält  man: 

h^XQ==h^XQCOsht  +  kQ{XQXQ+  kiXi+  X^X2)(1—  cosht)  +  h{X^x^—  l^x^)sini 
=  Xo[Ao*(l— cosÄi^)  +  Ä^cosÄi^]  +  x^[kQli(l—  cosht)  +  hk^sinht] 
+  ^2[Xo^iO-~  ^osht)  —  ÄA^sinÄ^], 
woraus  sich  ohne  Mühe  die  erste  Gleichung  in  8): 

-o'=^o(l-(V+  V)^^^^)  +-.  (Vx^^=^  +  A,^ 

/.   j    1  —  coaht        .     sinÄt 


wieder  ableiten  lässt. 


Ä« 
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in.  um  das  System  der  DifiEerentialgleichuDgen: 


dt 


1) 


—  AjiCj  —  ÄjiKj, 


1  litt 


nach  der  d'Alembertschen  Methode  zu  integrieren^  hat  man  zu  setzen: 

2)  «0^0'+  «1«/+  «2^'-=-  ^J 

o\  du*  t 

3)  -5^  =  e«' 

worin  «o*  ^n  ^7  P  noch  näher  zu  bestimmende  Eonstante  sind.     Inte- 
griert man   die  Gleichung  2)  und  bestimmt  die  Integrationskonstante 

wird,  so  erhalt  man: 

4)  m'=  t«^o^' ^  Ki^o  +  «1^1  +  (h^)^*' 

Aus  2)  und  3)  ergiebt  sich: 

^^  '^0^+  «1-^+  «^2^  =  P(«0^0+  «1^1  +  ^2^), 

welche  durch  Einsetzung  der  Werte  von  ^>   ^y  -^  aus  1)  in 
I  «o(^^i  -  K^)  +  ai(^^'-  ^2Ä^o')  +  «2(^1^-  ^0^1') 

übergeht.    Wegen  der  Unabhängigkeit   der  Variablen  x'  zerfällt  diese 
(ileichung  in  die  drei  anderen: 

6)  —-^2^0+  P  «1  +  K«%  =  0, 

l         ^lÄo—  ^0«l+  P   «2=0; 

welche  nur  daim  nebeneinander  bestehen  können,  wenn  die  Determinante 
P  ^     -^1 

^1     -Ao         9 
gleich  Null  ist.     Die  Gleichung 

hat  drei  Wurzeln,  pj  =0,  (>2  =  **;  P2  =  —  ^'^  "^^^J  ®s  ist: 

8)  «0 :  «1 :  a,  «  pA^  +  k^X^ :  A,  A,  -  pAßi  p*+  A^«. 
Nun  ist  nach  4): 

9)  «'=  («oV+  «1^/+  «2^2')  =  («0^0+  «1^1  +  0^2^2)0^'- 
Setzt  man  hierin  för  x^y  x^,  x^  ihre  Werte: 

x^=  0^20^0  +  <^ii^x  +  «22^ 
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10) 


und  berücksichtigt^  dass  die  x  von  einander  unabhängig  sind,  so  c 
hält  man: 

«00^00+  «1»10+  «2»<0=  ^O^^f 

Da  nun  q  drei  verschiedene  Werte  hat,  so  haben  wir  im  ganz 
neun  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  9  Koeffizienten  a,-A.  Man  finc 
z.B.  Of^y  a^Qy  a^Q  aus  der  ersten  Gleichung  in  10)  mit  Beachtung  d 
Gleichungen  4),  wodurch  sie  in: 

Übergeht,  wenn  man  für  q  nacheinander  0,  ih^  —  ih  einsetzt: 
^o(«oo  —  1)  +  ^iaio+  ^2«2o==  0» 

(-  ihk,  +  AoA,)(aoo-  e^^^O  +  i^^+i^^o>io+  (-Ä*+ V)«io  = 
Nach  Beseitigung  der  im^inären  Ausdrücke  findet  man  die  di 
reellen  Gleichungen: 

AoA,aoo+  AjAga^o-  (ä*-  V)««o=  AoA,cosä^  -  ÄA^sinÄ^, 
^^1^00 —  ^^^Qa^Q^  /^AjCOsAt  +  AoAgSinA^. 
Die  Auflösung  dieser  drei  Gleichungen  ergiebt: 

7.^     I      1    2  1— COBÄ* 

aoo=  cosÄ^  +  Ao* ^5 — ; 

-    1  — coBÄ*         -      sinÄt 

übereinstimmend  mit   den  in  I.  und  IL  gefundenen  BrCsultaten.     A 
dieselbe  Weise  findet  man  aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung 
10  die  richtigen  Werte  von  a^^,  a^,  a,i;  a^,,  a^^,  a^. 


(FortsetzoBg  folgt.) 
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Theoretisohe  und  experimentelle  Untersuchungen 

über  die  Kreiselbewegungen  der  rotierenden  Lang- 

gesohosse  während  ihres  Fluges. 

Von 

Prof.  Dr.  Carl  Cranz 

in  Stuttgart. 


A.  Einleitting. 

Die  Ton  Magnus*  auf  Grund  der  Ereiseltheorie  aufgestellte  und 
durch  zahlreiche  Versuche  unterstützte  Erklärung  für  die  nicht  un- 
beträchtliche regelmässige  Rechts-  bezw.  Linksabweichung  von  Lang- 
geschossen, die  aus  Gewehren  oder  Geschützen  mit  rechts-  bezw.  links- 
gewundenen Zügen  verfeuert  werden,  ist  nahezu**  allgemein  angenommen. 
Darüber  jedoch,  nach  welchen  Gesetzen  die  mitunter  mit  dem 
blossen  Auge  wahrzunehmenden  Kreiselbewegungen  der  Ge- 
schossaxe  vor  sich  gehen,  welcher  Art  diese  Bewegungen 
sind,  welche  Wirkungen  sie  zur  Folge  haben,  herrscht  eine 
grosse  Meinungsverschiedenheit. 

a)  Magnus  selbst,  sowie  später  Kummer***  —  Letzterer  aus 
Anlass  seiner  grundlegenden  Untersuchungen  über  die  Komponenten 
des  Luftwiderstands  und  die  Lage  des  AngriiSTspunkts  auf  der  Geschoss- 

•  Magnus,  „Über  die  Abweichung  der  Geschosse".  Abh.  d.  Berl.  Akad.  1862 
u.  Pogg.  Annal.LXXXVin,  1;  auch  bes.  ersch.,  Verlag  von  Dümmler,  Berlin  1860. 
Die  Erklärung  von  Magnus  ist  kurz  die  folgende:  Da  das  Langgeschoss  rasch 
rotiert  und  die  Resultante  der  Luftwiderstände  bei  der  üblichen  Form  der  Ge- 
»chosse  nicht  im  Schwerpunkt,  sondern  vor  demselben  auf  der  Aze  angreift,  so 
st  Anlass  zu  einer  Präzessionsbewegung  der  Aze  um  den  Schwerpunkt  gegeben; 
die  Aze  beschreibt  einen  Kegel  um  die  Richtung  des  Luftwiderstandes  herum; 
also  hebt  sich  anfangs  die  Geschossspitze  und  wendet  sich  nach  rechts.  Folglich 
wirkt  der  Luftwiderstand  mehr  gegen  die  linke  Seite  des  Geschosses,  wie  gegen 
ein  schiefgehaltenes  Brett  oder  ein  Segel  und  drückt  das  Geschoss  aus  der  an- 
fänglichen Schussebener  nach  rechts  heraus. 

**  Betreffs  abweichender  Meinungsäusserungen  vergl  :  a)  Hilken  und 
Z  wenger,  „Die  Erziehung  der  Einjährig-Freiwilligen".  Verlag  von  Liebel  1894,  S.79, 
Nr.  3.  —  b)  A.  Dähne,  „Neue  Theorie  der  Flugbahnen  von  Langgeschossen". 
Berlin  1888  bei  Eisenschmidt.  —  c)J.  Altmann,  österr.  Artill.- Lieutenant,  „Er- 
klärung und  Berechnung  der  Seitenabweichung  rotierender  Geschosse".  Wien  1897 
bei  Seidel.    Darüber  siehe  weiter  unten. 

*♦»  Abh.  d.BerL  Akad.  Mai  1876;  Nachtrag  1876. 
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axe  — ,  sprechen  die  Vermutung  aus,  selbst  bei  grossen  Flugzeit 
gehe  die  Präzessionsbewegung  der  Geschossaxe  so  langsam  vor  si 
dass  höchstens  eine  halbe  Pendelung  möglich  sei,  dass  also  die  ( 
schossspitze  nur  Zeit  habe,  sich  zu  heben,  rechts  zu  wenden  und  et 
noch  zu  senken,  bevor  das  Geschoss  am  Boden  aufechlagL  E 
grosse  Zahl  militärischer  Schriftsteller  äusserten  sich  in  ähnlicher  Wei 
In  einer  neueren  und  besonders  viel  benützten  „Waffenlehre"*  fin 
sich  die  Bemerkung:  „.  . .  die  Geschwindigkeit  dieser  kegelförmig 
Pendelung  ist  so  gering,  dass  die  Geschossaxe  auch  bei  d 
grössten  Schussweiten  bezw.  Flugzeiten  keine  volle  U 
drehung,  sondern  in  der  Regel  nur  eine  Schwingung  v 
weniger  als  90  bis  höchstens  180  Grad  macht.  Die  Geschc 
spitze  bleibt  stets  auf  der  rechten  Seite  der  Schussebene  i 
durchläuft  bei  grossen  Schussweiten  oder  kleinen  Erhöhungen  eine  o< 
mehrere  Kurven  cykloidischer  Art  um  die  Berührende  der  Flugba 
bei  kleinen  Schussweiten  oder  grossen  Erhöhungen  dagegen  nur  eii 
Bruchteil  einer  Cykloide.  (Anmerkung:  „Die  Vorgänge,  Ursachen  u 
Wirkungen  der  kegelförmigen  Geschosspendelung  sind  so  verwick 
und  überdies  grossenteils  noch  so  wenig  aufgeklärt,  dass  hier  i 
diese  allgemeine  Andeutung  derselben  gegeben  werden  kann, 
ist  zu  hoffen,  dass  die  photographischen  Augenblicks -Aufhahn: 
fliegender  Geschosse  und  der  Luftbewegungen  in  ihrer  nächsten  ü 
gebung  —  Mach,  Salcher,  Boys  — ,  sowie  die  Herstellung  v 
Lichtbildern  in  der  inneren  Höhlung  fliegender  Geschosse  —  Neesen 
zur  Klärung  der  noch  ungelösten  Fragen  wesentlich  beitragen  w 
den.).  .  ."  Diese  Angaben  sind  in  Übereinstimmung  mit  den  1 
sultaten  analytischer  Berechnungen,  wie  sie  u.  a.  von  zwei  hervorrag 
den  Ballistikem,  Oberst  Ritter  von  Wuich**  und  Hauptms 
Haupt***  ausgeführt  wurden,  von  Wuich  erhält  als  Resultat:  „] 
Rechts -(Links-)  Rotation  und  Luftwiderstandsmittelpunkt  vor  (hint 
dem  Schwerpunkt,  bezw.  Rechts -(Links-)  Rotation  und  Luftwiderstan 
mittelpunkt  hinter  (vor)  dem  Schwerpunkt  befindet  sich  die  Geschc 
spitze  stets  rechts  (bezw.  links)  von  der  durch  die  Bahntangente 
legten  Vertikalebene.'^ 

Stellt   nämlich  (Fig.  1)  S   den  Schwerpunkt  des  Geschosses  i 
die  Ebene  durch  S  und  TqT^T^.,^  die  Vertikalebene  dar,  welche 
festgedachtem  Schwerpunkt  S  durch  die  aufeinander  folgenden  Flugba 

♦  R.Wille,  General Z.D.,  „Waffenlehre",  Berlin  1896 bei Eisenecliinidt, S.  1 
**  N.  V.  Wuich,   „Lehrbuch  der  äusseren  Ballistik",  Wien  1886  bei  Seid« 
S.  360  flg.;  bes.  vergl.  S.  413. 

•*•  P.  Haupt,  Hauptmann  ä  1.  s.  des  Generalstabs  d.  deutschen  Armee,  „Mat 
matische  Theorie  der  Flugbahnen  gezogener  Geschosse  ",  Berlin  1876,  Vossische  Bu 
handlung,  vergl.  besonders  S.  97.  Über  die  weitere  Litteratur  des  Gegenstan 
vergl.  Cranz,  „Kompendium  der  theoretischen  äusseren  Ballistik",  Leipzig  1 
bei  B.  G.  Teubner,  S.  466  bis  458. 
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Tangenten  STq,  ST^,..  gelegt  ist,  so  sind  die  aufeinander  folgenden 
Lagen  der  Oeschosslängsaxe  durch  ST^^  SÄ^,  SA^,  SÄ^ . . .  repräsentiert, 
so  dass  die  Geschossspitze  die  Raumkurre  T^AiÄ^A^...  beschreibt; 
oder,  was  dasselbe  ist,  denkt  man  sich  (Fig.  2)  eine  Zeichnungsebene 
senkrecht  zur  Tangente  8T  der  Flugbahn  gelegt  und  die  Bahn  der 
Geschossspitze  auf  diese  im  Raum  veränderliche  Zeichnungsebene  pro- 
jiziert, so  beschreibt  bei  Rechtsrotation  die  Spitze  (für  einen  Beobachter, 
der  dem  Geschoss  folgen  würde)  die  Kurve  1234...;  der  Beobachter 
würde  somit  die  Geschossspitze  in  Spirallinien  sich  immer  weiter  von 
der  Vertikalebene  durch  die  Tangente  entfernen  sehen. 

Zu    einem    etwas    andern    Ergebnis    wird    Haupt   geführt,     der 
dasselbe  wie  folgt  zusammenfasst:    „Die  Geschossspitze,  welche  zuerst 


Flg  1. 


Fig.  2. 


in  der  Tangente  der  Flugbahn  lag,  weicht,  nachdem  letztere  an- 
gefangen hat  sich  zu  senken,  nach  rechts  aus  und  beschreibt,  immer 
rechts  bleibend,  eine  oder  mehrere  Kurven  von  cykloidischer  Form 
um  dieselbe,  bei  geringen  Entfernungen  aber  oder  hohen  Elevationen 
der  Mörser  nur  einen  Bruchteil  einer  solchen  Kurve.  Am  Ende  einer 
jeden  Cykloide  treffen  Geschossspitze  und  Tangente  der  Flugbahn  wieder 
zusammen.  Je  grösser  die  Geschwindigkeit  der  Hauptaxe  ist,  desto 
schneller  durchläuft  sie  natürlich  diese  Cykloiden  und  desto  geringer 
ist  ihr  mittlerer  Ausschlag.  Abgesehen  von  dieser  Bewegung  in  grossen 
cykloidenformigen  Bogen  vibriert  die  Geschossspitze  in  fast  unendlich 
kleinen  Cykloiden  auf  und  nieder."  Durch  die  Figur  3,  welche  dem 
Hauptschen  Werke  mit  geringen  Abänderungen  entnommen  ist,  wird 
das  Ergebnis  weiterhin  erläutert;  XOZ  ist  eine  vertikale  Zeichnungs- 
ebene, senkrecht  zu  der  Vertikalebene  durch  die  Anfangstangente  der 
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Fig.  8. 


Flugbahn  gelegt;  OX  nach  rechts,  OZ  nach  oben  gerichtet;  der  Be- 
obachter ist  hinter  dem  Geschütz  zu  denken;  yon  der  Vorwärtsbewegung 
des  Oeschossschwerpunkts  ist  abstrahiert.  Die  Tangente  neigt  sich 
mehr  und  mehr^  zugleich  weicht  der  Geschossschwerpunkt  nach  der 
rechten  Seite  ab;  beides  ist  durch  die  Kurve  ZT^T^T^,..  angedeutet; 
die  Linie  ZS^T^S^S^T^  etc.  stellt  dann  die  Bahn  der  Geschossspitze 
dar.  In  den  Punkten  T^  und  T^  etc.  fallen  Tangente  und  Geschossaxe 
zusammen. 

Sind  die  vorstehend  geschilderten  Anschauungen  richtig,  findet 
die   Geschossspitze  niemals  Zeit,    einen   vollen   Umlauf  zu   vollenden 

(Magnus,  Kummer)  oder  bleibt 
die  Geschossspitze  überhaupt  stets 
auf  der  rechten  Seite  der  Plugbahn- 
vertikalebene  (Mayevski,  Haupt, 
V.  Wuich),  so  versteht  man  leicht 
die  Thatsache,  dass  später  nicht 
wieder  Linksabweichung  ein- 
tritt. 

Berechnet  man  aber  anderseits 
mit  dem  bekannten  Ausdruck  der 
Kreiseltheorie,  der  in  anderer  Form 
auch  von  jenen  BaUistikem  gegeben 
wird,  die  Periode  einer  Geschosspendel- 
ung,  so  findet  man,  dass  in  vielen 
Fällen,  z.B.  denen  der  schweren  und 
der  leichten  Feldkanone,  auf  dieselbe 
Flugbahn  zahlreiche  Pendelungen 
kommen  müssen. 

Auch  mit  den  vorhandenen 
Beobachtungen  scheinen  jene  An- 
schauungen keineswegs  übereinzu- 
stimmen: 

b)  Von  veröffentlichten  Beobachtungen  über  Geschosspendelungen 
liegen  jetzt  mehrere  vor. 

Schon  aus  dem  Jahre  1861  führt  Rutzkj"^  folgendes  an:  „...Bei 
den  Schiessversuchen  hat  es  sich  ferner  noch  gezeigt,  dass  die  als 
Brandgeschosse  hergerichteten  und  der  Form  nach  den  andern  ganz 
gleichen  Spitzgeschosse  mit  der  Spitze  während  des  Flugs  eine  desto 
grössere  Spirale  beschrieben,  je  naher  sie  dem  Ende  der  Flugbahn 
kommen,  was  durch  den  Feuerstrahl,  welcher  aus  den  gegen  die  Spitze 
befindlichen  Öfl&iungen  hervorbrach,  und  durch  den  dadurch  verursachten 
Rauch  deutlich  zu  sehen  war^^ 


•  Rutzky,  „Bewegung  und  Abweichung  der  Spitzgeschosse",  1861,  S.  10. 
Eine  ähnliche  Bemerkung  siehe  z.  B.  bei  Hentsch,  Ballistik  der  Handfeuerwaffen, 
1873,8.25. 
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An  der  Granate  des  21  cm -Mörsers  sind  die  vollen  Pendelungen 
sicherlich  öfters  mit  dem  blossen  oder  dem  bewaffneten  Auge  gesehen 
worden. 

Die  einzige  exakte  Bestimmung  der  konischen  Geschosspendelung, 
die  bisher  mit  Erfolg  durchgeführt  worden  ist  —  durch  Professor 
Dr.  Neesen*  an  der  Artillerieschule  in  Berlin  -  Charlottenburg  — , 
deutet  ebenfalls  auf  mehrere  volle  konische  Pendelungen  während 
desselben  Flugs  hin.  Danach  besteht  der  Weg  der  Geschossspitze 
bezüglich  des  Schwerpunktes  im  allgemeinen  darin,  dass  anfangs  die 
Spitze  sich  hebt,  dann  rechts  und  abwärts  wendet,  später  wieder  sich 
links  wendet  und  hebt  etc.  Es  wäre  nur  zu  wünschen,  dass  diese 
Versuche  fortgesetzt  und  die  Kaliber,  Geschosslängen,  Anfangs- 
geschwindigkeiten variiert  würden. 

In  neuester  Zeit  hat  Hauptmann  Heydenreich**  ein  umfang- 
reiches und  wertvolles  Beobachtungsmaterial  über  den  Einfluss  der 
Geschossrotation  (ohne  mathematische  Theorie)  gegeben.  Speziell 
über  die  Geschosspendelungen  sagt  er  hierbei  u.  a.  folgendes: 

S.  95:  „Die  Spitze  des  Geschosses  weicht  zunächst  nach  derjenigen 
Seite  ab,  nach  welcher  die  Drehung  um  die  Längsaxe  erfolgt,  also  bei 
Rechtsdrall  nach  rechts,  bei  Linksdrall  nach  links.  In  der  beständigen 
Fortsetzung  dieses  Vorgangs  beschreibt  sie  schliesslich  eine  schrauben- 
förmige Linie  um  die  Flugbahn  des  Schwerpunkts  herum.  Diese 
schraubenförmigen  Drehungen,  welche  noch  von  einer  Reihe  von  Neben- 
schwingungen der  Geschossaxe  begleitet  sind,  nennt  man  konische 
Pendelungen  des  Geschosses.  Nach  Schluss  einer  jeden  Pendelung 
kehrt  dabei  die  Geschossspitze  in  eine  Lage  oberhalb  der  Flugrichtung  « 
des  Schwerpunkts  zurück.  Diese  Pendelungen  beginnen  in  der  Regel 
klein  und  rasch  und  werden  schliesslich  grösser  und  langsamer.  Unter 
sonst  gleichen  Verhältnissen  sind  sie  um  so  stärker,  je  grössier  die 
Geschwindigkeit  des  Geschosses  und  die  Entfernung  des  Schwerpunkts 
von  der  Angriffsrichtung  des  vereinigten  Luftwiderstandes  ist;  um  so 
kleiner,  je  grösser  der  Drall  des  Geschützes  ist"...;  grössere  Pendel- 
ungen ergeben  geringere  Trefffähigkeit."  S.  98  (Anmerkung)  wird  ein 
Versuch  mit  4  bis  5  Kaliber  langen  Geschossen  z.  B.  aus  einer  Kanone 
mit  500m  Anfangsgeschwindigkeit  beschrieben:  „...Die  Pendelungen 
waren  überaus  stark   und   schnell,   etwa  4  bis  5  in  der  Sekunde;   das 


*  Neesen,  „Photographische  Aufzeichnung  und  Theorie  der  Geschosspendel- 
ung", Archiv  für  die  Artillerie-  und  Ingenieur  -  Offiziere  1889,  S.68;  1892,  S.476 
und  1894.  Diese  höchst  sinnreiche  Methode  besteht  darin,  dass  in  dem  Geachoss 
selbst  eine  photographische  Platte  angebracht  ist,  auf  welcher  durch  eine  Öffnung 
im  Geschossmantel  hindurch  das  Sonnenlicht  zeichnet. 

**  Heydenreich,  Hauptmann  a  1.  s.  d.kgl.sächs.  I.Feld -Art  Heg.  12,  kommand. 
uls  Mitglied  zur  Artillerie  -  Prüfungskommission  „  Die  Lehre  vom  Schuss  und 
Schusstafeln ",  auf  dienstliche  Veranlassung  bearbeitet.  I.  und  U.  Berlin  1898. 
Verlag  von  E.  S.  Mittler  &  Sohn.  ^  j 

ZeiUchrift  f.  Mathemmtik  u.  Physik.  45.  Jahrg.   1898.  3  lieft.  f^itized  by  VjOOglC 


138  Theoret.  u.  experim.  Untersuch,  üb.  d.  Kreiselbeweg,  d.  rotier.  Langgeschosse  et< 

Geschoss  glich  von  hinten  gesehen  einer  rasch  sich  drehenden  Scheih 
von  wechselndem  Durchmesser.  Ein  Geschoss  überschlug  sich  soga 
etwa  1000  m  vor  der  Mündung . .  /'  S.  104  und  105  wird  sodann  b( 
schrieben,  wie  „die''  Pendelungen  das  Geschoss  aus  der  Schusseben 
seitlich  ablenken.  „Die  Ablenkungs werte  nehmen  im  allgemeine 
mit  einer  Verlängerung  des  Geschosses  ab  und  mit  einer  Verstärkun 
des  Dralls  zu." 

Hier  scheinen  ebenfalls  Widersprüche  vorzuliegen: 

Die  Pendelungen  sollen  um  die  Flugbahn  herum  erfolgen,  gehe 
dabei  unter  Umständen  sehr  schnell  vor  sich,  so  dass  das  Geschos 
wie  eine  Scheibe  erscheinen  kann.  Wie  sind  dann  Seitenabweichunge 
des  ganzen  Geschosses  etwa  nur  nach  rechts  möglich? 

Femer,  die  Pendelungen  sind  „um  so  stärker,  je  grösser  die  G< 
seh  windigkeit;  um  so  kleiner,  je  grösser  der  Drall  ist";  anderseil 
sind  die  Abweichungen  „um  so  grösser,  je  stärker  der  Drall"  (un 
je  grösser  die  Geschwindigkeit)  ist.  Man  müsste  also  schliessen:  j 
kleiner  die  Pendelungen  sind,  um  so  grösser  sind  die  Abweichungen 
Also  je  kleiner  die  Ursache,  um  so  grösser  die  Wirkung?  Wi 
können  dann  die  Pendelungen  die  Abweichungen  verursachen? 

Mit  den  folgenden  Versuchen  und  Berechnungen  hoffe  ich  dies 
Widersprüche  als  nur  scheinbar  entwirrt  und  gezeigt  zu  haben,  das 
und  wie  die  erwähnten  verschiedenartigen  Anschauunge 
unter  sich  und  mit  der  Theorie  in  Einklang  gebracht  werde 
können. 

Die  Lösung  der  Widersprüche  liegt  darin,  dass  bisher  mannig 
«fach  verschiedene  Wirkungen  derselbenUrsache  zugeschriebe 
wurden.* 

Man  hat  zweierlei  Arten  von  Geschosspendelungen  z 
unterscheiden,  welche  beide  ganz  verschiedenen  Gesetzen  untei 
worfen  sind  und  zwei  verschiedene  Gruppen  von  Wirkunge 
zur  Folge  haben;  die  Präzessionsbewegungen  und  die  Nutationi 
bewegungen. 

B.  Versuche. 

1.  Zunächst  lag  mir  daran,  die  Geschosspendelungen,  welche  h 
Ai*tilleriegeschossen  nur  selten  und  nur  unter  bestimmten  Umstände 
genau,  bei  Infanteriegeschossen  wohl  niemals  beobachtet  wurden,  fi 
das  blosse  Auge  wahrnehmbar   zu  machen.     Ich  versuchte  dies  vo 

*  z.B.  die  (zweifellos  richtigen)  Hey  denr  eich  sehen  Beobachtungsergebnis; 
sind  folgendermassen  richtig  zu  deuten:  Die  auf  S.  95  erwähnten  Pendelunge 
welche  die  Treflfiihigkeit  beeinflussen,  sind  nicht  identisch  mit  den  S.  104  e 
wähnten,  welche  die  Seitenabweichung  bewirken.  Die  von  S.  95  können,  wei 
man  will,  als  „Nebenschwingungen"  von  denjenigen  S.  104  angesehen  werde 
schwerlich  aber  kommen  zu  denen  S.  95  weitere  Nebenschwingungen  hinzu.  Di 
jenigen  von  S.  95  erfolgen  meistens  nicht  um  die  Tangente  herum,  vielmehr  di< 
jenigen  von  S.  104. 
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Fig.  4. 


erst  durch  Verlängerung  des  11  mm  Geschosses,  welches  dem  früheren 
deutschen  Infanteriegewehr  M./71  zugehörte;  es  lassen  sich  ja  be- 
kanntlich bei  günstiger  Abend-  oder  Morgenbeleuchtung  selbst  die 
Infanteriegeschosse  in  ihrem  ganzen  Flug  mitunter  mit  dem  blossen 
Auge  verfolgen.  Da  bei  dem  normalen  Geschoss  die  Pendelungen 
mutmasslich  sehr  schnell  vor  sich  gehen,  so  suchte  ich  die  Pendelungen 
zu  verlangsamen;  es  wurden  kräftige  Messingstäbe  von  6  mm  Kaliber 
und  von  3,  5,  7  bis  21  cm  Länge  in  die  Bleigeschosse  eingelötet 
(Fig.  4)  und  diese  verlängerten  Geschosse  verfeuert.  Trotzdem,  dass 
drei  Beobachter*  von  verschiedenen  Standpunkten  aus  aufinerksam  den 
Flug  der  Geschosse  verfolgten,  war  nur  wenig  von  denselben  zu  sehen; 
die  Gesichtswinkel  wurden  in  zu  kurzer  Zeit  ungünstig  klein.  Dagegen 
vermochte  ich  von  einer  Verdeckung  aus,  über  welche  die  Geschosse 
wegflogen,  sehr  deutlich  die  Pendelungen  mit  dem  Gehör  wahr- 
zunehmen; dieselben  hörten  sich  etwa  wie  scharfe  kräftige  Flügel- 
schläge eines  vorüberfliegenden  Vogels  an.  Je  länger  die 
Geschosse  gewählt  wurden,  um  so  langsamer  erfolgten  die 
regelmässigen  Stösse,  deren  Anzahl  pro  Sekunde  mit  der 
Uhr  geschätzt  werden  konnte  und  besser  mit  der  aus  der 
Theorie  sich  ergebenden  Formel  für  die  Periode  T^  der 
Nutationsbewegungen,  als  mit  derjenigen  für  die  Periode  T 
der  Präzessionsbewegungen  übereinstimmte.  (Obgleich  die 
Züge  des  Infanteriegewehres  M./71  rechtsgewunden  sind, 
zeigte  sich  dabei  starke  Linksabweichung;  es  lässt  sich 
dieser  Umstand  leicht  damit  erklären,  dass  der  Angriffs- 
punkt der  Luftwiderstandsresultanten  wegen  der  besonderen 
Form  dieser  verlängerten  Geschosse  hinter  dem  Schwer- 
punkt S  in  L  liegen  musste.) 

War  nun  bei  diesen  Pendelungen,  die  gehört  wurden, 
der  Sinn  linksläufig,  so  handelte  es  sich  der  Ereiseltheorie  gemäss  um 
Präzessionsbewegungen,  also  um  diejenigen  konischen  Pendelungen, 
welche  den  bekannten  langsamen  Bewegungen  des  Kreisels,  sowie  dem 
sehr  langsamen  Umlauf  der  Erdaxe  um  die  Normale  zur  Ekliptik  in  rund 
26000  Jahren  entsprechen;  war  dagegen  der  Sinn  rechtsläufig,  so 
waren  es  ohne  Zweifel  Nutationsbewegungen;  und  da  bezüglich  aller 
Geschosspendelungen,  über  deren  Beobachtung  ich  Zahlenangaben  er- 
halten konnte,  insbesondere  auch  bezüglich  der  Neesenschen  Versuche 
die  Rechnung  zeigte,  dass  die  beobachtete  Anzahl  von  Pendelungen 
pro  Sekunde  weit  besser  der  Formel  für  Ti  als  der  für  T  entspricht,  so 
lag  die  Vermutung  nahe,  dass  dies  bei  kleinen  Geschwindigkeiten  all- 
gemein zutreffe,  dass  diejenigen  Geschosspendelungen,  welche 
sich  der  Beobachtung  durch  das  Auge  zunächst  darbieten  und 


ö 


*  Den  Herren  Prof  Lacbenmaier  und  Dr.  Vogt  bin   ich   für  ibre  Mithilfe  bei 
diesen  Verguchen  (Nr.  1  u.  2)  zu  Dank  verpflichtet. 
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welche  auch  Herr  Neesen  beobachtet  hat,  meist  Nutations 
bewegungen,  nicht  Präzessionsbewegungen  sind.  Es  war  deshaJ 
von  Wert,  die  Pendelungen  wirklich  zu  sehen. 

2.  Es  wurde  bei  Nacht  geschossen;  die  erwähnten  verlängerte 
Geschosse  des  Infanteriegewehrs  M./71  waren  an  ihrem  vorderen  Em 
mit  einem  Feuerwerkskörper  (Schwärmer),  oder  aber  —  dem  Ra 
schlag  eines  Bekannten  zufolge  —  mit  einem  Drahtnetzchen  versehe 
das  ein  Stück  Phosphor  enthielt;  die  Schwärmer  wurden  entzünd 
und  sodann  die  Geschosse  abgefeuert,  der  Phosphor  entzündete  sie 
beim  Flug  von  selbst.  Die  Pendelungen  traten  zwar  deutlich  hervo 
und  es  sind  beide  Methoden  für  die  Gewinnung  erster  allgemeine 
Anhaltspunkte  bei  der  Beurteilung  von  Geschosspendelungen  oder  fi 
die  Demonstration  einer  Flugbahn  zu  empfehlen;  allein,  da  nur  d 
Geschossspitze  sichtbar  war,  so  lag  keine  Gewissheit  darüber  vor,  c 
und  wann  das  Geschoss  sich  nach  hinten  überschlagen  habe.  A\ 
diesem  Grunde  kehrte  ich  zur  Beobachtung  bei  Tage  zurück. 

3.  Auf  Grund  der  Formel  für  T^  konstruierte  ich  ein  kleines  g( 
zogenes  Mörsermodell  der  Art,  dass  bei  einer  Anfangsgeschwindij 
keit  Vq  der  Translationsbewegung  von  20  bis  30  m/sec  1  bis  2  Pende 
ungen  pro  Sek.  wahrnehmbar  sein  mussten,  falls  sich  überhaupt  Pende 
ungen  zeigten.  Länge  des  Mörsers  30  cm;  äusserer  Durchmesser  5  cb 
die  Drall -Länge  musste  sehr  klein  gewählt  werden  —  7  cm  —  ui 
genügende  Rotationsgeschwindigkeit  r  um  die  Längsaxe  des  Geschoss< 
zu  erzielen,  dagegen  die  Geschosslänge  sehr  bedeutend,  damit  das  Ve 
hältnis  A:  C  genügend  gross  war  (C  Trägheitsmoment  um  die  Läns^ 
axe,  A  dasselbe  um  eine  Senkrechte  zur  Axe  durch  den  Schwerpunkt 
das  Geschoss,  das  stets  wieder  von  neuem  benutzt  wurde,  bestand  i 
seinem  hinteren  Teil  aus  der  zum  Muttergewinde  des  Laufs  gehörige 
Schraubenspindel  und  war  vorn  „ogival"  zugespitzt;  es  wurden  ve 
schiedene  Geschosslängen  verwendet,  bis  zu  17  Kalibern  (Näheres  siel 
Beispiele  w.  u.).     Die  Ladung  bestand  aus  Schiessbaum  wolle, 

2 ;   ^  .  • .   bis  2  g. 

Die  Züge  waren  links  gewunden. 

Schon  die  ersten  Schüsse  ergaben,  dass  die  Geschosspendelunge 
wegen  der  kleinen  Translationsgeschwindigkeit  aufs  deutlichste  m 
dem  Auge  wahrnehmbar  und  zu  verfolgen  und  ihre  Zahl  pro  Se 
mit  Hilfe  eines  mit  Hemmungsvorrichtung  versehenen    Chronometer 

der  noch  -  Sek.  anzeigte,  leicht  annähernd  zu  bestimmen  war;  die  Ze 

einer  vollen  Pendelung  änderte  sich  nämlich  im  Verlauf  derselben  Fluj 
bahn  nicht  wahrnehmbar,  wegen  der  kleinen  Schussweite  von  höchstei 
50  m  und  der  kleinen  Anfangsgeschwindigkeit. 

Mit  diesem  Mörsermodell  wurden  ca.  100  Schiessversuche  au 
geführt  und  Beobachtungen  angestellt,  die  zum  Teil  im  Folgenden  au 
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geführt  sind;  jede  einzelne  Nummer  ist  ein  Beweis  dafür,  dass  die- 
jenigen Geschosspendelungen,  welche  bei  grossem  Drall- 
winkel und  kleiner  Anfangsgeschwindigkeit  zunächst  in  die 
Erscheinung  treten,  nichts  anderes  sind  als  die  Nutationen. 
Da  naturgemäss  ohne  weitere  Hilfsmittel  an  dem  fliegenden  Ge- 
schoss  keine  exakten  absoluten  Messungen  ausgeführt  werden  können, 

Fig.  6. 


-    //*<  ^x;'/i>  -" 


so  stellte  ich,  stets  paarweise,  Vergleichsversuche  an  auf  Grund 
der  Formeln  (s.  w.  u.)  für  die  Periode  T  und  Amplitude  Ä  der  Prä- 
lessionsbe  wegungen : 

wo  /■=  .  -^-  und  für  die  Periode  T^  und  Amplitude  A^^  der  Nu- 
tationsbewegungen : 


'"•^^  II)    A^Vf+{^,^^)\ 


III)     Z=-._1'L!^__  ;    IV)    A. 


1-%  . 
Cr  _M  ' 
A       Cr 


Fig.  6. 


Hier  ist  M  das  Luft  Widerstandsmoment  bezüglich  des  Schwerpunkts 
-^  W'^/^i,  wo  hl  den  Abstand  zwischen  Schwerpunkt  und  Angriffs- 
punkt L  der  Luftwiderstandsresultanten  auf  der  Geschossaxe  darstellt, 
'-'r  die  horizontale  Geschwindigkeit  des  Schwerpunkts,  Sq  ein  seitiieher      t 

igi  ize     y  ^ 
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Anfangsstoss,  der  auf  die  Axe  an  der  Mündung  ausgeübt  wird,  ^q  — 
der  Winkel  zwischen  der  Anfangsrichtung  der  Flugbahntangente  ur 
deren  Richtung  zur  Zeit  t. 

Es  wurden  verschiedene  Versuchsanordnungen  getroffen,  bei  denc 
die  Grössen  Ä^CjV  etc.  verändert  wurden;  solche  Versuchspaare  wurd< 
bevorzugt,  welche  bei  derselben  Änderung  einer  Grösse  entgegengesetz 
Änderung  von  T  und  T^  bezw.  von  A  und  J.^  geben  und  damit  eii 
Entscheidung  über  die  Frage  „Nutation  oder  Präzession?"  herbeiführe 
mussten. 

a)  Schüsse  unter  Abgangswinkel  45®;  •  Anfangsgeschwindigk^ 
Vq  =  21  m.  Die  Geschossbahn  wurde  sowohl  von  hinten  als  von  d 
Seite  betrachtet.  Es  zeigte  sich,  dass  die  Geschossaxe  durchschnittli( 
sich  selbst  parallel  weiterging,  nur  gegen  das  Ende  der  Flugbahn  si( 
die  Axe  mehr  nach  dem  Horizont  zuneigte.  Hierbei  beschrieb  um  d( 
Schwerpunkt  als  Spitze  die  Geschossaxe  Doppelkegel  im  Sim 
des  Dralls,  also  linksläufig;  die  Geschossspitze  bewegte  sich  in  zah 
reichen  kreisähnlichen  Bogen  (in  der  Fig.  6  angedeutet).  D 
Amplituden  dieser  Bogen  zur  selben  Zeit  wechselten  von  Schuss  : 
Schuss  nicht  wenig,  zwischen  ca.  5®  und  30®;  im  Verlauf  derselb< 
Flugbahn  nahm  stets  die  Amplitude  der  Pendelungen  zu.  Die  Geschos 
spitze  blieb  bei  diesen  Pendelungen  durchweg  über  der  Flugbah 
tangente;  stets  schlug  deshalb  das  Geschoss  zuerst  mit  dem  hinten 
Ende  auf  dem  Boden  auf;  einmal  blieb  das  Geschoss  sogar  in  dies 
Lage  im  Boden  stecken,  die  Geschossspitze  schief  nach  oben  gerichb 

Die  Dauer  einer  Präzessionspendelung  ist  berechnet  T=22Sel 
die  Dauer  einer  Nutationspendelung  berechnet  Ti  =  0,65  Sek.,  beo 
achtete  Dauer  0,5  bis  0,75  Sek.  Es  handelt  sich  somit  um  Nutatione 
die  sehr  langsame  Präzession  äusserte  sich  offenbar  nur  darin,  da 
die  Mittellage  der  Geschossaxe  im  Verlauf  des  Flugs  sich  etwas,  u 
ca.  15^,  nach  dem  Horizont  zu  neigte,  die  Spitze  des  Geschosses  sii 
senkte. 

Bei  Schüssen  unter  anderen  Abgangswinkeln  dieselbe  sekundlicl 
Zahl  von  Pendelungen. 

b)  Auch  bei  Schuss  vertikal  aufwärts,  wo  zur  Präzessior 
bewegimg  kein  Anlass  gegeben  war,  blieb  die  Zahl  und  Amplitude  d 
Nutationen  dieselbe. 

c)  Schüsse  mit  zwei  gleich  schweren,  aber  verschied« 
langen  Geschossen  gleicher  Anfangsgeschwindigkeit  (Ansatz  an  de 
Geschoss  einerseits  von  Eisen,  anderseits  von  Holz,  gleichen  Kaliber 
Die  Verlängerung  des  Geschosses  erzeugt  nach  Formel  I  grösseres 
in  ilf ,  also  kleineres  T;  nach  III,  wo  im  Nenner  das  erste  Glied  sei 
überwiegt,  wird  durch  die  Verlängerung  kleineres  C:A,  also  grösseres  '. 
erzeugt.    Die  Beobachtung  ergab  beim  kürzeren  Geschoss  die  Pendelung 

periode   -  Sek.,  beim  längeren  y  Sek.,  entsprechend  Formel  HI. 
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d)  Der  Geschossschwerpunkt  wurde  variiert.  Erster  Schuss 
mit  Schwerpunkt  in  der  Geschossmitte  (ebenda  eine  yerschiebbare  Blei- 
masse);  an  der  Geschossspitze  eine  kleine  Korkscheibe  ^  damit  sicher 
der  Luftwiderstand  an  der  Spitze  angreift;  zweiter  Schuss^  Bleimasse 
und  Eorkscheibe  vertauscht.  Dadurch  war  beide  mal  \  nahezu  gleich 
gross,  aber  von  entgegengesetztem  Vorzeichen;  ferner  das  zweite  Mal  A 
grösser  als  das  erste  Mal,  die  andern  Grössen  unverändert.  Waren 
also  die  Pendelungen  Präzessionen,  so  musste  nach  I  deren  sekundliche 
Zahl  unverändert  bleiben,  aber  der  ümlaufssinn  wurde  umgekehrt; 
waren  es  dagegen  Nutationen,  so  blieb  der  Sinn  unverändert,  dagegen 
wurde  die  Umlaufszeit  grösser. 

Beobachtet  wurde  das  letztere. 

e)  Trägheitsmoment    C    variiert.       An    der    Geschossspitze 
wurden   der  Reihe  nach   drei  gleich  schwere  Korkscheiben  von  immer 
grösserem    Durchmesser    senkrecht    angebracht    und   je    mit    gleicher 
Ladung  unter  45^  geschossen;  in  I)  wächst  dann  sowohl  C  als  M  pro- 
portional dem  Quadrat  des  Radius,  also  bleibt  T  konstant;  in  III)  wird 
C  grösser,   also  T^  successiv  kleiner;   beobachtet  wurde   letzteres;   die 
Pendelungen  erfolgten  immer  schneller,  waren  p.^  ^ 
bei   der   breitesten  Scheibe  von  6  cm  Durch- 
messer kaum  mehr   zu  zählen.     Dasselbe  bei 
vertikalem  Schuss. 

f)  Nur  M  variiert.  Um  einen  be- 
sonders überzeugenden  Vergleichsversuch  zu 
erzielen,  bei  welchem  die  Formeln  I)  und  II) 
entgegengesetzte  Resultate  liefern  mussten  und 
nur  eine  einzige  Grösse,  der  Luftwiderstand 
in  3fy  sich  ändert,  wurden  an  der  Spitze  des 
Geschosses  senkrecht  zur  Axe  zugleich  zwei  Metallscheiben  von  der 
Form  der  Figur  7  aufgesteckt.  Erstens  wurde  die  eine  so  gestellt,  dass 
bei  beiden  Scheiben  die  Flügel  B  übereinanderstanden,  und  geschossen; 
das  zweite  Mal  die  eine  so  gedreht,  dass  die  Flügel  B  der  einen  über 
den  Ausschnitten  Ä  der  andern  standen,  folglich  die  volle  Scheibe 
sich  dem  Luftwiderstand  entgegensetzte.  Nach  1)  wurde  im  zweiten 
Fall  der  Nenner  M  gegenüber  dem  ersten  Fall  vergrössert  (im  Ver- 
hältnis 3 : 2),  also  T  im  selben  Verhältnis  verkleinert.  Nach  III)  wurde 
der  Nenner  ein  wenig  verkleinert,  T^  vergrössert.  Thatslichlich  zeigte 
sich  das  letztere  (15  Pendelungen  in  5  Sek.,  gegen  vorher  17).  Das- 
selbe bei  schiefem  und  vertikalem  Schuss. 

1     ^ 

g)  Es  wurde  der  Reihe  nach  mit  ^^  ^^    ••  2  g  Ladung  geschossen 

(schief  und  vertikal),  die  Zahl  der  Pendelungen  pro  Sekunde  nahm  zu, 
aber  auch  die  Amplitude;  nach  der  Formel  II)  für  Präzessionsbewegung 
würde  die  Amplitude  Ä  abnehmen,  nach  IV)  nimmt  A^^  mit  Sq  zu;  es 
fand  sich  bei  vertikalem  Schuss: 
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bei  —  g  Ladung,  Amplit.  i. höchst. Punkt  ca.5^  b.  Aufschi,  am  Boden  ca.  10^, 

OAO  OM 

J)  7}  V  ^^   )  J)  JJ  }?  ^^  J 

„  „  über  90®,  „         „    grosse  Ampi., 


?;     4  V  V  J)  Jf 

5 

;?     4 »  V  7)  ff 

„  2 ,,  „  Überschlagen  des  Geschosses  bald  nach  Verlassen  des  Laufs, 
Herabfallen  unter  vollen  Rotationen  um  den  Schwerpunkt  in  nahezu 
vertikaler  Ebene. 

h)  In  einem  hohen  Saal,  der  oben  eine  Öffnung  besitzt,  wurde 
vertikal  aufwärts  geschössen,  und  von  der  Öffnung  aus  die  Geschoss- 
bewegung, speziell  die  Bahnen  der  Geschossspitze,  während  der  ein- 
zelnen Pendelungen  von  oben  betrachtet.  Es  zeigten  sich  Kurven 
ähnlich  der  in  Figur  42  (siehe  Heft  4  d.  Zeitschr.). 


C.  Theorie. 

Eine  analytische  Theorie  der  Kreiselbewegungen  rotierender  Laug- 
geschosse hat  der  Verfasser  früher  (1.  c.  §  28)  unter  Voraussetzung  des 
quadratischen  Luftwiderstandsgesetzes  gegeben.  Dieselbe  soll  im  Folgen- 
den unter  weniger  beschränkenden  Annahmen  von  neuem  durchgeführt 
werden:  erstens  gilt  die  folgende  Theorie  für  jedes  beliebige  Luft- 
widerstandsgesetz,  zweitens  ist  angenommen,  dass  die  Geschossaxe 
im  Anfang  der  Flugbahn  einen  seitlichen  Stoss  erleide,  der  speziell 
auch  Null  sein  kann;  ferner,  dass  anfangs  die  Tangente  und  die  Ge- 
schossaxe nicht  zusammenfallen. 

Die  Bewegung  des  Geschosses  kann,  wie  bekannt,  zerlegt  gedacht 
werden  in  eine  Translationsbewegung  des  Schwerpunkts,  die  so 
vor  sich  geht,  wie  wenn  im  Schwerpunkt  alle  äusseren  Kräfte,  parallel 
versetzt,  angreifen  würden,  und  in  eine  Drehung  des  Geschosses  um 
den  Schwerpunkt,  wobei  diese  Drehung  in  derselben  Weise  erfolgt, 
wie  wenn  der  Schwerpunkt  im  Räume  relativ  fest  wäre.  Beide  Be- 
wegungen sind  von  einander  abhängig,  worin  der  Grund  für  die 
Kompliziertheit  des  Problems  und  für  die  Unmöglichkeit  liegt,  das- 
selbe in  aller  Strenge  zu  lösen.  Diese  gegenseitige  Abhängig- 
keit leuchtet  auch  ohne  Rechnung  sofort  ein:  Je  grösser  die  Schwank- 
ungen bezüglich  der  Bahntangente  sind,  welche  die  Geschossaxe 
periodisch  um  den  Schwerpunkt  vollführt,  um  so  grösser  werden  die 
Unterschiede  des  Luftwiderstands  gegenüber  dem  Geschoss,  welches 
mehr  seine  Langseite  diesem  Widerstände  darbietet,  um  so  mehr  also 
wird  die  Flugbahn  des  Schwerpunkts  abgeändert;  andererseits,  je 
grösser  die  Krümmung  der  Flugbahn  ist,  um  so  mehr  ändert  sich  der 
Winkel  zwischen  der  Richtung  der  Bahntangente  in  einem  beliebigen 
Punkt  und  zwischen  der  Richtung  der  Anfangstangente,  um  so  grösser 
also  werden  die  Amplituden  bei  den  Kreiselbewegungen  der  Geschoss- 
axe sein  müssen. 
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Diese  wechselseitige  Abhängigkeit  der  beiden  Bewegungen  nötigt 
dazu,  ein  passendes  Näherungsverfahren  einzuschlagen;  lässt  doch  schon 
die  (für  die  Praxis  wichtigste)  Aufgabe ,  welche  gewöhnlich  als  das 
„ballistische  Problem"  im  engeren  Sinne  bezeichnet  wird,  diejenige 
nämlich,  bei  welcher  von  der  Rotation  des  Geschosses  um  den  Schwer- 
punkt abstraliiert  und  das  Geschoss  als  Massenpunkt  betrachtet  wird, 
bekanntermassen  keine  strenge  Lösung  zu.  Das  im  Folgenden,  wie 
in  der  früheren  Arbeit,  angewendete  Verfahren  besteht  nun  darin,  dass 
die  Gleichungen  der  Translationsbewegung  zunächst  ohne  Rücksicht 
auf  die  Rotationsbewegung  näherungsweise  gelöst,  sodann  die  be- 
treffenden Ausdrücke  in  die  Gleichungen  der  Rotationsbewegung  ein- 
gesetzt und  diese  integriert  werden.  Die  so  gewonnenen  Integrale 
werden  dann  —  falls  dazu  fortgeschritten  werden  soll,  die  Geschoss- 
abweichungen infolge  der  Rotationsbewegungen  zu  berechnen  —  rück- 
wärts wieder  dazu  verwendet,  die  Gleichungen  der  Translationsbeweg- 
ung nachträglich  mit  gewissen  Korrektionsgliedern  zu  versehen.  Es 
ist  dies  ein  Verfahren,  wie  es  in  ähnlicher  Weise  bei  Störungsrechnungen 
der  Astronomie  Anwendung  findet. 

Durch  die  Mitte  0  der  Geschütz-  oder  Gewehrmündung  seien 
drei  feste  Eoordinatenaxen  Ox,  Oy^  O0  gelegt;  die  Axe  Ox  horizontal 
und  positiv  in  der  Schussrichtung;  Oy  ebenfalls  horizontal  und  positiv 
nach  links  (die  Ausdrücke  rechts,  links,  oben,  unten  durchweg  bezüg- 
lich des  Schützen  gebraucht);  die  ;?-Axe  vertikal,  positiv  nach  oben. 
Der  Geschossschwerpunkt  S  habe  nach  t  Sekunden,  vom  Verlassen  der 
Mündung  an  gerechnet,  die  Koordinaten  xyz'^  durch  S  denke  man  sich 
drei  Axen  Sx^  Sy,  8z  parallel  und  gleichsinnig  mit  Ox,  Oy,  Oz  ge- 
legt, sowie  drei  andere  Axen  Sx^^  Sy^^  Sz^,  welch  letztere  mit  dem 
Geschoss  fest  verbunden  sind  und  Hauptträgheitsaxen  vorstellen  (die 
Figur  8  ist  gezeichnet  für  einen  Beobachter,  welcher  von  der  linken 
Seite  der  Flugbahn  aus  nach  dem  Geschoss  sieht,  also  geht  für  diesen 
Sx  nach  links,  Sy  nach  vorn,  Sz  nach  oben).  Die  Axe  Sz^  sei  die 
Längsaxe  des  Geschosses,  das  als  Kreiscylinder  mit  aufgesetzter  Spitze 
zu  denken  ist;  ihre  Neigung  gegen  die  Horizontalebene  Sx,  Sy  möge 
d-  sein;  positiv,  falls  die  Geschossaxe  sich  oberhalb  dieser  Ebene  xSy 

befindet,  negativ,  wenn  unterhalb,  somit  <X  zSz^  =  -r  —  d-.    Die  beiden 

anderen,  im  Geschoss  festen  Axen  Sx^^,  Sy^^  seien  auf  Sz^  senkrecht; 
die  Ebene  x^Sy^  schneide  die  Horizontalebene  xSy  nach  SA  und 
<Y.ySA  sei  mit  ^  bezeichnet,  ip  gezählt  von  der  -fj/-Axe  zur  -f  a;-Axe; 
endlich  sei  <)tÄSxi'=  q),  und  zwar  sei  der  positive  Drehurlgssinn  von 
q>  dadurch  festgelegt,  dass  bei  wachsendem  (p  einem  Beobachter,  der 
von  S  aus  in  der  Richtung  der  Geschossaxe  Sz^^  sieht,  das  Geschoss 
und  mit  ihm  die  Ebene  x^Sy^  rechtsläufig,  im  Sinn  der  Uhrzeiger- 
bewegung sich  dreht,  also  in  der  Weise,  wie  es  bei  den  deutschen  Ge- 
schützen mit  ihren  rechtsläufig  gewundenen  Zügen  der  Fall  ist.    Durch 
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die  Angabe  von  -ö*,  <p,  t/»  ist  in  jedem  Augenblick  die  Lage  des  G( 
Schosses  bezüglich  des  Schwerpunkts  S  festgelegt;  anfangs  liege  di 
Geschossaxe  in  der  Schussebene  xSz  und  sei  gegen  den  Horizont  ui 
den  wahren  Abgangswinkel  d-^  geneigt,  auch  falle  anfangs  Sx^  m 
SA  zusammen,  so  dass  für  ^  =  0:^  =  0,  g)«=0,  d-  ^  d'^. 

Pj  g,  r  seien  wie  üblich  die  Komponenten  der  variablen  Drei 
geschwindigkeit  um  die  beweglichen  Axen  Sx^^  Sy^,  S^^^]  dabei  jp  positi 
für   eine    Drehung  um   Sx^  von  Sy^^  nach  Sz^,  q  für   eine    Drehun 


um   5?/^  von   Sz^  nach  Sa^,  r   für   eine   Drehung   um   Sz^    von    jSj 
nach  Sy^. 

Weiterhin  sei  m  die  Geschossmasse;  X,  Y|  Z  die  Komponeuter 
summen  aller  auf  das  Geschoss  wirkenden  äusseren  Kräfte  mit  Am 
nähme  der  Schwerkraft  bezüglich  Sx,  Sy,  Sz\  Xj,  Fj,  Z^  dasselbe  b< 
züglich  der  beweglichen  Axen  Sx^,  Sy^,  Sz^  und  L,  My  -Wdie  entsprechende 
Momentensummen;  A,  By  C  die  Trägheitsmomente  um  Sx^j  Sy^j  Sz 
Dann  sind  die  Gleichungen  für  die  Translationsbewegung  des  Schwei 
punkts: 

d^y       ^  d*z       rj 


1) 


und  diejenigen  für  die  Rotation  um  den  Schwerpunkt  nach  Euler: 

Digitized  by  CjOOQIC 


Von  Prof.  Dr.  Cahl  Cbanz. 


147 


2) 
dabei  ist 

3) 


.dp 
dt 


(B-G)qr-hL,     B-^/ =  {C -Ä)rp  +  M, 


C 


dr 
dt 


(A-B).pq  +  N; 


p  =  —  COS  0"  •  sin  g) 


-cosg).-^-, 
q  =  —  cos  &  •  cos  9>  •  ,,;  +  sin  9>',ij^ 


dTp 
'dt' 


r  = 


dtp 
dt 


dt 
.    ^    djtf 


woraus  auch  folgt: 
d^ 
'dt 


3a)    cosd-'-^^  —  P'Binq)  —  qcos%  -^  =-  —  peosip  +  q&imp. 


dt 


y 


^i'  Vi 


i) 


Die    Kosinus    a^a^a^hih^b^c^^c^c^    der    Winkel 
zwischen   den    beweglichen   Axen    der    oc^y^si^  und 
den    festen   xyz   (vergl.  das   Schema)   hängen    mit 
den  Winkeln  g?,  il;,  d'  durch  die  Euler  sehen  Formeln      -^ 
zusammen: 

«1  =  —  sin  -ö-  •  cos  ^  •  sin  g)  +  sin  V'  •  cosqp 

&!  =  —  sin  ^  •  cos  ^  •  cosy  —  sin  ^  •  sin  (p 

Ci  =  cos  d-  •  cos  V 

«2  =  sin  0"  •  sin  V'  •  sin  q>  +  cos  ^  •  cos  (p 

h^  =^  sin  -ö-  •  sin  ^  cosy  —  cos  ^  •  sin  <p 

Cg  =  —  cos  d  •  sin  ^ 

aj  =  cos  ^  •  sin  (p 

63  «  cos  0"  •  cos  q> 

C3  =  sin  d; 

Die  Kräfte,  welche  auf  das  Geschoss  wirken,  sind  die  Schwer- 
kraft, der  normale  Luftwiderstand,  die  Luftreibung  oder  der  tangen- 
tielle  Widerstand  (Poisson scher  Effekt),  und  die  Wirkung  der  an 
dem  Geschoss  adhärierenden  Luft  gegenüber  der  Luft,  in  welcher  sich 
dasselbe  bewegt  (Magnus -Effekt).  Die  Schwerkraft  kommt  in  den 
Gleichungen  2)  nicht  Yor,  da  die  Resultante  der  Schwerkräfte  durch 
S  geht. 

Die  normalen  Luftwiderstände  gegen  die  einzelnen  Teile  der  Ge- 
schossoberfläche setzen  sich  zu  einer  Resultante  zusammen,  welche  in 
einem  variablen  Punkt  L  der  Geschossaxe,  SL  =  hi,  angreift;  diese 
Resultante  sei  in  ihre  Komponenten,  Wp  und  TiT,,  parallel  und  senk- 
recht zur  Geschossaxe  Sz^  zerlegt  gedacht;  der  Winkel  zwischen  Wg 
und  8x^  sei  ß.  Die  Grössen  Wp,  Ws  und  h^  yariieren  in  wenig  ein- 
facher Weise  mit  dem  Winkel  a  zwischen  Geschossaxe  Se^  und  Flug- 
bahntangente ST,  die  Tabellen  I,  II  und  IV  (siehe  Heft  4  dieser 
Zeitschr.)  geben  für  yerschiedene  Winkel  a  und  verschiedene  Geschoss- 
längen diese  Werte,  wie  sie  nach  den  Formeln  von  Kummer  berechnet     j 
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Fig.  9. 


+  «, 


sind.  Bezüglich  des  taugen tiellen  Luftwiderstandes  haben  Poisson  und 
Heim  für  Kugeln  rechnerisch  nachgewiesen,  dass  er  ein  nur  minimaler 
sein  könne;  die  oben  angeführten  Versuche  haben  weiterhin  bewiesen, 
dass  auch  für  die  jetzigen  Langgeschosse  die  Wirkung  der  Luft- 
reibung zum  mindesten  erheblich  kleiner  ist,  als  diejenige  des  normalen 
Widerstands;  es  ist  deshalb  im  folgenden  von  der  Wirkung  der  Luft- 
reibung abstrahiert;   es   könnte  dieselbe  auch  erst   dann  in  Rechnung 

gezogen  werden,  wenn 
Versuche  über  die  even- 
tuelle zeitliche  Abnahme 
der  Rotationsgeschwin- 
digkeit um  die  Längs- 
axe  vorlägen. 

Der  Effekt  von 
Magnus  endlich  kommt 
für  Langgeschosse  wohl 
nur  bezüglich  der  Trans- 
lationsbewegung und 
überhaupt  nur  dann  in 
Betracht,  wenn  die  Ge- 
schossaxe  gegen  die 
Bahntangente  beträcht- 
lich geneigt  ist.  So 
soll  im  Folgenden  — 
wie  dies  von  den  Bal- 
listikern, die  sich  bis- 
her rechnerisch  mit  den 
Geschosspendelungen 
befassten,  stets  ge- 
schehen ist  —  ausser 
der  Schwerkraft  nur  der  normale  Luftwiderstand  in  die  Rechnung  ein- 
bezogen werden.     Es  ist  danach: 

ferner  ist,  da  der  Angriffspunkt  x^y^z^  der  Luftwiderstandsresultante 
auf  der  Axe  Sz^  liegt: 

L  = -8^1  Fl -2/1^1=      z^Y^=     Ä^- TT,' sin/3 
5)  IZ  =  Xy^Z^  -  z^X^=  - z^X^--^  - \'  TT,- cosjS 

N=y,X,-x,Y,==0, 

Deshalb  und  wegen  A  =  B  giebt  die  dritte  Gleichung  2)    ,    =  0; 

die  Komponente  der  Rotationsgeschwindigkeit  um  die  Geschossaxe  ist 
also  konstant. 

Es    ist    nun    cos/3,  sin/J,   X,    Y,  Z  zu  bilden.     Die  Kosinus   der 
Winkel  zwischen  der  Bahntangente  und  den  festen  Axm  sindij 
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(lüc      dy       dz  ^ 

ds'     ds'     rf«' 
die  Ebene   durch   die  Tangente  ST  und  die  Geschossaxe  Sz^  soll  den 
Winkel  ß   mit   der  Sx^-Axe  bilden,   somit  erhält  man  aus  dem  recht- 
winkligen Dreikant  Sx„  ST,  SWs  (wo  SWs^Vs  durch  S): 

l  co8(ST^Sx^)  «  sin  a  •  cos/J 

!  d.r   ,        du  ,        dz 

f  cos(/Sr^/Sj/J  =  sin  a  •  sinjS 

\  7    dx  ,    -L  dy  ,   -,    dz 


Fig.  10. 


1^ 


oder 


6) 


a       l     dx    ,        dy    ,        dz\ 

"s  ^  -  («1  rf,  +  «.  rf,  +  «.  K;  :  S"> « 


sma 


a 

^ 

T 

a       \ 

% 

71          N 

m  l'ß  % 


ferner    ist    für   den  Winkel  a   zwischen 

S  T  und  Sz^ : 

-X  dx  ,       dy  ,       dx 

7)  cosa=-c,^j^+c,/^+c,^j^ 

und  endlicli  ist: 

X  =--  a^X^  +  6,  T^  +  c^-^f,,     Y  =-  OiX,+  6,  Y^  +  a,Z„ 

Z^a^X^  +  b^Y^  +  c^Z^. 

Damit  erhalten  die  sechs   Gleichungen  1)  und  2)  für  die  Trans- 
lation und  Rotation  die  folgende  Form: 


8) 


9) 


m- 


dt* 
d^y 


tti •  W,'  cos/3  +  h '  ^V,'  sin/3  +  c^ •  Wp 


m  •  ^^i  =  a^-  W,-  cos/3  +  ftg-  T^V  sin/3  +  Cg-  M, 


>w<7 


10) 


isina 


w-^^=  a3T^',cos/3  +  Jg-TVisin^  +  c^-Wp 
(dabei  der  Luftwiderstand  negativ  zu  rechnen). 

In   der  That  hängen,  wie  oben  bemerkt,  die  beiden  Bewegungen 
wechselseitig   yon    einander    ab,    denn    die   Gleichungen  9)    enthalten 
,  also  wegen  4)  die  Winkel  d;  ^;  und  die  Gleichungen  10)  ent- 
dy      dz 
ds '     ds 

Dem  angeführten  Plan  zufolge  werden  zunächst  die  Gleichungen  9) 
für  die  Translationsbewegung  des  Schwerpunkts  ohne  Rücksicht  auf 
die  Rotation  gelöst;  eine  solche  Lösung  ist  z.B.  in  dem  Siacci- 
Kruppschen  System  von  Gleichungen  gegeben: 
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^  =  rr  (tg  ^0+  X  i^O  -  x'(r..-  r,J,     tg(o=  tg#o-  X  (F,,  -  F^^ 

Hier  bedeutet  o  den  Horizontalneigungswinkel  der  Tangente  in  de 
Punkt  (xz),  der  nach  t  Sekunden  erreicht  ist;  die  Werte  X,F,T,  T  si: 

aus  Tabellen  zu   entnehmen;  x  =  üirV-?;   -P  Geschossgewicht   in   1 

R^TC  der  Querschnitt  des  Geschosses  in  qcm,  d  das  Gewicht  von  1  ci 
Luft,  X  ein  Faktor,  der  von  der  Spitzenform  abhängt  und  für  norms 
Kruppsche  Geschosse  =  1  ist.  Man  kann  auf  diese  Weise  für  irge 
eine  Zeit  t  die  Lage  {x,z)  des  Geschosses  berechnen;   y  ist  dabei  = 

Noch  einfacher  ist  es,  nach  der  graphischen  Methode  d 
Verfassers*  die  Flugbahn  zu  konstruieren;  es  lassen  sich  dann  die  2 
sammengehörigen  Zeiten  t,  Abscissen  x,  Ordinaten  j?,  Tangentenwinkel 
Bahngeschwindigkeiten  v  leicht  entnehmen. 

Es  sei  vorausgesetzt,  dass  dies  geschehen  sei,  dass  man  also  f 
eine  grössere  Anzahl   von  Flugbahnpunkten,  zunächst  ohne  Rücksic 

auf  die   Rotation,  die  Werte  t,  x,  z,  c»,  v,   also  auch  -jj  und  ^   kern 

während  vorerst  j/  =  0,  -Ji=0  genommen  wird. 

Ferner  soll  die  folgende  Berechnung  nur  Giltigkeit  haben,  wei 
die  Beobachtung  (an  Scheibendurchschlägen  etc.)  aufgezeigt  hat,  da 
die  Winkel  d"  und  ^  klein  sind,  und  zwar  sei  vorausgesetzt,  dass  d 
Winkel  d-  und  ^  so  klein  seien,  dass  die  Quadrate  gegenüber  der  Ei 
heit  vernachlässigt  werden  können,  dann  ist 

a^  =  —  O"  •  sin  r^  +  ^  cos  rt]     ft^  =  —  #  •  cos  rt  —  ^  sin  rt-^ 

c^  =  +  1 ;     Og  =  cos  rt,     b^=  —  sin  rt, 

Cg  ==  —  ^^     a^:=  sin  rt,     63  =  ^^^  ^^     c^=  +  ^] 

damit  werden  die  Gleichungen  6): 


cos  ß  = 
sin  ß  = 


ß  (—  d" '  sin  rt  +  ib  cos  rt)  +  ^,    •  cos  rt  +  ^  sin  rt 

ds  ^  ^  ^       ds  ds 

-T^  {—  ^'  cos  rt  —  V  sm  rt)  —  ^ ;  •  sm  ^^  +  j-  cos  rt 


:  sin 


:sin 


*  Zeitschrift   für  Mathematik   und   Physik,   Jahrgang  1897,    S.  197.     (S.  ^ 

14 
Z.  16  lies  15—0  statt  24'' 52'.    Femer  ist  hinzuzufügen,  dass  Hr.  A.  In  dra  gegenüb 

16 
Hr.  ökinghaus  die  Priorität  dafür  in  Anspruch  nimmt,  zuerst  die  Hyperb 
als  ballistische  Kurve  systematisch  behandelt  zu  haben.  In  der  That  h 
schon  1876  Hr.  Indra  das  betr.  Gleichungssystem  aufgestellt,  dasselbe  übrigens 
einer  weit  allgemeineren,  auf  synthetisch  -  geometrische  Betrachtungen  gegrü 
deten  Weise  abgeleitet :  Alois  Indra,  jetzt  Oberst  und  Präses  im  technisch« 
Militärkomitä  in  Wien ,  „  Graphische  Ballistik ,  synthetische  Behandlung  der  B 
wegung  im  materiell  erfüllten  Raum,  Anwendung  auf  die  Geschossbewegung 
Wien  1876 ,  bei  Seidel.  Seitdem  hat  Hr.  ökinghaus  die  Hyperbeltheorie  auf  zal 
reiche  Einzelprobleme  der  Ballistik  angewendet  und  erheblich  erweitert.) 
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Denkt   man  sich  hier   den  Zähler   und  Nenner  je   mit  der  Bahn- 
geschwindigkeit ^-=t?  multipliziert,  setzt  nach  dem  Ohigen  vorerst  ^  =  0, 

und  bezeichnet  ^^  =  ^  •  cos  m^  ^/  =  '^  *  sin  o,  wo  o  der  Horizontalneigungs- 
winkel der  Tangente  ist,  so  wird: 

cos^  «  [v  •  cos  o  (  — 0"  •  sin  r^  +  ^  cos  r()-\-V'  sin  o  •  sin  r{\\V'  sin  a, 
coso» 


oder: 
12) 


cos  /} 


•[—  O-'sinr^  +  ^  cosr<  +  sinr^tgcö] 


sin/J  «  -.—  •[—  O-cosr^  —  V'sinW  +  cosr^-tgo]. 


Hierbei  ist:  a^  r  -l.  -i 

dx        ,     dy    ]  o.    dz        \dx        ,    dy   f^    dz\ 

^o^'^-^-as-^-is-^-ds-ldt-'l'-Tt-^-Tty- 

oder  jetzt: 
13) 


ds 
dt' 


COS  a  =  cos  o  —  -d"  •  sin  0). 


Dass   es   in  der  That   gestattet   ist,   ^•'^,|  gegen  ^  zu  vemach- 

lüssigen,  ei^iebt  sich  aus  dem  Beispiel  der  schweren  Feldkanone;  för 
diese  ist  z.  6.: 


7 


nach 

!/  = 

z  = 

dx 
dt~ 

dy 

dt~ 

dz 
dt~ 

8CC 

m 

m 

m 

m/sec 

0 

0 

0 

0 

425 

0 

115 

1,26 

491 

0,25 

126 

358 

0,2 

80 

2,79 

1002 

1 

239 

316 

0,6 

64 

4,48 

1    1512 

1,5 

329 

287 

0,9 

44 

Da   n.  V.  1^1  <1,    leuchtet   die   Berechtigung    des    Gesagten   ein. 

Femer  ist  in  3)  und  3a);  coS'9*«=l;  sin-ö--  ,^  ist  klein  gegen  ,^;  ^*  "^7 
{s.u.)  und  ^  klein  sind. 

Mit  den  Ausdrücken  12)  werden,  unter  Berücksichtigung  Yon  5) 
die  Gleichungen  2)  resp.  10)  der  Rotation  des  Geschosses  um  den 
Schwerpunkt  nunmehr  die  folgenden: 

dp      A—C  M  /     o.  j.       ,      •      j   ,  ±  L      \ 

^^ -j-  •  r g  =  2"  •  (—  ^  •  cos  r^  —  ^  •  sm  r^  +  cos  rt  •  tgo) 

^  -f  -^  •  rp  «  —  -^-  •  (—  0"  •  sin  r^  +  ^  •  cos  ri  +  sin  rt  •  tgco), 


14) 
wobei; 


ilf  = 


W9'\'  COS m 


ist.    Dazu  kommen  die  Gleichungen 
dxlj 

15) 


dt 
d» 
l  dt 


^  —pamrt  —  q-  cos  rt 


—  p  •  cos  rt  +  q  sin  rt. 
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Die  Bewegung  des  Geschosses  denken  wir  uns  in  genügend  kleine 
Intervalle  zerlegt,  so  dass  bei  der  Berechnung  innerhalb  jedes  einzelnen 
Intervalls  ein  anderer  konstanter  Mittelwert  von  W,  -  \  cos  cd  :  sin  a 
angenommen  werden  kann;  die  Tabelle  III  resp.  IV  giebt  die  Werte 
von  W» :  sin  a  und  von  Ä^,  die  graphische  Darstellung  der  Translations- 
bewegung lieferte  in  jedem  Augenblick  o,  so  dass  der  Ausdruck  M  als 
gegeben  zu  betrachten  ist;  die  Tabelle  III  und  das  weiter  unten  durch- 
geführte Beispiel  zeigt,  dass  M  wenig  rasch  sich  ändert. 

Das  Gleichungssystem  14)  und  15)  lässt  sich  dann  nach  Poissons 
Vorgang  wie  folgt  integrieren.  Man  versucht,  für  ^>,  q,  d-,  f  Integrale 
in  der  Form  zu  finden: 

2^  =  fi'Oosrt  +  f^siurt  +  Pi,        ^^  f^cosrt  +  f^sinrt  +  d-^^ 
q  ^  f^' cos  rt  —  fj^' sin  rt  +  q^,         ^==  f^cosrt  —  f^siart  +  ^i, 

wobei  fififsfiPi^i^ii^i  8  Funktionen  der  Zeit  darstellen,  welche  noch 
zu  berechnen  sind.  Dies  geschieht,  indem  die  eben  angeschriebenen 
Werte  für  pq^^  in  14)  und  15)  eingesetzt  und  die  Koeffizienten 
von  cosr^  und  sinr^,  sowie  die  von  den  periodischen  Gliedern  freien 
Terme  beiderseits  einander  gleichgesetzt  werden.  Man  erhält  so 
8  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Funktionen  f^f^  etc.;  in  4  dieser 
Gleichungen  kommen  df^\dt  neben  /'g-r,  df^\dt  neben  /^-r,  df^^dt  neben 
f\'^)  (^fidt  neben  f^-r  vor;  vernachlässigt  man  diese  Ableitungen  der 
Funktionen  gegen  die  Produkte  dieser  Funktionen  mit  dem  meist 
gi'ossen  r  —  unter  dem  Vorbehalt,  dass  später  durch  die  Analogie  der 
Kreiseltheorie  etwaige  Korrektionen  in  den  entstehenden  Ausdrücken 
eintreten  sollen  — ,  so  lassen  sich  fif^f^f^  sofort  bestimmen;  für 
Pi^i^i'^i  bleiben  einfache  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche 
leicht  integriert  werden  können.     Damit  hat  man: 

/;  =  J/.  ^1  :Cr  Pi^  C sin  ft  +  D'  cos ß^ 

/;  =  M-  (^1  +  tg  o):  Cr  q^  =  C  cos  /3,  -  D'  sin  ß^ 

^8  =  -  (/i :  ^  -ö-i  =  —  ^'  sin  /3j  —  B*  cos  ß^ 

A  =  —  Pi-**  ^1  ■**  ^  cös  A  —  -^'  sin  /Jg, 

wobei:  ft_^-'^.W+«.( 

und  Ä,B^  Funktionen  von  t  sind,  nämlich: 

Ä=^A,-J^l'igiö'Cosß^^dt,    B^ ^ B,+f^y tg a> •  sin ß^- dt. 

A^B^C D^  sind  Integrationskonstanten,  die  sich  aus  dem  An- 
fangszustand ergeben;  über  die  Berechnungen  der  letzteren  Inte- 
grale siehe  w.  u. 
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Damit  erhält  man: 
P  =  7>-  I  cos/J,  [A^  - 1  -^— .  tg o.  cos ß^  .  di^ 

—  mißJB^+  I  -^'tgcD'^inß^'dtjl'Cosrt 
+  cos/Jjf^i  +  /  Y^-tgö-sin/Jgdn  +  tgcöisinr^ 


+  C'sinjJi  +  D'cosft, 
oder 

p  =  (7'sin/Ji  +  D'co8/Ji+  -^  --tgca-sinr^ 


16) 


+ -^{cos  Cr<  - ft)  (^1 -y -^  -  tgca  •  cos/J,  •  rf<) 
+  sin  (r  <  -  ft) .  (5,  + /-^  •*«"'•  «'^  ^«  •  '^O  j ' 


ebenso 

q  =  C'cos/J^  —  D'sin  ß^  +  -^  •  tgo  •  cos  rt 


17) 


+  -^-  {-  sinC»-'  -  A)(A-y -^tgo-  cos/Jjrf«) 
+  cos  (r<  -  ft)  •  (5,  +  A^  •  tg  «) .  sin ^g .  rf< j  [ . 


18) 


^  =  ^' .  cos(r<  -  /Ji)  +  V  •  sinC»"*  -  ft) 


+  sin/J,-  [A  —  f  "cT'  **5°'"  ''"^ '*»■  '^V 
+  cos  /3,   [^1  +  I  -Q-  •  tg  CO  •  sin/3,-  e?<^. 


C  D' 

>  =  -  ^  .  sin(r ^  -  ^J  +  _ .  cos(r^  -  /3,) 


19) 


+  cos^,.  (Äi  —  /  -^—  •  tgo)  •  cos/3i-  rfn 


Im  Anfang  der  Bewegung,  die  wir  von  der  Mündung  des 
Gewehrs  oder  Geschützes  abrechnen,  falle  zunächst  die  Geschossaxe 
in  die  Richtung  der  Anfangstangente,  so  dass  für  (^  =  0): 

ist.    Zugleich  aber  erhalte  die  Geschossaxe  einen   seitlichen  Stoss, 
der  ihr  die  Winkelgeschwindigkeiten  p^  und  q^  erteile; 

(;  =  0):p  =  Po,      2  =  Jo.  DigitizedbyGOOQle 
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20) 


1^' 
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Damit  wird: 

-»,=  ^^  +  B,  C'=  -rtg»,-rB, 

Ferner  sind  die  beiden  in  16)  bis  19)  vorkommenden  Integrale 
F-^  ^^'  I  M'tgG)'Cosß^dt    und   Fj-«  ^- •  /-M  tgo-sin/Jj-d^ 

zu  ermitteln. 

Es  sei  im  Folgenden  die  Abkürzung  MiCr^N  eingeführt  und  dai 
erinnert,  dass  wir  einen  Mittelwert  von  N  in  den  einzelnen  Intervallen  \ 
nahmen*,  in  ß^  und  /)^  wurden  die  Integrationskonstanten  so  bestimi 
dass  für  f  =-  0,  j9i  =-  0  und  /Jj  «=  0  ist,  weil  nur  im  Anfang  ^  =  0  u 
'9'  =  #Q  sein  soll;  also  muss  auch  in  den  beiden  Integralen  von  0  bi 
integriert  werden.  Es  lässt  sich  nun  wiederholt  die  teilweise  In 
gration  anwenden;  hierbei  treten  jedoch  immer  höhere  Potenzen  c 
Faktors  {g  •  Cr) :  {v  •  cos  co  •  M)  auf,  von  welchem  sich  später  zeig 
wird,  dass  er  von  der  Grössenordnung  von  ^  ist,  und  von  welche 
daher  die  höheren  Potenzen  nach  der  ersten  weggelassen  werden  (z. 
bei  der  Granate  der  deutschen  Feldkanone,  Schussweite  4500  m,  nim] 
dieser  Faktor  vom  Abgangspunkt  bis  zum  Auffallpunkt  zu  von  0,002 
bis  0,00304);  man  hat  damit: 

F=  /  iS^- tg CD- cos /3j-d^  =  /  tgo-cos/J2-d/Jg=  tgo-sin/^, 

H i-  •  -JT'  (cos  ß^  —  1): 

'  cos*«   (i(3,    ^       ^*         ^' 

nun  ist  dx  = dco,  eine  Gleichung,  die  für  jedes  Luftwiderstani 

gesetz  allgemein  giltig  ist  (vergl.  Kompendium  S.  81);  somit  ist: 

dtgö)      ,  1        d(o 1        da)    dx 1         g    dx  g 

dt  cos*©    dt        co8*a)  *  dx    dt  cos*©   v*     dt  Vs 

wenn  v,  die  Horizontalkomponente  ij-coscd  der  Bahugeschwindigk 
des  Schwerpunktes  darstellt;  somit  hat  man: 

1        dco  g     dß^  _        g-  Cr  ^ 

cos'©    dß^  Vx'  dt  Vx'M^ 

(in  4  Beispielen  der  Praxis  nahm  Cr:M  numerische  Werte  zwisch 
0,1  und  2  an,  während  Vj.  zwischen  180  und  400  lag).  Man  1 
danach  oder  nach  dem  Mittelwertsatz: 

21)  -F=sinft.tga)  +  /'-(l -cos/?^), 

wobei   f=(ß^Cr):(v^^]^r)   ist.  DigitizedbyGoOglC 
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Analog  ist: 

F^^  I  Nig  o  •  sin  jSj  •  d<  «=  /  tg  o  •  sin  ß^  dß^ 

t  t 

«  —  tg a>  •  I  cos /Sg  +  /  d(tg cd)  cos ft, 
oder  bei  demselben  Verfahren:  ^     * 

22)  -f\=  -  cosfttg  CO  +  ig0'-fsmß^. 

Diese  Werte  20),  21),  22)  sind  noch  in  den  Ausdrücken  16) 
bis  19)  zu  verwenden;  so  kennt  man  in  jedem  Moment  die  Lage  der 
momentanen  Drehaxe  xmd  diejenige  der  Geschossaxe.  Letzere  ist  für 
die  Ballistik  von  der  grösseren  Bedeutung;  daher  beschäftigen  wir 
uns  nur  mit  den  Ausdrücken  d'  und  tp  und  deren  geometrischer 
Deutung.     Es  wird: 

1^«  (^^+  JB^)  cos (rt  —  ßi)  +  4i-8in(r^  — /Jj)— J.iSin/}j—  B^cosß^ 
+  sin/Jj.[sin/Sjtgo  +  /'-(l  -  cosft)] 
—  cos  /Jj-  (tg  CO  —  tg  o  •  cos  /Jg  —  f'  sin  /?,) 

(  i'  =-  (^Q+  Bi)  sin  (rt  —  ß^)  -  Äi'  cos {rt  -  /J^)  +  ^^  cos /J^  —  B^  sin/J, 

—  cos/Jg[sin/J,-tgci)  +f'{l  —  cos/Jj] 

'  ~  sin /Jg- (tg CD  —  tg CD  •  cos /Jg  —  f'  sin  jjg), 

oder: 

23)  d  -  #r  +  ^n, 

wobei: 

»r  =  tgio  +  /"-sin/Jg  +  cos  ft.  (tg^o—  tg  cd) 
^.  -  {Po-  [sin /Sg  -  sin  (rt  -  ft)]  +  3o  [cos  j3g  -  cos  («-^  -  ßj]  ]:(r-N). 

24)  iji  -  *,  +  ^«, 
wobei: 

*r «  /*-  f'  cos  /Jg  +  sin  /Jg.  (tg  -^0  -  tg  cd) 

^'«  =  {?o'  [siii  A  -  sin  (r^  -  ft)]  -  /?o-  [cos  /Jg  -  cos  {rt  -  ft)]  ]:(r-N) 

mit  den  Abkürzungen: 

^       Ä-C      .   ,     M    .       a        M    . 


25) 


AT-  ^.     f^^''. 


Diese  Ausdrücke  23)  und  24)  lassen  eine  verhältnismässig  ein- 
fache geometrische  Deutung  zu. 

Wir  legen  durch  den  festgedachten  Schwerpunkt  S  des  Geschosses  eine 
horizontale  Aquatorebene,  femer  durch  Sund  die  Flugbahntangente  ST 
eine  Yertikale  Anfangs -Meridianebene;  beschreiben  weiter  um  S  mit  der 
Längeneinheit  SS^'^-ST^  1  m  eine  Kugelfläche,  welche  ^piJdMÖ©OSlc 


156    Theoret.  u.  experim.  Untersuch,  üb.  d.  Kreiselbeweg,  d  rotier.  Langgeschosse  etc. 


trachtet  und  dementsprechend  gezeichnet  sei.  Der  Äquator  und  der  An- 
fangsmeridian, welche  sich  inS^  schneiden,  werden  als  sphärische  Koordi- 
natenaxen  S^if  und  S^d^  benützt.  In  Beziehung  auf  dieses  sphärische  Ko- 
ordinatensystem auf  der  Eugel  stellen  dann  ^  resp.  d^  die  Länge  resp.  Breite 
desjenigen  Punktes  P  vor,  welcher  sich  auf  der  Verlängerung  der  6e- 
schossaxe  in  der  Entfernung  iSP  =  1  m  befindet.  Die  Figur  11  ist 
für  einen  Beobachter  gezeichnet,  welcher  von  hinten  das  Qeschoss  be- 
trachtet; der  Geschossschwerpunkt  ist  also  vor  dem  Papier  zu  denken. 
Wir  suchen  die  Kurve,  welche  der  Punkt  P  der  Geschossaxe  im  Lauf 
der  Zeit  beschreibt,  von  seiner  Anfangslage  0  aus  (Winkel  055^  =^  -^o)- 
Der  Punkt  T  der  Tangente  fällt  anfangs  in  0,  rückt  von  da  auf  der 
d-Axe  abwärts;  zur  Zeit  t  ist  Winkel  TSS^  =  0);  im  Flugbahnscheitel 


Fig.  11. 


FlR.  1«. 


+  ^ 


^«-e 


r,^..,M 


iP(^,^) 


+  v 


5, 


^1 


ist  T  in  8i  angelangt  etc.;  die  Bewegung  von  T  auf  der  Ordinaten- 
axe,  also  die  Änderung  von  cd  mit  der  Zeit,  ist  hierbei  durch  die  vor- 
hergehende (graphische)  Lösung  der  Translationsbewegung  gegeben  zu 
denken;  ebenso  ist  die  Bahngeschwindigkeit  v  des  Schwerpunkts  und 
ihre  horizontale  Komponente  Vx=  v-cosfo  zu  jeder  Zeit  bekannt. 

Nun  lassen  sich  die  Ausdrücke  d'  und  ^  in  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Teile  und  lässt  sich  demgemäss  die  Bewegung  der  Geschossaxe 
in  zweierlei  Bewegungen  spalten,  wovon  die  eine  als  die  reguläre 
Präzession  (d-r,  tr),  die  andere  als  die  Nutation  infolge  eines  An- 
fangsstosses  (d'n,  ^n)  zu  bezeichnen  ist. 

a)  Sieht  man  nämlich  von  einem  Anfangsstoss  p^q^  ab,  so  redu- 
zieren sich  d"  und  tp  auf  die  Ausdrücke: 


26)      (   ^=='^^^^  +  ^^^°A+cosft.(^o-ß»)   ] 

\   ^  ==  tlfr^  f  — /*•  cos/Jj+ sin/J2-(do— o)   j    Präzession); 


hieraus: 


(reguläre 
'räzessi 
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27)  {»  -  0))«  +  (^  -/)«=/•«  +  {»,  -  0))»; 

d.h.  wenn  kein  Anfangsstoss  stattfindet,  beschreibt  Punkt  P  der  Ge- 
schossaxe  eine  spiralenförmig  sich  erweiternde  Kurve  (Fig.  12),  die  stets 
wieder  durch  die  Anfangslage  0  geht  und  die  aufgefasst  werden  kann 
als  ein  veränderlicher  Kreis  durch  den  festen  Punkt  0;  der 
Mittelpunkt  Jlf  dieses  Kreises,  mit  den  Koordinaten  o  und /)  rückt 
hierbei  von  0  aus  (mehr  oder  weniger)  nach  rechts  und  ab- 
wärts (in  derselben  Weise  wie  der  Endpunkt  T  der  Flugbahntangente 
auf  der  Ordinatenaxe  iSjO^abwärts  rückt),  vorausgesetzt,  dass  erstens 
das  Gewehr  oder  Geschütz  Bechts drall  besitzt,  das  Geschoss  rechts- 
läufig um  die  Geschossaxe  rotiert  (r  positiv),  und  dass  zweitens  die 
Resultante  der  Luftwiderstände  vor  dem  Schwerpunkt  auf  der  Geschoss- 


Fig.  18. 


Fig.  U. 


axe  angreift  (Moment  M  positiv).  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  r  und 
M  negativ  sind.  Wenn  dagegen  bei  Rechtsdrall  die  Resultante  zwischen 
Schwerpunkt  und  Geschossboden  angreift  oder  umgekehrt  bei  Links- 
drall dieselbe  ihren  Angriffspunkt  zwischen  Schwerpunkt  und  Geschoss- 
spitze hat,  so  wird  die  Präzessionsbewegung  der  Geschossspitze  links - 
läufig  erfolgen  (Fig.  13),  der  Mittelpunkt  M  des  veränderlichen  Kreises 
liegt  in  diesem  Fall  links  und  rückt  abwärts. 

Der  Radius  OM  =  yp  +  (d'^—  (oy  des  veränderlichen  Kreises 
vergrössert  sich  stetig,  weil  der  Winkel  d'Q— (o  zwischen  Anfangs- 
tangente der  Flugbahn  und  Tangente  in  einem  variablen  Punkt  mit 
der  Zeit  stetig  wächst  und  ebenso  meistens  der  Ausdruck 
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denn  das  Drehmoment  M  des  Luftwiderstands  wird  zwar  in  den  meist 
Fällen  zunehmen;  aber  es  nimmt  Vx  ab  (während  von  r  angenomm 
wird,  dass  es  konstant  bleibt,  was  freilich  nur  angenähert  richtig  8< 
dürfte);  jedenfalls  ergiebt  die  Rechnung,  dass  f  meistens  zunimmt  u 
die  Bahn  des  Punktes  P  der  .Geschossspitze  in  immer  weiteren  Wir 
ungen  verläuft. 

Wie  man  sieht,  ist  der  veränderliche  Kreis  unsymmetrisch  1 
ziiglich  der  Flugbahnvertikalebene  OSS^'^  da  die  Rechnung  nicht  1 
zur  Ermittelung  der  Seitenabweichung  y  des  Geschossschwerpunl 
hier  durchgeführt  wird,  so  sei  schon  an  dieser  Stelle  bemerkt,  da 
eben  diese  Unsymmetrie  der  Grund  für  diese  Derivation  ist;  in  der  Tl 
wird  die  Seitenabweichung  wesentlich  durch  die  Grösse 


f-9 


Mvx 


nach  Grösse  und  Vorzeichen  bedingt;  sind  r  und  M  beide  positiv  oc 
beide  negativ,  so  ergiebt  sich  Rechtsabweichung;  ist  nur  eine  c 
beiden  Grössen  negativ,  Linksabweichung. 

Die  Zeit  T  eines  vollen  Umlaufs  der  Geschossspitze,  also  < 
Periode  der  regulären  Präzession,  ergiebt  sich  nach  25)  aus  ß^=2x  3 

28)  2-=^^^.. 

auch  diese  Zeit  ist  variabel,  und  zwar  nimmt  T  im  allgemeinen  ab 
b)  Wir  gehen  über  zur  Beschreibung  der  Nutationsbewegun 
also  zur  Deutung  der  Tenne  %'n  und  ^„,  welche  nur  bei  einem  Anfan| 
stoss  auftreten: 

29)  P"^  {i^o[sinft-sin(r^-ft)]  +  (zJcos/J,-cos(r^-ft)]):(r-: 
U»=  {go[sin/32-sin(r^-/Ji)]-|)o[cosft-cos(r^-ft)]|:(r-: 

(Nutation  infolge  eines  Anfangsstosses.) 

Da  diese  sich  zu  den  vorhergehenden  ^r  und  ^^  einfach  addien 
so  können  sie  betrachtet  werden  als  die  sekundären  sphärischen  K 
ordinaten  -Ö-n,  V'n  ^ines  Koordinatensystems,  dessen  Ursprung  Oj  (Fig.  1 

mit  der  Winkelgeschwindigkeit  -^  auf  der  (ausgezogenen)  Präzessioi 

kurve  wandert  und  den  variablen  Punkt  P  von  Figur  12  und  13  erset 
Durch  Quadrieren  und  Addieren  wird  aus  29): 

(r  -Nf^  (^„2  +  ^^2^  _  2 .  {p,^  +  q,') .  [1  -  sin^,.  sin(rf  -  ft) 

—  cos  /Jj  •  cos(r  ^  —  /5i)] 
oder  

30)  0,P  =  V-V+^»=-  '-^iT''  ■^^'-^^^- 

Die  bezüglich  0^  betrachtete  Bewegung  des  Punkts  P  der  Geschof 
axe  kann  somit  ebenfalls  wieder  als  ein  veränderlicher  Kreis  ai 
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gefasst  werden,  dessen  Mittelpunkt  in  0^  liegt  und  dessen  Radius  perio- 
disch sich  ändert,  zuerst  «=  0  ist,  dann  die  Maximalgrösse 

annimmt,  wieder  Null  wird  etc. 

Derselbe  Wert  von  O^P  wird  wieder  erreicht  nach  der  Zeit  2\, 
die  sich  ercciebt  aus: 

also  ist: 

^  Ä  ^       Cr      ^        Ar  ' 

oder: 

2n 

31)  Ti  =   Cr  _  M  _  M' 

A        Cr       Ar 

Da  im  Nennerausdruck  das  Glied  O:^  im  allgemeinen  bei  weitem 
überwiegt,  so  ist  erstens  diese  Nutationsperiode  T^  im  allgemeinen 
eine  schnellere  als  die  Präzessionsperiode;  und  zweitens  wechselt  der 
Sinn,  in  welchem  die  Nutationsbögen  beschrieben  werden,  nur  mitr; 
diese  Bögen  werden  also  bei  Rechtsdrall  rechtsläufig,  bei  Linksdrall 
linksläufig  beschrieben,  mag  Rechts*  oder  Linksabweichung  des  Schwer- 
punkts erfolgen,  mag  also  die  Präzessionsspirale  rechts-  oder  links- 
läufig beschrieben  werden. 

Ln  ganzen  führt  somit  die  Geschossspitze  P  bezQglich  des  Schwer- 
punkts die  folgende  Doppelbewegung  aus:  Falls  kein  Anfangsstoss  vor- 
handen war,  beschreibt  die  Geschossspitze  von  ihrer  Anfangslage  0 
aus  mit  der  langsamen  Periode  T  die  spiralförmige  ausgezogene  Kurve 
Fig.  12  resp.  13,  deren  Windungen  sich  allmählich  erweitern,  die  aber 
immer  wieder  durch  0  geht;  bei  positivem  r  (Rechtsdrall)  und  posi- 
tivem Drehmoment  Jüf,  ebenso  bei  negativem  r  und  negativem  M  wird 
diese  Spirale  rechtsläufig  beschrieben;  wenn  dagegen  nur  eine  der 
beiden  Grössen  r^M  negativ  ist,  linksläufig.  Im  allgemeinen  jedoch 
ist  diese  Präzessionskurve  nur  die  Leitkurve  für  die  (gestrichelt  gezeich- 
neten) Nutationsbögen  (Fig.  14),  die  von  der  Geschossspitze  beschrieben 
werden,  mit  der  schnelleren  Periode  2\  und  mit  Amplituden,  die  von 
dem  Anfangsstoss  und  von  den  Grössen  r,C,Ä,M  abhängen. 

Spezieller  Fall  einer  geradlinigen  Bewegung  des  Schwerpunkts. 

a)  Die  Geschossaxe  falle  anfangs  mit  der  Bewegungs- 
richtung des  Schwerpunkts  zusammen. 

Dieser  Fall  ist  bei  einem  sehr  rasanten,  auf  kurze  Entfernung 
abgegebenen  horizontalen  Schuss  aus  einem  kleinkalibrigen  Gewehr 
nahezu  verwirklicht;  vollkommen  bei  einem  vertikalem  Schuss.  Im 
ersteren  Fall  ist  jederzeit  cd  -«  -ö-q  =  0  (dasselbe  ist  bei  vertikalem 
Schuss  der  Fall,  wenn  man  die  o^-Axe,  welche  bisher  horizontal  an- 
genommen war,  mit  der  vertikalen  zusammenfallen  lässt). 

Digitized  by  CjOOQiC 


32)  j 


160  Theoret.  u.  experim.  Untersuch,  üb.  d.  Kreiselbeweg,  d.  rotier.  Langgeschosse  c\ 

In  den  Gleichungen  16)  bis  19)  ist  aj  =  0,  #q=0  zu  nehme 
und  es  wird: 

I  p  =  C sin ßi  +  D' cos j3i  +  N-iÄ^  cos (rt  -  ft)  +  B^ sin {rt  -  /J,)] 
l  g  =»  C  cos  j3i  —  D'  sin  ß^  +  N-l—A^  sin  {rt  —  /S,)  +  ^i  cos  (r<  —  ft 

_  #  =  --  COS  (r^  —  ßi)  H sin  (rt  —  ß^)  +  -^i  sin  ^g  +  jBj  cos  ß^ 

^  = ^  sin  (r^  —  ß^)  -\ cos  (rt  —  ß^)  +  -^i  cos  ß^  —  JBi  sin  ß^. 

Für  ^  ==  0  ist  j)  « |)o,  g'  —  ffo»  "^  =  0,  V'  =  0,  somit: 

^,==2)o:(^-0,  B,^q,:(N-ry,     C^  ^  -  rq,:(N- r)-, 
D'^-rp,:(N-ry, 

damit   erhält    man   genau    wieder   die   Ausdrücke  #„,  ^„   für   die  Ni 
tationsbewegung  infolge  eines  Anfangsstosses  29),  nämlich: 

^  -  {l>o •  [si^  A  -  sin  {rt  -  ßj]  +  q^ •  [cos  ß^  —  cos  {rt  -  ß^)]  ]:(r-2 
*  "=  { ^0-  [sin  ^2-  sin  (r^  -  ßj]  -p^-  [cos  ft  -  cos  (rt  -  ft)] } :  (r  -  iV 

Es  hat  sich  also  in  diesem  Fall  die  frühere  spiraJenfSrmige  Pr 
Zessionskurve  auf  den  Punkt  8^  reduziert.  Fig.  15  giebt  die  hyp 
cykloidische  Bahn  der  Oeschossspitze  in  diesem  Fall.  Die  Amplitu< 
jedes  einzelnen  Teilbogens,  also  der  Radius  des  umhüllenden  Ereis^ 
ist  wiederum:  ^  i/— 2~1 s"  /         n-n 

die  Periode  wieder:  ,^         ^        ,-.. 

b)  Die  Geschossaxe  bilde  anfangs   den  Winkel  d^^  mit  d( 
geradlinigen  Bewegungsrichtung  des  Schwerpunkts. 
Die  Anfangsbedingungen  sind  jetzt: 

für   f  =  0  :  -ö-  =  d-o)     ^  ^0,    i>  =  i>o,     ff  =  ffo, 

ferner:    anfangs   und    weiterhin   o  =  0.      Damit    erhält   man   aus   dt 
Gleichungen  17)  bis  19): 

Berechnet  man  daraus  A^,B^^jC\B^  und  setzt  die  Werte  in  die  Gleid 
ungen  18)  und  19)  ein,  so  wird: 


33) 


^  =  ^^  •  [r  .sin^2  -  N'  sin(r^  -  ß,)]  +  t^„, 


wobei  d'n  und  il^n  wieder  die   früheren  Werte   für  die   Stossnutatione 
vorstellen. 
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Ist  der  Anfangsstoss  p^q^  Null,  so  fallen  die  Glieder  d'n  und  ^„ 
weg  und  die  Kurve  33)  hat  eine  Gestalt  ähnlich  der  in  den  Figuren 
19,  20,  23,  je  nach  Grösse  und  Vorzeichen  von  r,  N  etc.  Es  über- 
wiegen nämlich  die  ersten  Glieder  mit  rcos/J,  und  r- sin /J,  (z.B.  für 
die  schwere  Feldkanone  ist  in  nicht  zu  grosser  Entfernung  von  der 
Mündung  r  =  632,  JV=9);  die  Glieder  mit  rt  —  ß^  variieren  mit 
wachsendem  t  sehr  rasch  zwischen  —l'und  +1,  dagegen  die  mit  /?, 
langsam.     Daher    besteht    die   Bahn    der   Geschossspitze   aus   Bögen, 


welche  auf  dem  festen  Kreis  um  S^  mit  Radius  ^^  aufsitzen.    Man  hat 
nämlich  in  diesem  Fall  durch  Quadrieren  und  Addieren: 

^'+  ^-  (-Ary-[^'  +  -^'-  2iVrr.cos(r^  -  ß,- ß,)l 

Anfangs  und  so  oft  wieder  rt  —  ß^^—ß^  um  2ä  gewachsen  ist,  ist 
der  Abstand  der  Geschossspitze  von  S^  gleich  -^q,  dabei  hat  zugleich 
der  Kosinus  seinen  grössten,  jener  Abstand  seinen  kleinsten  Wert;  der 
grösste  Wert  S^  B  wird  erreicht,  wenn  der  Kosinus  gleich  —  1  ist,  dann 

ist  5iB==  0^Q~-^;   somit  ist  die  Amplitude  ^JB  gleich: 


^„ 


hierfür  lässt  sich  leicht  ein  einfacher  Näherungswert  berechnen;  bringt 
man    auf  eine  Benennung,   dividiert   Nenner   und   Zähler   mit  r,   ent- 

wickelt  nach  Potenzen  des  kleinen  Bruchs  --    und   behält    davon   nur 

r 

die  erste  Potenz  bei,  so  wird  die  Amplitude 


34) 


^jB=2#„ 


N 
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Btosj 

2"! 


Die  Periode  dieser  stossfreien  Nutationen  ist  wieder: 

2ff 


Cr      MM 
A       Cr     Ar 

Ist  unter  den  sonst  gleichen  speziellen  Voraussetzungen  der  An- 
fangsstoss  p^q^  nicht  Null,  so  treten  die  Glieder  ^»  und  -^n  hinzu, 
so  dass  man,  je  nach  Grösse  und  Richtung  von  p^  und  q^  Figuren  wie 
in  27,  29,  34,  36  erhält 

Anmerkung.  Stossfreie  Nutationen  erhält  man  übrigens  auch 
in  dem  allgemeinen  Fall  23)  und  24),  falls  vorausgesetzt  wird,  dass 
schon  an  der  Mündung  die  Geschossaxe  und  die  Tangente  einen 
kleinen  endlichen  Winkel  a^  mit  einander  bilden,  also  wenn  für 

^_0;     -9-  =  ^o+£;     il>^%,    P--Poy     2  ==  2o 
ifit.     Die   Gleichungen  20)   zur  Bestimmung   der   Konstanten   werden 
dann  ein  wenig  andere  und  man  erhält  schliesslich: 

^  =  -Ö-r  +  '9'«  +  ^nj 
wo  d'r  und  d'n  die  Werte  von  23)  sind  und 

+  jzrjf  Ir  •  cos/Jj  -  N-  coa(rt  -  /J,)]. 

rl' '=  fr  +  rl>n  +  *»': 
fr  und  fn  siehe  24) 

^-=  -  7^  [-  »•  •  ««8  ft  +  N-  cos  {rt  -  ß,)] 

+  T^ÄT  [»•  • ""  ß*  -  ^-  «»'1  (»"^  -  A)]- 
Eben  diese  Glieder  d^n  und  ^'^  liefern  die  stossfreien  Nutationen. 


(SchluBB  folgt.) 
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Ferspektiv  -  Reisser. 

Von 

E.  Brauer 

in  Karlsrnhe. 


Hierzu  Tafel  V  und  VI,  Fig  1-4. 


Der  Perspektivreisser  ist  ein  Zeichenapparat  zur  Erleichterung 
der  Anfertigung  eines  perspektivischen  Bildes  auf  Grund  von  zwei 
Parallelprojektionen  eines  räumlichen  Objektes. 

In  der  Darstellung  Figur  1  (Taf.  V)  ist  angenommen,  dass  von 
dem  Gegenstand  Grundriss  und  Aufriss  gegeben  sind.  Zur  Erläuterung 
der  Arbeitsweise  wurde  die  Spitze  des  Obelisk  benützt,  welche  im  Grund- 
riss mit  Ol,  im  Aufriss  mit  0^  bezeichnet  ist.  Beide  Punkte  werden 
durch  bewegliche  Lineale  berührt,  0^  durch  das  Grundrisslineal  P0„ 
welches  um  P  drehbar  ist,  0^  durch  das  Aufrisslineal  KO^^  welches 
durch  Schlitz  und  Zapfen  gezwungen  ist,  mit  der  unteren  Kante  die 
Richtung  durch  den  Zapfenmittelpankt  K  einzuhalten. 

Durch  mechanische  Verbindungen  sind  zwei  andere  Lineale  ge- 
zwungen, den  Bewegungen  von  PO^  und  KO^  zu  folgen,  die  senkrechte 
Parallelschiene  JlfjOg  und  die  Fluchtpunktschiene  JFO3.  Die  Lage  der 
ersteren  wird  allein  vom  Grundriss  vermittelst  PO^^  die  Lage  der 
letzteren  vom  Aufriss  vermittelst  KO^  bedingt.  Der  Schnittpunkt  der 
beiden  Schienenkanten  M^O^  und  FO^,  nämlich  0,  ist  der  gesuchte 
Ort  des  Punktes  0  in  der  Perspektive,  zu  dessen  Darstellung  nur  er- 
forderlich ist,  die  Lineale  mit  Oj  und  0,  in  Berührung  zu  bringen  und 
den  Ereuzungspunkt  der  beiden  Schienen  mit  Nadel  oder  Bleistiftspitze 
zu  markieren. 

Der  geometrische  Zusammenhang  der  Bewegungen  stützt  sich  auf 
eine  Beziehung,  welche  Professor  G.  Hauck  zum  ersten  Male  in  den 
Verhandlungen  der  physikalischen  Gesellschaft  in  Berlin  1883  Nr.  8 
Teroffentlichte.  In  Figur  2  (Taf  VI)  sei  /  ein  abgegrenzter  Teil  der 
Grundrissebene,  genannt  Grundrisstafel,  entsprechend  II  die  Aufriss- 
tafel, III  die  Perspektivtafel.  A  sei  das  Auge  eines  Beschauers  (Pro- 
jektionscentrum), P  dessen  Grundriss,  der  Fusspunkt,  K  dessen  Auf- 
riss, der  Kernpunkt  (nach  Hauck).  Der  Strahl  AK  schneidet  die 
Perspektivtafel   in  jF,   dem   sogenannten  Fluchtpunkte  der  zu  II  nor- 
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malen  Geraden,  während  der  Sehstrahl  AO  die  Perspektivtafel  in 
Punkte  O3,  dem  perspektivischen  Bilde  von  0  durchbricht. 

Legt  man  durch  AO  eine  zu  I  normale  und  eine  zu  II  normal 
Ebene  —  dieselben  sind  in  Figur  2  durch  Schraffierung  hervorgehobei 
—  so  ergiebt  erstere  in  I  und  III  die  Schnitte  FMO^  und  31 O^ 
letztere  in  7J  und  III  die  Schnitte  KLO^  und  FLO^,  Diese  Geradei 
sind  geometrisch  gleichbedeutend  mit  den  in  Figur  1  (Taf.  V)  mit  den 
selben  Buchstaben  bezeichneten  Lineal-  und  Schienenkanten,  uud  mai 
erkennt,  dass  der  Punkt  M  es  ist,  welcher  FMO^  mit  MO^  verknüpfl 
während  der  Punkt  L  die  gleiche  Rolle  in  Bezug  auf  KLO^  un« 
FLO^  spielt. 

Offenbar  genügen  diese  beiden  Verknüpfungen,  um  aus  den  Rieht 
strahlen  FO^  und  KO^  in  Grundriss  und  Aufriss  die  Strahlen  MO 
und  FO^j  also  auch  ihren  Schnittpunkt  O3  geometrisch  abzuleiten 
ohne  dabei  den  wirklichen  Sehstrahl  AO  zxjl  benutzen.  Es  ist  als< 
nur  die  Aufgabe  zu  lösen,  diese  geometrische  Beziehung  in  einen  zwang 
läufigen  Mechanismus  zu  übersetzen. 

Die  räumliche  Anordnung  der  drei  Tafeln  kann  dabei  nicht  woh 
festgehalten  werden.  Wir  bringen  sie  vielmehr  zur  Erleichterung  de 
Zeichnens  in  parallele  Lage,  ohne  doch  die  Verknüpfungspunkte  M  um 
L  aus  dem  Auge  zu  verlieren. 

Zunächst  werde  die  Perspektivtafel  III  so  weit  gedreht,  bis  IL 
mit  II  parallel  wird,  die  Grundrissspur  III III  in  Figur  3  also  über 
gegangen  ist  in  III ^  III'  in  Figur  4  (Taf.  VI).  Hierbei  löst  sich  dei 
Verknüpfungspunkt  M  auf  in  M^y  den  Punkt  des  Strahles  PO^,  welche: 
am  gleichen  Ort  bleibt  und  in  M^,  den  Fusspunkt  des  Lotes  M^O^ 
Ml  und  M^  sind  nun  durch  die  Beziehung  verknüpft,  dass  sie  auf  dei 
Geraden  III III  und  IIP  IIP  in  Figur  4  (Taf.  VI)  liegen,  und  dasj 
der  Winkel  M^PM^  stets  gleich  ist  dem  Winkel  y,  um  welchen  IL 
gegen  //  gedreht  werden  musste. 

Auch  der  Punkt  L  ist  durch  diese  Drehung  in  zwei  Punkte  zer 
fallen.  Lj,  dem  Strahle  KO^  angehörig,  deckt  sich  zunächst  noch  mi 
L,  während  L^,  an  der  Drehung  von  III  teilnehmend,  zunächst  ii 
eine  neue  Lage  gelangt  ist,  deren  Grundriss  mit  L'  bezeichnet  ist. 

Dreht  man  nun  weiter  die  Aufrisstafel  II  um  ihre  untere,  du 
Perspektivtafel  aus  der  Lage  IIP  IIP  um  ihre  obere  Kante  in  gleichen 
Drehungssinne  soweit,  bis  sie  mit  /  parallel  liegen,  so  entsteht  die  ii 
Figur  4  (Taf.  VI)  dargestellte  Lage,  und  zwar  liegen  I  und  II  nun  11 
gleicher  Höhe,  ///  dagegen  darüber.  Wie  leicht  einzusehen,  bleibei 
die  Punkte  ig  und  Z3  an  zwei  senkrechte  Gerade  gebunden,  auf  denei 
sie  sich,  verschiedenen  Punkten  Og  entsprechend,  so  verschieben,  dasj 
ihre  Höhe  sich  stets  um  gleichviel  beiderseits  verändert,  die  Streckt 
ig -^3  a-lso  konstant  bleibt.  Ersetzt  man  daher  die  Strahlen  KL^  unc 
FL^  durch  Linealkanten,  so  kann  zwischen  i^  und  ij  eine  Verbindungs 
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Stange  von  konstanter  Länge  als  mechanische  Verknüpfung  angebracht 
werden. 

Wird  ferner  aus  zwei  Linealen  FM^  und  PM^  ein  fester  Winkel 
y  hergestellt,  welcher  um  P  drehbar  ist,  so  kann  der  Arm  PM^  zur 
Bewegung  eines  in  der  Linie  III'  IIP  laufenden  Schiebers  dienen, 
welcher  mit  der  Parallelschiene  M^O^  zu  einem  Stück  vereinigt  ist. 
Die  erhöhte  Lage  der  Perspektivtafel  gewährt  den  freien  Baum  zur 
unbehinderten  Bewegung  des  Grundrisswinkels  M^PM^,  doch  braucht 
der  Höhenunterschied  nur  einige  Centimeter  zu  betragen. 

Wie  aus  Figur  1  (Taf.  V)  ersichtlich,  besitzt  der  Grundrisswinkel 
noch  ein  drittes  zu  Püf^  rechtwinkliges  Lineal.  Dasselbe  kann  dazu 
dienen,  einen  Grundriss  anzuvisieren,  welcher  auf  der  rechten  Seite 
vom  Perspektivbrett  liegt,  und  welcher  gegen  den  links  liegenden  um 
90*^  gedreht  ist.  Ein  zu  diesem  passender  Aufriss  würde  als  Seiten- 
riss  zu  bezeichnen  sein.  Das  Aufriss  werk  ist  so  eingerichtet,  dass  eine 
symmetrische  Unoistellung  mit  einigen  einfachen  Handgriffen  ausführ- 
bar ist,  so  dass  auch  der  Seitenriss  als  Grundlage  für  die  Ausführung 
der  Perspektive  dienen  kann. 

Bei  der  technischen  Durchbildung  der*  Einzelheiten  ist  besonders 
Gewicht  auf  die  Erzielung  leichten  aber  doch  spielfreien  Ganges  gelegt. 
Zu  diesem  Zweck  sind  alle  vorkommenden  Führungen  so  eingerichtet, 
dass  nur  eine  Kante  als  genaue  Führungskante  dient,  während  die 
zweite  etwas  federt  und  nur  dazu  dient,  die  sichere  Anlage  des  ge- 
führten Stiftes  oder  Schlittens  an  der  Hauptkante  zu  erzwingen. 

Mit  Rücksicht  auf  körperliche  Bequemlichkeit  sind  für  die  Rieht- 
lineale  die  unteren  Kanten  als  Richtkanten  benützt,  weil  sie  dem  Auge 
leichter  erreichbar  sind.  Als  Zeichenkanten  der  Schienen  M^O^  und 
FL^O^  dienen  jedoch  die  Kanten  links  und  oben,  was  für  Licht  von 
links  vorteilhaft  ist. 

Für  die  in  Fig.  1  (Taf.  V)  dargestellte  Anordnung  ist  auf  die  Mög- 
lichkeit verzichtet,  den  Winkel  y  zu  variieren,  derselbe  ist  45®.  Wird 
auch  hierdurch  die  Vielseitigkeit  der  Benützung  beschränkt,  so  hat 
anderseits  der  Apparat  an  Einfachheit  gewonnen,  und  es  ist  eine  be- 
sondere Einstellung  entbehrlich  geworden.  Trotzdem  ist  das  Bild 
keineswegs  auf  einen  einzigen  Fall  beschränkt,  da  man  den  Grund- 
riss in  seinem  Felde  nicht  nur  verschieben,  sondern  auch  drehen 
kann.  Letzteres  bedingt  allerdings,  wie  das  in  Fig.  1  (Taf.  V)  gewählte 
Beispiel  zeigt,  als  Aufriss  eine  schiefe  Projektion. 

Im  Vergleich  mit  dem  Hauckschen  Perspektiv- Apparat  und 
meiner  früheren  Ausarbeitung*  desselben  bleibt  der  Perspektiv -Reisser 
insofern  zurück,  als  eine  mechanische  Verknüpfung  zwischen  zu- 
sammengehörigen Punkten  0^  und  0^  fehlt.     Dieser  Mangel  ist  jedoch 


*  Hauck-Brauers    Perspektiv -Zeichenapparat.       Zeitschrift    des   Vereins 
deutscher  Ingenieure    Band  36,  S.  782.  ^  j 
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weniger  erheblich,  als  es  zunächst  scheinen  mag,  da  er  nur  bei  Kurv 
fühlbar  wird,  indem  er  hier  eine  vorhergehende  Markierung  zugeoi 
neter  Punkte  mit  der  Reissschiene  nötig  macht.  Demgegenüber  i 
hervorzuheben,  dass  der  Apparat  keinen  besonderen  Raum  beansprucl 
da  ein  gewöhnliches  Reissbrett  als  Grundlage  dient,  dass  die  erford« 
liehen  Handgriffe  sich  von  denen  des  gewöhnlichen  gebundenen  Zeic 
nens  fast  gar  nicht  unterscheiden,  ferner  dass  der  Apparat  sich  au 
auf  schräger  oder  senkrechter  Fläche  anordnen  lässt,  was  besonde 
für  grosse  Zeichnungen  von  Vorteil  sein  würde,  endlich  dass  der  Pr< 
nur  ein  kleiner  Bruchteil  von  dem  meines  früheren  Apparates  ist. 


Über  das  Foacanltsche  Pendel. 

Von  K.  Th.  Vahlen  in  Königsberg  i.  Pr. 

Die  Theorie  des  Foucaultschen  Pendels  wird  entweder  mit  den  Hil 

mittein   der   analjüschen  Mechanik    in   voller  Strenge    oder  in  elementai 

aber  ganz   unbefriedigender  Weise  gegeben,   indem    man    von  der   falsch 

Voraussetzung  ausgeht:    die   Schwingungsebenen    in    aufeinander   folgend 

Zeitmomenten  seien  parallel;  währei 
sie  sich  doch  im  Erdmittelpunli 
schneiden. 

Bei  der  fundamentalen  Bedeute 
des  Gegenstandes  wird  eine  hinreiche: 
strenge  und  doch  einfache  Behandln 
nicht  unerwünscht  sein. 

Es  werde  zunächst  ganz  allgeme 
ein  unter  dem  Einüoss  einer  Centralkn 
frei  schwingendes  ebenes  Pendel  l 
trachtet.  Eine  beliebige  Ortsändenu 
des  Aufhängepunktes  P  ist  zusamme 
zusetzen  aus  einer  Bewegung  des 
innerhalb  der  Schwingungsebene  E  m 
einer  Bewegung  des  P  auf  einem  n 
das  Kraftcentmm  M  zu  E  senkrec 
konstruierten  Kreisbogen.  Bei  der  erst^ 
Bewegung  wird  eine  Veränderung  d 
Schwingungsebene  nicht  eintreten;  l 
der  zweiten  wird  die  neue  Schwingung 
ebene,  wie  die  alte,  auf  dem  Kreisbogen  senkrecht  stehen. 

Sei    nun    die  Centralkraft    die  Anziehungskraft   der  Erde,    das  Pend 
nahe    der  Erdoberfläche    über   dem    Punkte  Ä   aufgehängt;    die    Bewegm 
des  Aufhängepunktes  die  aus  der  Erddrehung  folgende.     Die  Breite  von 
sei  fe,  die  Poldistanz  AN, 

Es  komme  im  Zeitmoment  dt  der  Punkt  Ä  nach  B,    Die  Schwingung 
ebene  mache  in  Ä  den  Winkel  a,   in  ^  den  Winkd  j3  =  a.+  (?«  mit  de 
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betreffenden  Meridian.  Der  Winkel  ANB  in  Zeitmaß  (360°=  24  Stunden) 
ist  dt\  der  Winkel  zwischen  dem  Hauptkreisbogen  AB  und  dem  Parallel- 
kreisbogen AB  sei  y. 

Die  Bewegung  des  Pendels  von  A  nach  B  werde  zerlegt  in  die  Be- 
wegung von  A  nach  C  längs  des  Hauptkreisbogens  AC^  senkrecht  zur 
Schwingungsebene  in  A]  und  in  die  Bewegung  von  C  nach  B  längs  des 
Hauptkreisbogens  CB^  senkrecht  zu  AG.  Am  Ende  der  ersten  Bewegung 
wird,  nach  Obigem,  die  Schwingungsebene  durch  CB  angegeben;  bei  der 
zweiten  bleibt  sie  unverändert.  Daraus  folgt,  dass  CB  mit  dem  Parallel- 
kreisbogen BA  den  Winkel  Kompl.  ß  bildet.  Zerlegt  man  das  gleich- 
schenklige Dreieck  NAB  in  zwei  rechtwinklige,  so  folgt  aus  einem  der- 
selben: .  .    T    .    fl^* 


tg  y  -=  sin  6  •  tg  -q 


» 


oder,  wegen  der  Kleinheit  der  Winkel: 

I)  2y  =  (^^8in5. 

Das    kleine    rechtwinklige    Dreieck    AGB    kann    als    eben    betrachtet 
werden  und  giebt: 

II)  Kompl.  (a  +  y)  «=  y  +  Kompl.  /?,    also    /3  — -  «,    oder    da  =  2y. 
Aus  I)  imd  II)  folgt  schliesslich: 

in)  da  =^  dt' ^mh^ 

d.  h.  die  Pendelebene  dreht  sich  proportional  der  Zeit;  der  Proportionalitäts- 
faktor ist  gleich  dem  Sinus  der  Breite. 


Über  die  kubischen  und  biqnadratischen  Gleichnngen, 

von  denen   eine  Wnrzel  dnrch  rational  ausf  fihrbare 

Wnrzelansziehungen  gefunden  werden  kann. 

Von  K.  Th.  Vahlen  in  Königsberg  i.  Pr. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  in  einfacherer  Weise  finden  als  Kummer* 
gezeigt  hat. 

Soll  die  kubische  Gleichung  z^— az^ -\-'bz  —  c  =  0  {a^h^c  r^Aionsl) 
eine  Wurzel  ,^^^  +  ^+^c 

auf  rationalem  Wege  liefern,  so  müssen  yB  und  j/O  rational  sein;  also 
wird  i^i  =1>,  ^i^  q  +  r ]/—  3,  z^  =  g  — fV^—  3;  p,  <?,  r  rational.  Dann 
ist  in  der  That: 

beide  rational. 


•  Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie  1880.  OoOCjIp 
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Eine  biquadratische  Gleichung  mit  der  kubischen  Eesolvenie 

z^—  az^+  hz  —  c  =  0 
hat  die  Wurzeln: 

rcj  =  ^ -  1/^1  +  V^2 -Vhy  x^^A-  y^i  —  Vz^  +  Yz^ . 
Die  kubische  Besolvente  muss  zu  den  oben  behandelten  gehören,  all 
ist  z^  =  p^  ^2  —  ?  +  **V—  3,  ^3  =  g  —  rV— 3;  i>,  <?,  f  rational.  Soll< 
die  Wurzelausziehungen  in  x^  ausführbar  sein,  so  muss  j/jer^  rational,  Y 
und  Yzq  von  der  Form  y'±  *' j/—  3  sein,  wo  /  und  d'  rational  sind.  D 
vier  Wurzeln  werden: 

a-i««,     x^^ß,     cr^^y  +  dV—S     x^^y-dV-S, 
wo  a^  ß^  y^  ^    rational  sind.    Eine  Gleichxmg  mit  solchen  Wurzeln  hat  i 
der  That  die  verlangte  Eigenschaft;  denn  es  wird  x^^  x^  also  (/jer^  rations 

femer   x^  —  x^i  dc^^^  x^  also  Yz^  und  Yz^  von  den  Formen  y'± i'  V — 
woraus  die  erforderlichen  Eigenschaften  auch  fär  die  kubische  Besolvente  folge 
Will  man  Quadratwurzeln  aus  komplexen  Zahlen  vermeiden,  so  nehn 
man  die  Cartesischen  Formeln: 


^A  +  Yh  +  'x/^-h+^Yj.    x,  =  ^  +  }/^i-l/a-£^,+  2|/] 


so  wird: 


etzt  man,  wie  erforderlich: 

x,^A+yp{-y2q+2Yq'+^,    cc^==Ä  +  Yp-y2q  +  2Y'^+Tr 

x,-Ä-Yp  +  y2q^2YF+^,    X^^A^Yp-y^Ö-^YF+Tr 
Soll  x^  sich  durch  ausführbare  Wurzelausziehungen  ergeben,  so  müsse 
femer  Yp  und  1 /2</+ 2]/g^+ 3r^  rational  sein;  dann  wird  auch 


Y2q-2yq*+Sr^ 


2r 


y-3  _ 

rational,  also  die  vier  Wurzeln:  x^  ^  a^  x^  =  ß^  iTj  ==  y  +  d  Y —  1 
ir^=  y  —  i|/—  3;  dy  ß^  y^  ö  rational.  Eine  Gleichung  mit  solchen  Wurzel 
hat  die  verlangte  Eigenschaft.  Denn  die  Wurzeln  der  kubischen  Besolvenl 
sind  rationale  Funktionen  von  x^x^  +  x^x^^  x^x^  +  x^x^^  x^x^-^- x^x^^  als 
von  den  Formen  Pj  q  +  rY—  3,  (?  —  r)/—  3;  i),  g,  r  rational.  Femer  L 
0*1+  x^  und  x^—  X2  also  Yp  ^^^  l/^S  +  2Yq^+  ^^^    rational. 
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SolllU00. 


D.  Vergleichung  der  vorstehenden  Resultate 
mit  denen  der  Kreiseltheorie. 

Mit  einem  Kreiselapparat  könnte,  wenn  auch  etwas  umständlich, 
ie  Bewegung  der  Geschossaxe  um  den  Schwerpunkt  S  auf  folgende 
Veise  nachgeahmt  werden: 

Man  denke  sich  einen  Kreisel,  dessen  Schwerpunkt  S  fester  Unter- 
bützungspunkt  ist,  mit  seiner  Figurenaxe,  zugleich  Hauptträgheitsaxe, 
ertikal  gestellt  und  in  dieser  Lage  in  rasche  Rotation  versetzt.  Eine 
iissere  Kraft  K  drücke  in  einem  Punkt  L  der  Axe  (SL  =  \)  auf 
iese,  zunächst  in  der  vertikalen  Richtung  durch  den  Schwerpunkt, 
ach  und  nach  werde  die  Neigung  der  Kraftrichtung  gegen  die  Vertikale 
ach  einem  bestimmten  Gesetz  vergrössert;  zugleich  variiere  die  Grösse 
3r  Kraft  und  rücke  der  Angriffspunkt  L  gegen  den  Schwerpunkt  S 
i,  (Unter  Umständen  sei  auch  ein  seitlicher  Anfangsstoss  auf  die 
xe  ausgeübt,  und  nehme  ferner  die  Rotationsgeschwindigkeit  des 
reiseis  um  die  Figurenaxe  mit  der  Zeit  ab.) 

Bei  dieser  Annahme  entspricht  die  anfängliche  Richtung  der  Kreisei- 
ce der  Anfangsrichtung  der  Flugbahntangente,  die  Kraft  K  der  Luft- 
iderstandsresultanten,  der  Punkt  L  dem  variablen  Angriffspunkt  dieser 
esultanten  auf  der  Axe.  Man  erkennt  unmittelbar,  dass  dieses  Pro- 
em  wesentlich  über  dasjenige  der  gewöhnlich  behandelten  Kreisel- 
jwegung  hinausgeht;  selbst  dann,  wenn  man,  wie  es  hier  geschehen 
t,  nur  den  normalen  Luftwiderstand,  nicht  auch  die  Reibung  zwischen 
iift  und  Geschoss  berücksichtigt.  Beide  Probleme,  das  der  Geschoss- 
jwegung  und  das  der  gewöhnlichen  Kreiselbewegung,  würden  hin- 
ßhtlich  der  mechanischen  Behandlung  erst  dann  identisch  werden, 
enn  der  Luftwiderstand  nach  Grösse  lind  Richtung  konstant  bliebe 
id  in  demselben  Punkt  der  Axe  angriflFe,  was  wieder  die  andere  Be- 
ngung  in  sich  schlösse,  dass  der  Geschossschwerpunkt  sich  gerad- 
lig  gleichförmig  bewegte. 

Zeitichrift  f.  Mathematik  n.  Physik.  43.  Jahrg.  1898.  4.  u.  5. Heft.  X2  ^^  ^ ^ ,^lrr^ 
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Fig.  17. 


Für  diese  spezielle  Annahme  mögen  die  in  Betracht  kommende 

Resultate  der  Kreiseltheorie*  —  für  die  Zwecke  mancher  Leser  etws 

ausführlicher  —  hier  zusammengestellt  werden,  übrigens  sogleich  m 

den  Ausdrücken  der  Geschossbewegung. 

I.  Bewegung  im   luftleeren  Raum.     Die  Geschossaxe  fäll 

mit   der   anfänglichen   Rotationsaxe    zusammen    und    ist    zi 

gleich  Hauptträgheitsaxe. 

In  diesem  Fall  bleibt  die  Geschossaxe  während  des  ganzen  Geschos 

flugs  sich  selbst  parallel.    Dasselbe  würde  beobachtet,  wenn  im  Inf 

erfüllten    Raum    die    Luftwiderstandsresultante    jederzeit    durch    de 

Schwerpunkt  ginge. 

n.  Bewegung     im     luftleeren     Raum.       Die     anfänglich 

Rotationsaxe  bildet  mit  der  Figurenaxe  und  Hauptträgheit! 

axe  durch  den  Schwerpunkt  einen  sehr  kleinen  Winkel. 

Den  Schwerpunkt  S   des   Geschosses    denken   wir   uns   fest   ode 

was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wir  folgen  in  Gedanken  dem  Geschoß 

und  betrachten  von  hinten  dess€ 
Bewegung  allein  bezüglich  d< 
Schwerpunkts  S.  Man  hat  sich  nc 
zwei  Kreiskegel  zu  denken,  erster 
einen  im  Geschoss  festen  und  m 
diesem  beweglichen  Kegel,  dessc 
Spitze  S  und  dessen  Axe  die  Figurei 
axe  oder  Geschossaxe  SP  ist,  zweiter 
einen  im  Raum  festen  Kegel  Si 
ebenso  mit  der  Spitze  in  S;  beic 
berühren  sich  nach  einer  gemeii 
schaftlichen  Mantellinie.  Der  bewej 
liehe  Kegel  SP  rollt  auf  dem  feste 
SO  ohne  zu  gleiten  ab;  die  augei 
blickliche   gemeinschaftliche   Beruh 

ungsmantellinie     ist    die    momentane    Drehaxe,    um    welche    in    dei 

betreffenden  Moment  die  Drehung  stattfindet.    SO  stellt   die  Richtun 

der  Laufaxe  vor  (Fig.  17). 

IIL  Bewegung   im   lufterfüllten  Raum.    Die   Geschossax 

SP  bildet   zu    irgend   einer  Anfangszeit   den  Winkel  y^  ode 

S^SO  mit   der  Richtung  S^S  des  Luftwiderstands.     Kein  Ar 

fangsstoss. 

In   den   folgenden  Figuren  ist  der  Schwerpunkt  S  vor  der  Zeicl 

nungsfläche,  senkrecht  über  S^  vorzustellen;  P  sei  derjenige  Punkt  d( 

*  Vergl.  hierüber  das  vollständigste  Werk:  F.  Klein  und  A.  Sommerfell 
„Über  die  Theorie  des  KreiBels",  Leipzig  von  1897  an,  B.  G.  Teubner,  Kap.  IV,  §§ 
und  2;  Kap.  V,  §  2.  (Herr  A.  Sommerfeld  hatte  die  Güte,  aus  dieser  in  kurze 
erscheinenden  Fortsetzung  einige  Resultate,  insbesondere  die  Kurventypen  b 
treffend,  dem  Verfasser  im  voraus  mitzuteilen.) 
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Ixe,  für  welchen  SP  =  1  m  ist;  sämtliche  Kurven  liegen  auf  einer 
i^ugelfläche  um  S  mit  Radius  1  m.  Man  hat  vier  Fälle  zu  unterscheiden. 
a)  Greift  die  Resultante  des  Luftwiderstands  vor  dem  Schwer- 
►unkt,  also  zwischen  Geschossspitze  und  Schwerpunkt  auf  der  Geschoss- 
ixe an,  und  dies  ist  bei  der  jetzt  üblichen  Form  der  Langgeschosse 
aeistens  der  Fall,  und  ist  ausserdem  der  Lauf  mit  rechts  läufig  ge- 
«rundenen  Zügen  oder  Rechtsdrall  versehen,  so  besteht  die  Bahn  der  Ge- 


chossspitze  aus  den  gestrichelt  gezeichneten  mehr  oder  weniger  grossen 
^ögen  (Fig.  18  bis  21),  welche  auf  dem  ausgezogen  gezeichneten  Grenz- 
reis  mit  Radius  SO^  oder  y^,  dem  Präzessionskreis,  aufstehen  und 
ach  aussen  gehen. 

Und  zwar,  falls  der  Bruch  {G^r^):{4ÄM)y  den  wir  Stabilitäts- 
aktor 0  nennen  wollen,  gross  ist,  sind  diese  Bögen  äusserst  klein,  so 
ass'die  Bahn  für  das  Auge  der  Präzessionskreis  selbst  ist  (Fig.  18).  Die 
Lichtung  des  ausgezogenen  Pfeils  giebt  die  Bewegungsrichtung  der  Ge- 
chossspitze  an.  Sogleich  an  dieser  Stelle  sei  darauf  hingewiesen,  dass 
ieser  konstante  Kreis  (Fig.  18)  das  Analogon  zu  dem  veränderlichen 
[reis  (Fig.  12,  13,  siehe  3.  Heft)  ist,  welcher  in  dem  allgemeineren  Fall 
er  Geschossbewegung  von  dem  Punkt  P  der  Geschossaxe,  dem  Geschoss- 
nde,  wie  wir  P  heissen  wollen,  beschrieben  wird.  Wenn  der  Wert 
es  Stabilitätsfaktors  0  abnimmt,  dadurch,  dass  r  abnimmt  oder  M  zu- 
immt,   oder   beides   der  Fall  ist,   so   erhält   man  der  Reihe  nach  die 
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Figuren  19  bis  21 ,  mit  immer  grösser  werdender  Amplitude  J.  B  (Fig.  2 
der   Nutationsbögen.     Diese   Amplitude   ist,    wenn   sie  klein   ist,  n 

•siny^;   falls    sie   gross   ist,  l 
zieht  man  von  dem  erh; 


genügender  Annäherung  gleich 


C*r* 


man  cos(S^B)  =  eW^ö^+l  —  2'(S -  cosy^] 

tenen   Winkel  S^B   den  Winkel  S^Ä  oder  y^  ^.b,    so  erhält  man  ( 

Amplitude  AB  oder  Winkel  ASB. 

Der  Winkel  S,SB  bleibt  <  90«,  falls   ö  >{l:2coBy^)  ist.    Wi 
a  noch  kleiner,   so  fliegt  das  Geschoss  zeitweise  in  einer  Lage,  wol 


Fig.  24. 

0 


die  Axe  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung  des  Schwerpunkts  stel 
und  beginnt  weiterhin,  nämlich  bei  weiterer  Abnahme  von  ö,  si( 
nach  hinten  zu  überschlagen. 

b)  Liegt  bei  Linksdrall  der  Angriffspunkt  vor  dem  Schwerpunl 
so  hat  man  ähnliche  Kurvenformen  wie  vorhin;  nur  sind  die  beid 
Pfeilrichtungen  umgekehrt,  wie  z.  B.  Figur  22. 

c)  und  d)  Liegt  der  Angriffspimkt  der  Resultanten  auf  der  A 
hinter  dem  Schwerpunkt,  zwischen  Geschossboden  und  Schwerpunl 
so  befinden  sich  die  Bögen  der  stossfreien  Nutation  auf  der  innen 
Seite  des  Präzessionskreises  (Fig.  23  bis  26).  Dabei  beziehen  sich  c 
drei  Figuren  23  bis  25  auf  den  Fall  der  Rechtsrotation,  des  Recht 
dralls;  man  erkennt,  wie  mit  abnehmendem  Stabilitätsfaktor  ö  ( 
Amplitude  AB  successiv  wächst,  wie  also  der  die  Bögen  nach  inn 
zu  begrenzende  Kreis  kleiner  und  kleiner  wird.  Die  Figur  26  dageg< 
zu  welcher  die  entsprechenden  anderen  für  abnehmendes  0  zu  denk 
sind,  bezieht  sich  auf  den  Fall  des  Linksdralls. 
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IV.  Bewegung  im  lufterfüllten  Raum.  Die  öeschossspitze 
halte  anfangs  einen  zur  Präzessionsbewegung  (Pfeil ausgezogen) 
ngentiellen  Stoss  Wt  (Pfeil  gestrichelt).  Dabei  sei  tVt  positiv  ge- 
ebnet, wenn  die  Pfeile  gleichgerichtet  sind,  andernfalls  negativ. 

a)  Der  Anfangsstoss  erfolge  in  derselben  Richtung,  in  der  die 
äzessionsbewegung  vor  sich  geht  {wt  positiv).  Man  erhält  der  Reihe 
ch  die  Figuren  27  bis  33,  falls  entweder  bei  gleichem  Wert  des 
ibilitätsfaktors  a  die  Grösse  Wt  des  Stosses  wächst  oder  bei  gleichem 
5SS  6  abnimmt,  oder  wenn  zugleich  Wt  wächst  und  c  abnimmt. 

Verfolgt  man  diese  Figuren,  so  bemerkt  man,  dass,  bei  gleichem 
und  wachsendem  Wtj  anfangs  die  Bögen  sich  abflachen,  dann  mit 


w,  =  {Cr  -  VCV«  -  \AM .  cos  y^  :  {2Acos  y^) 

L  nutationsloser  Kreis  beschrieben  wird,  mit  einer  Winkelgeschwindig- 
it  gleich  Wt]  weiterhin  treten  Nutationsbögen  nach  innen  auf;  der 
se  Bögen  nach  innen  begrenzende,  mit  dem  Präzessionskreis  konzen- 


Fig.  32. 


/ 


\ 


\ 


;che  Kreis  schnürt  sich  immer  mehr  ein,  und  er  ist  zum  Punkt  S^ 
worden,  d.h.  die  Bögen  gehen  alle  durch  S^  (Fig.  30),  wenn 

_  Cr 

^^'~   ^(l+cosy,) 

rorden   ist.     Von  da  ab  erweitert  sich,   mit  zunehmendem  Stoss  i^,, 
innere  Grenzkreis  wieder  und,  falls  Wt-=—. — ist,  hat  man 


A  '  cos  y^ 
ider  reguläre  Präzession  (Fig.  32),  jedoch  wird  diesmal  der  Grund- 

Cr 
is  mit  eben  dieser  grösseren  Winkelgeschwindigkeit  -j — zurück- 

egt  (man  kann  daher  in  diesem  Fall  den  Grundkreis  selbst  als 
en  Nutationsbögen  spezieller  Ai-t  betrachten);  wächst  tVt  noch  mehr, 
werden  die  Bögen  immer  grösser  (Fig.  33),  bis  schliesslich  das  Ge- 
oss  na<jh  hinten  überschlägt,  und  für  Wt  =  oo  regelmässig  und 
nell  die  Geschossspitze  von  vorn  nach  hinten  Rotationen  um  S  aus- 
rt,  in  einer  Ebene  durch  S,  welche  den  Grundkreis  in  0  berührt, 
b)  Erfolgt  der  auf  die  Geschossaxe  senkrecht  ausgeübte  Anfangs- 
ss  tangential,  aber  in  entgegengesetzter  Richtung  als   die  Prä- 
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Zessionsbewegung  vor  sich  geht,  ist  also  Wt  negativ,  so  werdei 
Nutationsbögen  wiederum  (bei  Rechtdrall)  rechtsläufig  beschrieber 
müssen  also,  da  die  Nutationsbögen  immer  in  der  Richtung  des  St 
beginnen,  jetzt  auf  der  Aussenseite  des  Präzessionskreises  liegen. 
Amplituden  sind  um  so  grösser,  je  grösser  der  Stoss,  der  Radius  y 

Grundkreises  und  das  Luftwiderstandsmoment,  ferner  je  kleiner  — 

In  den  beiden  Figuren  34  und  35  giebt  wieder  der  ausgezogene  Pfe 
Richtung  der  Präzessionsbewegung,  der  gestrichelte  die  StossrichtuB 
Bei  absolut  wachsendem  Stoss  z.  B.  wird  nach  und  nach  einmal  der 
eintreten,  dass  die  GeschossaxeiSP  senkrecht  zur  Bewegungsrichtunj 
steht,  und  sodann  der  Winkel  PSS^  noch  gi'össer  wird,  bis  schlies 
die  Geschossaxe  regelmässige  Rotationen  um  den  Schwerpunkt  S, 


Fig.  SS. 


Fig.  S4. 


Fig.  85. 


vom  nach  hinten  und  zurück,   in   einer   den   Grundkreis   berühre 
Ebene  durch  S  ausführt;  dies  ist  der  Fall  für 


Wt  = 


Cr 


JL(l-cosyo) 


Das  Verhalten  der  Geschossspitze  in  den  anderen  Fällen,  ^ 
nämlich  die  Züge  links  gewunden  sind  oder  der  Angriflfepunkt 
Luftwiderstandsresultanten  hinter  S  liegt  oder  beides  zutriflFk,  lässt 
daraus  leicht  ableiten. 

V.  Dasselbe.  Jedoch  werde  anfangs  auf  die  Gesch 
axe  an  der  Spitze  ein  seitlicher  Stoss  tv^  ausgeübt,  web 
senkrecht  zur  Präzessionsbewegung  gerichtet  ist. 

Dabei  sei  Wg  positiv  gerechnet,  wenn  der  Stoss  in  der  Richtung 
negativ,  wenn  er  in  der  Richtung  OS^  erfolgte.  Wiederum  möge  du 
Annahme:  Rechtsdrall  und  Angriffspunkt  vor  dem  Schwerpunkt  Er 
nung  finden.  Immer  beginnen  die  (gestrichelt  gezeichneten)  Nutat 
bögen  in  der  Stossrichtung;  daher  hat  man  jetzt  gewisse  mittlere  L 
derselben  zwischen  denen  der  Figuren  27  bis  33  und  denjenigen 
Figuren  34,  35.     Ein  solcher  Fall  ist  in  Fiffur  36  angegeben. 
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Die  Grössenbeziehungen  in  allen  diesen  Fällen  lassen  sich  aus 
en  Grundgleichungen  der  Kreiseltheorie  (Flächensatz  und  Satz  von 
er  lebendigen  Kraft)  mit  c  und  C,  als  Integrationskonstanten,  ab- 
»iten: 

35)  A .  (|J)  +  ^sinV-  (  Ji)  =  -  2M-  cos y  +  c  -  Cr^ 

36)  A  sin V .  ^  =  C\  -  Cr .  cos  y. 

Hier  ist  y  der  Winkel  TSS^  zwischen  Geschossaxe  SP  und 
ichtung  SS^  des  Luftwiderstandes  zur  Zeit  t^  d  der  Winkel  der  Ebene 
^SS^  mit  der  Anfangslage  OSS^  derselben.  Die  Winkelgeschwindigkeit 
es  Anfangsstosses  um  den  Schwerpunkt  S  habe  die  Komponenten  tVt  und 
',;  beide  Stösse  seien  senkrecht  zur  Geschossaxe  SO,  aber  die  eine  Wt 
jnkrecht  zur  Ebene  SS^O^  die  andere  tVs  in  dieser  Ebene  gerichtet; 
't  heisse  der  (bezüglich  des  Präzessionskreises)  tangentielle  Anfangsstoss, 
;  der  senkrechte.     Man  hat  dann  für 

^  =  0  :  y  =  yo> 


'-'>■•  % 


w,. 


-di-"^'- 


Bestimmt   man   damit   die   Integrationskonstanten  c   und  C^   und 
iminiert  sodann   -jr  aus  35)  und   36),    so   erhält   man   die  folgende 


Fig.  »6. 

i 

Vo 

=^0  A 

»            1 

Fig.  37. 


iflferentialgleichung  zwischen  y  und  t^  welche  für  jeden  Moment  t 
>n  Winkel  y  zwischen  Geschossaxe  SP  und  Bewegungsrichtung  SS^ 
?s  Schwerpunkts  liefert: 


•sm 


^Y'yll)  =^-sin^y-[21/-(cosyo  — cosy)  +  J.-e{;/+^4-sin^yo-t(;,2] 


{A-  sin^ y^'  Wt  +  CV(cos  y^  —  cos  y)]^ 


Denkt  man  sich  diese  Gleichung,  unter  Umständen  mechanisch 
lit  Hilfe  des  Apparats  von  Abdank-Abakanowitz,  integriert,  so 
iebt  die  Gleichung  36)  für  jeden  Moment  t  den  Betrag  der  Drehung  d 
-r  Ebene  PSS^  um  SSj^. 
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Setzt  man  in  37)  Ji  =0,  so  erhält  man  die  grössten  und  kleinst 
Werte  von  y;  mit  cosy  =  u,  cosy^^  Uq^  sin yQ=u^  wird  somit: 

-  [A'U,^-  Wt  +  Cr-  K  -  m)]2  =  0. 

Dies  ist  diejenige  Gleichung  dritten  Grades  in  ii,  deren  Auflösu 
den  kleinsten  und  grössten  Winkel  PSS^  giebt;  zwei  Wurzeln  u  lieg 
nämlich  zwischen  —1  und  +1;  die  Gleichung  lässt  sich  schreiben: 

M*— w2(Wo+^Wi^+ 12  +  23)  + W(— 1+2^3^0 +«>l") 


38) 


39) 
wobei  zur  Abkürzung: 

.    ÄtVt* 


=  ^8  V+  *>iH  h^h^ '  Wo 


^w.   —  w« 


A'Ws^ 


^3  =  20  = 


Cr' 
2MA^ 


tA  = 


Crwt 


Speziell,  wenn  nur  ein  tangentieller  Anfangsstoss  stattfand,  Wg  = 
war,  so  lässt  sich  in  38)  der  Faktor  Uq— u  heraussetzen,  i  h.  es 
in    diesem   Fall   y  ^  yo   die   eine   Lösung  von  38)  oder  39),   die  K 
tationsbögen  sitzen  in  diesem  Fall,  wie  es  z.B.  die  Figuren  29  und 
angeben,  auf  dem  festen  Präzessionskreis  mit  Radius  y^  auf. 

Die  Gleichung  39)  reduziert  sich  in  diesem  Fall  auf  die  folgen 

40)  u^—  w(i3  +  ?>i^)  =  1  -  i^Uq  -  i^Ui^+  J>oWil 

Diejenige  Wurzel  u  =  cos  y,  welche  zwischen  —  1  und  +  1  liei 
giebt  den  anderen  Begrenzungskreis  der  Nutationsbögen. 

Ist  hierbei  der  Stoss  Wt  so  klein,  dass  man  AtVt^  gegen  23/  v< 
nachlässigen  kann,  so  lässt  sich  für  kleine  Nutationsamplituden  e 
Näherungswert  der  Amplitude  nach  Klein  und  Sommerfeld  so  finde 
man  ersetzt  u^  durch  den  Anfangswert  Uq^  und  hat,  da  m^^^I  — u^,-: 


U'l. 


tAU, 


oder 


/2MA        ^A       \ 


Wi  '"   \  ^"'•'         Cr 

bezeichnet  man  nun  die  grösste  Amplitude  der  Nutationsbögen  mit 
setzt  y  =  yQ±s  und  entwickelt  für  kleine  £,  so  ist  w  —  Mq  +  k^«  £,  al 


41)  die  Amplitude  £  —  isiny^-f 


2MA       2A 


C*r' 


-^-•t^/ 


)• 


Wenn  eüdlich  überhaupt  kein  Anfangsstoss  stattfand,  tVs==tCt^ 

so  wird  der  grösste  oder  kleinste  Wert  von  y  und  damit  die  Amplitu< 

r  —  Vft  berechnet  aus  ,  .       ^       . 

w^- wi3-l-?3?io, 

oder  es  ist  für  den  Winkel  y  dieses  zweiten  Begrenzungskreises: 

42)  cos  y  —  (j  (+)  l/ö^+  i  —  2(r-cos  y^, 

wobei  <y  der  Stabilitätsfaktor  (C^r^)  :  (4MA)  ist. 
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"Ein  Näherungswert  der  Amplitude  AB  oder  s  ist  dann  nach  41) 
ler  folgende:  ^ur  a 

43)**  Amplitude  --^^^%,^. 

Die  Weiterverfolgung  der  Gleichungen  35)  und  36)  zeigt  sodann, 

lass   die  durchschnittliche  Winkelgeschwindigkeit  ;,-i  mit  welcher  der 

Äf 
^räzessionskreis  beschrieben  wird,  -p^  ist;  also  die  Periode  der  Prä- 

u  -1  ^  Cr       ^ 

essionsbewegung  ist 

44)  T~^^ 

genauer  ist  für  die  langsame  reguläre  Präzession: 


45) 


2jr  •  2^-  cosyo 


Cr-yc*r*-  4^ikf  cosyo 
Femer  wird  ein  Nutationsbogen  bei  gegebenem  Stoss  Wt  in  der 
5eit  beschrieben  (vergl.  Klein -Sommerfeld  I.e.): 

46)  T, '^'^      ==^. 

rofür  man,  bei  nicht  sehr  grossen  y^  und  Wty  meist  mit  genügender 
Lnnäherung  nehmen  kann: 

47)  g\-  ,  i!L:^,  ^  - 

st    der   Stabilitätsfaktor   <y   genügend   gross,    so    erhält   man   hieraus, 

[urch  Reihenentwickelimg  nach  Potenzen  von  -  und  Verzicht  auf  die 
LÖheren  Potenzen  von  der  zweiten  ab: 


48) 


T.- 


27r 


Cr        2M 
~Ä"~Cr 

Überblickt  man  nunmehr  die  aus  der  Kreiseltheorie  gezogenen 
lesultate  und  die  früheren  Ergebnisse  für  die  Geschossbewegung  um 
ien  Schwerpunkt,  so  fällt  unmittelbar  die  folgende  Analogie  in  die 
Lugen:  Was  bei  der  Kreiselbewegung  der  konstante  Präzessiouskreis, 
ler  (ausgezogene)  Grenzkreis  um  S,  mit  Radius  S^O  ist  (Fig.  18  etc.), 
reicher  durch  die  Anfangslage  0  des  Kreiselendes  P  geht  und  an  welchen 
üe  Bögen  der  Nutationsbewegung  sich  anlehnen,  das  ist  bei  derGeschoss- 
►ewegung  der  (ebenso  ausgezogen  gezeichnete)  veränderliche  Prä- 
essionskreis,  der  so  variiert,  dass  sein  Radius  OM(Fig.  12,  13,  14,  siehe 
L  Heft  dieser  Zeitschr.)  sich  stetig  vergrössert  und  sein  Mittelpunkt 
Lach  abwärts  und  mehr  oder  weniger  (bei  Rechtsdrall)  nach  rechts  rückt, 
[er  aber  immer  durch  den  Anfangspunkt  0  hindurchgeht;  er  wird  in 
[er  variablen  Zeit  T^2nCr:M  beschrieben;  die  Nutationsbogen  lehnen 
ich  im  Fall  der  Geschossbewegung  gleichfalls  an  diesen  variablen  Kreis  an. 

Eben  durch  diese  Veränderung  des  Präzessionskreises  macht  sich 
ie  Krümmung  der  Flugbahn  geltend,  also  die  Thatsache,  dass  im 
''erlauf  der  Flugbahn   der  Winkel  zwischen  der  Anfangstangente  und 
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der  jeweiligen  Flugbahntangente  sich  stetig  vergrössert;  und  in  c 
Unsymmetrie  des  Präzessionskreises  bezüglich  der  Vertikalebene  dui 
die  Tangente  ST  liegt  die  Ursache  und  das  bestimmende  Moment  c 
Seitenabweichung  des  Geschosses,  so  dass  für  letztere  die  Gröi 
f  massgebend  ist. 

Die  an  die  langsame  Präzessionsbewegung  sich  anreihenden,  ras 
verlaufenden  Nutationen  sind  nicht  in  erster  Linie  fiir  die  konstai 
Seitenabweichung,*  sondern  für  den  durchschnittlichen  Gesamtwidersta 
der  Luft  und  damit  für  die  Verzögerung  bestimmend,  welche  der  Gescho 
Schwerpunkt  erfährt;  mit  den  Nutationen  ändert  sich  die  Schussweite  u 
die  TreflFfahigkeit. 

In  dem  speziellen  Fall,  wo  die  Flugbahn  sich  auf  eine  Gera 
reduziert  (cd  =  0),  fällt  das  Problem  der  Geschossbewegung  mit  d< 
der  Kreiselbewegung  dann  zusammen,  wenn  wir  den  Luftwidersta 
nach  Grösse  und  Richtung  konstant  nehmen;  wie  früher  erwähnt,  s 
aber  in  der  That  in  jedem  der  einzelnen  Intervalle,  in  welche  die  I 
wegung  des  Geschosses  zerlegt  wird,  ein  konstanter  Mittelwert  von 
angenommen  werden;  somit  müssen  auch  die  betreffenden  Ausdrüc 
beiderseits  identisch  sein.  Wir  sind  also  im  stände,  mit  Hilfe  c 
Kreiselbewegung  jetzt  nachträglich  eine  oben  angekündigte  klei 
Korrektion  an  unseren  früheren  Formeln  für  die  Geschossbewegtt 
vorzunehmen:  Das  Gleichungssystem  14)  und  15)  konnte  nur  n 
Vernachlässigung    gelöst   werden;    es    wurden    z.  B.    die    Ableitimg 

-—  und  -j^   neben   r-f^  und   rf^  vernachlässigt,    ausserdem   fand  ei 

Vernachlässigung  in  3)  und  3a)  statt;  dadurch  entstehen  Ungenaui 
keiten.     Die  Kreiseltheorie  legt  es  nahe,  in 

fs ai-r     und    f^ p^:r 

Cr 

statt  r  vielmehr  -j-  zu  nehmen.    Verfolgt  man  damit  die  weiteren  E 

Cr 
rechnungen,  so  ist  in  23)  und  24)  statt  r  —  N  zu  nehmen:  -z — N  ui 

statt  ß^  —  — ~r~~^^  "^  ~Ä~~^  ^^  setzen: 

Damit  geht  die  Gleichung  31)  über  in 


A  Cr 


übereinstimmend  mit  48);  femer  wird  Ausdruck  34)  zu 

2-^.N        ,  2'e'^'Ä'M 

— ~ —    oder  zu  — 7^5-= — 9 

Cr  C*r* 

übereinstimmend  mit  43);  28)  stimmte  schon  zuvor  mit  44).    In  d« 
Zusammenstellung  der  Resultate  sind  diese  Korrekturen  verwertet. 

*  Ist  die  Präzessionsbewegnng  Null  und  sind  die  Nutationen  gross,  so  werd« 
dieselben  Abweichungen  abwechselnd  nach  rechts  und  nach  links  erzengen. 
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Es  dürfte  zum  Schluss  dieses  Abschnittes  angezeigt  sein^  mit 
nigen  Worten  das  Näherungs verfahren  zu  erwähnen,  welches  Saint - 
)bert  anwandte,  und  welches  sich  seitdem  mit  mehr  oder  weniger 
Wanderungen  durch  eine  grössere  Anzahl  von  Arbeiten*)  hindurchzog: 
T  Schwerpunkt  S  befinde  sich  vor  der  Zeichnungsebene  (Fig.  38) 
der  Flugbahn  vertikalebene  SOT.  Zur  Zeit  ^  sei  iST  die  Tangente, 
1  die  Geschossaxe.  Der  Winkel  zwischen  der  Vertikalebene  SOT 
d  der  „Stossebene"  SÄT  zur  Zeit  t  sei  q)]  der  Winkel  zwischen 
ngente  ST  und  Axe  SA  (öfters  Nutation  genannt)  sei  a.  Es  wird 
lachst,  ganz  analog  der  Kreiseltheorie,  der  Fall  behandelt,  dass 
i  Tangente  ST  ihre  Richtung  beibehalte;  zur  Zeit  t  +  dt  ist  9?  um 
)  gewachsen,  man  hat  annähernd 


Fig.  38. 


a) 


S^'^-Q-dt 


mmehr  wird  auch  die  Richtungsänder- 
g  der  Tangente  folgendermassen  ein- 
zogen: Zur  Zeit  t  +  dt  ist  das 
schossende  A  nach  B,  das  Tangenten- 
ie  T  nach  T^  gelangt,  wobei 

TT^  ^-d(D 
\   mit   wachsendem  t  die  Tangenten- 
igung  m  abnimmt);  der  Winkel  TT^B 

jetzt  9?  +  d<;f ;  AT  ist  zu  BT^  oder 
f  da  geworden. 

Fällt  man  von  T  auf  BT^  das  Lot, 

hat  man  b)  da  —  —  cos 9 -c^ cd;  und 
j  Anwendung  des  Sinussatzes  auf  A 
BT^  giebt,  mit  sehr  kleinen  Änder- 
gen dtp  und  rf«,  die  Beziehung 

tga  Cr 


"d 


c) 


d(p  —  I 


da  —  ->,—  •  d^  — 


tga 


du. 


Die  Gleichung  b)  verwandelt  sich  mit  der  allgemeinen  Beziehung 


doi 
~di 


g  •  cos  CO 


r  die  Bewegung  des  Schwerpunkts  ohne  Rücksicht  auf  die  Rotation 
»rgl.  des  Verfassers  Kompendium  S.  87)  in  die  folgende: 

*  Comte  Paul  de  Saint- Robert,  fitudes  sur  la  trajectoire  que  d^crivent 
projectiles  oblongs,  Paris  1860,  2.  Teil  —  M.  A stier,  essai  sur  le  mouvement 
i  projectiles  oblongs,  Paris  1873.  —  J.  M.  de  Tilly,  balistique,  Paris  1876.  — 
mte  de  Sparre,  mouvement  des  projectiles  oblongs  dans  le  cas  du  tir  de  plein 
let,  1876;  vergl.  auch  Mayevski-Klussmann,  über  die  Lösung  des  Problems 
5  direkten  und  indirekten  Schiessens.  Berlin  1886,  S.  77 flg.;  femer  de  Sparre, 
•  le  mouvement  des  projectiles  dans  Tair,  Paris  1891.  —  Muzeau,  sur  le 
uvement  des  projectiles  dans  Tair;  revue  d' Artillerie ,  tome  12  (1878)  p.  422 
i  496;  t.  13  p.  31,  t.  14  p.  38;  ferner  Muzeau,  cours  d' Artillerie ,  balistique 
,^rieure  1888,  1.  Teil.  —  Auf  dasselbe  Verfahren  läuft  auch  die  Lösung  von 
sal  schliesslich  hinaus:  Resal,  m^canique  generale;  t.  Ip.375,  Gleichungen 9) 
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d) 


da  —  +  coQtp 


g '  cos  Q) 


dt] 


diese  und  c)  bilden  die  beiden  Grundgleichungen.  Wird  aus  beide 
dt  eliminiert,  so  hat  man  die  DiflFerentialgleichung  erster  OrdnuE 
zwischen  a  und  (p: 

.  rf(sinQp)    ,1         .  M'V 


Cr  •  g  cos  <o 

Diese  lässt  sich  unter  Zugrundelegung  konstanter  Mittelwerte  vc 
M,  V,  cj  während  kleiner  Zeitintervalle  integrieren  und  liefert 

f)  sinijp--.— (1-cosa); 

wobei   jP—  -TT '■ ist    und    die    Inteerationskonstante    aus    d( 

Cr   g  '  cos  CD  ° 

Bedingung:   ^  —  0,    <p  —  0,    a  —  0   bestimmt  wurde.     Damit  ist  qp  a 

Funktion   von  a  ausgedrückt,   mit  d)  lässt  sich  somit  a  in  Funktio 

von  t  ermitteln;  es  wird 

g)  2^)  ■  cos a  —  n  +  |/4mp  +  n^  -  cos(yp  •  ^^^J*°    p 

wobei  m  -  1  -  F^,   n  «  2F^,  p^^l  +  F^ 

Dieses  Lösungsverfahren,  dessen  Grundzüge  wenigstens  hier  ai 
gedeutet  sind,  wurde  in  neuerer  Zeit  besonders  von  v.  Wuich  (sieb 
oben)  näher  ausgebildet. 

Besonders  einfach  lässt  sich  dasselbe  durch  successive  graphisch 
Konstruktion  durchführen.  Z.  B.  für  die  deutsche  schwere  Feldkanon 
ist  die  Dauer  eines  Präzessionsumlaufs  (siehe  Beispiel  weiter  untei 
crc.  0,7  Sek.;  nimmt  man  also  in  dieser  Zeit  das  Widerstandsmoment  J 

annähernd  konstant,  ebenso  v  und  ^j    so  hat  man  folgendes:    Für  rt 

werde  das  konstante  Zeitintervall  At  —  0,1  Sek.  gewählt;  das  Ende  de 
Tangente  befindet  sich  zu  den  Zeiten  t  =  0,  0,1,  0,2,  0,3,  0,4  .. .  i 
0,  Tj,  Tg,  Tg  etc.  Das  Ende  der  Geschossaxe  befand  sich  anfangs  in  ( 
Nach  A^  =  0,1  Sek.  hat  sich  die  Ebene  durch  Geschossaxe  SÄ  un 
Tangente  ST  oder  die  von  v.  Wuich  sogenannte  Stossebene  um  dei 
7.  Teil  von  360*^  gedreht;  man  beschreibe  also  um  T^  einen  Bogei 
mit  Radius  T^^O  von  crc.  51®;  das  Geschossende  liegt  jetzt  in  w^^;  nac] 
A^  =  0,2  Sek.  ist  die  Tangente  ST^,  die  Geschossaxe  SA^  (Bogen  un 
Tjj  mit  T^A^  von  51®);  fährt  man  so  fort,  so  erhält  man  die  Zeichnunj 
Figur  38a;  man  sieht  daraus  wie  aus  Gleichung  f),  dass  danach  ii 
der  That  das  Geschossende  A  bei  Rechtsdrall  stets  auf  der  rechtei 
Seite  der  Flugbahn  vertikalebene  SOTT^.  .  .  bleiben  muss.  (Eine  gan 
ähnliche  Figur  erhält  man  durch  Rechnung.) 

Ob  dieses  Resultat  filr  die  Präzessionsbewegung  (denn  auch  hie 
ist  es  diese  Bewegung,  um  die  es  sich  handelt)  das  richtige  ist,  ode 
das  Resultat  des  Verfassers,  wonach  die  Geschossspitze  zeitweilig  nacl 
der  linken  Seite  übertritt,  jedoch  längere  Zeit  auf  der  rechten  Seii 
verweilt,   muss    schliesslich    der  Versuch   entscheiden,   der  allerding 
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dadurch  erschwert  sein  wird,  dass,  wie  ich  oben  nachgewiesen  habe, 
in  erster  Linie  die  Nutationen  es  sind,  welche  der  Beobachtung  sich 
darbieten.  Jedoch,  selbst  wenn  die  Nutationen  als  sehr  klein  zu  ver- 
nachlässigen wären  y  könnten  Laboratoriumyersuche  mit  geschossartigen 
Körpern,    die    in    cardanischen    Ringen        «^  lig.as». 

leicht  drehbar  angebracht  sind,   wegen      ^ 
der   Reibung   nicht   wohl    entscheidend  ^  §• 
sein.     Ich   suchte  weiterhin   den   Luft-  ^  l" 
widerstand,    dessen    Richtung    bei    Ge-  ^  /*o    0 
schössen   fortwährend   wechselt,    durch  ^ 
mi^etische  Kraft   zu  ersetzen;   an  der  ^ 


sec 


«-0,1    r. 


I 


Axe  eines  Messingkreisels  war  eine 
Eisenmasse  angebracht;  auf  diese  wirkte 
die  Anziehungskraft  eines  kräftigen 
Elektromagnetpols,  der  nach  und  nach 
gegenüber  dem  Kreisel  verschoben 
wurde;  auch  hier  zeigten  sich  volle 
kreisartige  Präzessionspendelungen;  dies  ^ 

würde   darauf  hindeuten,    dass   die  6e-  ^ 

schossaxe    zeitweise    nach    der    linken  *=0,3  §  r, 
Seite   der  Flugbahnvertikalebene    über- 
treten muss;  allein  auch  solche  Versuche 
können  nicht  entscheiden,  da  die  Ana-       ^^T 
logie  mit  der  Mechanik   der   Geschoss-    "  '         ^ 
bewegung   keineswegs   vollständig   her- 
gestellt ist. 

An  dem  Verfahren  St.  Roberts  <  =  o.5 
ist  prinzipiell  jedenfalls  auszusetzen,  dass 
hierbei  die  Annahme  gemacht  wir(},  die 
successiven  Drehungen  der  Stossebene 
müssen  um  die  jeweiligen  Tangenten- 
lagen herum  erfolgen.  Beim  Kreisel  er- 
folgt, wenn  von  den  Nutationen  ab- 
gesehen werden  kann,  die  reguläre  Prä- 
zessionsbewegung um  die  Richtung  der 
diese  Bewegung  bewirkenden  äusseren 
Kraft,  der  Schwerkraft,  herum;  analog 
muss  beim  Geschoss  die  Drehung  der 
Stossebene  um  die  zur  Luftwider- 
standsresultanten  Parallelen  durch 
den  Schwerpunkt  S  herum,  nicht  aber 
um  die  jeweilige  Tangente  STj,  ST^-- 
herum  vor  sich  gehen.  Dieser  Fehler  ist  bei  unserer  obigen  Theorie 
dadurch  vermieden,  dass  von  vornherein  mit  den  Komponenten  des  Luft- 
widerstands gerechnet   wurde;   auf  der  anderen   Seite  waren  auch  bei  t 
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Fig.  38  b. 


des  Verfassers   obiger  Theorie  (welche,   wie  bemerkt,  schliesslich   i 
Entwickelungen  Poissons  zurückgeht)  Vernachlässigungen  zum  Zw< 
der  Durchführung   der   Integrationen    erforderlich^    weshalb    auch 
kleine  Winkel  d",  ^,  a   die   Resultate   der  Theorie   von   denen  der  ] 
obachtung  etwas  abweichend  gefunden  werden  könnten. 

Übrigens    sind    die    Resultate    beider    Theorien,    derjenigen    ^ 
St.  Robert-Wuich  und  derjenigen  des  Verfassers,  weniger  von   € 

ander  verschieden,  als 
auf  den  ersten  Anbl 
scheinen  könnte  —  fs 
nur  die  Theorie  St.  I 
berts  etwas  modifizi 
wird: 

Bei  der  successi^ 
graphischen  Lösung, 
auf  der  Vorstellung  ben 
(Tig.  38  a),  als  ginge 
Änderung  der  Tangent 
läge  ruckweise  vor  si 
lässt  sich  nämlich  der 
wähnte  Fehler,  der  in  ( 
Robert  sehen  Theo 
durch  das  Nichtparal 
sein  von  Tangente  t 
Luftwiderstands  -  Result 
ten  entsteht,  für  den  F 
dass  von  den  Nutatioi 
abgesehen  wird,  lei 
vermeiden.  Man  zerl 
wieder  (Figur  38  b) 
Flugzeit  in  aufeinan 
folgende  etwa  gleiche  Z 
teilchen  A^  und  konstruiere  wieder  die  aufeinander  folgenden  Laj 
der  Tangente,  also  SO,  ST^  ST^,  ST^---,  wie  dieselben  ohne  Ru 
sieht  auf  die  Rotationsbewegung  in  der  Vertikalebene  durch  ScHt^ 
punkt  S  (dieser  vor  der  Zeichnungsebene  gedacht)  und  Bewegun 
richtung  von  S  gegeben  sind  zu  den  Zeiten  0,  A^,  2-A^,  3-Af 
Zur  Zeit  ^  —  0  befinde  sich  die  Geschossaxe  und  zugleich  die  Tange 
in  SO]  es  ist  also  noch  kein  Anlass  zur  Präzession  gegeben;  zur  5 
^  =  A^  ist  die  Tangente  längs  ST^  gerichtet;  zu  dem  Winkel  O^ 
oder  a  zwischen  Tangente  ST^  und  Axe  SO  berechne  man  M  i 
suche  [1.]  den  zugehörigen  Winkel  rj  zwischen  Axe  und  Luftwiderstan 
resultante  auf;  diesen  Winkel  rj  trage  man  als  OM^  auf  der  V 
längerung  von  OTj  ab  und  beschreibe  um  M^  mit  Radius  M^O  eii 

Kreisbogen    OÄ^,    dessen    Centriwinkel    im    Bogenmaß    =  ^ — At 
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ist  die  Geschossaxe  in  SA^.  Nun  ist  aber  nach  t  =  2'At  die 
ente  in  STg,  der  Winkel  zwischen  Axe  und  Tangente  ist  jetzt 
r^,  dazu  suche  man  M  und  den  zugehörigen  Winkel  ri  auf 
trage  den  neuen  Winkel  rj  auf  Ä^T^  als  Ä^M^  auf,  beschreibe 
Ifg  mit  Radius  M^A^  einen  Kreisbogen  A^^A^  mit  dem  Centri- 
M 


el 


Cr 


'Lt  U.S. f. 


Bei  diesem  Verfahren  successiver  punktweiser  Konstruktion  der 
3Ssionskurve  gelangt  die  Qeschossaxe  zeitweilig  auf  die  linke  Seite 
lugbahn  -Vertikalebene;  man  erhält  eine  Präzessionskurve  ähnlich  wie 
gur  12,  abgesehen  davon,  dass  nicht  notwendig  die  sich  erweiternde 
Je  immer  wieder  durch  0  gehen  muss. 

Man  erkennt  auf  diese  Weise,  dass  in  der  That  die  Resultate 
T  Theorien  nicht  so  sehr  von  einander  abweichen;  es  ist  auch, 
L  man  die  Bezeichnungen  vergleicht,  der  obige  von  den  periodischen 
lern  freie  Term  ^,  welcher  die  Seitenabweichung  bestimmt,  und 
ier  vom  Verfasser  mit  /'  bezeichnet  wurde,  identisch  mit  dem- 
en  von  Magnus  de  Sparre  und  Mayevski  [2.]: 

d-8ini/=-(P.^):[4iJ^.a-s.w--F(w)] 

mit  demjenigen  von  N.  v.  Wuich  [3.]: 

«1  =  6:  (a-M'»+^); 

L  ist  jedoch  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  bei  v.  Wuich  u.  a. 
r  „Nutation"  der  Winkel  a  zwischen  Tangente  und  Axe,  also 
s  anderes  verstanden  ist,  als  in  der  Kreiseltheorie. 

Lnmerkung:  [1.]  Mittelst  der  Kummer  sehen  Formeln  (des  Terfassers  Com- 
um  S.  169  flg.,  tg7?  =  X  :  ^  oder  mit  denjenigen  von  v.  Wuich  1. c.S.  82; 
giebtv.Wuich  S.92  die  folgende  Tabelle  für  den  Winkel  ij  zwischen  Geschoss- 
ind  Luftwiderstandsresultanten,  für  verschiedene  Winkel  cc  zwischen  Axe  und 
)ahntangente  und  für  mehrere  Geschosslängen  H  (in  Kalibern  gemessen): 


5« 

10^ 

20^ 

30*^ 

40^ 

50^ 

60^ 

70^ 

80^ 

90<» 

und  für 

9«44' 

36^66' '57^4' 

66*^  4' 

70«63' 

74U2' 

76«35' 

78«28' 

80«  2' 

88  «23' 

if=2   Kalib, 

[)H4' 

39m'  60^4' 

69*^66' 

75ni' 

78<*22'  80^24' 

81«60' 

82«52' 

83«36' 

if=2,5     „ 

2*'52' 

43n2'|63«67' 

70«  9' 

76*^28' 

79«   7';80«57' 

82n8' 

83«22' 

84«  16' 

if=2,8     „ 

5^38' 

49*' 34' 

68^63' 

74<>  0' 

79*^22' 

81«30' 

82«Ö5' 

83«  66' 

84«43' 

85«43' 

2f=3,5     „ 

r  giebt  diese  Tabelle  die  Werte  7]  nicht  für  kleine  a  (nicht  zu  verwenden 
hierfür  die  folgenden  Tabellen  I  und  II,  weil  11  mehr  empirische  Daten  ent- 
als  I). 

2.]  Mayevski,  Über  die  Lösung  der  Probleme  des  direkten  und  indirekten 
asens;  deutsch  von  Klussmann,  Berlin  1886  bei  Mittler  &  Sohn,  S.  77. 

3.]  1.  c.  p.  407 
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E.  Tabelle  für  die  Komponenten  Wp  und  W«  der  Luftwiderstände 
resultanten  parallel  resp.  senkrecht  zux  Axe  des  Langgesohossef 
sowie    für   die  Lage    des   Angriffspunkts   der   Resultanten    au 

der  Axe. 

Die  beigefügte  Tabelle  soll  die  sehr  umständliche  Berechnung 
Lufbwiderstandsmoments  M  erleichtem,  so  lange  man  auf  eine  sei 
Berechnung  angewiesen  ist.  Sie  ist  aus  den  Formebi  entstan« 
welche  Kummer  bezüglich  cylindrischer  Geschosse  mit  anfgeset: 
Halbkugel  und  mit  aufgesetztem  Kegel  für  die  Komponenten  Wp, 
und  für  den  Abstand  g  des  AngriflFspunkts  vom  Geschossboden  unter 
Voraussetzung  berechnete,  dass  der  normale  Luftwiderstand  gegen  < 
in  der  Luft  bewegte  ebene  Fläche  proportional  dieser  Fläche  und  < 
Quadrat   des   Kosinus    desjenigen   Winkels    sei,   welchen   die   Fläcl 

normale  mit  der  Bewegungsricht 
bildet.  Die  Ku mm  ersehen  Ben 
nungen  zu  Grunde  zu  legen  ^  lag  < 
halb  nahe,  weil  einerseits  die  betreffen 
analytischen  Entwickelungen  in  gleic 
Allgemeinheit  ftir  kein  anderes  Ges 
durchgeführt  sind  und  andererseits 
mehreren  Vergleichen  mit  Beoba4 
ungen  die  Formeln  Kummers  kc 
ungünstigeren  Resultate  ergaben, 
die  sind,  welche  aus  anderweitigen 
anderen  Gesetzen  und  unter  spezielle 
Annahmen  aufgestellten  Formeln  flos^ 
Als  Form  der  Spitze  des  La 
geschosses  ist  die  gegenwärtig 
meisten  übliche  sogenannte  „ogira 
vorausgesetzt  (Fig.  39);  der  Läng 
querschnitt  des  Geschosses  hat  hiei 
die  Gestalt  etwa  eines  gotischen  Fensters;  ist  M  der  Mittelpu 
des  Kreisbogenprofils ^ ^,  so  heisst  MA=^MB='Q  der  Abrundun; 
radius.  Wenn  die  Höhe  h  des  zugespitzten  Teils  des  Geschosses, 
Kalibern  d=2It  oder  in  Geschossradien  U  gemessen,  gegeben  ist, 
ist  damit  zugleich  der  Abrundungsrädius  q  sowie  der  halbe  Winkel  i; 
der  Spitze  gegeben;  es  ist  nämlich: 


H  a 


>^M 


1R 


49) 
50) 


sinw  =  —    oder    tg «  =  — 
'        Q  ?_ 

R 


-1 


\d)^  d        4' 


gleichwertig  sind  also  z.  B.  die  Angaben. 
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d 
-—05 


^  =  0,5   1     1,5     2      3 

0,866   1,118   1,323   1,658. 

Die  Berechnung  erfolgte  durch  Interpolation  aus  den  Formeln  für 
lufgesetzte  Halbkugel  und  für  den  aufgesetzten  Kegel;  für  diese 
n  Formen  und  für  eine  grössere  Anzahl  von  Winkeln  a  zwischen 
^ahntangente  und  Geschossaxe  wurden  die  numerischen  Werte  der 
ffenden  Grössen  Wp^  Ws,  rj  berechnet,  und  sodann  je  für  die 
le  Spitzenform  ein  Mittelwert  zwischen  den  Zahlen  für  die  Halb- 
[  und  den  Eegel  genommen,  entsprechend  den  Verhältnissen  der 
[el  rj  an  der  Geschossspitze  bei  den  drei  Formen;  endlich  wurden 
ihrigen  Werte  graphisch  interpoliert.  Eine  Gebrauchsanweisung 
er  Tabelle  beigegeben.  Eine  Tabelle  direkt  für  das  Luftwider- 
smoment bezüglich  des  Schwerpunkts  liess  sich  deshalb  nicht 
en,  weil  durch  Änderung  der  Massenverteilung  im  Innern  eines 
^eschosses  die  Schwerpunktslage  geändert  werden  kann;  letztere 
in  jedem  Fall  empirisch  bestimmt  werden;  jedenfalls  ist  diese 
mmung  sicherer  als  die  Berechnung. 

Von  Daten  der  Beobachtung  wurden  bei  Aufstellung  der  Tabelle 
ele  verwertet  als  irgend  anging;  insbesondere  konnten  die  Ver- 
ergebnisse  von  Ingalls*  und  die  neueren  Mitteilungen  von  Hey  den- 
1  L  c.  für  Wp  berücksichtigt  werden.  Grundsätzlich  wurden  die 
>achtungsresultate  vor  den  Rechnungsresultaten  bevorzugt,  da 
Reihe  von  mitbestimmenden  Einflüssen  von  Kummer  nicht  mit 
echnung  gezogen  werden  konnten;  dies  gilt  z.B.  von  dem  Ab- 
I  der  Luft  an  dem  Geschoss,  der,  wie  Kummer  selbst  durch  Ver- 
)  gezeigt  hat,  die  Rechnungsergebnisse  nicht  unwesentlich  modifi- 
es zeigte  sich,  dass  die  Versuchsreihen  Kummers  über  die  Werte 
Funktion  von  a  durch  eine  gerade  Linie  noch  besser  dargestellt 
als  durch  die  theoretisch  erhaltene  Kurve;  es  wurde  deshalb 
hen  den  Endwerten  is  einfach  proportional  a  interpoliert. 
Eine  andere  derartige  Tabelle  hat  N.v.  Wuich  (I.e.)  auf  wesentlich 
er  Grundlage  aufgestellt;  eben  weil  die  Zahlenwerte  beider 
len  nicht  wenig  von  einander  abweichen,  so  schien  es  mir  nicht 
rt,  diese  neue  Tabelle  vorzulegen,  die  ich  jedoch  nur  als  einen 
>ehelf  angesehen  wissen  möchte,  bis  es  nämlich  Ballistikern 
Physikern  möglich  geworden  sein  wird,  durch  ausgedehnte  Ver- 
reiben, etwa  nach  Art  der  Neesenschen,  genauere**  empirische 
Jen  aufzustellen  (über  deren  Notwendigkeit  siehe  weiter  unten). 

^  James  M.  Ingalls,   Capitain,   First  Artill. :   Journal   ot  the  United  States 
jry,  April  1896,  Nr.  2,  Vol.  IV  p.  191;   vergl.  auch  den  Auszug  dieser  Arbeit 
österreichischen  Zeitschrift:  „Mitteilungen  über  Gegenstande  des  Artillerie- 
reniewesens ",  Wien  Jahrgang  1896,  7.  Heft,  S.  411. 

*  Die  Zahlen  der  folgenden  Tabellen  sind  bei  der  Verwendung  als  nur  auf  die 
)ezimale  genau  zu  behandeln;  die  Genauigkeit  ist  wahrscheinlich  noch  geringer, 
tachxift  f.  Mathematik  n.  Physik.  43.  Jahrg.  1898.  4.  n.  5.  Heft.  13 
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Tabelle  I 

für  die  Komponente  Wt  der  Lufbwiderstandsresultauten  senkrecht 

zur  Geschossaxe. 
Man  multipliziert  W^  (siehe  unten)  mit  dem  Faktor  der  Tabelle. 

H^  ganze  Geschosshöhe  in  Kalibern,     h  «  Höhe  des  zugespitzten  Teils. 
a  »Winkel  zwischen  Geschossaxe  und  Flugbahntangente. 


Winkel  a 

Winkel  a 

swiichen 

ir= 

2,5  Kaliber 

zwischen 

lf  = 

2,6  Kaliber 

GeichoM- 
axe  und 

axe  nnd 

Flag- 
bahn. 

h 
=0,5 
Kai. 

1 

1,3 

1,6 

2 

Flug- 
bahn- 

h 
=0,6 
Kai. 

1 

1,3 

1,5 

2 

tangente 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

tangente 
a 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

0 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

36 

1,64 

1,49 

1,44 

1,40 

1,34 

1 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

86 

1,71 

1,65 

1,50 

1,46 

1,39 

2 

0,01 

0,01 

0,01 

0,01 

0,01 

37 

1,78 

1,61 

1,66 

1,60 

1,44 

8 

0,03 

0,02 

0,02 

0,02 

0,02 

88 

1,83 

1,67 

1,61 

1,65 

1,49 

4 

0,06 

0,04 

0,03 

0,03 

0,03 

39 

1,90 

1,73 

1,66 

1,61 

1,54 

6 

0,08 

0,07 

0,06 

0,06 

0,06 

40 

1,97 

1,79 

1,72 

1,66 

1,59 

6 

0,11 

0,10 

0,09 

0,09 

0,08 

41 

2,04 

1,84 

1,78 

1,72 

1,64 

7 

0,14 

0,13 

0,12 

0,11 

0,10 

42 

2,10 

1,90 

1,84 

1,77 

1,69 

8 

0,18 

0,17 

0,15 

0,14 

0,13 

43 

2,16 

1,96 

1,90 

1,83 

1,74 

9 

0,22 

0,20 

0,18 

0,17 

0,16 

44 

2,22 

2,02 

1,95 

1,88 

1,79 

10 

0,26 

0,24 

0,22 

0,21 

0,20 

45 

2,29 

2,08 

2,01 

1,94 

1,84 

11 

0,30 

0,28 

0,26 

0,25 

0,24 

46 

2,36 

2,14 

2,06 

1,99 

1,90 

12 

0,34 

0,32 

0,30 

0,29 

0,27 

47 

2,43 

2,20 

2,11 

2,04 

1,95 

13 

0,39 

0,36 

0,34 

0,33 

0,31 

48 

2,60 

2,26 

2,17 

2,10 

2,00 

14 

0,43 

0,41 

0,38 

0,37 

0,35 

49 

2,55 

2,31 

2,22 

2,15 

2,04 

16 

0,48 

0,46 

0,42 

0,40 

0,39 

50 

2,62 

2,36 

2,27 

2,20 

2,09 

16 

0,52 

0,49 

0,46 

0,44 

0,43 

51 

2,68 

2,42 

2,32 

2,25 

2,14 

17 

0,67 

0,54 

0,50 

0,48 

0,47 

52 

2,73 

2,47 

2,87 

2,30 

2,18 

18 

0,62 

0,58 

0,55 

0,53 

0,51 

53 

2,79 

2,53 

2,43 

2,34 

2,22 

19 

0,68 

0,62 

0,69 

0,68 

0,56 

54 

2,85 

2,68 

2,48 

2,38 

2,26 

20 

0,73 

0,67 

0,64 

0,63 

0,60 

55 

2,92 

2,64 

2,53 

2,43 

2,31 

21 

0,78 

0,73 

0,68 

0,67 

0,64 

56 

2,98 

2,69 

2,58 

2,48 

2,36 

22 

0,83 

0,77 

0,74 

0,72 

0,69 

57 

3,04 

2,74 

2,62 

2,52 

2,40 

23 

0,89 

0,82 

0,80 

0,77 

0,74 

58 

3,10 

2,79 

2,67 

2,57 

2,44 

24 

0,95 

0,88 

0,84 

0,82 

0,78 

59 

3,16 

2,83 

2,71 

2,61 

2,48 

25 

1,02 

0,93 

0,90 

0,86 

0,83 

60 

3,21 

2,88 

2,75 

2,65 

2,52 

26 

1,08 

0,98 

0,95 

0,92 

0,88 

27 

1,14 

1,04 

1,00 

0,97 

0,93 

66 

3,46 

3,09 

2,96 

2,86 

2,70 

28 

1,19 

1,10 

1,06 

1,02 

0,99 

70 

3,63 

3,27 

3,15 

3,03 

2,84 

29 

1,26 

1,15 

1,12 

1,08 

1,04 

76 

3,76 

3,40 

3,27 

8,18 

2,96 

30 
31 
32 

1,32 
1,38 
1,45 

1,21 
1,27 
1,33 

1,17 
1,23 
1,28 

1,14 

1,19 
1,24 

1,09 
1,14 
1,19 

80 
86 
90 

3,87 
3,90 
3,90 

3,48 
3,61 
8,51 

3,86 
3,38 
3,38 

3,24 
3,28 
3,28 

3,04 
8,06 
3,06 

33 

1,62 

1,39 

1,33 

1,29 

1,24 

34 

1,68 

1,44 

1,39 

1,36 

! 

1,29 
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Tabelle  I  (Fortaetzung). 


ikel  a 

Winkel  a 

ichen 

H^\ 

3,5  Kaliber 

zwischen 

H=8,6  Kaliber 

:ho8i- 

Oeichois- 
ax6  nnd 

nnd 

Ing- 

h 
=0,5 
Kai. 

1 

1,8 

1,6 

2 

Flug- 
bahn- 

h 
=0,6 

1 

1,3 

1,6 

2 

Sente 
a 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

tangente 
a 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

0 

0.00 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

86 

2,21 

2,06 

1,97 

1,90 

1,82 

1 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

36 

2,30 

2,14 

2,06 

1,98 

1,90 

2 

0,01 

0,01 

0,01 

0,01 

0,01 

37 

2,40 

2,22 

2,14 

2,06 

1,99 

3 

0,04 

0,08 

0,02 

0,02 

0,02 

38 

2,49 

2,31 

2,23 

2,16 

2,07 

4 

0,06 

0,06 

0,04 

0,04 

0,04 

89 

2,68 

2,40 

2,32 

2,23 

2,16 

6 

0,10 

0,08 

0,07 

0,07 

0,07 

40 

2,67 

2,49 

2,40 

2,32 

2,24 

6 

0,14 

0,12 

0,11 

0,10 

0,10 

41 

2,77 

2,58 

2,48 

2,40 

2,32 

7 

0,18 

0,16 

0,16 

0,14 

0,14 

42 

2,87 

2,67 

2,66 

2,48 

2,42 

8 

0,22 

0,20 

0,19 

0,18 

0,18 

43 

2,97 

2,76 

2,66 

2,67 

2,48 

9 

0,26 

0,24 

0,24 

0,28 

0,22 

44 

3,07 

2,86 

2,74 

2,66 

2,66 

10 

0,31 

0,30 

0,29 

0,28 

0,26 

46 

8,16 

2,94 

2,83 

2,73 

2,64 

11 

0,37 

0,36 

0,84 

0,38 

0,30 

46 

3,25 

3,04 

2,92 

2,83 

2,72 

12 

0,43 

0,41 

0,39 

0,38 

0,36 

47 

3,85 

3,13 

3,00 

2,92 

2,80 

13 

0,49 

0,47 

0,44 

0,43 

0,40 

48 

3,44 

3,21 

3,09 

3,01 

2,89 

14 

0,56 

0,62 

0,50 

0,48 

0,46 

49 

8,64 

8,80 

3,17 

3,08 

2,98 

16 

0,61 

0,68 

0,66 

0,54 

0,60 

60 

3,63 

3,38 

3,25 

3,17 

8,06 

16 

0,67 

0,64 

0,61 

0,59 

0,65 

61 

3,72 

3,46 

3,34 

3,26 

8,16 

17 

0,73 

0,70 

0,67 

0,64 

0,60 

62 

3,81 

3,56 

3,42 

3,34 

3,23 

18 

0,80 

0,76 

0,73 

0,69 

0,66 

68 

3,90 

3,64 

8,60 

3,42 

3,31 

19 

0,87 

0,82 

0,79 

0,76 

0,72 

64 

3,99 

3,73 

3,69 

3,60 

3,39 

20 

0,98 

0,88 

0,85 

0,82 

0,78 

66 

4,08 

3,80 

3,68 

3,58 

3,47 

21 

1,00 

0,96 

0,92 

0,88 

0,83 

66 

4,16 

3,87 

3,75 

3,66 

3,56 

22 

1,08 

1,01 

0,98 

0,94 

0,89 

67 

4,24 

3,96 

3,88 

3,74 

3,64 

23 

1,16 

1,08 

1,06 

1,00 

0,96 

68 

4,33 

4,04 

3,91 

3,82 

8,71 

24 

1,24 

1,16 

1,11 

1,07 

1,02 

69 

4,41 

4,12 

3,97 

3,88 

3,78 

25 

1,32 

1,22 

1,18 

1,13 

1,08 

60 

4,49 

4,19 

4,04 

3,96 

3,84 

26 

1,40 

1,30 

1,26 

1,20 

1,16 

27 

1,48 

1,87 

1,32 

1,27 

1,22 

66 

4,86 

4,58 

4,37 

4,27 

4,14 

28 

1,57 

1,44 

1,39 

1,34 

1,29 

70 

5,14 

4,80 

4,68 

4,62 

4,38 

29 

1,65 

1,52 

1,46 

1,41 

1,36 

76 

6,35 

6,01 

4,84 

4,72 

4,57 

30 
31 
32 

1,74 
1,84 
1,93 

1,60 
1,69 
1,78 

1,54 
1,62 
1,71 

1,49 
1,57 
1,66 

1,43 
1,51 
1,68 

80 
86 
90 

6,49 
6,57 
5,60 

6,15 
6,21 
6,23 

4,98 
5,04 
6,06 

4,86 
4,94 
4,96 

4,70 
4,77 
4,80 

33 

2,02 

1,87 

1,80 

1,73 

1,66 

34 

2,12 

1,96 

1,88 

1,82 

1,74 

Anmerkung.  W^  ist  der  Luftwiderstand  in  Kilogramm  gegen  ein  halb- 
eiförmig  endigendes  Geschoss  vom  Kaliber  2R  Meter,  faUs  dasselbe  mit  der 
chwindigkeit  v  m/sec  sich  derart  bewegt,  dass  die  Geschossaxe  in  der  Flug- 
ntangente  liegt.  TFJ,  wird  einer  empirischen  Tabelle  entnommen.  Ist  der  be- 
benden empirischen  Tabelle  nicht  ein  Geschoss  mit  aufgesetzter  Halbkugel 
: 0,5  Kai.)   zu  Grunde  gelegt,   sondern  z.B.  ein  Geschoss  mit  ^~  1,3  Kai.,   so 

Wq  =  TT^K '  ^1,3»  wobei  Wi^3  die  von  dieser  empirischen  Tabelle  angegebene 
0,69 

lerstandszahl   für  die  Geschwindigkeit  v  ist  (und  so  weiter  entsprechend  den 

gedruckten  Zahlen  der  ersten  Zeile  in  Tabelle  II).    Z.B.  ist  für  22=» 0,12m, 
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Tabelle  I  (Fortsetzung). 


Winkel  a 

Winkel  a 

zwischen 

H^ 

4,6  Kaliber 

zwischen 

Ä  =  - 

4,6  Kaliber 

GeschoBS- 

GeaohoBB- 
axe  und 

axe  und 

Flng- 
bahn- 

h 
=  0,5 
Kai. 

1 

1,3 

1,5 

2 

Flug- 
bahn. 

Ä 

=  0,5 

1 

1,3 

1,6 

2 

a 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

tangente 
a 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

0 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

35 

2,76 

2,57 

2,48 

2,42 

2,22 

1 

0,01 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

36 

2,87 

2,68 

2,59 

2,52 

2,32 

2 

0,03 

0,02 

0,02 

0,01 

0,01 

37 

2,99 

2,79 

2,70 

2,62 

2,41 

H 

0,06 

0,05 

0,04 

0,04 

0,03 

38 

3,12 

2,91 

2,80 

2,72 

2,50 

4 

0,09 

0,08 

0,07 

0,07 

0,06 

39 

3,25 

3,02 

2,91 

2,83 

2,60 

6 

0,13 

0,12 

0,11 

0,11 

0,10 

40 

3,37 

3,14 

3,02 

2,93 

2,70 

6 

0,16 

0,16 

0,14 

0,14 

0,14 

41 

3,60 

3,26 

3,13 

3,03 

2,80 

7 

0,21 

0,20 

0,19 

0,19 

0,18 

42 

3,63 

3,38 

3,24 

3,14 

2,90 

8 

0,26 

0,25 

0,24 

0,23 

0,22 

43 

8,75 

3,60 

3,36 

3,26 

8,00 

9 

0,32 

0,30 

0,29 

0,28 

0,27 

44 

3,87 

3,62 

3,47 

3,36 

3,09 

10 

0,37 

0,36 

0,34 

0,34 

0,33 

46 

4,00 

3,74 

3,68 

3,47 

3,19 

11 

0,43 

0,41 

0,40 

0,40 

0,39 

46 

4,12 

3,86 

3,70 

3,58 

3,30 

12 

0,50 

0,48 

0,47 

0,46 

0,44 

47 

4,24 

3,97 

3,81 

3,69 

3,41 

13 

0,57 

0,55 

0,54 

0,68 

0,60 

48 

4,37 

4,08 

3,92 

3,80 

3,52 

14 

0,66 

0,63 

0,61 

0,60 

0,56 

49 

4,49 

4,19 

4,02 

3,90 

3,62 

16 

0,73 

0,70 

0,68 

0,67 

0,62 

50 

4,61 

4,31 

4,18 

'4,00 

3,72 

16 

0,80 

0,77 

0,75 

0,73 

0,68 

61 

4,72 

4,41 

4,24 

4,10 

3,82 

17 

0.88 

0,86 

0,82 

0,80 

0,74 

62 

4,84 

4,62 

4,34 

4,20 

3,92 

18 

0.96 

0,92 

0,89 

0,87 

0,81 

63 

4,96 

4,63 

4,44 

4,30 

4,02 

19 

1,04 

0,99 

0,96 

0,94 

0,87 

64 

6,08 

4,73 

4,55 

4,40 

4,12 

20 

1,12 

1,07 

1,03 

1,01 

0,94 

66 

6,20 

4,84 

4,65 

4,50 

4,22 

21 

1,21 

1,16 

1,12 

1,09 

1,01 

56 

5,81 

4,95 

4,76 

4,60 

4,32 

22 

1,30 

1,24 

1,21 

1,18 

1,09 

67 

5,42 

6,06 

4,86 

4,71 

4,42 

28 

1,41 

1,33 

1,30 

1,26 

1,17 

68 

5,54 

6,17 

4,97 

4,82 

4,52 

24 

1,61 

1,43 

1,39 

1,36 

1,26 

69 

5,65 

6,27 

6,07 

4,92 

4,61 

25 

1,61 

1,68 

1,48 

1,44 

1,33 

60 

6,76 

6,37 

6,17 

5,02 

4,71 

26 

1,72 

1,63 

1,57 

1,63 

1,41 

27 

1,83 

1,73 

1,67 

1,63 

1,60 

65 

6,24 

6,84 

6,66 

6,60 

6,19 

28 

1,94 

1,83 

1,77 

1,73 

1,69 

70 

6,63 

6,23 

6,07 

6,92 

6,59 

29 

2,06 

1,93 

1,87 

1,83 

1,69 

76 

6,93 

6,66 

6,37 

6,24 

5,89 

30 
31 
32 

2,17 
2,28 
2,40 

2,03 
2,13 
2,24 

1,97 
2,08 
2,18 

1,92 
2,02 
2,12 

1,77 
1,86 
1,96 

80 
85 
90 

7,17 
7,27 
7,30 

6,77 
6,89 
6,94 

6,57 
6,69 
6,73 

6,43 
6,54 
6,60 

6,08 
6,20 
6,22 

33 

2,62 

2,36 

2,28 

2,22 

2,04 

84 

2,63 

2,46 

2,88 

2,82 

2,13 

^  » 1,5  Kai.  und  v  =  241  m  der  normale  Luftwiderstand  nach  der  Erfahrung  45,2  kgr; 


also  ist  Wq 


46,2 
0,66 


=  68,5  kgr;  somit  ist  z.B.  für  a«20^  Jf  =2,5  Kai.,  Ä  =  2  Kal.^ 
TT,  «68,6. 0,60  =  41  kgr, 
Wp  =  68,6  •  0,61  =  35  kgr ; 


also  die  Resultante  VWs*-{-Wp'  selbst  =  64  kgr;  femer  der  Tangens  des   Win- 
kels zwischen  Geschossaxe  und  Resultante  gleich  41 :  36;  dieser  Winkel  =  60^  (diea 
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Tabelle  I  (Fortsetzung). 


Winkel  a 

Winkel  a 

zwischen 

H^ 

6,6  Kaliber 

zwischen 

H=^ 

5,6  Kaliber 

Ot>»OhOMH 

GMohoss- 
aze  und 

axe  and 

Flu«, 
bahn- 

h 
=  0.6 

1 

1.3 

1,6 

2 

Flug- 
bahn- 

h 
=*0,6 

1 

1,3 

1,6 

2 

tu&gentti 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

tangente 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

0 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

35 

3,33 

3,14 

3,05 

2,98 

2,82 

1 

0,02 

0,01 

0,00 

0,00 

0,00 

36 

3,48 

3,30 

3,19 

3,10 

2,96 

2 

0,03 

0,02 

0,01 

0,01 

0,00 

87 

3,63 

3,43 

8,82 

3,23 

3,08 

3 

0,06 

0,06 

0,06 

0,05 

0,04 

38 

8,78 

8,67 

3,46 

8,37 

3,20 

4 

0,10 

0,09 

0,08 

0,08 

0,07 

39 

3,93 

3,71 

3,60 

3,62 

3,83 

5 

0,14 

0,13 

0,12 

0,12 

0,11 

40 

4,07 

3,85 

3,74 

8,65 

3,47 

6 

0,18 

0,17 

0,16 

0,16 

0,16 

41 

4,22 

3,99 

3,88 

3,78 

8,60 

7 

0,23 

0,22 

0,21 

0,21 

0,20 

42 

4,37 

4,14 

4,00 

3,92 

3,72 

8 

0,29 

0,28 

0,27 

0,26 

0,25 

43 

4,62 

4,28 

4,14 

4,06 

3,84 

9 

0,36 

0,36 

0,34 

0,83 

0,31 

44 

4,66 

4,41 

4,28 

4,19 

3,97 

10 

0,43 

0,41 

0,40 

0,39 

0,37 

45 

4,81 

4,66 

4,41 

4,31 

4,10 

11 

0,60 

0,48 

0,47 

0,46 

0,44 

46 

4,98 

4,70 

4,64 

4,46. 

4,22 

12 

0,58 

0,66 

0,54 

0,63 

0,60 

47 

6,16 

4,86 

4,68 

4,68 

4,33 

13 

0,67 

0,64 

0,62 

0,61 

0,58 

48 

6,31 

6,00 

4,83 

4,71 

4,45 

14 

0,76 

0,73 

0,71 

0,69 

0,66 

49 

6,46 

6,14 

4,97 

4,86 

4,68 

15 

0,85 

0,81 

0,79 

0,77 

0,74 

60 

5,61 

5,29 

6,10 

4,98 

4,70 

16 

0,94 

0,90 

0,88 

0,86 

0,82 

61 

6,75 

6,42 

6,22 

5,10 

4,81 

17 

1,03 

0,99 

0,97 

0,96 

0,91 

62 

5,90 

6,56 

5,35 

5,21 

4,93 

18 

1,12 

1,08 

1,06 

1,04 

1,00 

63 

6,04 

6,69 

6,47 

6,33 

5,06 

19 

1,22 

1,18 

1,16 

1,14 

1,09 

64 

6,19 

6,81 

5,60 

6,42 

6,18 

20 

1,32 

1,28 

1,26 

1,23 

1,18 

66 

6,33 

6,98 

6,76 

6,61 

6,81 

21 

1,43 

1,38 

1,34 

1,32 

1,27 

66 

6,47 

6,09 

5,87 

5,72 

5,42 

22 

1,64 

1,48 

1,46 

1,42 

1,37 

67 

6,61 

6,22 

6,99 

6,83 

5,63 

23 

1,66 

1,69 

1,66 

1,62 

1,46 

68 

6,76 

6,36 

6,12 

6,96 

6,64 

24 

1,78 

1,71 

1,67 

1,63 

1,66 

59 

6,88 

6,49 

6,25 

6,09 

6,74 

25 

1,91 

1,82 

1.78 

1,74 

1,66 

60 

7,00 

6,60 

6,88 

6,20 

6,85 

26 

2,04 

1,94 

1,90 

1,86 

1,78 

27 

2,18 

2,06 

2,02 

1,98 

1,88 

65 

7,61 

7,20 

6,97 

6,80 

6,40 

28 

2,30 

2,19 

2,14 

2,10 

1,98 

70 

8,16 

7,76 

7,60 

7,33 

6,96 

29 

2,43 

2,32 

2,26 

2,22 

2,10 

76 

v8,66 

8,17 

7,92 

7,77 

7,37 

30 
31 
32 

2,58 
2,74 
2,89 

2,46 
2,60 
2,74 

2,39 
2,52 
2,66 

2,34 
2,47 
2,69 

2,22 
2,34 
2,46 

80 
86 
90 

8,84 
8,97 
9,00 

8,46 
8,66 
8,70 

8,23 
8,42 

8,48 

8,07 
8,27 
8,32 

7,69 
7,90 
8,00 

33 

3,04 

2,88 

2,79 

2,72 

2,68 

34 

3,19 

3,01 

2,92 

2,85 

2,70 

wenig  genau).  —   Steht  keine  empirische  Tabelle  zur  Verfügping,   so  nimmt  man 
(nach  Didion): 

WO  d  =  Gewicht  von  1  Kubikmeter  Luft  am  Versuchstag  in  Kilogramm  ist,  oder 
genauer  (nach  Siacci):  r^^^r^T^ 
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Tabelle  U 

für  die  Komponente  Wp  parallel  der  Geschossaxe  {H  beliebig 
Wp=-Wq  mal  Faktor  der  Tabelle. 


Winkel  a 

Winkel  a 

Kwischen 

Bwischen 

Geschoss- 

h 

1 

1,3 

1,5 

2 

2,5 

Oeichoss- 

h 

1 

1,3 

1,6 

2 

axe  und 

=0,6 

Ka- 

Ka- 

Ka- 

Ka- 

Ka- 

axe  nnd 

=  0,4>   Ka- 

Ka- 

Ka- 

Ka- 

Flug- 

Flug- 

Kai. 

Uber 

liber 

Uber 

liber 

Uber 

bahn- 

Kal.J liber,  liber 

liber  Über 

tangente 
cc 

tangente 
a 

0 

1,00 

0,79 

o,e9 

0,06 

0,58 

0,80 

86 

0,83 

0,64 

0,58 

0,67 

0,50 

l 

1,00 

0,79 

0,69 

0,66 

0,63 

0,39 

86 

0,82 

0,63 

0,58 

0,67 

0,50 

2 

1,00 

0,79 

0,69 

0,66 

0,63 

0,39 

37 

0,81 

0,62 

0,67 

0,56 

0,49 

3 

1,00 

0,78 

0,69 

0,66 

0,63 

0,39 

38 

0,80 

0,62 

0,67 

0,66 

0,49 

4 

1,00 

0,78 

0,69 

0,66 

0,63 

0,39 

39 

0,79 

0,61 

0,67 

0,66 

0,49 

5 

1,00 

0,78 

0,68 

0,66 

0,53 

0,39 

40 

0,77 

0,60 

0,66 

0,66 

0,49 

6 

1,00 

0,78 

0,68 

0,66 

0,53 

0,89 

41 

0,76 

0,59 

0,66 

0,55 

0,49 

7 

0,99 

0,77 

0,68 

0,66 

0,53 

0,39 

42 

0,75 

0,69 

0,65 

0,66 

0,49 

8 

0,99 

0,77 

0,68 

0,66 

0,53 

0,39 

43 

0,74 

0,68 

0,56 

0,64 

0,49 

9 

0,99 

0,77 

0,67 

0,66 

0,62 

0,39 

44 

0,72 

0,67 

0,64 

0,64 

0,48 

10 

0,99 

0,76 

0,67 

0,66 

0,62 

0,39 

46 

0,71 

0,57 

0,64 

0,63 

0,48 

11 

0,99 

0,76 

0,67 

0,66 

0,62 

0,39 

46 

0,70 

0,56 

0,64 

0,63 

0,48 

12 

0,98 

0,76 

0,67 

0,64 

0,62 

0,40 

47 

0,69 

0,56 

0,68 

0,52 

0,48 

13 

0,98 

0,75 

0,66 

0,64 

0,52 

0,40 

48 

0,68 

0,66 

0,63 

0,52 

0,48 

14 

0,97 

0,76 

0,66 

0,64 

0,52 

0,40 

49 

0,66 

0,54 

0,62 

0,52 

0,48 

16 

0,97 

0,76 

0,66 

0,68 

0,62 

0,40 

60 

0,66 

0,63 

0,52 

0,61 

0,48 

16 

0,96 

0,74 

0,66 

0,63 

0,62 

0,40 

51 

0,64 

0,63 

0,61 

0,61 

0,48 

17 

0,96 

0,74 

0,66 

0,63 

0,62 

0,40 

62 

0,63 

0,62 

0,61 

0,60 

0,48 

18 

0,95 

0,74 

0,66 

0,63 

0,62 

0,40 

63 

0,62 

0,61 

0,60 

0,60 

0,47 

19 

0,96 

0,78 

0,64 

0,62 

0,61 

0,40 

54 

0,61 

0,61 

0,50 

0,50 

0,47 

20 

0,94 

0,73 

0,64 

0,62 

0,51 

0,40 

66 

0,60 

0,60 

0,49 

0,49 

0,47 

21 

0,93 

0,72 

0,64 

0,62 

0,61 

0,40 

66 

0,59 

0,49 

0,49 

0,49 

0,47 

22 

0,93 

0,72 

0,63 

0,61 

0,61 

0,40 

67 

0,67 

0,49 

0,49 

0,49 

0,47 

23 

0,92 

0,71 

0,63 

0,61 

0,51 

0,40 

58 

0,66 

0,48 

0,49 

0,48 

0,47 

24 

0,91 

0,71 

0,63 

0,61 

0,61 

0,40 

69 

0,66 

0,47 

0,48 

0,48 

0,47 

26 

0,91 

0,70 

0,62 

0,60 

0,61 

0,41 

60 

0,54 

0,46 

0,47 

0,48 

0,47 

26 

0,90 

0,70 

0,62 

0,60 

0,61 

0,41 

27 

0,89 

0,69 

0,62 

0,60 

0,61 

0,41 

66 

0,49 

0,44 

0,46 

0,46 

0,46 

28 

0,89 

0,68 

0,61 

0,59 

0,61 

0,41 

70 

0,43 

0,41 

0,43 

0,46 

0,46 

29 

0,88 

0,68 

0,61 

0,69 

0,60 

0,41 

75 

0,38 

0,38 

0,41 

0,43 

0,46 

30 
31 
32 

0,87 
0,86 
0,86 

0,67 
0,66 
0,66 

0,60 
0,60 
0,60 

0,69 
0,68 
0,68 

0,60 
0,60 
0,50 

0,41 
0,41 
0,41 

80 
86 
90 

0,33 
0,29 
0,25 

0,36 
0,34 
0,33 

0,40 
0,39 
0,38 

0,42 
0,41 
0,40 

0,45 
0,44 
0,44 

33 

0,85 

0,66 

0,69 

0,68 

0,60 

0,41 

34 

0,84 

0,64 

0,59 

0,57 

0,60 

0,41 

F'„= 


1,206  C 


["• 


,2002 .  V  -  48,05  +  ]/(0,1648  •  v-47,95)«  -f  9,6 -f  ^^^^^^(^ — ?? 


wobei 


1000  •  (2  Ä)*' 


37l  +  (-^Y 


R  Kaliber  in  Metern,    X== 


0,66 
0,924 


=  0,71. 
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für 


W. 


Tabelle  III 

;  speziell  ftir  h  =  1,3  Kaliber. 


Man  multipIiEiert  W^  mit  dem  betreffenden  Faktor  der  Tabelle. 


Winkel  a 

Winkel  a 

swisohen 

zwischen 

Geaclioss- 

H 

8,6 

4,6 

6,6 

Geschosa- 

H 

8,5 

4,6 

6,6 

axe  und 

=:2,5 

Ka- 

Ka- 

Ka- 

aze and 

=  2,6 

Ka- 

Ka- 

Ka- 

Flng- 

Flug- 

balm- 

Kai. 

liber 

liber 

liber 

bahn- 

Kai. 

liber 

liber 

Über 

tangente 

tangente 

a 

a 

0 

0,69 

0,69 

0,69 

0,69 

36 

2,52 

3,47 

4,34 

6,32 

1 

0,78 

0,77 

0,79 

0,86 

86 

2,66 

3,58 

4,42 

6,42 

2 

0,79 

0,87 

0,91 

1,00 

37 

2,69 

3,59 

4,60 

6,62 

3 

0,86 

0,97 

1,08 

1,16 

38 

2,62 

3,64 

4,57 

6,62 

4 

0,92 

1,07 

1,17 

1,31 

39 

2,65 

3,70 

4,64 

6,72 

5 

0,99 

1,16 

1,31 

1,48 

40 

2,69 

8,76 

4,71 

6,81 

6 

1,06 

1,26 

1,48 

1,68 

41 

2,72 

8,80 

4,77 

6,90 

7 

1,12 

1,34 

1,66 

1,78 

42 

2,76 

8,85 

4,84 

6,98 

8 

1,18 

1,42 

1,67 

1,94 

43 

2,78 

8,89 

4,92 

6,07 

9 

1,23 

1,61 

1,80 

2,10 

44 

2,81 

8,95 

4,98 

6,16 

10 

1,28 

1,69 

1,92 

2,26 

45 

2,84 

3,99 

6,06 

6,24 

11 

1,84 

1,68 

2,04 

2,41 

46 

2,87 

4,06 

5,13 

6,82 

12 

1,40 

1,78 

2,16 

2,66 

47 

2,89 

4,10 

6,20 

6,41 

13 

1,46 

1,87 

2,28 

2,70 

48 

2,92 

4,16 

5,27 

6,60 

14 

1,62 

1,96 

2,39 

2,84 

49 

2,95 

4,20 

6,38 

6,68 

16 

1,68 

2,05 

2,60 

2,99 

60 

2,97 

4,25 

6,39 

6,66 

16 

1,63 

2,13 

2,60 

3,13 

51 

3,00 

4,29 

5,45 

6,74 

17 

1,69 

2,22 

2,70 

3,26 

62 

3,02 

4,34 

5,61 

6,82 

18 

1,75 

2,31 

2,81 

3,40 

53 

3,04 

4,38 

6,67 

6,89 

19 

1,81 

2,40 

2,92 

3,58 

54 

3,06 

4,42 

5,64 

6,96 

20 

1,87 

2,48 

3,02 

3,66 

55 

3,08 

4,46 

6,70 

7,03 

21 

1,91 

2,66 

3,12 

3,80 

56 

3,10 

4,60 

6,76 

7,10 

22 

1,96 

2,62 

3,21 

3,92 

57 

3,12 

4,54 

5,80 

7,16 

28 

2,01 

2,69 

8,31 

4,02 

58 

8,16 

4,58 

6,86 

7,22 

24 

2,06 

2,76 

3,40 

4,14 

59 

8,16 

4,62 

6,90 

7,28 

25 

2,12 

2,84 

3,60 

4,26 

60 

3,18 

4,66 

5,96 

7,36 

26 

2,16 

2,91 

3,59 

4,36 

27 

2,20 

2,98 

3,68 

4,48 

66 

3,23 

4,79 

6,14 

7,64 

28 

2,24 

3,05 

3,76 

4,60 

70 

3,28 

4,89 

6,29 

7,76 

29 

2,28 

8,12 

3,86 

4,70 

75 

3,32 

4,98 

6,44 

8,05 

30 
31 
32 

2,33 
2,36 
2,41 

8,18 
3,23 
3,29 

3,93 
4,01 
4,09 

4,80 
4,90 
5,01 

80 
86 
90 

3,36 
3,36 
8,38 

6,02 
5,03 
6,04 

6,54 
6,64 
6,72 

8,22 
8,36 

8,47 

33 

2,46 

3,36 

4,17 

5,11 

34 

1 

2,49 

3,41 

4,26 

5,21 

r^ 
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Tabelle  IV  für  die  Lage  des  AngriflFspunkts  der  Luftwiderstands 

resultanten  auf  der  Geschossaxe. 

Abstaud  zwischen  Geschossboden  u.  Angriffspunkt  (in  Kai.  od,  in.Metem)=Höhe  de 

lindrischen  Teils  des  Geschosses  (in  Kai.  od.  in  Metern)  mal  dem  Faktor  der  Tab 

a=Winkel  zwischen  Geschossaxe  und  Tangente;  J3=  ganze  Geschosshöhe;  ä=I 

des  zugespitzten  Teils,  je  in  Kalibern  gemessen. 


Winkel  a 

Winkel  a 

zwischen 

H=2fi 

Kaliber 

zwischen 

i/=: 

J,6  KaUber 

Geschoss- 

Geschoss- 
axe und 

axe  und 

I 

Flug- 
bahn- 

h 
=  0,5 

1 

1,3 

1,6 

Plug- 
bahn- 

h 
=  0,5 

1 

1,3 

1,5 

tangente 
Ol 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

tangente 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai.  1 

1 
0 

1,00 

1,28 

1,44 

1,60 

0 

1,00 

1,13 

1,22 

1,31 

5 

0,97 

1,25 

1,40 

1,57 

5 

0,98 

1,10 

1,19 

1,28 

10 

0,95 

1,22 

1,37 

1,53 

10 

0,96 

1,07 

1,16 

1,25 

15 

0,92 

1,18 

1,34 

1,50 

16 

0,92 

1,05 

1,13 

1,22 

20 

0,90 

1,15 

1,31 

1,46 

20 

0,90 

1,02 

1,11 

1,18 

25 

0,87 

1,12 

1,28 

1,43 

.    25 

0,87 

0,99 

1,08 

1,16 

30 

0,85 

1,09 

1,24 

1,39 

30 

0,84 

0,96 

1,05 

1,12 

35 

0,82 

1,06 

1,21 

1,36 

35 

0,82 

0,94 

1,02 

1,09 

40 

0,80 

1,03 

1,18 

1,32 

40 

0,79 

0,91 

0,99 

1,06 

45 

0,77 

0,99 

1,15 

1,29 

45 

0,76 

0,88 

0,96 

1,08 

60 

0,74 

0,96 

1,12 

1,26 

50 

0,74 

0,85 

0,93 

1,00 

65 

0,72 

0,93 

1,08 

1,22 

55 

0,71 

0,82 

0,90 

0,97 

60 

0,69 

0,90 

1,05 

1,19 

60 

0,69 

0,80 

0,87 

0,94 

65 

0,67 

0,87 

1,02 

1,15 

65 

0,66 

0,77 

0,84 

0,91 

70 

0,64 

0,84 

0,99 

1,12 

70 

0,63 

0,74 

0,82 

0,87 

75 

0,62 

0,80 

0,96 

1,08 

76 

0,61 

0,71 

0,79 

0,84 

80 

0,59 

0,77 

0,92 

1,05 

80 

0,58 

0,68 

0,76 

0,81 

85 

0,56 

0,74 

0,89 

1,01 

85 

0,66 

0,66 

0,73 

0,78 

90 

0,54 

0,71 

0,86 

0,98 

90 

0,53 

0,63 

0,70 

0,75    ' 

Winkel  a 

Winkel  a 

zwischen 

if=4,ö  Kaliber 

zwischen 

jff=5,5  Kaliber 

Geschoss- 

Geschoss- 
axe und 

axe  und 

1 

Flug- 
bahn- 

h 
=  0,5 

1 

1,3 

1,6 

2 

2,5 

Flug- 
bahn- 

h 
=0,6 
Kai. 

1 

1,3 

1,5 

2 

tangente 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

tangente 

Kai. 

Kai. 

Kai. 

Kai.: 

! 

0 

1,00 

1,10 

1,18    1,24 

1,41 

1,60 

0 

1,00 

1,07 

1,13 

1,17 

1,26 

6 

0,97 

1,07 

1,15    1,21 

1,27 

1,56 

5 

0,97 

1,05 

1,10 

1,14 

1,23 

10 

0,94 

1,04 

1,12    1,17 

1,24 

1,52 

10 

0,95 

1,02 

1,07 

1,11 

1,20: 

15 

0,92 

1,02 

1,09  1  1,14 

1,20 

1,48 

15 

0,92 

0,99 

1,04 

1,08 

1,16 

20 

0,89 

0,99 

1,06    1,11 

1,17 

1,45 

20 

0,89 

0,96 

1,01 

1,05 

1,13 

25 

0,86 

0,96 

1,03    1,08 

1,13 

1,41 

25 

0,87 

0,93 

0,98 

1,02 

1,10 

30 

i0,84 

0,93 

1,00  ;  1,05 

1,10 

1,37 

30 

0,84 

0,91 

0,95 

0,99 

1,07 

35 

0,81 

0,90 

0,97    1,02 

1,06 

1,33 

35 

0,81 

0,88 

0,92 

0,96 

1,04 

40 

0,79 

0,87 

0,94    0,99 

1,03 

1,29 

40 

0,79 

0,85 

0,89 

0,93 

1,01  i 

45 

0,76 

0,84 

0,91    0,95 

1,09 

1,25 

45 

0,76 

0,82 

0,86 

0,90 

0,97 

50 

0,73 

0,81 

0,88    0,92 

1,06. 

1,22 

50 

0,73 

0,79 

0,84 

0,87 

0,94 

55 

0,71 

0,79 

0,85  :  0,89 

1,02 

1,18 

55 

0,71 

0,77 

0,81 

0,84 

0,91 

60 

0,68 

0,76 

0,82    0,86 

0,99 

1,14 

60 

0,68 

0,74 

0,78 

0,81 

0,88  i 

65 

0,65 

0,73 

0,79    0,83 

0,96 

1,10 

65 

0,66 

0,71 

0,75 

0,78 

0,85 

70 

0,63 

0,70 

0,76    0,80 

0,92 

1,06 

70 

0,63 

0,68 

0,72 

0,75 

0,82 

75 

0,60 

0,67 

0,73    0,76 

0,88 

1,02 

75 

0,60 

0,66 

0,69 

0,72 

0,78  ; 

80 

0,57 

0,65 

0,70    0,73 

0,85 

0,99 

80 

0,57 

0,63 

0,66 

0,69 

0,75 

85 

0,55 

0,62 

0,67    0,70 

0,81 

0,95 

85 

0,55 

0,60 

0,63 

0,66 

0,72 

90 

0,52 

0,59 

0,64 

0,67  1 

0,78 

0,91 

Uigitizi 

cP'ö2 

0,57 

0,60 

0,63 

0,69 
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F.  Zusammenstellung  der  Besultate. 

1.  In  Beziehung  auf  den  Schwerpunkt  beschreibt  die  Ge- 
schossspitze im  Verlauf  der  Flugbahn  eine  doppelte  Bewegung; 
erstens  eine  langsame  Präzessionsbewegung  und  zweitens 
eine  schnellere  Nutationsbewegung^  welche  ihren  Ursprung 
meistens  in  einem  kleineren  oder  grösseren  seitlichen  Anfangs- 
stoss  auf  das  Geschoss  hat.  Die  thatsächliche  Bahn^  welche  die 
Geschossspitze  für  einen  Beobachter  beschreibt  ^  welcher  dem  Ge- 
schoss folgen  und  allein  auf  die  Bewegung  der  Spitze  bezüglich 
des  Schwerpunkts  S  achten  würde  ^  ist  danach  die  (gestrichelt 
gezeichnete)  Kurve  in  den  Figuren  40  und  41.  (Diese  Figuren 
sind  sämtlich  für  den  Fall  konstruiert,  dass  die  Züge  rechts 
gewunden  sind  und  der  Angriffspunkt  L  der  Luftwiderstands- 


+  e 

Fig.M. 
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resultanten  vor  dem  Schwerpunkt  S  angreift.)  Die  Bahn  kann 
angesehen  werden  als  bestehend  aus  einem  beweglichen  Kreis, 
dessen  Radius  sich  vergrössert  und  dessen  Kutationswindungen 
(gestrichelt)  sich  bei  dem  Fortschreiten  des  Mittelpunkts  an 
die  Präzessionsspirale  (ausgezogen)  anlehnen.  Diese  Präzessions- 
kurve, als  Leitkurve  der  Nutationsbögen,  kann  ihrerseits  eben- 
falls als  ein  beweglicher  veränderlicher  Kreis  angesehen  werden, 
dessen  Radius  OM  sich  gesetzmässig  vergrössert  und  dessen 
Mittelpunkt  abwärts  und  mehr  oder  weniger  nach  rechts 
(bezw.  links)  rückt. 

Je  mehr  die  Flugbahn  der  geraden  Linie  sich  nähert, 
umsomehr  reduziert  sich  die  Präzessionskurve  auf  einen  kon- 
stanten Kreis  oder,  falls  die  Geschossaxe  anfangs  in  der  Be- 
wegungsrichtung des  Schwerpunkts  lag,  auf  einen  Punkt;  die 
Bahn  der  Spitze  ist  in  diesem  Fall  die  Hypocykloide  (Fig.  42), 
deren  Bögen  von  Kreisbögen  im  allgemeinen  wenig  abweichen 
und  im  Verlauf  der  Flugbahn  sich  erweitern. 
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Durch  die  Präzessionsbewegung  wird  vor  allem 
Reclits-(Links-)Abweicliung  des  Geschosses  aus  der  anfili 
liehen  Schussebene  bedingt:  Es  ist  nämlich  die  Präzessionsku] 
unsymmetrisch  bezüglich  der  Vertikalebene  durch  die  Flugbal 
tangente;  beginnt  vom  Anfangspunkt  0  aus  die  Präzessio 
kurve  nach  rechts  (links),  so  verweilt  während  jedes  ümla 
die  öeschossspitze  längere  Zeit  auf  der  rechten  (linken)  S< 
jener  Ebene  als  auf  der  entgegengesetzten;  die  Folge  ist 
Seitenabweichung  des  Geschosses  nach  rechts  (links).  Erste] 
nämlich  Rechtsabweichung,  tritt  ein,  wenn  die  Züge  recl 
gewunden  sind  und  wenn  der  AngriflFspunkt  L  der  Li 
widerstandsresultanten  vor  dem  Schwerpunkt  S  liegt  (i 
wenn  zugleich  anderweitige  Einflüsse,  siehe  weiter  unten,  ^ 
geringerem  Betrag  sind  als  der  der  Geschosspendelung),  o 
aber  bei  Linksdrall  und  Lage  von  L  hinter  S.  Letzte 
Linksabweichung,  erfolgt  bei  Linksdrall  und  L  vor  S  o 
bei  Rechtsdrall  und  L  hinter  S, 

Die  Nutationsbewegung,  welche  ihre  Entstehung  m( 
einem   wenn  auch  kleinen   seitlichen   Stoss   auf  das   Gesch 
pj   ^j  an   der  Mündung  verdankt,   beginnt   stets 

1,'---,  der  Richtung   des   Stosses   und   erfolgt  s1 

/  -""'"r^'-^s  i^  demselben  Sinn,  wie  die  Drehung  des  i 
\  /,^''"■*^"N^\  Schosses  um  seine  Längsaxe,  also  bei  R«cl 
yf^l''^\  ?\  drall  rechtsläufig,  bei  Linksdrall  linksläu 
/   V  V  1   mag  hierbei  die  Präzessionsbewegung  recl 


I 


4^ 


.^ 


oder    linksläufig    vor    sich   gehen,   mag  s 


\  //Rechts-   oder   Linksabweichung   des   Schv 

^"---y^  punkts  eintreten.     Sie  bleibt  bestehen,  w( 

-—  '7  die  Bewegung  des  Geschossschwerpunkts 

geradlinig  betrachtet  werden  kann  oder  muss,  imd  folgt  a 
sonst  wesentlich  anderen  Gesetzen,  als  die  Präzessionsbewegi: 
Diese  Niitationsbögen  (gestrichelt)  sind  es  meistens,  nicht 
Windungen  der  Präzessionsspiralen  (ausgezogen),  welche  i 
unter  bei  Geschossen  mit  dem  blossen  Auge  beobachtet  wer 
und  welche  bei  den  Neesen sehen  photographischen  Aufnahi 
sich  zeigten.  Mit  der  Amplitude  dieser  Nutationswindun: 
und  deren  sekundlicher  Zahl  ändert  sich  insbesondere 
Schussweite  und  die  Trefffähigkeit. 

2.  Die  mathematischen  Ausdrücke  der  Gesetze,  welc 
die  beiden  Arten  von  Geschosspendelungen  unterliegen,  £ 
die  folgenden: 

Man  denke  sich  um  den  Schwerpunkt  S  des  Geschos 
eine  Kugelfläche  mit  dem  Radius  1  m  beschrieben,  welche 
Flugbahntangente  ST  in  T  und  die  Geschossaxe  in  P  sehne 
T  möge   kurz   das   Ende   der  Flugbahntangente,    P  das 
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Fig.  43. 


schossende  heissen;  durch  S  sei  eine  horizontale  Äquatorebene 
und   durch   ST  eine    vertikale   Anfangsmeridianebene   gelegt. 
Letztere  beiden  Ebenen  schneiden  sich  nach  SS^]  5^  ist  der 
Anfangspunkt    eines    sphärischen  Koordinatensystems^  dessen 
horizontale  ^-Axe   nach   rechts   und  dessen  vertikale  #-Axe 
nach  oben  positiv  gerechnet  sind.    Der  Beobachter  ist  vor  der 
Zeichnungsfläche  in  S,  also  in  einer  solchen  Stellung  zu  denken, 
dass  er  die  Bewegung  des  Geschossendes  P  von  der  hinteren 
Seite  des  Geschosses  her  betrachtet  und  nach  der  konkaven  Seite 
der  Kugelfläche  sieht.     Die   Koordinaten   von   P  zur   Zeit  t, 
t  Sekunden,  nachdem  das  Geschoss  die  Mündung  passiert  hat, 
seien  ^  und  d-,   gemessen 
im  Bogenmass.    Die  An- 
fangslage  von   P  sei   zu- 
nächst 0,  OSj  =  Abgangs- 
winkel  d-Qj    zugleich    an- 
fängliche    Neigung      der 
Flugbahntangente     gegen 
die  Horizontale  SS^,    Zur 
Zeit  t  sei  diese   Neigung 

Aus  der  vorange- 
gangenen Lösung  des  bal- 
listischen Problems  ohne 
Bücksicht  auf  Rotation, 
etwa  auf  graphischem  Weg 
(vergl.  Zeitschrift  f.  Mathe- 
matik und  Physik,  1897, 
S.  197,  Zusammenfassung 
des  Verfahrens)  sei  für 
jeden  Augenblick  die  Neig- 
ung m  der  Flugbahntan- 
gente bekannt,  ebenso  die  Bahngeschwindigkeit  v  des  Schwer- 
punkts in  met/sec  und  folglich  deren  horizontale  Projektion 
t?,  «  t;  •  cos  (o.  Weiter  möge  r  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
Geschosses  um  seine  Längsaxe  bedeuten,  r  positiv  bei  Rechts- 
drall, der  Anfangswert  r  berechnet  aus 

Vq  die  Mündungsgeschwindigkeit  des  Schwerpunkts,  D  Drall- 
länge, 2B  der  Durchmesser  oder  das  Kaliber  des  Geschosses, 
beide  in  Metern,  A  Drallwinkel,  d.  h.  Winkel  zwischen  Lauf- 
axe und  ebener  Abwickelung  der  Züge;  da  über  die  eventuelle 
Abnahme  von  r  mit  der  Zeit  keine  Beobachtungen  vorliegen, 
so  bleibt  nichts  übrig,  als  r  konstant  anzunehmen,  wie  es  bis- 
her  bei    den    Berechnungen    stets    geschehen    ist.  —  Weiter 
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seien  Ä  und  C  die  beiden  Hauptträgbeitsmomente  des  C 
Schosses,  C  um  die  Längsaxe,  Ä  um  eine  Senkrechte  da 
durch  den  Schwerpunkt,  —  [am  besten  beide  Werte  dui 
Schwingungsversuche  ermittelt;  Näherungswerte  nach  v.  Wuic 
berechnet  mittelst 

WO  i)x:  die  sogenannte  reduzierte  Geschosshöhe,  in  Kalib< 
gemessen,  d.h.  die  Höhe  eines  mit  dem  Geschoss  gleich  schwei 
Cylinders  von  gleichem  Kaliber  und  StoflF;  t|r  erhält  m 
wenn  man  von   der  in  Kalibern  gemessenen  Gesamthöhe  < 

Geschosses  —  Kaliber  abzieht;  P  das  Geschossgewicht  in  Ki 

gramm].  —  Der  variable  Winkel  zwischen  Geschossaxe  v 
Plugbahntangente,  also  Winkel  TSP  sei  a,  Anfangswert  voi 
zunächst  =  0;  der  variable  Abstand  zwischen  Schwerpunkl 
und  Angriffspunkt  der  Luftwiderstandsresultanten  sei  Äj  (hi 
für  vergl.  Tabelle  IV,  deren  Gebrauch  durch  den  beigefagi 
Text  erläutert  ist);  die  Luftwiderstandskomponente  senkret 
zur  Geschossaxe  Wg,  parallel  dazu  Wp  (hierfür  vergl.  Tabell 
und  II,  femer  für  Ws :  sin  a  Tabelle  III,  Anfangswert  v 
Wgi  sin«  für  a  =  0  ist  gleich  dem  von  Wp)] 

Wjf  •  Ä,  •  cos  ca 


sei  als  Luftwiderstandsmoment  M  bezeichnet. 

Endlich  sollen  p^  und  Qq  die  Komponenten  einer  Wink 
geschwindigkeit  bedeuten,  welche  im  Anfang  der  Flugba] 
also  an  der  Mündung,  ein  seitlicher  Stoss  auf  die  Axe  erzeug 
und  zwar  bezieht  sich  p^  auf  eine  Drehung  um  eine  zur  A 
Senkrechte  durch  S,  welche  horizontal  und  senkrecht  5 
Schussebene  verläuft,  dabei  Pq  positiv  gerechnet,  wenn  c 
Stoss  die  Axe  in  ihrer  Anfangslage  SO  so  zu  drehen  suc 
dass  das  vordere  Ende  0  sich  senkt;  g<^  bezieht  sich  auf  ei 
Drehung  um  eine  zur  Geschossaxe  Senkrechte,  welche  in  1 
Schussebene  liegt,  und  wird  positiv  gerechnet,  wenn  der  St< 
das  Geschossende  P,  das  anfangs  in  0  liegt,  horizontal  na 
links  zu  führen  bestrebt  ist.  (Da  keine  Beobachtungen  ül 
diesen  Anfangsstoss  vorliegen,  so  können  vorläufig  nur  A 
nahmen  über  Grösse  und  Richtung  des  Stosses  gemacht  werd< 
siehe  darüber  weiter  unten.) 

Die  Bahn  des  Geschossendes  P  mit  den  Koordinaten 
und  ^  (Breite  und  Länge)  ist  dann  durch  die  Gleichung 
gegeben: 


Ritter  N.  v.  Wuich,  1.  c,  Heft  III,    S.  376  und  120. 
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I) 


d^-^'d-r+d'ny   wobei 

für      M  \. 

t^tlfr+tny  wobei 

tr'=f—  f'  COS  /3g  +  sin  /Jg  (-ö-  —  o) 
t/^«={go[si^ft-sm(r^-^i)]-(Zo[cosft-cos(r^-/3i)]} 

''  \  A        Cr) 
mit  den  Abkürzungen: 

A-C      ,    ,    Jf    ,         ,       ^       /Cr         3f\, 


A' 


Wenn  dagegen  die  Geschossaxe  SP  mit  der  Tangente  50 
einen  kleinen  Winkel  a^  bildet,  der  von  Null  verschieden  ist, 
wenn  nämlich  der  anfängliche  Neigungswinkel  der  Tangente  ^^^ 
derjenige  der  Geschossaxe  -9-  +  f  gegen  den  Horizont  und 
V^  =*  ^^j  für  ^  =  0  ist,  also  ao=*"V'«^+T/'o^  so  ist  zur  Zeit  ti 


I.) 


r' 


V'r  +  V'»  +  *'«, 


WO  ^r,  ^nj  ^ry  ^n  dassclbc  wic  vorhin  bedeuten  und  wobei 

9'n  = 


(■^•cos/J,--^  cos  (rt  -  ßS) 


Cr 
.1 


3£ 
Cr 


A         Cr 


A         Cr 

+  cr^'(^«i°''«-#«i^(^^-^i)) 

A         Cr 

Wenn  im  folgenden  nichts  besonderes  bemerkt  ist,  ist 
vorauszusetzen,  dass  ocq^O  sein  soU. 

Man  berechnet  die  Bahn  in  mehreren  kleinen  Zeitinter- 
vallen 0  bis  ti,  t^  bis  tf  etc.;  in  jedem  einzelnen  Intervall  wird 
je  ein  zugehöriger  Mittelwert  von  M  als  konstant  voraus- 
gesetzt. Die  Kurve  besteht  aus  zahlreichen,  von  Kreisen  im 
allgemeinen  wenig  verschiedenen  Hypocykloidenbögen  (ge- 
strichelt), welche  längs  der  Präzessionsspiralen  (ausgezogen)  ala 
Leitkurve   sich   fortbewegen.     Diese    Spirale   beginnt   up.   all- 
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gemeinen  Fall  in  0  berührend  zur  Sj-d'-Axe  und  verla 
in  Windungen,  welche  unsymmetrisch  zur  S^-Axe  lieg 
stets  aber  wieder  durch  0  gehen;  die  Spirale  wird  recl 
läufig  beschrieben,  falls  M  und  r  beide  positiv  oder  be 
negativ  sind,  dagegen  linksläufig,  wenn  eine  dieser  Grosj 
negativ  ist.  Diese  Präzessionsspir^e  d^  =  d^r^  ^  =  ^r  kann 
trachtet  werden  als  entstanden  durch  die  Veränderung  ei 
Kreises,  der  stets  durch  0  geht,  dessen  Radius  zur  Zeit  t 
Grösse  hat: 

II)  OM^vr+(^,-iDy 

und  dessen  Mittelpunkt  M  die  Koordinaten  tlfM  =  f,  ^m  = 
besitzt.     Die  Anfangslage  des  Kreismittelpunkts  ist: 

Cr 


in) 


^Mo^' 


9 


^Afo  =  ^( 


Of 


t7ocos"^o     Wp'hi 
wobei    für  \   hier  der  Wert  aus   Tabelle  IV  für  a  «=  0 
nehmen  ist. 

Die  Hypocykloiden-  oder  Nutationsbögen  d-^^n,  ^  = 
werden  stets  im  Sinn  von  r  beschrieben;  sie  beginnen  in 
in  der  Richtung  des  Anfangsstosses  p^q^. 

Die  variable  Zeit,  in  welcher  eine  Windung  der  P 
Zessionsspiralen  vollendet  wird,  oder  die  Präzessionsperiode, 

So  oft  t  um  T  gewachsen  ist,  wird  ^^  wieder  =  0, 
wieder  =  d-^.     Femer  je  nach  Verfluss  der  halben  Periode, 

oft  also  ^  um  —  jT  gewachsen  ist,  wird  tr  =  2f, 

d'r^CD  —  id'Q—  G)); 

in  der  Mitte  des  Umlaufs  befindet  sich  somit  das  Geschc 
ende  noch  um  2f  rechts  von  der  Ebene  OSS^]  diese  Grö 
2f  ist  folglich  für  die  Seitenabweichungen  massgebend. 

Die  meistens  schnellere  Periode  für  die  Nutationsbög 
ist  (vom  Anfangsstoss  nahezu  unabhängig,  siehe  darül 
Gleichung  46): 

V)  T^         ^n-A 

^  ^       yC*r*  -  ^AM 

Der  Bruch  T :  T^  giebt  an,  wie  viel  Nutationsiunlai 
auf  einen  Präzessionsumlauf  kommen. 

Die  Amplitude  der  Präzessionswindungen  ist  in  jed 
Augenblick  angegeben  durch  den  Radius 

jenes  variablen  Kreises;  danach  nimmt  dieselbe  zu  mit  d'^— 
also  mit  der  Krümmung  der  Flugbahn^emer  noüt  C-r^  nim 
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dagegen  ab  mit  zxinehmendem  Luftwiderstandsmoment  M  und 
der  Geschwindigkeit  t;«. 

Die   Amplitude  AB  eines  Nutationsbogens   (Fig.  43)   ist 
zur  Zeit  U 

VI)  AmpUtude  «  c^^'^'  m' 

wobei  5q  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Anfangsstosses  ist, 


die  Weiten  dieser  Bögen  werden  also  bei  derselben  Flug- 
bahn immer  grösser,  da  im  Verlauf  der  Flugbahn  M  grösser 
wird  (Ä^  kleiner,  aber  cos  cd  und  TT,:  sin a  grösser);  bei  ver- 
schiedenen Flugbahnen  sind  diese  Bögen  .um  so  grosser,  ins- 
besondere je  kleiner  Cr :  Ä  und  je  grösser  Sq  ist  (da  das  erste 
Glied  des  Nenners  überwiegt),  also  z.  B.  je  länger  das  Geschoss, 
je  kleiner  die  Rotationsgeschwindigkeit  und  je  grösser  der 
Anfangsstoss  ist. 

Falls  dagegen  der  anfängliche  Winkel  o^  zwischen  Ge- 
schossaxe  und  Flugbahntangente  nicht  Null  ist,  so  kommt 
ausserdem  die  Amplitude  stossfreier  Nutation  hinzu,  welche 
davon  herrührt,  nämlich: 

Via)         Amplitude  annähernd  =  — W-^ «o? 

über  das  Vorzeichen  vergl.  D.  III,  IV,  V. 

Die  vorstehende  Lösung  ist  abgeleitet  und  daher  vor- 
läufig giltig  nur  für  solche  Fälle,  wo  der  Abgangswinkel  ^q 
und  damit  die  Flugzeit  sehr  klein  sind  und  wo  die  Beobach- 
tung, z.B.  an  Durchschlägen,  gezeigt  hat,  dass  die  Winkel 
zwischen  Tangente  und  Geschossaxe  dauernd  ebenfalls  sehr 
klein  ausfallen. 

Für  grossere  Winkel  lässt  sich  das  folgende  graphische 
Verfahren  anwenden:  Es  stelle  (Fig.  38b)  OS^^  wieder  die 
zur  Zeichnungsfläche  senkrechte  Flugbahn-Vertikalebene  vor, 
in  welcher  sich  vom  der  festgedachte  Schwerpunkt  S  befinde. 
Es  werden  für  aufeinanderfolgende  kleine,  etwa  gleiche  Zeit- 
intervalle ^t  die  Lagen  der  Flugbahntangente  SO,  ST^,  STj, 
ST^  ...  wie  oben  angegeben  bestimmt.  Man  berechne  nun  zu 
Winkel  OT^  als  a  den  Wert  M  und  suche  den  zu  a  zu- 
gehörigen Winkel  t]  zwischen  Geschossaxe  und  Luftwiderstands- 
resultante auf  (vergl.  S.  183  Anmerk.l),  diesen  Winkel  i]  trage 
man  als  OMj^  auf  der  Verlängerung  von  OT^  auf,  beschreibe  um 
M^  mit  dem  Radius  M^  0  einen  Kreisbogen  OÄ^,  dessen  Centri- 

winkel  OM^J^  im  Bogenmaß  gemessen  gleich  ^^^-^t  ist.  Zu 
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Winkel  A^  T^  als  neuem  Wert  von  a  berechne  man  neuerdings  das 
Moment  M  und  suche  den  zu  «  «  -^1^2  gehörigen  Winkel  r^ 
auf;  das  neue  iy  wird  als  A^M^  auf  der  Verlängerung  von 
A^T^  aufgetragen   und   um   M^  mit  Radius  Jif 2-4-1  ein  Kreis- 

bogen  A^A^   beschrieben,    dessen   Centriwinkel   gleich  jr-^t 

ist  und  so  fort.  Man  erhält  auf  solche  Weise,  aus  Ejreis- 
bogenelementen  zusammengesetzt,  die  Präzessionskurve  in  dem 
Fall,  dass  man  von  den  Nutationen  abstrahieren  kann.  Diese 
selbst  folgen  der  Präzessionskurve  als  der  Leitkurve. 

SpesieUe  FäUe. 

1.  Wenn  die  Flugbahn  als  geradlinig  betrachtet 
werden  kann,  etwa  horizontal  in  der  Richtung  SSi  und  wenn 
anfangs  die  Geschossaxe  SO  gegen  diese  Richtung 
den  kleinen  Winkel  d-Q  bildete  (Figuren  16  und  40,  41), 
so  ist  durchweg  co  =  0,  /*=  0;  der  früher  variable  Mittelpunkt 
des  Präzessionskreises  liegt  jetzt  konstant  in  S^  5  die  Präzessions- 
spirale reduziert  sich  auf  den  zur  vertikalen  Schussebene  OSSj^ 
symmetrischen,  konstanten  Kreis  um  S^  mit  Radius  SO  gleich 
Winkel  d^^]  zu  konstanten  einseitigen  Seitenabweichungen  ist 
also,  allein  durch  die  Präzessionsbewegung  wenigstens,  kein 
Anlass  gegeben. 

Die  Perioden  T  und  T^  sind  dieselben  IV)  und  V)  wie  oben; 
ebenso  die  Amplituden  VI)  und  Via)  der  kleinen  Nutationen. 

Die  Amplituden  grosser  Nutationen  lassen  sich  angenähert 
folgendermaßen  berechnen: 

a)  Falls  kein  Anfangsstoss  stattfand,  so  ist  die  Ampli- 
tude, im  Bogenmaß  gemessen,  gleich  ±(x  —  d'^),  wobei  x  aus. 

VII)  cos  a:  -  tf  <±)  l^ö^  + 1  -  2  •  iJ  •  cos  -^0 

ZU  berechnen  ist  und  0  den  „Stabilitätsfaktor  ,'     .    bedeutet. 

Es  ist  derjenige  Wurzelwert  in  VII)  zu  nehmen,  für  welchen 
cos  X  ein  echter  Bruch  ist;  die  Amplitude  ist  x  —  d^Q  oder 
d-Q  —  Xy  je  nachdem  die  Nutationsbögen  ausserhalb  oder  inner- 
halb auf  dem  Präzessionskreis  aufliegen.  —  Je  grösser  0  ist^ 
um  so  kleiner  ist  der  absolute  Wert  der  Amplitude;  wenn 

1 
^  ^   2  .  cos  -^0 
ist,  kann  niemals  der  Winkel  FSS^  zwischen  Geschossaxe  SP 

und  Bewegungsrichtung  SS^  die  Grösse  —  erreichen;   ist 

1 

^  "~  2  •  cos  -^0  ^ 

so  tritt  dieser  Fall  zeitweilig  ein,  dass  das  Geschoss  mit  seiner 
Axe  senkrecht  zur  Flugrichtung  liegt  (cosa:  =  0);  wird  0  noch 
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kleiner^   so   beginnt   das  Oeschoss  nach  hinten  sich  zu  über- 
schlagen, indem  der  Winkel  PSS^  zeitweilig  >  ^  wird. 

b)  Es  habe  ein  Anfangsstoss  s^^  stattgefunden,  und 
zwar  sei  Wt  (vergl.  Fig.  27)  die  zum  Präzessionskreis  tan- 
gentielle  Komponente  des  Anfangsstosses  (d.h.  die  durch  den 
Stoss  erzeugte  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  der  Axe  in 
der  Berührungsebene  an  den  Präzessionskegel),  Wt  positiv,  wenn 
im  Sinn  der  Präzessionsbewegung  gerichtet;  w^  (Fig.  36  u.  37) 
sei  die  zur  Kreistangente  senkrechte  Komponente,  positiv, 
wenn  vom  Kreismittelpunkt  in  der  Richtung  des  Radius  nach 
aussen  gehend  (sQ'^ywt^+  w/),  dann  löse  man  die  folgende 
Gleichung  dritten  Grades  mit  x  als  Unbekannter 

1     -  ^5-  V  +  *i •  V  +  h'  «*!*•  Wo  -  «a  -  *i •  Wi*  ~  Wo; 
wobei  zur  Abkürzung 

'^"--^-^     :,^cos«P5Ä,), 

Wo  "^  ^^  ^o;      Wj  =  sin  ^0 
gesetzt  ist. 

Die  Gleichung  VIII)  besitzt  zwei  Wurzeln,  die  zwischen 
—  1  und  + 1  liegen;  die  eine  ist  der  Kosinus  des  (im  Bogenmaß 
gemessenen)  Radius  Sy^A  (vergl.  Fig.  36)  des  einen  Begrenzungs- 
kreises; die  andere  Wurzel  giebt  den  andern  Begrenzungskreis 
der  Nutationsbögen;  die  Differenz  AB  beider  Winkel  ist  deren 
Amplitude. 

Erfolgte  der  Anfangsstoss  nur  tangentiell  zum  Präzessions- 
kreis, war  also  w»  =  0,  so  ist  die  eine  der  bieiden  Wurzeln  x 
von  VJJI)  gleich  Wo  oder  cos  d-Q  selbst,  d.  h.  der  eine  Begrenzungs- 
kreis ist  der  Präzessionskreis;  die  Nutationsbögen  verlaufen 
in  diesem  Fall  nur  auf  der  äusseren  oder  nur  auf  der  inneren 
Seite  dieses  Kreises,  je  nach  dem  Vorzeichen  von  Wt  (also  wie 
in  den  Figuren  27—33,  34,  35,  bei  27  Wt+y  bei  34  w?,-); 
die  andere  Wurzel  findet  sich  sodann  aus  der  Gleichung: 

IX)     x^—xii^  +  t'i- V)  —  1  —  ij- Wo  —  h'  «*!*  +  »r  Wo«!* 
als   derjenige  der  beiden  Werte  x,   der  zwischen  —  1  und  +  1 
liegt;  X  bedeutet  dann  den  Kosinus  des  Winkels  S^SB,  wobei 
S^B  der  Radius    des   die  Nutationen    begrenzenden    anderen 
Kreises  ist.    Mit  i^  =  i^  =  0  ergiebt  sich  VII). 

Da  die  Grössen  i^,  i^ .  .  .  .  veränderlich  sind,  so  führt  man 
die  Berechnung  der  Nutationen  in  mehreren  Intervallen  durch; 
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innerhalb   jedes   einzelnen   Intervalls  werden    die  Grössen  a 
konstant  angenommen. 

2.  Die  Bahn  SS^  des  Schwerpunkts  ist  geradlinig;  d 
Geschossaxe  fiel  anfangs  mit  der  Richtung  der  Schwerpunkt 
bewegung  zusammen  {d'Q  =«  0). 

In  diesem  Falle  reduziert  sich  die  Präzessionskurve  auf  ii 
festen  Punkt  S^  (Fig.  42).  Die  Bahn  der  Geschossspitze  b 
steht  ausschliesslich  aus  den  durch  S^^  gehenden  Hypocykloide 
bögen,  deren  Windungen  im  Verlauf  des  Flugs  grösser  ui 
grösser  werden,  da  M  grösser,  und  wohl  auch  r  klein 
wird.     Die  Amplituten  berechnen   sich  wie   vorhin,   nur   da 

cos  ^0  "^  1  ^s*- 

3.  Auch  für  den  Fall  eines  vertikalen  Schusses  gelten  c 
vorigen  Beziehungen  von  1.  und  2.;  man  hat  nur  die  Richtu] 
SS^,  die  bisher  als  horizontal  vorausgesetzt  war,  mit  d 
Vertikalen  durch  den  Abgangspunkt  zusammenfallen  zu  lasse 
Bezüglich  der  Figuren  40—42  ist  dabei  der  Beobachter  unt^ 
halb  des  Geschosses  zu  denken. 

G.  Folgerungen. 

1.  Mit  den  im  Vorhergehenden  zusammengefassten  Resultat 
unserer  Theorie  stehen  die  sämtlichen  Einzelheiten  der  oben  l 
schriebenen  Versuche  des  Verfassers,  sowie  manche  sonstige  Beobac 
tungen,  insbesondere  die  neueren  von  Heydenreich  in  Einklai 
z.B.  die  folgenden: 

a)  Mitteilungen  von  Heydenreich  I.e.  S.  100:  „Bei  fortgesetzi 
Steigerung  des  Enddralls  kann  eine  Grenze  erreicht  werden,  bei  c 
die  Schwungkraft  des  Geschosses  im  Vergleich  zu  der  Einwirkung  c 
Luftwiderstands  so  gross  wird,  dass  das  Geschoss  zwar  mit  der  Spil 
nach  vom,  aber  doch  mit  dem  Boden  zuerst  am  Ziel  aufschlägt  u 
dadurch  an  Wirkung,  besonders  an  Eindringungstiefe  erhebliche  E 
büße  erleidet.  Nach  Versuchen  in  den  Jahren  1867  bis  1869  mit  d 
damaligen  Anfängen  des  21  cm -Mörsers  trat  diese  Erscheinung  i 
so  eher  ein,  je  kürzer  das  Geschoss,  je  stärker  der  Drall,  je  grösi 
die  Erhöhung  und  je  kleiner  die  Anfangsgeschwindigkeit  war  (ver 
Formel  IV,  grosses  C  und  r;  kleines  iüf,  also  kleines  ä^,  grosses 
kleines  W»  geben  grosse  Periode  T  der  Präzessionspendelungen). 

b)  Beobachtungen  von  Heydenreich  S.  95:  „Nach  Schluss  eii 
jeden  Pendelimg  kehrt  die  Geschössspitze  in  eine  Lage  oberhalb  ( 
Flugrichtung  des  Schwerpunkts  zurück"  (vergl. Fig.  12).  „Diese  Pend 
ungen  beginnen  in  der  Regel  klein  und  rasch  und  werden  schliessli 
grösser  und  langsamer"  (Formel  V  für  Nutationen,  M  wird  gros 
Periode  2\  grösser;  Formel  VI,  Jf  grösser,  Amplitude  grösser),  „Um 
sonst  gleichen  Verhältnissen  sind  sie  um  so  stärker,  je  grösser  < 
Geschwindigkeit  des  Geschosses  und  die  Entfernung  des  Schwerpunl 
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der  Angriffsrichtung  des  vereinigten  Luftwiderstands  ist,  um  so 
er,  je  grösser  der  Drall  des  Geschützes  und  je  mehr  dessen  Masse 

dem  Umfang  zu  vereinigt  liegt"  (Formel  VI,  je  grösser  Vq,  also 
>mer  je  grösser  h^  in  31,  je  kleiner  r  xmd  C,  um  so  grösser  die 
litude  der  Nutationen.    Dasselbe  aus  VII). 

c)  Heydenreieh  beobachtete  mit  dem  blossen  Auge  die  Pendel- 
1  an  Mörsergranaten  und  Eanonengranaten  (die  Rechnung  nach 
nd  V  zeigt,   dass   es   die   Nutationen   waren);   es  wurden  stets 

Kreispendelungen  beobachtet  (vergL  die  Figuren);  bei  Steigerung 
Anfangsgeschwindigkeit  von  180  m   auf  500  m   steigerte   sich  die 

der  Pendelungen  pro  Sekxmde  von  2  auf  4  bis  5,  die  Amplituden 
en   grösser;   schliesslich   ;, glich  das  Geschoss  von  hinten  gesehen 

rasch  sich  drehenden  Scheibe  von  wechselndem  Durchmesser,  ein 
loss  überschlug  sich  sogar  etwa  1000  m  vor  der  Mündung" 
ael  V  und  VI,  mit  Vq  wächst  r,  nimmt  T^  ab,  zugleich  wächst  Sq 
limmt  die  Amplitude  zu). 

i)  Heydenreieh  S.  109,  Nr.  11—15:  Je  grösser  die  Geschosslänge, 
3  grösser  ergab  sich  der  „Formwert"  (Formel  VI,  je  grösser  Ä  :  C, 
o  grösser  die  Amplitude). 

i)  Bei  der  Granate  der  schweren  Feldkanone  lassen  sich  die 
üungen  nur  sehr  selten,  bei  den  Infanteriegeschossen  niemals  mit 
blossen  Auge  wahrnehmen,  bei  letzteren  auch  dann  nicht,  wenn 
;e  günstiger  Beleuchtung  das  Geschoss  auf  der  ganzen  Flugbahn 
igt  werden  kann  (Formeln  IV,  V,  VI;  vergl.  auch  die  Beispiele 
r  unten;  bei  der  Feldkanone  sind  die  Nutationen  zu  schnell, 
itens  liessen  sich  die  Präzessionswindungen  beobachten;  bei  den 
beriegeschossen  ebenfalls  höchstens  die  letzteren,  jedoch  die  Ampli- 

zu  klein  und  das  Geschoss  zu  kurz). 
^  Die  Seitenabweichungen  infolge  konischer  Pendelung  kommen 
en  rasanten  Flugbahnen   der  Infanteriegeschosse  mit  grossem  Vq 
Itnismässig  weniger  in  Betracht,  als  bei  Geschützgranaten  (vergl. 
el  II,  Vx  gross,  also  f  klein). 

f)  Mitteilung  von  Heydenreieh  S.  104  über  die  Seitenabweichungen: 
Pendelungen  zufolge  des  Dralls  erfolgen  bei  den  Massenverteil- 
i  der  eingeführten  Geschossö  derart,  dass  bei  jeder  derselben  das 
LOss  einen  grösseren  Ausschlag  nach  der  Seite  der  ersten  Ab- 
ng  macht  als  nach  der  entgegengesetzten  Seite"  (vergl.  Fig.  12, 
^nsymmetrie).  „Die  Ablenkungswerte  nehmen,  nach  den  Schuss- 
rfahrungen,  im  allgemeinen  mit  einer  Verlängerung  des  Geschosses 
mit  einer  Verstärkung  des  Dralls  zu."  Dagegen  leitet  Dähne 
L48  u.  63  flg.)  aus  Schusstafeln  ab,  dass  „die  Seitenabweichungen 
[er  Verlängerung  der  Geschosse  und  mit  Zunahme  der  Anfangs- 
windigkeit  abnehmen,  und  dass  sie  bei  gestreckten  Flugbahnen 
T  sind  als  bei  stärker  gekrümmten"  (dies  in  Übereinstimmung 
en  Gesetzen  [Formell]  für  die  Präzessions -Pendelungen  d'^^d^r 
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^  =  ^r'j  insbesondere  Ausdruck  /";  mit  Verlängerung  des  Geschoss 
wächst  \,  also  Jf,  damit  und  ebenso  mit  Zunahme  von  v,  nimm! 
ab;  bei  Verstärkung  des  Dralls  wächst  r,  damit  auch  f). 

2.  Beim  Eindringen  eines  Langgeschosses  in  Erde  od 
Wasser  oder  in  den  tierischen  Körper  wird  sehr  rasch  c 
I  Widerstand,   der  sich   dem  Weitergehen  des  Geschosses  entgegensei 

bedeutend  vergrössert,  zugleich  nimmt  die  Rotationsgeschwindigk 
durch  die  Reibung  ab;  aus  beiden  Gründen  wird  die  Amplitu 
der  Nutationsbögen  im  allgemeinen  vergrössert  (Formel'' 
Wsj  also  M  vergrössert,  r  verkleinert,  also  die  Amplitude  gross 
übrigens  sind  in  solchen  Fällen  meistens  die  genaueren  Gleichungen  'V 
VIII  anzuwenden). 

Es  erklären  sich  damit  manche  eigentümliche  Erscheinung 
die  an  eingedrungenen  Geschossen  beobachtet  wurden:  Austreten  £ 
Wasser  in  anderer  Richtung;  Weitergehen  des  Langgeschoss 
innerhalb  Erde  in  einer  von  der  ursprünglichen  Bewegung 
richtung  völlig  abweichenden  Richtung,  ja  selbst  Umkehr 
desselben  nach  dem  Geschütz  zu  nach  Art  des  Bumerangs  (Fig.  ^ 
Versuch  des  Verfassers;  Schuss  in  Lehm,  Ausgiessen  der  Höhlung  r 
Blei). 

Auch  für  die  Erklärung  von  Schusswunden  sind  in  neuerer  Z 
von  einigen  Militärärzten,  insbesondere  von  Köhler,*  die  Gescho 
pendelungen  beigezogen  worden.  In  der  That  ist  es  wohl  denkb 
dass  neben  den  zahlreichen  sonstigen  Einflüssen  (hydraulischer  Dru( 
Verdampfung,  Fortpflanzung  von  Verdichtungswellen,  Keilwirkui 
Stosswirkung)  auch  die  Geschosspendelungen,  unter  Umständen  et^ 
in  vierter  oder  fünfter  Instanz,  mit  in  Betracht  kämen.  Hier  soll  n 
darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  insbesondere  die  Nut 
tionen  der  Gewehrgeschosse  (mit  mehreren  Hundert  Umläufen  p 
Sekunde),  weniger  die  Präzessionsbewegungen  zu  berücksichtig 
wären;  wenn  das  Geschoss  eindringt,  wird  M  grösser  und  durch  c 
Reibung  r  kleiner;  die  Nutationsamplitude  vergrössert  sich,  die  G 
schossaxe  stellt  sich  schiefer  gegen  die  Bewegungsrichtung,  und  zw 

*  Über  die  Litte ratur  dieses  Gegenstandes  vergl.  z.B.: 

Reger,  ^^T>ie  Gewehrschusswunden  der  Neuzeit",  1884.  Derselbe  „ül 
die  kriegschirurgische  Bedeutung  der  neueren  Feuerwaffen",  Archiv  für  künisc 
Chirurgie  1892,  Bd.  44. 

Kocher,  „Zur  Lehre  von  den  Schusswunden",  1896. 

Medizinalabteilung  des  königl.  preuss.  Knegsministeriums ,  „Über  < 
Wirkung  und  kriegschirurgische  Bedeutung  der  neuen  Feuerwaffen",  1894. 

Bircher,  „Neue  Untersuchungen  über  die  Wirkung  der  Handfeaerwaffez 
1896,  mit  Atlas. 

Köhler,  „Die  modernen  Kriegswaffen,  ihre  Entwickelung  und  ihr  gegi 
wärtiger  Stand,  ihre  Wirkung  auf  das  tote  und  lebende  Ziel",  Berlin  1897. 

Endlich  mehrere  Arbeiten  von  Bruns,  die  neueste:  „Über  die  Wirkung  u 
kriegschirurgische  Bedeutung  der  Selbstladepistole  System  Mauser",  Tübingen  18t 
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in  einem  völlig  homogenen  Medium;  infolge  davon  kann  das  Ge- 
3s  erweiternd  wirken,  zugleich  nimmt  aber  jT^  zu,  T  ab;  es  dürfte 
üh  erst  durch  das  Experiment  zu  entscheiden  sein,  welche  Rolle 
Geschosspendelungen  auf  diesem  Gebiete  zukommt. 
3.  Wie  schon  erwähnt,  sind  diejenigen  Geschosspendelungen,  welche 

zunächst  der  Beobachtung  mit  dem  blossen  Auge  darbieten, 
kens  die  Nutationsbewegungen,  nicht  oder  selten  die  Präzessions- 
gungen.  Solche  Nutationen  können  auch  ohne  Anfangsstoss 
erklichen  Amplituden  vorhanden  sein  (Gleichungen  IX,  X),  falls 
Stabilitätsfaktor  6  klein  ist;  auch  sind  die  Perioden  T^  der  Nuta- 
n  mit  und  ohne  Stoss  nahezu  dieselben. 

Es  sprechen  indes  mehrere  Gründe  dafiir,  dass  meistens  an  der 
Jung  auf  das  Geschoss  ein  Stosskräftepaar  wirkte,  dessen  Axe 
i  mit  der  Rotationsaxe  zusammenfiel:  Erstens  sind  von  Heyden- 
,  Neesen  und  mir  Pendelungen  (Nutationen)  von  beträchtlicher 
litude  in  Fällen  beobachtet,  wo  6  genügend  gross  war.    Zweitens 

ich  niemals  eine  Form  von  Nutationsbögen  beobachtet,  bei  welcher 
kehrpunkte  aufgetreten  wären  (Figuren  19  bis  26),  sondern  stets 
kreisähnliche  Bögen;  freilich  konnten  die  Rückkehrpunkte  auch 
Auge  entgehen,  da  auf  einen  Präzessionsumlauf  viele  Nutations- 
a  kommen  mussten.  Drittens  lässt  sich  die  von  Heydenreich 
t  beobachtete  und  von  mir  oft  durch  Versuche  konstatierte  That- 
>,  dass  mit  wachsender  Pulverladung,  also  zunehmendem  Vq  unter 

gleichen  Umständen  die  Amplituden  wachsen,  die  Stabilität  ge- 
r  wird,  nicht  wohl  anders  als  mit  der  Annahme  eines  Anfangs- 
BS  erklären;  in  der  That,  wenn  kein  Anfangsstoss  vorhanden  wäre, 
Lüsste,  bei  wachsender  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  die  Amplitude 
jstens   annähernd   und    in    derselben    Entfernung   gleich    bleiben; 

sie  ist  nach  Formel  IX  und  X  durch  a  bedingt;  wächst  nun  Vq^  so 
ät  r^  proportional  Vq^  (bei  demselben  Geschütz),  andererseits  wächst 
auch,  in  ziemlich  weitem  Intervall  mit  genügender  Annäherung, 
nfangliche  Drehmoment  proportional  Vq^,  so  wäre  zu  vermuten, 
der  Bruch  C^r^:  AMÄ  beim  Schiessen  mit  stets  vermehrter  Ladung 
ant  bliebe,  also  wenigstens  im  Beginn  der  einzelnen  Flugbahnen 
.mplituden  dieselben  blieben;  da  dem  nicht  so  ist,  so  ist  auf  die 
tiung  VI  oder  VII  zu  rekurrieren,  welche  zeigt,  dass  mit  wach- 
m  Anfangsstoss  Sq  die  Amplitude  zunimmt;  der  Anfangsstoss  selbst 
nimmt  vermutlich  mit  der  Ladung  zu. 

5s  ist  übrigens,  genauer  betrachtet,  sogar  sehr  unwahrscheinlich, 
unter  normalen  Verhältnissen  ein  Geschoss  völlig  centriert  ohne 
hen  Anstoss  aus   dem  Lauf  austritt.     Selten  werden  die  Pulver- 

an  der  Mündung  sich  völlig  symmetrisch  um  das  Geschoss 
dem  Rohr  drängen,  leicht  kann  die  Figurenaxe  des  Ge- 
3es,    welches    den  Zügen    folgt,   an   der   Mündung   einen  kleinen 
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Winkel*  gegen  die  Laufaxe  bilden,  die  Figurenaxe  und  die  Rotations- 
axe  nicht  zusammenfiillen;  nicht  immer  wird  der  Schwerpunkt  in  der 
geometrischen  Geschossaxe  liegen;  besonders  aber  auch  deutet  das  Auf- 
treten eines  beträchtlichen  Abgangsfehlerwinkels**  bei  Geschützen 
und  Gewehren,  die  Thatsache,  dass  die  Anfangstangente  der  Flugbahn 
keineswegs  mit  der  ruhenden  Laufaxe  zusammenfallt,  so  wie  die  Lage  der 
letzteren  unmittelbar  vor  dem  Schuss  gegeben  ist,  sondern  Winkel  bis 
zu  30  Bogenminuten  und  mehr  mit  derselben  bildet,  auf  die  Notwendig- 
keit eines  seitlichen  Anstosses  hin;  bei  Gewehren  wird  der  Ab- 
gangsfehler durch  beginnende  Schwingungen,  insbesondere  durch 
Obertonschwingungen  des  Laufs  erzeugt;  da  letztere  sehr  rasch  er- 
folgen, so  ist  es  wohl  denkbar,  dass  von  dem  Augenblick  ab,  in 
welchem  der  Schwerpunkt  des  Langgeschosses  die  Mündung  passiert 
hat,  bis  zu  demjenigen,  in  welchem  der  Geschossboden  durch  die 
Mündung  geht,  dem  Geschoss  durch  den  schwingenden  Lauf  eine 
Winkelgeschwindigkeit  erteilt  wird,  welche,  wie  eine  schätzungsweise 
Berechnung  gezeigt  hat,  von  nicht  zu  vernachlässigender  Grösse  wäre. 

Heydenreich  (1.  c.  S.  108,  Nr.  2)  hat  gelegentlich  beobachtet,  dass 
durch  Änderung  der  Laufmündung  die  Schussweite  sich  änderte  (die 
Amplitude  variierte). 

Ich  habe  folgenden  Vergleichsversuch  angestellt:  Es  wurde 
vertikal  aufwärts  mit  je  gleicher  Ladung  geschossen,  wobei  erstens  das 
erwähnte  Mörsermodell  möglichst  labil  aufgestellt.  Zweitens  fest  ein- 
gespannt war;  im  ersten  Fall  waren  sehr  grosse  Amplituden  zu 
beobachten,  mitunter  überschlug  sich  sogar  das  Geschoss  in  der  Luft; 
im  zweiten  Fall  kamen  die  Nutationen  zwar  nicht  in  Wegfall,  be- 
sassen  jedoch  eine  viel  kleinere  Amplitude.  Es  ist  damit  wahrschein- 
lich gemacht,  dass  das  Bücken  des  Rohrs  den  Anfangsstoss  wenn  nicht 
ausschliesslich  bedingt,  so  doch  dabei  mitwirkt,  dass  also  die  Ursachen 
des  Abgangsfehlers  und  der  Nutationsamplituden  irgendwie  zusammen- 
hängen. 

Derartige  systematische  Schiess versuche,  bei  denen  ein  Einfluss 
nach  dem  anderen  ausgeschlossen  wird,  sowie  die  genaue  Beobachtung 
der  anzüglichen  Pendelungsamplituden  —  etwa  nach  dem  Neesenschen 
Verfahren  —  müssten  ein  Gesetz  för  die  Grösse  des  Anfangsstosses, 
damit  für  die  der  Nutationsamplituden  und  die  TreSfahigkeit  liefern. 

4.  Weiterhin  hat  die  vorhergehende  Untersuchung  gezeigt,  dass  es 
für  die  Weiterentwickelung  dieses  Teils  der  Ballistik  von  Wichtig- 
keit wäre,  die  Gesetze  anderer  Grössen,  die  in  die  Rechnung 

*  Vergl.  hierüber  Putz,  revue  d' Artillerie  tome  24,  1884,  p.  293,  Note  8ur 
les  imperfections  in^vitables  des  projectiles  et  leur  influence  sur  la  justesse  du  tir. 

**  Zuerst  hat  wohl  K.  B.  Bender  darauf  hingewiesen,  dass  die  Entstehung 
der  Nutationen  in  dem  Abgangsfehler  zu  suchen  sein  könnte.  „Die  Bewegungs- 
erscheinungen der  Langgeschosse  und  deren  Beziehungen  zu  den  Eigenschaften 
des  Feldgeschützes  der  Zukunft '',  Dannstadt  1888  bei  Bergsträsser,  S.  43  flg^ 
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gehen^  vor  allem:  C,  A^  Jf,  r  zu  kennen.  Und  zwar  müsste 
Aufstellung  der  betreffenden  Beziehungen  die  Beobachtung  vor 
Theorie  die  Vorderhand  erhalten: 

Die  beiden  Trägheitsmomente  G  und  A  lassen  sich  mit  Rech- 
g  nur  ungenau  bestimmen;  die  mancherlei  Vertiefungen  am  Zünder 
Boden  einer  Granate^  die  Führungsringe,  der  mit  Kugeln  aus- 
illte  Hohlraum  im  Innern  etc.  machen  eine  exakte  Berechnung 
Borisch;  es  müssten  durch  systematische  Schwingungsversuche^ 
ligstens   für   eine   besonders   häufig   benutzte   Form   von  Granaten, 

a  diejenigen  Kruppscher  Konstruktion,  die  Grössen  Aj  C  und  j, 
Funktion  der  Geschosslänge,  des  Kalibers  etc.  gegeben  werden. 

Besonders  viel  trägt  zur  Ungenauigkeit  der  theoretischen 
rechnung  die  Unkenntnis  des  Luftwiderstandsmoments  M 
)  von  Ws  und  h^  bei;  es  muss  die  Kummersche  Arbeit  auch  bezüg- 

ihres  experimentellen  Teils  durch  empirische  Ermittelung  der 
twiderstandskomponenten  als  Funktionen  des  Winkels  a  zwischen 
chossaxe  und  Bewegungsrichtung  ergänzt  werden. 

Endlich  giebt  die  Annahme  einer  Konstanz  der  Umdrehungs- 
ichwindigkeit  r  des  Geschosses  um  seine  Längsaxe,  trotzdem  dass 

meisten  Ballistiker  bei  ihren  Rechnungen  von  dieser  Voraus- 
;ung  ausgingen,  zu  mancherlei  Bedenken  Anlass.  Das  Resultat  von 
isson  und  Heim,  dass  der  tangentielle  Luftwiderstand,  die  Luft- 
>ung,  eine  nur  minimale  sein  könne,  bezog  sich  nur  auf  die  früheren, 
bten  Kugeln;  die  jetzigen  Granaten  und  Infanteriegeschosse  sind  da- 
en  wegen  der  durchrissenen  Führungsringe  einerseits,  der  Zug- 
Irücke  andererseits  keineswegs  glatt.  Wie  Altmann  (1.  c.)  mit  Recht 
vorhebt,  ist  es  daher  wahrscheinlich,  dass  die  Rotationsgeschwin- 
keit  r  im  Verlauf  derselben  Flugbahn  nicht  unbedeutend  abnimmt, 
ine  eigenen  Versuche  mit  einem  Geschoss  sehr  rauher  Oberfläche 
teten  eine  merkliche  Abnahme  von  r  an. 

Versuche  in  dieser  Richtung  hat  Krall*  vorgeschlagen  und  Boys** 
onnen;  ein  Gesetz  für  die  Abnahme  von  r  ist  jedoch  nicht  bekannt. 

5.  Bei  der  Berechnung  der  Seitenabweichungen  von  Lang- 
ehossen  wird  stets  nur  der  Einfluss  der  Pendelungen,  die  selbst 
;  Folge  der  Rotation  um  die  Längsaxe  sind,  beigezogen.  Von  den 
benabweichungen  ist  zwar  in  diesem  Aufsatz  nicht  systematisch  die 
le;  doch  hängen  sie  innig  mit  dem  Vorhergehenden  zusammen, 
er  hierüber  eine  Bemerkung:  Bei  den  Versuchen  des  Verfassers 
3n  Andeutungen  dafür  vor,  dass  daneben  auch  ein  zweiter  Einfluss, 
möge  der  Magnus -Effekt  heissen,  von  nicht  unbeträchtlicher  Grösse 
L   könne:    wenn  ein  Langgeschoss   eine   sehr  langsame  Präzessions- 


*  Krall,   Mitteilungen   über  Gegenstände   des  Artillerie-  und  Geniewesens, 
i,  8.  Heft,  S.118. 

**  Boys,  Dieselbe  Zeitschrift  1897,  S.  886.  ^  ^ 
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bewegung  besitzt,   so   bleibt  während  des  Flugs  die  Öeschossaxe  s 
nahezu  parallel,  die  Geschossspitze  fortwährend  oberhalb  der  Tange 
(vorausgesetzt;   dass  die  Nutationen  nicht  zu  gross  sind);  der  Win 
zwischen   Geschossaxe    und   Tangente   wird   grösser   und   grösser, 
Scheitel   schon   gleich   dem  Abgangswinkel.     Infolge   davon  kann  ( 
weder  die  Luftreibung,   der  tangentielle  Widerstand  (der  Poissi 
Effekt)  oder  aber  die  Wirkung  der  adhärierenden  Luft  (Magm 
Effekt)    als    die    Geschossbewegung   beeinflussend   in  Frage  komn 
Der  Poisson- Effekt  würde  darin  bestehen,  dass  bei  Eechtsdrall  Red 
abweichung,    bei   Linksdrall   Linksabweichung   des   Schwerpunkts 
der  anfänglichen  Vertikalebene  der  Flugbahn  einträte;    denn  die  I 
vor  dem  Geschoss  ist  dichter  als  diejenige  hinter  demselben;  also 
Luftreibung  vorn  grösser  als  hinten.    Die  Wirkung  der  am  Gesch 
adhärierenden   Luft  wäre   bei  Rechtsdrall  Linksabweichung  (oder  "V 
kleinerung    der   Rechtsabweichung   durch   Pendelung),   bei   Linksdj 
Rechtsabweichung;  denn  z.B.  bei  Rechtsdrall  bewegt  sich  die  mit  d 
Geschoss  rotierende  Luft  auf  der  linken  Seite  im  selben  Sinn  wie 
gegen  das  Geschoss  heranströmende  Luft,  rechts  im  entgegengesetz 
Sinn,   also   entsteht   rechts  Erhöhung,   links  Verminderung   des   Li 
drucks;    infolge    davon   wird  das  Geschoss   als  Ganzes   nach  links 
drückt.  Da  die  Resultante  der  hieraus  entstehenden  einseitigen  Lufldrü< 
mehr  oder  weniger  genau  durch  den  Schwerpunkt  gehen  wird,  so  w 
hierdurch    die  Rotation    des   Geschosses  um    den    Schwerpunkt, 
Präzessions-  und  Nutationsbewegung,  nicht  wesentlich  modifiziert,  s< 
dern  nur  die  Bewegung  des  Schwerpunkts. 

Nun  haben  meine  Versuche  in  einem  Fall  Linksabweichung  1 
Rechtsdrall,  in  einem  anderen  Rechtsabweichung  bei  Linksdrall  a 
gezeigt.  Im  ersten  Fall  lag  (siehe  oben)  der  Angriffspunkt  der  L\] 
widerstandsresultanten  wegen  der  besonderen  Geschossform  ohne  Zwei 
hinter  dem  Schwerpunkt,  also  erklärt  sich  hier  diese  Linksabweichu 
einfach  durch  Pendelung.  In  den  anderen  Fällen  jedoch  blieb  i 
Rechtsabweichung  bei  Linksdrall  (zum  Teil  8  m  auf  30  m  Schu 
weite)  auch  dann  noch  bestehen,  als  an  der  Geschossspitze  eine  Koi 
Scheibe  angebracht  wurde,  welche  sicherlich  bewirkte,  dass  der  A 
griflfspunkt  der  Luftwiderstandsresultanten  nahe  der  Geschossspitze  h 
falls  dies  nicht  schon  vorher  der  Fall  gewesen  sein  sollte;  durch  c 
Pendelung  allein  hätte  somit  Linksabweichung  wegen  des  Linksdra 
eintreten  müssen;  folglich  lag  der  Grund  der  Rechtsabweichung 
anderem:  das  Geschoss  hatte  hinten  die  Form  einer  Schraubenspind 
also  ist  anzunehmen,  dass  hierbei  vom  Geschoss  mehr  Luft  mitroti« 
wurde,  als  von  einem  Geschoss  mit  glatterer  Oberfläche,  und  dass  <3 
Magnus -Effekt  die  Erscheinung  bewirkte.  Meine  Versuche  zeigten  die 
Erscheinung  nur  nebenbei  und  zielten  auf  anderes  ab;  bestätigt  si 
diese  Wahrnehmung,  so  ist  damit  bewiesen,  dass  bei  der  Berechnui 
der    Seitenabweichung    ausser   der   Pendelung  mjter  Umständen   no 
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anderer  Einäuss  Berücksichtigung  finden  muss,  und  zwar  weniger 
Poisson- Effekt  (den  in  neuester  Zeit  wieder  Altmann  beigezogen 
wahrscheinlich  ohne  von  der  Arbeit  Poissons  Kenntnis  zu  haben), 
delmehr  der  Magnus -Effekt.  Eine  Berechnung  hierüber  hat  Tait^* 
lell  für  Kugeln,  begonnen. 


n.  Zahlenbeispiele. 
1*  BeispieL    Deutsche  schwere  Feldkanone  C/78. 

Schrapnell  (7-91  oder  Sprenggranate.    Schussweite  4600  m.    Es  ist 

1  A 

442  m;   Abgangswinkel  =  Erhebungswinkel  16  — ®  +  Abgangsfehlerwinkel 


16 


=  15J^^  also  «"0=0,273; 


>er  2Ä  =  0,088  m;  Geschossgewicht  P=7,5kgr.     Geschosslänge  If=23,2cm 

1  2,76  Kaliber,  Entfernung  von  Boden  und  Schwerpunkt  9,98  cm;  mit  Tabelle  IV 

h  =  1,8   Kaliber)   wird  für  a  =  0   die   Entfernung  von   Boden  und   Angriffs- 

fc  -  1,41 . 1,46  -  2,06  Kai.  =  18,1  cm,  also  \  =  0,081  m. 

DraUwinkel  A  =  3<^ 36',     also     r  -  Vo  *  tg A  :  i?  =  442  •  tg(3<'36') :  0,044  =  632. 

),00065  (durch  Rechnung,  siehe  oben  Regel  von  v.  Wuich).    Reduzierte  Länge 

1  /         4  72  *\ 
Sreschosses  =  2,36  Kaliber,  also  Ä:C^—l  1  +  -^  j=  4,2. 

a)  Anfängliche  Periode  Tresp.  T^  der  Präzessionsbewegung  resp. 
N^utationsbewegung: 

Im  Anfang  der  Flugbahn  sei  a  =  0,  also  W»  -  cos co :  sin  a  =TFi,  •  cos  ^^ ;  somit 
Frp.co8«"oÄi=3,7  m/kgr;  Cr:^  =  150,5;  Cr  =  0,41;  4^31 «  4,110-2; 
)  :  (4^M)  =  4,1;    also 

Periode  T  der  Präzession  =0,7  sec  oder  l—   Pendelungen  pro  sec, 

26  Pendelungen  auf  der  Flugbahn; 
Periode  T^  der  Nutation  =  4,8  10— «  oder  21  Pendelungen  pro  sec; 

Stabilitätsfaktor  <r  =  4,l; 

Cr     a 
Präzessionsamplitude  anfangs  =  /'=-^-  — =  0,00256  oder  9'; 

Amplitude  der  Nutation,  falls  kein  Anfangsstoss  stattfand 

=  J... sin  (<)C  OSM)  =  -!-./•=  0,00031     oder    1'. 
2*(r  "0 

b)  Dasselbe  für  den  Auffallpunkt: 
Spitzer  Auffallwinkel  m  =  24^^^    also  <):  OST=  Auffallwinkel  +  Abgangs- 


.12« 


16 


1  =  40r-^®;   ebenso  gross   ist  der  <);  a   am  Schluss  der  letzten  vollen  Prä- 
16 

nspendelung;  entninmit  man  hierfür  aus  Tabelle  III  den  Wert  Wsisma^  so 
lan  , -.       Ws  cos  co 


M- 


.Äi«7,4;     4^3f=8.10-2;     <T  =  2,1;    /*=  0,00304 


5=179  ist),  T=  0,85  sec;  T^  «  5,8  10— 2  gec.    Man  erhält  damit  die  folgende 
imenstellung: 


•  P.  G.  Tait,    Nature  48,   p.  202;   vergl.  auch   Beiblätter   zu  Wiedemanns 
en  1896,  Nr.  4,  S.  288;  ferner  H^lie  traite  de  bal.  ext^r.  1884,  Bd.  I,  p.  328. 
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Prazessionsbewegung 

Nutationsbewegung  (ohne  sto»«) 

Periode 

Zahl  der 

Pendelungen 

pro  Sek. 

Ampli- 
tude 

Periode 

Zahl  der 

Pendelungen 

pro  Sek. 

Ampli- 
tude 

Stabil 
fakt( 

im 
Anfang 

der 
Flugbahn 

0,7  sec 

1,4 

9' 

4,8  10-2 
sec 

21 

1' 

1 

4, 

Ende 

der 

Flugbahn 

(ungenauer) 

0,3  sec 

8,8 

crc41« 

5,8. 10-2 
sec 

17 

9^ 

2, 

c)  Konstruktion  der  Präzessionskurve  (Fig.  44). 
Die  graphische  Lösung  des  ballistischen  Problems  ohne  Rücksicht  ai 
Kotation  liefert  das  folgende  Resultat. 


Entfernung 

von  der 
Mündung 

Zwischen- 
zeiten 

Horizontale 
Geschwindig- 
keiten 

Höhe  e 

über  dem 

Boden 

Horizontale 

Neigung  de 

Tangente 

m 

sec. 

Vx  m/sec 

met 

00  = 

0 

0 

425 

0 

(«H--: 

495 

1,26 

358 

126 

12^38' 

1002 

1,53 

316 

239 

11^31' 

1512 

1,69 

287 

329 

8'>45' 

2015 

1,83 

263 

388 

4«Ö5' 

2502 

1,93 

242 

411 

0^62' 

2994 

2,12 

223 

394 

-4*50' 

3604 

2,38 

206 

325 

-Wo' 

4025 

2,63 

191 

188 

-18^0' 

4501 

2,58 

179 

0 

-24«53' 

zusaromen  18,0  sec.  ganze  Flugzeit. 

Die  Bahn  der  Geschossspitze  ohne  Rücksicht  auf  Nutationen,  d.  1 
Pmzessionsspirale  muss  in  einzelnen  Intervallen  berechnet  werden;  als  diese 
valle  können  hier  die  einzelnen  Perioden  T  gewählt  werden. 

Im  Anfang  des  ersten  Präzessionsumlaufs  ist  Vx  =  425;     M"=3,7; 

^      Cr    g       0,41    9,81      ^^^^.« 
/•=-—. -^  ===  _1_ . --L— =  0,00256 ; 
'       M  Vx        3,7      425 

a)  =  ^^  =  0,273;    a  =  0;    r=0,7  8ec. 

Im  Anfang  des  zweiten  Umlaufs,    also  nach  0,7  sec,    ist  t'x  =  380,   M 

a)=14|^    a  =  ^,-a)  =  l|«,    /"=  0,00286. 

Setzt  man  in  den  Ausdrücken  i^r,   ^r  der  Reihe  nach 


t  =  0,    -T, 


Jr,   \t,  etc., 


so  hat  man  der  Reihe  nach 

für  <  =  0,     i/;r  =  0,     ^r  =  -ö-o  =  0,273  (üj^  =  0,273 ,  /"=  0,00256) , 

für  «  =  ^  r=0,17  secj^'"^ 

(wobei  6'(,  —  (D  =  ( 


iT=.,n„c(:;:^+*'-» 
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für  .  =  |t=  0.34  seo{J;_^^_^^^_^j 

(wobei  ^0  -  ®  =  0,018 ,    «o  =  0 ,260 ,   f  =  0,00280) , 
fiir«  =  ir=0,51sec(*'  =  ^-(!<'-'»> 

4  i  vr  =  CO  —  / 

(wobei  -^0  -  «>  =  Öi<>20 ,    co  =  0,258 ,    /*-  0,00283) , 

före  =  iT=0,7  8ec    1^=^       .        , 

4  l  ^^  s=  ^^  wie  anfangs 

(©  =  0,247,  /•=  0,00286), 
Flg.  44. 


Pa('4) 


5 


=  /^+'^o-ö' 


färe  =  ^T=0,85  8ec[f  =  ^+^« 

(^^  -  0)  =  0,032 ,    Q)  =  0,241 ,    /  =  0,00290)  u.  8.  f. 

Damit  lässt  sich  die  Präzessionsspirale  punktweise  konstruieren. 

d)  Konstruktion  der  Nutationsbögen,  unter  Voraussetzung  eines 
tngsstosses,  beispielsweise  Po=4-l,41,  qQ^^O  (d.h.  der  Geschossboden 
te  einen  Stoss  aufwärts  oder  die  Spitze  abwärts,  wodurch  der  Axe  die  relative 
[clgesch windigkeit  +1,41   erteilt  wird),  also  ist  c%=:-[-l,41. 


„       (Cr      M\      2. 1,41      ^^^ 
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Nun  war  für  unseren  Fall,  mit  go  =  ^» 

^^  =  [-  cos  (3,  +  cos  {rt  -  ft )]  —cT^'M'' 

T'"Cr 

^„=      [sinp,-sin(r^-ft)].   ^^^'  ^  ; 

'~Ä~"Cr 

hierin  ist  anfangs  (5,  =  -^.t«9,2*,     r  f  —  ft  =  ( -j-  — yp- ]•  *  =  Ulf, 

Po ^M 

Cr^_M_        141 
A       Cr 


=  0,01, 


also 


1 100.'?(»n  =  -  cos (9,2. f)  +  cos (141  -0, 
1 100 .  -8-,  =  +  sin  (9,2  •  t)  -  sin  (141  •  t). 


Setzt  man  hier  der  R^ihe  nach  f=0,  t  =  - 


(oder=0,0111sec),  «=20, 


li 


4  141^ 
*  =  30,0111  etc.,  so  wird: 

furf^O  f^»^^ 

l  ^«  =  0, 

1100  'tl)n=-  cos  (9,2 . 0,011)  =  -  cos  (0,1023)  =  -  cos  (5**  52'; 
=  -0,996 
lOOa-«  =  + sin  (9,2- 0,01 1)-1=- 0,898, 

für  «  =  2.0,011  sec  I  100- ^n  =  - cos (2- 0,1023) -1  = -1,979 
l  100.-^„  =  + sin  (2. 0,1023)       =+0,206, 

für  «  =  3.0,011  sec  f  100.^«  = -cos (8- 0,1023)       =-0,964 
l  100.'^n  =  +  sin(3  0,1023)+l  =  +  l,301, 

für  «  =  4.0,011  sec  f  100- 1/,«  =  - cos (4- 0,1023)+ 1  = +0,081 
l  100.'8-n  =  + sin  (4- 0,1023)      =+0,398, 

für  «  =  5.0,011  sec  f  100.^«  =  - cos (6- 0,1023)       =-0,872 

l  100-^»  =  + sin  (5.0,1023)-1  =  - 0,610  u.s.f. 

Damit    ist    die    Nutationskurve    (Figur  44)    gezeichnet.     Die    AmplÜ 

müssen  im  Verlauf  der  Flugbahn  wachsen,   da  M  von   3,7   bis  7,4  wächst, 

Cr       M     .    .       . 
— j — -T^—  abnmmit. 

M.  t/T 

Die  Kurve  (Fig.  44)  ist  deshalb  nicht  weiter  fortgesetzt,  weil  es  unter 
ständen  als  zweifelhaft  gelten  kann,  ob  die  Formeln  (siehe  oben)  noch  Anwen 
finden  dürfen. 

2«  Beispiel.    Deutsches  Infanteriegewehr  M/71« 

Kaliber  11  mm,    Geschosslänge  27,5 mm  =  2,5  Kai.,    Vq  =  461  m,    Gesc 

2n    461 
gewicht  26  gr,    Dralllänge  660  mm,    also  r  =  —r-rrpr-  =  6150,    C  =  38,5  1 

0,550 

J.  =  142,4  10-9,     CV  =  3,910-8,     Jlf  mit  -^0  =  ^  wird  =  0,76. 10- ^ 

4Aaf=  0,43. 10-8,     <y  =  9,06,     T=  0,163  sec,     i;  =  0,4810-2  sec. 

8«  Beispiel«    Deutsches  Infanteriegewehr  M/88. 

Kaliber  8  mm,  Anfangsgeschwindigkeit  t*o==  646  m,  Dralllänge  24  cm =30,4 
(Rechtsdrall),  Geschosslänge  31,3  mm  =  3,96  Kaliber^Geschossgewicht  14,7^ 
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Iso  r=16900,  mit  »^=0  ist  anfangs  M=Wp  •  Ä^ =0,792  0,016=  0,0119 m/kgr, 
•10-9,  =68,2,      Jl:C=8,96,      0^  =  4,110-«,      4^af=  6,1.  10-9 

,     T=  0,11  sec,     Tj  =  3,6. 10-«  sec. 

Lnfangsradius  des  Präzessionskreises  =  Anfangswert  von 
Cr      g  9,81 


f— 


=  0,00026    oder    63" 


M      Vx       58,2. 640" 
ei  Abgangswinkel  ^0=^6^,  was  anf  relativ  kleine  Seitenabweichung  hin- 

infängliche  Amplitude  stossfreier  Nutation  (mit  -^^,  =  6*^ 
2     M  A 
n%  «    Y^  0,000061     oder     12". 

^nfangsstoBB  gesucht:   Angenommen,  es  habe  einmal  bei  horizontalem 
ein  Durchschlagsloch  auf  der  nahen  Scheibe  durch  Ausmessung  erkennen 
dass    der  Winkel    zwischen    Geschossaxe   und   Flugrichtung  1°  betrug. 
IT  Anfangsstoss  ist  hierzu  erforderlich?    Bogen  von  1®  oder 

2.8o  2-8^^ 


0,0174  = 


A       Cr 


T83T'      *^=^^^' 


4.  BeispieL    Tersuch  Ton  Neesen« 

>  =  39,6  kgr,     A  =  4^     v^  ^  166  m,     H  =^  3,63  KaHber,     2Ä  =  0,1491  m, 
)<>;  also  r  =  146,3,     C  =  0,0112,    ^:  C=  6,9;    Anfangswert  von  ilf  ^  0,68, 
2,66,     4^Af^0,l8. 
'  ^  10,8  sec,     r»  =  crc.  0,31  sec.  (beobachtet  crc.  0,47  sec). 

5.  Beispiel.    Tenuehe  Ton  Hejdenreioh  1.  c  S.  98. 

a)  Mit  dem  Mörser. 

0=20^  JB  =  0,0746  m,  P  =  40  kgr,  Abrundungsradius  1,6  Kai.,  ir=6  Kai., 
)m,   A  =  7^    also  ist  r  =  296,    C  =  0,0118,   ^  =  0,169,   C»r«=ll,2,   3fim 

=  5,7. 
'=3,7  sec,     Tj  =0,4  sec;    beobachtet  crc  0,6  sec,    (j  =  3,07. 

b)  Mit  der  Kanone. 

asselbe,  nur  ^^  =  9^  v^  =  600  m.  Damit  ist  r  =  824,  üf  =  86,6,  C*r'=  86,8. 
'=0,67  cec,  Ti  =  0,177  sec  oder  6,6  pro  sec;  beobachtete  Periode  der 
ingen:  4—6  pro  sec. 


6.  Beispiel.    Einer  der  Yenuclie  des  Yerfassers. 

aliber  0,8  cm,  Geschossgewicht  60  gr,  -Ö-^  =  46^  Vq  =  21  m,  Dralllänge  7  cm 
rall),  Geschosslänge  14  cm;  also  ist 

4,     C=0,6.10-7,     ^:C=193,     ^=28  10-«,     T=22  8ec,     I\  =  0,6  sec 
(beobachtet  0,6  bis  0,76  sec). 

nfangs  Nutationsamplitude  ohne  Stoss  =  crc.  7®  (beobachtet:  wechselnde 
ide  zwischen  crc  6  und  crc  30^  also  ein  Anfangsstoss  wahrscheinlich). 

ies  g^ebt  folgende  Zusammenstellung  je  der  Werte  im  Anfang  der  betreffenden 
\in,  Es  ist  hinzugefügt,  ob  wegen  der  grossen  Winkel  das  Rechnungsresultat 
der  weniger  zuverlässig  ist  (*  =  sehr  unsicher). 

Digitized  by 


Googll 


214    Theoret.  u.  experim.  Untersuch,  üb.  d.  Kreiselbeweg,  d.  rotier.  Langgeschosse 


>^ 


Präzessions- 

Nutations- 

Auf 

Beobach- 

Anfan 

Pendelungen 

Pendelungen 

einen 

Prä- 

zeiflions- 

Umlauf 

tete  Zahl 
der 

An- 

f&ng- 

Ucher 

SUbili- 

Ge- 
schoss- 

geschwii 
keitd 

. 

Zeit 

oder 
Zahl 

Zeit 

oder 
Zahl 

koni- 

länge 
in 

Trans-   ^ 

eines 

vollen 

Umlaufs 

sec 

der 
Um- 
läufe 
pro  sec 

eines 
sec 

der 

Um- 

Iftnfe 

pro  sec 

kommen 

Nu- 
Utions- 
ümlftnfe 

Pendel- 
ungen 
pro  sec 

täts- 
faktor 

a 

Ka- 

Ubem 

lation 
met/sec 

22,4 

1 
22 

0,25 

4 

88 

? 

2,7 

4,93 

214 

21cm- 

zahlreiche  kreis- 

Mörser 

ähnliche  Pandel- 

* 

ungen  zu 
beobachten 
(Nntationen). 

Versuch 

crc 

von 

1 

Neesen 

10,8 

11 

0,31 

3 

36 

2,2 

9,1 

3,63 

166 

K.  16  cm 

(Nu- 

Kanone 

• 

Ution) 

Heyden- 

crc 

reich 

3,7 

1 

0,36 

2,8 

10 

2 

8,1 

5 

180 

Mörser 

4 

(Nu- 

• 

tation) 

Heyden- 

1 

crc 

reich 

0,67 

^2 

0,18 

6,6 

37 

4-6 

1,6 

6 

600 

Kanone 

grosse  Amplituden 
beobachtet 

• 

(Nutat) 

Deutsche 

schwere 

0,7 

li 

0,06 

21 

14 

? 

4,1 

2.76 

442 

Feld- 

2 

kanone 

Deutsches 

In- 
fanterie- 

0,16 

6 

4,8 
•10  —  3 

209 

(Ton 

34 

? 

9 

2,6 

461 

gewehr 

gis) 

M/71 

Deutsches 

In- 
fanterie- 
gewehr 

0,11 

4 

3,6 
10-8 

290 

(Tont/) 

31 

? 

8,2 

8,96 

645 

M/88 

Versuch 

des 

1,3 

Verfassers 

22 

1 

0,64 

li 

34 

bis 

10 

17 

21 

(^örser- 

22 

2 

1,8 

i 

modell) 

#t4, 

(Nutat.) 

oog 

e 

Von  Prof.  Dr.  Carl  Cranz. 


215 


Berichtigungen. 

Bei  diesem  Anlass  gestatte  ich  mir,  einige  nachträgliche  Berichtigungen 
leinem    „Kompendium    der    theoretischen    äusseren    Ballistik" 
Teubner  1896)    zusammenzustellen  und   spreche   den  Herren,   welche  mir 
undlichster  Weise  ihre  Bemerkungen  zugehen  liessen,  meinen  Dank  aus. 

S.  146  Z.  6  streiche  „oder  Richtung  der  Resultanten". 

S.  159  Z.  7  lies  „der  Bewegung"  statt  „des  Luftwiderstands". 

S.  169  Z.  13  lies  cc  =  30^^  statt  a. 

S.  170  Z.  9  und  10  lies  tiefer,  tief  statt  höher,  hoch. 

S.  218  Fig.  60b  ist  „Resultante  des  Luftwiderstands"  zu  streichen. 

S.  221  Z.  13  streiche  „zwischen  der  Resultante   und  der  Geschossaxe  oder 

auch". 
S.  260  Z.  3  von  unten  ist  <r  =  0,000367 ;  es  kann  dieses  Beispiel  1)  nur  als  ein 

solches   mit   den   beliebig  angenommenen  Zahlenwerten  r^,  <y,  C. . . 

zur  Elarmachung  der  Methode  angesehen  werden  und  kann  nichts 

über  die  Granate   der  leichten  Feldkanone  aussagen,   da  a  mit  3,9 

zu  multiplizieren  wäre. 
S.  311  lies  „noch  immer  zum  Teil  üblich"  statt  „die  üblichste". 
S.323  Z.  22  vor  der  Mitte  lies  „507^  von"  statt  „öOV^»  bei". 
S.  361  Z.  4  von  unten  ist  zur  weiteren  Elarmachung  hinzuzufügen: 


„mit  d  =  l,34; 
der  Formel  c'= 


XcosaP 


=  0,92;  l  =  1,4  (vgl.  S.  276),  und  a  =  0,  nach 


1,4- 1  0,92 


=  0,962,  also  v„  =  606,2"  etc. 


dB*  1,34 

S.  462  Note  154  ist  unabhängig  für  sich.    Hinzuzufügen:   Jedoch  ist  diese 
ältere  Methode  besonders  einfach,  da  keine  Linsen  erforderlich  sind. 
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über  SpammngBzustände,  bei  denen  ein  Spaimungs- 
potential  und  zugleich  ein  Versohiebongspotential 

besteht 


Von 

Dr.  ö.  Holzmüller, 

Hagen  i.W. 


1.  Feststellung  der  Gnuxdliypotliese  am  Einpunktproblem* 

Der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure  habe  ich  kürzlich  eine 
Arbeit  eingereicht^  deren  Resultate ,  wie  mir  scheint^  von  allgemeinerem 
Interesse  sind.  Es  handelt  sich  um  Spannungszustände  elastischer 
Körper,  bei  denen  ein  Spannungspotential  nach  Art  des  Newton- 
schen  und  zugleich  ein  Yerschiebungspotential  nach  Art  des 
logarithmischen  besteht.  Das  letztgenannte  Potential  ermöglicht  die 
Anwendung  der  konformen  Abbildung,  die  meines  Wissens  bisher  nur 
für  die  Saint-Venantsche  Torsionstheorie  in  der  Elastizitätslehre 
Verwendung  fand,  und  zwar  in  sehr  beschränktem  Maße  für  einige 
wenige  Formen  des  prismatischen  Stabes.  Einiges  möchte  ich  ohne 
Rechnungen  hier  mitteilen,  anderes  yervollständigen  und  yerallgemeinem. 

Ich  gehe  yon  einem  bekannten  Beispiele  aus: 

Ein  dickwandiges  Rohr  sei  yon  konzentrischen  Ereiscylindem 
begrenzt;  der  innere  habe  den  Radius  r,-,  der  äussere  den  Radius  r«. 
Im  Hohlraum  herrsche  die  positiye  Spannung  p,  möge  sie  ein  hydrau- 
lischer Druck,  eine  Gasspannung  oder  sonstiger  Art  sein.  Ist  nun  r 
der  zwischen  r,-  und  r«  yeränderliche  Radius,  Sr  die  in  den  Punkten 
des  zugehörigen  Kreises  entstehende  radiale  Spannung  des  Materials,  die 
sich  übrigens  als  negatiy,  d.  h.  als  Druck  herausstellt,  ^r  die  normal 
dagegen  wirkende  tangentiale  Spannung,  die  sich  als  positiy,  d.h.  als 
Zugspannung  geltend  macht,  so  gelten  nach  der  üblichen  Theorie 
folgende  Formeln: 


ri  •  •••  —  *•_  •  *•*  * 


2)  r,V    r,«+r« 


r*       ra'—ri' 
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ÄJs  Verachiebungsweg  Wr  ergiebt  sich: 

^'-P   mEira'-m    ((>»  -  1>  +  (>»  +  1)^> 
rösste  Anstrengung  des  Materials: 

ra'-n^  \     m     ^'  ^       m      ^"^  ) 

Hier  bedeutet  E  den  Elastizitätsmodul,  m  die  bekannte  Konstante 
uerkontraktion  bei  Zugbeanspruchung,  Vergl.  z.B.  Föppl:  Festig- 
ehre, S.306.  Wichtig  sind  die  Formeln  für  die  Konstruktion  und 
hnung  der  Geschütz-  und  Gewehrläufe,  der  hydraulischen  Pressen, 
ruckrohre  von  Bergwerkspumpen  und  Wasserleitungen,  der  Dampf- 
und der  Druckcylinder  gewisser  physikalischer  Apparate,  z.B. 
,  die  zur  Verflüssigung  von  Gasen  durch  hohen  Druck  bei  nie- 
r  Temperatur  dienen. 

3ei  den  Ringgeschützen  werden  bekanntlich  zur  Verstärkung  des 
rstandes  Ringe  auf  das  Hauptrohr  gezogen,  die  in  erhitztem  Zu- 
3  gerade  noch  darauf  passen,  nach  geschehener  Erkaltung  aber 
i  nach  innen  geben.  Zur  Berechnung  des  Zustandes  braucht  man 
auch  die  Formeln  für  äusseren  Druck,  die  man  erhält,  indem 
r«  und  n  mit  einander  vertauscht. 

Bei  den  Formeln  der  Festigkeitslehre  ist  es,  da  während  der  Ent- 
lung  zahlreiche  Vernachlässigungen  stattfinden,  stets  zweckmässig, 
raktisch  durch  Versuche  auf  ihre  angenäherte  Richtigkeit  zu 
1  und  theoretisch  zu  revidieren,  auf  Grund  welcher  Hypothesen 
wa  als  richtig  angenommen  werden  können.  / 

m  vorliegenden  Falle  ist  zunächst  das  einfachste  Proportionalitäts- 
:  der  Festigkeitslehre  angewandt,  zweitens  ist  die  dritte  Dimension 
[^hlässigt  worden,  was  bei  langen  Cylindem  etwa  ebenso  berech- 
st, wie  bei  den  zweidimensionalen  Problemen  der  Wärme-  und 
otentialtheorie.  Alles  aber  lässt  sich  durch  eine  einzige  Hypo- 
ersetzen. 

facht  man  nämlich  Va  unendlich  gross,  so  erhält  man  für  die  un- 
izte  Platte  folgende  Formeln: 


8r  = 

(fr  = 

"  -:  • 

Wr-- 

'rf'+ 

1 
m 

-)-. 

(fm- 

i-(>+^ 

)■ 

V\e  Formel  7)  folgt  aus  den  Spannungsformeln,  wenn  die  negative 
igerung  d.h.  die  Verkürzung  des  radialen  Elementes  dr  gleich 

ichrift  f.  Mathematik  n.  Fhyiik.  4S.  Jahrg.  1898.  4.  n.  5.  Heft.  15 
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die  der  Strecke  des  Radius  von  r,  bis  r  also  gleich 

gesetzt  wird.  Da  nämlich  nach  6)  der  unendliche  Kreis  keine  Ver- 
längerung seiner  Peripherie  erleidet,  also  dort  auch  keine  Verschieb- 
ung nach  aussen  stattfindet,  so  ist  der  unendliche  Bereich  als 
ruhend  zu  betrachten.     Da  femer  die  letzte  Formel  för  r  =  <»  in 

".-{»+i-)*7i-(l+^)^ 

übergeht,  so  bedeutet  dieser  Ausdruck  die  Verschiebung  der  Punkte 
des  inneren  Grenzkreises.  Die  Integralformel  giebt  also  die  relative 
Verschiebung  der  Punkte  r  gegen  die  Punkte  r,-  an,  die  absolute  Ver- 
schiebung der  Punkte  r  wird  daher 

was  mit  7)  übereinstimmt. 

Man  kann  also  für  die  Untersuchung  folgende  Hypothese  zur 
Grundlage  machen: 

Die  gegen  die  cylindrische  Innenwand  der  unbegrenzten 
Platte  wirkende  Druckspannung  2>  verursacht  in  der  Entfern- 
ung r  von  der  Axe  radiale  und  tangentiale  Spannungen 

^r--V^    und     <yr«l>-^> 

die  absolut  genommen  einander  gleich  und  umgekehrt  pro- 
portional dem  Quadrat  der  Entfernung  r  sind;  sie  verursacht 
ferner  Verschiebungen,  die  umgekehrt  proportional  der  ersten 
Potenz  der  Entfernung  und  von  der  Grösse 

sind. 

Diese  Hypothese  also  müsste  auf  ihre  Richtigkeit  durch  Versuche 
geprüft  werden.  Da  dies  mit  unbegrenzten  Platten  nicht  geschehen 
kann,  begrenzt  man  die  Platte  durch  eine  konzentrische  Cylinderfläche 
vom  Radius  r«  und  bringt  dort  den  vorher  daselbst  befindlichen 
Spannungszustand  künstlich  hervor.  Dazu  ist,  wenn  das  Obige  richtig 
ist,  nur  eine  radiale  Druckspannung  nach  innen,  also  eine  Spannung 

von  der  Grösse  —  p-^  nötig.  Durch  diese  und  die  Innenspannung  p  wird 

die  richtige  Spannung  <y^^  von  selbst  hervorgebracht,  denn  nach  Formel  2) 
wird  durch  p: 
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nach  der  Formel  für  äusseren  Druck  dagegen  wird  durch  p-^i 
Beide  Wirkungen  geben  yereinigt: 


r«' 


r«' 


Im  ganzen  Innern  herrscht  also  der  durch  5)  und  6)  dargestellte 
Spannungszustandy  wie  auch  aus  der  Formel  1)  hervorgeht. 

Sollte  es  also  z.  B.  für  das  Hauptrohr  eines  Ringgeschützes 
wünschenswert  erscheinen,  dass  es  während  der  Zeit  der  höchsten 
Spannung  p  auf  Zug  ebenso  stark  wie  auf  Druck  beansprucht  werde, 

so  müsste  der  aufgepasste  Ring  dabei  seinen  Gegendruck  auf  p  — | 
steigern,  was  auch  erreicht  werden  kann. 

Man  sollte  auf  den  ersten  Blick  meinen,  die  Druckspannungen 
müssten  umgekehrt  proportional  der  ersten  Potenz  des  Radius  sein,  da 
die  cylindrischen  Flächen  dieser  Grösse  direkt  proportional  sind.  Dies  ist 
aber  bekanntlich  nicht  der  Fall,  da  die  Zugspannungen  jeder  Peripherie 
einen  TeQ  der  Druckspannung  aufnehmen  und  nur  den  Rest  weiterwirken 
lassen.  Der  Ring  des  Ringgeschützes  dagegen  giebt  eine  Druckspannung 
derart  her,  dass  das  Material  des  Hauptrohrs  in  höherem  Grade  auf 
Druck  beansprucht  wird,  während  die  bedenklich  hohen  Zugspannungen 
vermindert  werden.  Einfache  Rechenbeispiele  ergeben  sich  bei  der 
Annahme  des  vorliegenden  besonderen  Falles,  wie  ich  sie  in  der 
Ingenieur- Zeitschrift  durchführe. 

Wie  das  einfache  Proportionalitätsgesetz  der  Elastizität  nur  für 
gewisse  Materialien  gilt,  so  wird  auch  die  vorstehende  Hypothese  nur 
eine  beschränkte  Bestätigung  finden.  Dies  schadet  aber  nichts,  da  sie 
uns  für  den  Unterricht  einfache  Übungsbeispiele  verschafft,  die  ge- 
eignet  sind,  das  Verständnis  der  Theorie  zu  erleichtem  und  auf 
schwierigere  Annahmen  vorzubereiten.  Handelt  es  sich  in  Wirklich- 
keit um  andere  Potenzen,  wie  es  das  potenzierte  Elastizitätsgesetz  für 
gewisse  Materialien  vermuten  lässt,  so  sind  die  Rechnungsschwierig- 
keiten nicht  bedeutendere. 

Aus  den  Gleichungen  6)  geht  hervor,  dass  nach  der  angenommenen 
Hypothese  für  den  Spannungszustand  der  unbegrenzten  Platte  oder  des 
auch  äusserlich  in  entsprechender  Stärke  beanspruchten  Rohres  ein 
Spannungspotential  von  der  Grösse: 

10)  tr=p':0=fci 

besteht,  welches  in  der  Form  dem  Newton'schen  entspricht 
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Gleiclizeitig    aber    besteht   för    die    radialen   Verschiebungen  ein 
Verschiebungs-Potential: 


11)  F-(l  +  -i-)i>r,Mgr-Ä,lgr. 


Zu  jedem  solchen  Potential  gehört  auch  ein  Drehungspotential^ 
welches  aber  hier  ausser  acht  bleiben  kann^  da  der  Zug  doch  über- 
all gleich  dem  Druck  wird,  so  dass  neue  Rechnungen  überflüssig  sind. 

Auf  das  erstgenannte  Potential  kann  man  die  konforme  Abbildung 
nicht  anwenden,  auf  das  letztere  dagegen  ist  sie  anwendbar.  Beide 
geben  einen  einfachen  Überblick  über  kompliziertere  Zustande  und 
eine  ausserordentliche  Vereinfachung  der  Berechnungen. 

Soll  das  Spannungspotential  der  Reihe  nach  Werte  annehmen,  die 
einer  arithmetischen  Reihe  entsprechen,  so  dass  die  Potentialdifferenzen 

von  Kreis  zu  Ereis  gleich  gross  sind,  so  muss  dasselbe  mit  —  ge- 
schehen.   Ist  die  Reihe  für  jenes  z.B.: 

0,    1,   2,   8,   4,... 
80  mu88  r  die  Werte      i     i      i     i     i 

ö'  V  V  V  V-- 

annehmen. 

Soll  dasselbe  mit  dem  Verschiebungspotential  geschehen,  so  hat 
Igr  der  arithmetischen  Reihe  zu  folgen,  also  r  der  Reihe: 

Häufiger  findet  aber  hier  aus  bekannten  Gründen  die  Reihe: 

+0      ±?^      ±i^      ±ii?      ±?^ 

C/,1/  ,o  ,&  ,0  ,... 

Anwendung,  weil  diese  bequem  auf  die  quadratische  Einteilung  der 
Ebene  führt,  die  bei  dem  Spannungspotential  keine  Anwendung  findet. 
ViTichtig  ist  noch  die  Berechnung  der  Verschiebungsarbeit, 
fQr  die,  weil  die  einzelnen  Teile  einander  ausweichen,  nicht  die  Ver- 
schiebung selbst  massgebend  ist,  sondern  die  an  der  betreffenden 
Stelle  auftretende  Dehnung  und  Verkürzung.  Nach  gebräuchlicher 
Annahme  wächst  während  der  Verschiebung  die  Spannung  regelmässig 

Yon  0  auf  s  an,  also  wird  —  massgebend.     Hat   ein  Stab  die  Länge  l 

und  den  konstanten  Querschnitt  f  und  ist  die  Dehnung  oder  Verkürzung 

gleich  A,  so  ist  die  geleistete  Arbeit  gleich— A/".     Da  nach  bekanntem 

Satze  der  Mechanik  die  Arbeiten  einfach  algebraisch,  nicht  aber  nach 
dem  Parallelogramm,  addiert  werden,  so  ist  die  Berechnung  der 
inneren  Arbeit  des  Materials  sehr  einfach.  Die  Verkürzungsarbeit  und 
die  Verlängerungsarbeit  sollen  getrennt  behandelt  werden.  Nimmt  man 
für   die  radiale  Verkürzung  die  Werte  yon  s  und  k  aus  den  Gleich- 
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ungen  5)  und  9)  für  f  die  Cylinderfläche  2r«(J,  wo  d  die  Dicke  der 
Platte  ist^  80  ergiebt  sieh  als  6umme  der  Yerkürzungsarbeiten 

Bereclinet  man  die  Dehnungsarbeit  fftr  den  Kreisring  mit  den 
Badien  r  und  r  +  dr,  und  integriert  man  von  n  bis  oo,  so  erhalt  man 
für  A^  denselben  Wert  wie  für  Äi,  Die  gesamte  innere  Arbeit 
des  Materials  ist  also 

12)  A^tlf{l+l),<,. 

Dafär  giebt  es  eine  gute  Probe.  Die  etwa  von  Pulvergasen  an 
die  innere  Wand  abgegebene  Arbeit  ergiebt  sich  aus  p,  der  Fläche 

2riXd  und  aus  der  wirklichen  Verschiebung^^  (1  +  -p  wenn  wahrend 

des  Vorgangs  die  Spannung  regelmässig  von  o  auf  p  anwächst^  als 
derselbe  Wert  Ay  so  dass,  wie  zu  erwarten  stand,  die  äussere  Ar- 
beitgleich der  Summe  aller  inneren  Verschiebungsarbeiten  ist. 

In  der  Ingenieur -Zeitschrift  berechne  ich  Beispiele  unter  Annahme 
eines  Druckes  von  3000  Atmosphären.  Da  die  Verschiebungen  dabei 
nur  die  Grösse  0^95  mm  betragen,  ist  die  Arbeitsabgabe  gering.  Man 
hat  aber  nach  Abstellung  des  Druckes  an  der  Innenwand  auf  Schwing- 
ungen von  etwa  0,35  mm  zu  rechnen. 

Die  Arbeit  für  den  Ereisring  mit  den  Radien  r^  und  2ri  beträgt 

-  der  Gesamtarbeit,   die   ganze   übrige  unbegrenzte  Masse  übernimmt 

nur  j*    So  sieht  man  recht  deutlich,  wie  schwach  die  Beanspruchung 

der  äusseren  Masse  ist,  wie  unwirksam  also  die  blosse  Verdickung 
der  Druckrohre  schliesslich  werdeti  muss^ 

Ich  werde  nun  zu  dem  FaUe  übergehen,  wo  mehrere  cylindrische 
Ofihungen  in  der  Platte  befindlich  sind.  Ihr  Durchmesser  soll  gegen  ihre 
gegenseitige  Entfernung  klein  sein,  so  dass  dieselben  Vereinfachungen 
eintreten )  wie  bei  den  in  der  Regel  als  punktförmig  bezeichneten 
Elektroden.  Muss  der  Durchmesser  berücksichtigt  werden,  so  sind 
gewisse  Korrekturen  zu  machen,  die  aber  in  einiger  Entfernung  von 
den  Cylinderwänden  verschwindend  klein  werden.  Da  die  Grösse  der 
Spannungen  auch  von  der  Konstanten  pVi^  abhängt,  so  sollen  zwei 
solche  Wirkungen  als  gleichwertig  betrachtet  werden,  sobald  sie 
in  dieser  Konstanten  übereinstimmen.  Vierfache  Spannung  im  Gylinder 
vom  doppelten  Radius  wirkt  also  ebenso,  wie  einfache  Spannung  im 
Cylinder  vom  einfachen  Radius.  (Vergl.  die  Bestrebungen,  das  Kaliber 
der  Gewehre  möglichst  klein  zu  machen.) 

Die  Elemente  der  Potentialtheorie,  wie  sie  in  meinem  Lehrbuch 
elementar  entwickelt  sind,  setze  ich  als  bekannt  voraus,  GoOqIc 
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Spannungen  der  zu  besprechenden  Art  treten  z.B.  auch  ein,  wenn 
kalt  gehaltene  Bolzen  in  cylindrische  Öffiiungen  eingetrieben  werden^ 
in  die  sie  noch  hinein  passen,  wenn  die  Platte  stark  erhitzt  ist.  Zieht 
sich  die  Platte  bei  der  ErkiJtung  zusammen,  so  steht  sie  unter  ent- 
sprechender Spannung.  Dies  ist  vielleicht  die  einfachste  Art,  die  Ver- 
suche zu  arrangieren,  da  sich  bei  hydraulischen  Experimenten  die 
Beobachtung  ganz  ausserordentlich  erschwert,  weil  die  Bodenfläche  sich 
anders  verhält  als  die  Cylinderwände. 

2.  Mehrpunktprobleme. 

Es  seien  zunächst  zwei  cylindrische  Öffnungen  in  der  unbegrenzten 
Platte,  beide  vom  Radius  a.  In  beiden  werde  dieselbe  Spannung  p  an- 
gebracht. Die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  M^  und  M^  mache 
man  zur  X-Axe,  ihren  Halbierungspunkt  0  zum  Koordinatenanfang. 
Ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  kann  man  gelegentlich  die  Ab- 
stände OM^  und  M^O  gleich  1  setzen.  Wie  gross  sind  nun  die  Spann- 
ungen in  einem  Punkte  P,  der  von  den  Mittelpunkten  die  Entfernungen 
r^  und  rj  hat? 

Da*  1  .    Po} 

Si"-tfi=±^    und    sj=ff,=  ±i^ 

'1  't 

geben  die  Resultanten 

1)  s  =  «T  =  ±i,ay^  +  ^  +  -^i^. 

Die  Neigung  a  von  s  ergiebt  sich,  im  Sinne  einer  Anziehung  ge- 
rechnet, aus  •  .   «    .     .  .   ^ 

2)  tan  a  =  -^ —  '  ,    '    .     *; 
^  r,  'coB  -t^i  +  r,  *  Bin  ©•, 

die  von  ö  ist  um  —  grösser.     Die  eine  Neigung  ist  die  Normale  der 
Niveaulinie: 

3)  P-ik  +  Vy'^     0^-    KrT  +  r^)-«' 
die  andere  Normale  der  Orthogonalkurve: 

4)  (cos  dj  +  cos  dj)  «=  f. 

Die  Gleichung  3)  ist  die  der  Spannungslinien  des  Druckes  s,  die 
Gleichung  4)  die  der  Spannungslinien  des  Zuges.  Ihre  Gestalt  ist  aus 
jedem  Werke  der  Potentialtheorie  bekannt.  Eine  sehr  einfache  Kon- 
struktion giebt  das  Maxwellsche  Verfahren,  die  Diagonalkurven  des 
Maschennetzes  der  beiden  Ereisscharen  bezw.  der  beiden  Strahlen- 
büschel zu  zeichnen.  Bei  den  Kreisen  folgen  die  Radien  z.  B.  dem 
besprochenen  Gesetze: 

r:\  111111 

5)  ^,      y;      2'      V      V     V'"' 

bei  den  Strahlen  die  Kosinus  der  Neigungswinkel  z.  B.  dem  Gesetze: 


^,    ± ->    ±-y   ±-y'"±-' 
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Die  Asymptoten  der  Kurven  4)  folgen  mit  den  Kosinus  ihrer 
:ungswinkel  demselben  Gesetze.  Das  Spannungspotential  ist  der 
h  3)  gegebene  Ausdruck: 

')  ü^pai^  +  ^)     oder     f/  =  x(i  +  l). 

Die  Kurven  5  =  c^  sind  die  Linien  gleicher  Zug-  imd  Druck- 
nung,  die  Kurven  tan  a  =  (^  sind  die  Linien  gleicher  Richtung 
T  Spannungen.  Die  letzteren  sind  umgekehrt  proportional  den 
len  Abständen  der  Niveaulinien  3),  sobald  die  Einteilung  5)  ge- 
t  ist.  Der  Spannungszustand  ist  damit  vollständig  beschrieben. 
Ganz  anderen  Gesetzen  folgen  die  Verschiebungen,  denn 

«;^=fl  +  i)^.i     und    «,,  =  fl  +  i)^.l 
fu  sich  zusammen  zu  der  resultierenden  Verschiebung: 


-(>+=)  Wv- 


,12  cos  y 


<>+s: 


\pa*     r    _       2r 


tan/3== 


"  der  Radius  OP  ist.  Die  leichte  Umformung  des  ersten  Aus- 
ks  findet  man  in  meiner  Potentialtheorie  (erschienen  bei  B.G.Teubner). 
Richtung  ß  der  Resultante  w  ergiebt  sich  aus: 

r,  sin  -O*!  +  i\  sin  &^ 

r,  cos  frj  4"  ^1  cos  dj 
Führt  man  wieder  r  und  seine  Neigung  d-  ein,  so  folgt: 
endlich  tan/5  =  tan[(^,+  ^,)-^], 

I)  ^  =  (^^+^^)_^. 

Der  Faktor  x^  hat  sich  hier  überall  weggehoben. 

Die  Verschiebungen   in   der  Druckrichtung  sind   normal  gerichtet 

a  die  Niveaulinien  der  Verschiebung,  deren  Gleichung  lautet: 

)       {^  +  ^^(}sr^  +  ]gr,)^c    oder     x^Ggr,  +  Igr^)  =  c, 

r  man  auch  schreiben  kann: 

c 

Lss  es  sich  um  konfokale  Lemniskaten  handelt.  Die  Verschiebungs- 
1  selbst  sind  von  der  Gleichung: 

)  (^i  +  ^,)-y, 

)ekanntlich  ein  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  bedeuten. 

Die  Maxwellsche  Konstruktion  giebt  das  richtige  Netz,  wenn  die 

iradien   in  geometrischer  Reihe   aufeinander   folgen,   z.  B.  in  der 

e:  +^JL       +^      +  — 

)  e^,    e"  "  ,    e"  "      e"  ", . . ., 

end  die  Neigungen  der  Strahlen  jedes  Büschels  der  Reihe: 
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13)  0,    ±*-,    ±^«,    ±^,..- 

folgen.  So  erhält  man  die  Einteilung  in  kleine  Quadrate^  während  die 
Spannungen  auf  unähnliche  Rechtecke  führten. 

Der  Ausdruck  für  das  Yerschiebungspotential  ist 

14)  F-  (l  +  i)  ^(}gr,  +  Igr,)  -  x,(lgr.  +  Igr,)  -  x,lg(r.r,). 

Ist  die  Einteilung  ins  Kleinste  fortgesetzt^  so  sind  die  Grössen 
der  Verschiebungen  umgekehrt  proportional  den  Abständen  der  Niveau- 
linien bezw. der  Verschiebungslinien,  d.h.  den  Dimensionen  der  Quadrate. 

Der  in  8)  vorkommende  Ausdruck  x^ ist  der  absolute  Betrag 

des  Differentialquotienten  derjenigen  Funktion,  durch  die  das  Kurven- 
netz  in  eine  Doppelschar  orthogonaler  Parallelen  transformiert  wird. 
Diese  Funktion  ist 

Z  =  x\g[ie  -  e,){e  -  e,)]  =  xlg[(0  -  l)(z  + 1)], 

sobald  M^  um  M^  in  die  Punkte  x  =  ±1  der  a;-Axe  gelegt  sind  (vergl. 
meine  Abhandlung  im  vorigen  Bande  dieser  Zeitschrift).  Sind  dS 
und  ds  einander  entsprechende  Elemente  (wobei  s  nichts  mit  der  Spann- 
ung zu  thun  hat),  so  besteht  zwischen  ihnen  die  Gleichung: 

dS  =  X,  — —  da    bezw.    ds  «  -^^^  dS, 

In  der  Z- Ebene  sind  alle  Quadratseiten  dS  einander  gleich, 
folglich    sind     die    Quadratseiten     des     lemniskatisch  -  hyperbolischen 

Systems  der  je? -Ebene  proportional  dem  Ausdrucke  -^-^-   Dieser  ist  fftr 

r     1 

jede  Lemniskate,  auf  der  r^^r^  konstant  ist,  proportional  — ;  filr  jeden 
Kreis  um  0  proportional  r^r^. 

Dagegen  ist  der  in  9)  stehende  Ausdruck  ^  — (^, +  ^j)  der 
Richtungsunterschied  der  dS  gegen  die  ds,  also  ist  die  Neigung  der 
den  horizontalen  Parallelen  entsprechenden  Quadratseiten  gleich 

was  mit  Obigem  übereinstimmt.  ^  —  (-^j  +  d'^)  ist  dabei  die  Abweich- 
ung des  Differentialquotienten  der  abbildenden  Funktion  Z. 

Damit  ist  die  Angelegenheit  der  Verschiebungen  auch  funktionen- 
theoretisch erledigt. 

Die  Verschiebungen  gehen  in  den  Hyperbeln  vor  sich.  Daher 
soll  genauer  untersucht  werden,  was  aus  einem  kleinen  lemniskatisch- 
hyperbolischen  Quadrate  eigentlich  wird.  Auf  die  lemniskatischen 
Randlinien  des  Quadrates  wirken  nach  innen  breite  Bündel  von  Druck- 
linien und  nach  aussen  schmale  Bündel  von  Zuglinien,  die  einen  um 
den  kleinen  Winkel  (a  —  /S),  der  aus  2)  und  9)  zu  berechnen  ist,  von 
der  Normalen  abweichend,  die  andern  um  ebensoviel  gegen  die  Rand- 
linie   geneigt.     Entsprechend   wirken    auf    die    hyperbolischen    Seiten 
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te  Bündel  Ton  Zuglinien  und  schmale  Bündel  von  Dracklinien,  die 
n  fast  normal,  die  anderen  fast  tangential,  die  einen  nach  aussen, 
anderen  nach  innen.  Durch  Zerlegung  erhalt  man  die  nor- 
en  Druckkräfte  und  die  tangentialen  Schubkräfte.  Letztere  ver- 
deln  die  rechten  Winkel  des  Quadrates  in  spitze  und  stumpfe,  die 
wenig  von  90^  unterschieden  sind.  Die  entsprechenden  Berech- 
nen können  zur  Kontrolle  durchgeführt  werden,  sind  aber  für  uns 
rflüssig.  Ist  nämlich  in  dem  kleinen  Quadrat  AB  CD  die  Seite 
>  BCy  so  bewegt  sich  nach  Obigem  A  um  weniger  als  By  der 
iniskatenbogen  AB  geht  also  nicht  in  einen  solchen  A^B^  über, 
lern  in  eine  Schräglinie  A^B^^  die  um  |  abweicht.  Dieses  g  kann 
m   bestimmt   werden.     Bezeichnet   man   den  Abstand  OA  mit  r«. 


Fig  1. 


2ra 


mit  n,  so  wird  in  Figur  1  die  Verschiebung  AA^^it^  — ~y  dagegen 
die  „Parallelverschiebung" 


BB^  =  Xi 


2r4 


A  und  B  sind  heide  Produkte  r^r^  einander  gleich,  also  ist  der 
•schuss:  _  TA  -  r« 

Hier  hat  (nach  Fig.  2)  r^  —  r«  folgende  Bedeutung.    Der  um  0  mit 
beschriebene  Bogen  A  C  macht  Cß  =  u  —  Tay  also  ist 


Tö  -Ta 


^BsincJ  =  ^Bsin[(l80ö-  %)  -  90«-  (a  -  90®)], 


t  der  Neigungswinkel  von  ABy  also  gleich  (^i+  d^)— -^  ist.    Es 
r^  — ra  = -4 2/ -sin (^,+ ^g),  also  ist  der  Verschiebungsüberschuss : 


2x, 


daher 
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oder  in  der  ursprünglichen  Bezeichnung: 

16)  ta|-2(l+i)^.J»ffl±»ll. 

Hier  sind  für  unendlich  kleine  Quadrate  die  unendlich  kleinen 
Grössen  zweiter  Ordnung  in  aller  Schärfe  berücksichtigt.    Die  Tangente 

des  Schub  winkeis  |  ist  also  proportional  der  Grösse   ^       ^  '    '-^  .    Für 

die  Eckpunkte  J.,  J8,  C,  D  eines  endlichen  „Quadrates^'  handelt  es  sich 
um  ia,  ib,  icf  &/;  80  dass  dieses  ein  Trapez  wird.  Nur  bei  unendlicher 
Kleinheit  kann  es  als  Parallelogramm  angesehen  werden.  Man  beachte^ 
dass  die  Unterschiede  der  Kräfte  längs  der  Quadratseiten  hier  berück- 
sichtigt werden,  was  in  der  Regel  nicht  geschieht. 

Auf  jeder  Lemniskate  ist  tan  6  proportional  sin  (^^  +  -d-g),  auf  jeder 

Hyperbel  proportional Auf  den  Koordinatenaxen  ist  tan|  gleich 

Null,  ebenso  im  unendlich  fernen  Bereich.  Auf  jeder  Lemniskate 
ist  I,  also  auch  die  Schubspannung,  am  grössten  für  -ö-j  +  dg  =-  90®, 
d.  h.  im  Schnittpunkte  mit  der  Hyperbel,  deren  Asymptoten  die  Neig- 
ungen ±  45  ®  haben. 

Da  man  sowohl  ÄA^,  als  auch  BBi,  CCj,  DD^  genau  kennt^ 
kennt  man  auch  Ä^By,  B^C^  C^B^  und  D^A^  auf  das  genaueste,  da- 
her sind  auch  die  spezifischen  Dehnungen  imd  Verkürzungen  bekannt. 

Die  Kurven  gleich  starker  Verschiebung  haben  die  Gleichung: 

die  Kurven  gleicher  Verschiebungsrichtung  die  Gleichung: 

17)  dl  +  dg  -  d  =  y. 

Sie  sind  orthogonal  zu  einander  und  bilden  selbst  ein  isother- 
misches Kuryensystem.  In  Figur  135  meiner  Potentialtheorie  und  in 
Figur  45  der  isogonalen  Verwandtschaften  sind  sie  dargestellt. 

Die  Verschiebungen  entsprechen  ganz  den  Geschwindigkeiten  für 
das  zweidimensionale  Zweipunktproblem  der  stationären  Strömimg  einer 
inkompressiblen  Flüssi^pkeit  im  Helmholtzschen  Sinne  unter  Annahme 
eines  Geschwindigkeitspotentials.  Beide  Probleme  unterscheiden  sich 
nur  dadurch,  dass  die  Stromfaden  ohne  Reibung  und  sonstige  gegen- 
seitige Einwirkimgen  unabhängig  neben  einander  herlaufen,  während 
hier  die  Fasern  mit  einander  verbunden  sind,  so  dass  Zug-,  Druck- 
und  Schubspannungen  entstehen  müssen. 

Bringt  man  den  beschriebenen  Spannungszustand  hervor,  so  ent- 
stehen die  angegebenen  Verschiebungen.  Bringt  man  die  letzteren 
hervor,  so  entstehen  die  beschriebenen  Spannungen. 
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Wegen  der  Einfachlieit  der  Addition  der  Arbeiten  ergiebt  sich 
Wert  der  gesamten  inneren  Verschiebungsarbeit  für  die  Platte  von 

Sind  die  Durchmesser  der  Gylinder  so  gross,  dass  man  sie  be- 
[sichtigen  muss,  so  sind  Korrekturen  zu  machen,  die  etwa  der 
ir  62  der  „Potentialtheorie''  entsprechen.  In  einiger  Entfernung 
ien  die  Änderungen  verschwindend  klein.  Sie  werden  dadurch 
orgerufen,  dass  die  Kreise  weder  Niveaulinien  der  Spannung  noch 
he  der  Verschiebung  sind. 

Haben  Pi^i  ^  v^  und  p^Of^^v^  für  beide  Cy linder  verschiedene 
•te,  so  hört  die  Symmetrie  auf,  und  der  Faktor  pa^  lässt  sich  nicht 
r   absondern.      Im   übrigen   aber   sind   die  Rechnungen    dieselben 

ohne  jede  Schwierigkeit.  Für  die  Konstruktion  und  Berechnung 
Spannungslinien  und  der  Niveaulinien  der  Spannung  werden  die 
Iren  71  bis  75  meiner  „elementaren  Potentialtheorie"  mas^ebend. 

ersteren  erhalten  die  Gleichung: 
B)  Vi  cos  O*!  +  Vg  cos  Og  =  y, 

andern  die  Gleichung:         ^        ^ 

Für  die  Verschiebungen  handelt  es  sich  um  die  Gleichungen: 
0)  Vi-ö-iH- t/j-ö-,  -  yj 

Tj  wenn  man  die  Konstanten  mit  nach  rechts  schafft, 

Die  innere  Verschiebungsarbeit  des  Materials  wird  för  die  Platte 

A=^-^\\---)[p,a,^  +  P^(h'V 

Die  Kurven  20)  und  21)  gehören  zu  den  unregelmässigen  Hyperbeln 

Lemniskaten    zweiter   Ordnung,    deren   Eigenschaften   in   meiner 

leorie  der  isogonalen  Verwandtschaften"  und  in  der  oben  genannten 

landlung  im  Jahrgang  1897  behandelt  sind.  Die  abbildende  Funktion, 

m  Differentialquotient  dieselbe  Rolle  wie  oben  spielt,  ist  jetzt  von 

^''""^  Z  =  (iH-  i)  i [v,\^{z  -  z,)  +  v,\i{z  -  z,y\ 
Der  absolute  Betri^  und  die  Abweichung  des  Differentialquotienten: 


;ben  sich  als 


J2  =  x(vi  +  Vit)- 
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wobei  rj  und  r^,  -ö-j  und  ^^  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  haben  ^  während 

der  Radiusvektor  q  von  dem  Punkte  ^>  «+^«^1   a^ggeht.    Dieser  ist  der 

„Schwerpunkt"  von  M^  und  M^^  wenn  man  die  Faktoren  v^  und  v^  als 
Gewichte  auffasst.  Nach  ihm  hin  sind  alle  Asymptoten  der  Kurven  20 
gerichtet.  Auf  Grund  dieser  Bemerkungen  ist  auch  das  unsymmetrische 
Zweipunktproblem  fast  wörtlich  wie  oben  zu  erledigen  (vergl.  Jahr- 
gang 1897,  S.  225). 

Dasselbe  gilt  auch  von  den  Mehrpunktproblemen,  wo  sogar  einige 
von  den  Faktoren  v^,  Vj,  ^8?  •  •  •  negativ  sein  dürfen,  wie  es  in  der 
vorigen  Arbeit  angenommen  worden  ist.  Hier  würde  dies  den  rein 
theoretischen  Fall  bedeuten,  dass  die  einen  Cylinderwande  auf  Zug, 
die  anderen  auf  Druck  beansprucht  würden.  Die  Zugbeanspruchung 
lässt  sich  aber  praktisch  kaum  durchführen. 

Handelt  es  sich  z.B.  um  zwei  entgegengesetzt  gleichwertige  Cy- 
linder,  d.h.  gilt  für  den  einen  +jpa*,  für  den  anderen  —  pa*,  so  geben 

die  Spannungen  die  Linien =  c  und  cosO^^—  cos-^g"^  y>   ^®  ^^^ 

der  Lehre  vom  Magnetismus  bekannt  sind  (vergl.  Figur  70  meiner 
elementaren  Potentialtheorie).  Die  Verschiebungen  hingegen  erfolgen 
in  Linien  d"^—  d-^^^^  y  mit  den  Niveaukurven  lgv^  —  lgv^  =  c,  die  ein 
Kreisbüschel  und  die  zugehörige  Kreisschar  darstellen.  Für  den  Fall 
der  Ungleichwertigkeit  geht  ein  Teil  der  Spannungslinien  ins  Unend- 
liche, wie  es  dort  in  Figur  76  und  77  gezeigt  ist.  Dasselbe  gilt  von  den 
Verschiebungslinien  in  ahnlicher  Weise.  Die  Asymptoten  der  Ver- 
schiebungslinien gehen  in  jedem  Falle  nach  dem  Schwerpunkte  der  Wurzel- 
punkte  der  massgebenden  Funktion  (vergl.  Theorie  der  isogonalen  Ver- 
wandtschaften), der  mit  dem  Massenschwerpunkte  zusammenfallt.  Die 
Bedeutung  der  Lemniskaten  und  Hyperbebi  höherer  Ordnung,  die  für 
zahlreiche  Gebiete  der  mathematischen  Physik  eine  so  grosse  ist, 
kommt  also  auch  im  Gebiete  dieser  Festigkeitstheorien  zur  Geltung. 


8.  Sohlussbemerkungen. 

Worin  liegt  nun  der  Wert  der  obigen  Betrachtungen? 

Die  mathematische  Elastizitätstheorie  pflegt,  wenn  sie  im  Sinne 
von  Saint-Venant,  Clebsch  und  Grashoff  von  vornherein  in  voller 
Allgemeinheit  begonnen  wird,  den  Studierenden  der  technischen  Hoch- 
schule und  der  Universität  mancherlei  Schwierigkeiten  zu  bieten.  Sie 
beschäftigt  sich  mit  langwierigen  allgemeinen  Betrachtungen,  für  die 
dem  Durchschnittszuhörer  bestimmte  Vorstellungen  fehlen,  sodass  das 
Fortbestehen  von  Zweifeln  erklärlich  erscheint.  Die  Früchte  werden 
erst  später  gepflückt  und  wirkliche  Beispiele  kommen  erst  nach 
Kenntnisnahme  des  gesamten  Werkzeugapparates  zur  Geltung. 
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Ich  glaube^  dass  die  obigen  Beispiele,  die  sich  auf  eine  einfache 
Hypothese  stützen,  deren  Richtigkeit  zunächst  als  zweifelhaft  hin- 
gestellt werden  kann,  sich  ganz  ausserordentlich  als  einführendes  B^i> 
spiel  eignen  würden,  weil  das  gleichzeitige  Auftreten  der  Zug-,  Druck- 
und  Schubspannungen,  der  Unterschied  der  Spannungsrichtungen  und 
Verschiebungsrichtungen,  die  Dehnungen,  Verkürzungen  und  Winkel- 
änderungen in  einer  so  klaren  und  durchsichtigen  Weise  auseinander 
gehalten  werden  können,  dass  der  Studierende  leicht  erkennt,  worauf 
es  ankommt.  Rechnungsschwierigkeiten  aber  finden  sozusagen  gar 
nicht  statt.  Oleichzeitig  wird  der  Wert  der  Lehren  vom  Potential,  von 
der  konformen  Abbildung  und  den  Erafblinien  deutlich  ins  Licht  gestellt. 

Weitere  Bemerkungen  lassen  sich  an  das  Einpunktproblem  an- 
schliessen,  wenn  man  sich  den  Gylinder  längs  der  X-Axe  aufgeschnitten 
denkt,  wobei  ganz  andere  Verhältnisse  eintreten.  Betrachtet  man  einen 
ausgeschnittenen  Sektor  kleinen  Gentriwinkels,  so  kann  man  für  die 
Spannungen  das  logarithmische  Potential  anwenden,  für  die  Verschieb- 
ungen das  aus  diesem  durch  Integration  hervorgehende.  Ist  aber  der 
Centriwinkel  grösser,  so  treten  Entlastungen  der  Tangentialspannungen 
ein,  die  kleiner  sind  als  früher.  Die  Anwendbarkeit  der  konformen 
Abbildung  hört  damit  auf,  aber  mit  Potentialfunktionen  kann  man 
trotzdem  noch  arbeiten. 

Angenommen,  für  die  Hohlkugel  mit  unbegrenzter  umgebender 
Masse  liesse  sich  eine  Hypothese  von  ähnlicher  Einfachheit  aufstellen, 
wie  bei  der  unbegrenzten  Platte  mit  einer  cylindrischen  Öffiiung,  an- 
genommen  also,  auch  hier   dürfte  man  mit  irgend  welchen  Potenzen 

von  r  arbeiten,  z.B.  mit  —  für  die  Spannungen  und  — ;  z.B.—-;  für 

die  radialen  Verschiebungen,  so  würde  dies  zwar  nicht  genau  zu  den 
Resultaten  der  strengeren  mathematischen  Theorie  stimmen,  wie  sie 
z.B.  bei  Kirchhoflf  in  der  97.  Vorlesung  abgeleitet  werden,  aber  die 
Potenzen  Hessen  sich  doch  so  wählen,  dass  zwischen  beiden  Theorien 
eine  grosse  Annäherung  stattfindet.  Ob  die  Rechnungserleichterungen 
dabei  ebenso  grosse  sein  würden  wie  oben,  das  bedarf  noch  der  Unter- 
suchung. 

Übrigens  braucht  man  sich  bei  den  ebenen  Problemen  durchaus 
nicht  auf  Punktprobleme  zu  beschränken,  man  darf  auch  Linearprobleme, 
z.B.  das  der  elliptischen  Koordinaten,  heranziehen.  Vielleicht  gelingt 
es  auf  dem  vorgeschlagenen  Wege,  auch  anderen  Problemen,  bei  denen 
die  statischen  Unbestimmtheiten  noch  eine  grosse  Rolle  spielen,  zur 
korrekten  oder  angenäherten  Lösung  zu  verhelfen.  Aber  auch  die 
Untersuchung  der  Schwingungen,  die  nach  plötzlicher  Abstellung  der 
Spannung  in  dem  Material  eintreten,  z.B.  in  der  Masse  des  Ring- 
geschützes nach  abgegebenem  Schusse,  dürften  sich  an  den  einfachen 
Beispielen,  die  oben  angegeben  sind,  in  Angriff  nehmen  lassen. 
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Feblergesets. 

Von  • 

Prof.  Dr.  F.  Ludwig 

in  Greiz. 


Über  Beziehungen  zwischen  Botanik  und  Mathematik  habe  ich 
seit  einer  Reihe  von  Jahren  unter  der  Überschrift:  „Wichtigere  Kapitel 
aus  der  mathematischen  Botanik^'  in  Hoffinanns  Zeitschrift  ftir  mathe- 
matisch-naturwissenschaftlichen Unterricht  eingehender  berichtet  (vergL 
22  des  Litteraturverzeichnisses  am  Schluss  dieses  Aufsatzes).  Daselbst 
finden  sich  auch  meine  ersten  eigenen  Untersuchungen  über  Yariations- 
statistik  niedergelegt^  ein  Wissensgebiet,  durch  das  rasch  eine  Fülle 
ungeahnter  Gesetzmässigkeiten  aufgedeckt  worden  ist,  das  aber  die 
Mitarbeit  der  Mathematiker  in  Anspruch  genommen  hat  und  fortgesetzt 
in  Anspruch  nimmt.  Der  Botaniker  kann  heutzuti^e  der  Yariations- 
statistik  und  der  Yariationskurven  ebenso  wenig  entraten,  wie  der 
Anthropologe  und  Zoologe ,  sodass  auch  Speziallexika  und  Jahresberichte 
(z.  B.  Gad,  Reallexikon  der  medizinischen  Propädeutik,  Justs  Botan. 
Jahresbericht  in  dem  Abschnitt  über  Variation  und  Bildungsabweich- 
ungen 70  imd  71  des  Litteraturverzeichnisses)  diesen  Titel  neuerdings 
mit  au&ehmen  mussten.  Nur  wenige  Mathematiker  haben  aber  bisher 
dem  neuen  Gebiet  ihre  Aufmerksamkeit  zugewendet  und  unter  diesen 
am  wenigsten  deutsche  Mathematiker,  obwohl  die  mathematische  Grund- 
lage von  keinem  Geringeren  als  Gauss  herrührt  (1,  2).  Ich  komme 
daher  der  Aufforderung  des  Herausgebers  dieser  Zeitschrift  gerne  nach, 
über  dieses  Grenzgebiet  zwischen  Mathematik  und  den  biologischen 
Naturwissenschaften,  in  erster  Linie  der  Botanik,  kurz  zu  berichten. 

Es  sei  mir  dabei  gestattet,  die  Reihenfolge,  in  welcher  ich  selbst 
mit  den  einzelnen  Abschnitten  dieses  Wissensgebietes  bekannt  wurde, 
auch  hier  einzuhalten. 

Die  Erfahrung,  dass  das  von  J.  Bernoulli  aufgefundene  und  von 
Poisson  (3)  so  genannte  Gesetz  der  grossen  Zahlen  in  den  ver- 
schiedensten Gebieten  Geltung  hat,  selbst  da,  wo  scheinbar  willkür- 
liche menschliche  Handlungen  vorliegen  (cf  Ad.  Wagner,  die  Gesetz- 
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gkeit  in  den  scheinbar  willkürlichen  menschlichen  Handlungen 
Standpunkte  der  Statistik,  Litteraturverzeichnis  8),  z.  B.  hinsichtlich 
lelbstmorde,  Eheschliessungen ,  des  Verhältnisses  der  Knaben-  und 
hengeburten,  so  auch  in  Betreff  des  Verhältnisses  der  männlichen 
weiblichen  Individuen  bei  Amphibien  (nach  Pflüger  u.  a.),  bei 
irialis  annua,  dem  Hanf  und  anderen  Pflanzen  (vergl.  F.  Heyer, 
wrirtschaftliche  Presse  1886  Nr.  5;  Fisch,  Berichte  der  deutschen 
Jes.  Bd.  V  H.  3,  S.  136—146),  diese  Erfahrung  erweckte  in  mir 
Überzeugung,  dass  auch  die  Merkmale,  die  in  ihrer  Gesamtheit 
iVesen  der  Pflanzenspecies  ausmachen,  innerhalb  bestimmter 
izen  und  um  bestimmte  Mittel  variieren,  die  sich  aus  der 
en  Zahl  ermitteln  lassen.  Es  widersprach  das  allerdings  der  An- 
der meisten  Botaniker.  Während  z.  B.  die  eine  Blumenart  fast 
r  dieselbe  Blütenzahl  hat,  sollte  bei  der  anderen  nach  der 
ßhenden  Meinung  die  Zahl  ganz  regellos  schwanken  (vergl,  63). 
Ächtungen  in  der  grossen  Zahl  haben  meine  Überzeugung  vollauf 
tigt,  daneben  aber  zwei  weitere  mir  unerwartete  Gesetzmässig- 
1  zu  Tage  gefördert.  Ich  fing  mit  den  Randstrahlen  der  Kom- 
m  an  und  zwar  mit  Chrysanthemum  Leucanthemum,  der  gemeinen 
lerblume,  und  fand  hier  schon  nach  wenigen  Zählungen,  dass  am 
^ten  21  Strahlen  auftreten.  Bei  graphischer  Darstellung  ergaben 
ch  schon  die  Variationskurven  för  himdert  Zählungen  nicht  nur 
gleiche  Gipfellage  bei  21  Strahlen,  sondern  auch  sonst  ähn- 
m  Verlauf  und  bei  Zählungen  von  mehreren  Tausenden  zeigten 
Kurven  —  mochten  die  Zählungen  vorgenommen  sein  wo  sie 
en,  in  ganz  verschiedenen  Gegenden  —  den  gleichen  Verlauf:  den 
tgipfel  bei  21,  sekundäre  Maxima  bei  8,  13,  34  und  deren  Duplis 
rriplis.  Weitere  Beobachtungen  an  anderen  Kompositen  ergaben 
ge  Resultate:  allenthalben  waren  neben  dem  Hauptgipfel  Neben- 
[  vorhanden,  die  sämtlich  bei  den  Zahlen  des  Fibonacci  und 
Doppeltem  und  Dreifachem  lagen.  Dieses  Gesetz  fand  sich  nicht 
bestätigt  bezüglich  der  Randstrahlen,  sondern  bezüglich  der 
nzahl  des  gesamten  Blütenstandes  der  Korbblütler  [Chrysanthemum, 
3mis,  Achillea,  Centaurea,  Aster,  Senecio,  Solidago,  Bidens, 
psis  etc.  etc.  (vergl.  21,  22,  23,  26,  40,  48,  59,  60,  61,  64)],' 
rimnlaceen(49),  Papilionaceen  [Lotus,  Medicf^o,Trifolium  (vergl.  62)], 
Fmbelliferen  (40)  und  anderer  Pflanzenfamilien.  Ja,  als  ich  anfing, 
v^erschiedenen  Bäumen  die  Zahl  der  Zweige  am  Ast,  der 
ter  am  Jahrestrieb  festzustellen  (vergl.  54),  wo  gewiss  bis 
niemand  die  Wiederkehr  bestimmter  Zahlen  vermutete,  da  traf 
leichfalls  die  Variationskurven  mit  den  Fibonaccigipfeln  (Fibonacci- 
in)  wieder.  So  zeigten  die  Kurztriebe  der  Wintereiche  Gipfel  bei 
8,  10  (2x5),  13  etc.  Diese  statistischen  Ergebnisse  zeigten 
ich,  dass  das  häufige  Vorkommen  der  5  Zahl  im  Blütenbau,  das 
Dmmen   der  13  Strahlen  bei  Senecio,  der  55  bei  Helianthus  etc. 
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mit  der  Anordnung  der  betreffenden  Organe  nach  der  bekannten  Braun- 
Schimperachen  „Divei^enzreihe^^  in  Zusammenhang  stehen  (yergl.  64) 
und  führten  zu  neuen  Versuchen,  das  Vorkommen  der  Fibonaccizahlen 
hier,  wie  in  den  Zellreihen  gewisser  niederen  Algen  (Melosira),  wo  es 
sich  um  ein  bestimmtes  Teilungsgesetz  handelt,  auf  allgemeine  Wachs* 
tums-  und  Entwickelungsgesetze  zurückzufahren  (vergL  59  S.  25  Anm., 
22,  24,  59> 

Es  hatten  also  diese  ersten  pflanz^nstatistischen  Untersuchungen 
einmal  in  den  Variationskurven  ein  wichtiges  diagnostisches 
Merkmal  zur  Unterscheidung  nahe  verwandter  Arten  dargethan,  dann 
ein  in  der  Pflanzenwelt  weit  verbreitetes,  die  Zahl  der  Pflanzenorgane 
beherrschendes  Gesetz  aufgedeckt  und  zu  dessen  Erklärung  heraus- 
gefordert. 

Eine  weitere  Gesetzmässigkeit,  die  für  uns  von  ganz  besonderer 
Bedeutung  ist,  fiel  mir  aber  noch  auf:  es  fielen  in  den  Tausend- 
kurven für  ein  und  dasselbe  Merkmal  nicht  nur  die  Haupt- 
und  Nebengipfel  immer  auf  denselben  Abscissenwert,  sondern 
für  sie,  wie  für  die  von  dem  Gipfel  abweichenden  Werte, 
waren  auch  die  Ordinaten  von  konstantem  Wert.  Bei  den  Strahlen 
der  grossen  Wucherblume  waren  z.B.  die  Frequenzverhältnisöe  der 
gipfelnahen  Zahlen  bei  verschiedenen  Zahlungen  die  folgenden: 


19 

20 

22 

23 

5,67o 

9% 

10% 

6,7 7o  bei  6000  Zählungen, 

5% 

9,3% 

11% 

6,9%  „  weiteren  lOOOZählungen, 

5% 

9% 

10% 

6,8%  „    17000  Zählungen, 

während  21  bei  22%  der  gezählten  Exemplare  vorkommt.  Bei  der 
Saat-Wucherblume  fanden  sich  schon  in  verschiedenen  Hundert- 
zählungen die  folgenden  Frequenzen  nahe  dem  Gipfel  (bei  13): 

11  12  13  14  15 

I.  Hundert:     6  13  53  13  h% 

H.  Hundert:    3  15  51  14  6%, 

Tausend:     5  14  53  13  b%. 

So  weit  waren  meine  bis  dahin  rein  empirischen  variations- 
statistischen Studien  gediehen,  als  ich  durch  die  Arbeiten  von  Hugo 
de  Vries  und  Verschaffelt  auf  einfache  Variationskurven  (ohne  se- 
kimdäre  Gipfel)  und  auf  die  Arbeiten  von  Quetelet  und  Galton  etc. 
aufmerksam  gemacht  wurde.  Ad.  Quetelet  hatte  das  Gesetz  der 
grossen  Zahlen,  von  dem  ich  ausging,  bezeichnender  la  loi  des  causes 
accidentelles  benannt  „parce  qu'elle  indique  comment  se  distribuent^ 
ä  la  longue  une  s^rie  d'evenements  domines  par  des  caujses  constantes 
mais  dont  des  causes  accidentelles  troublent  les  effets.  Les  causes 
accidentelles  finissent  par  se  paralyser  et  il  ne  reste  en  definitive  que 
le  resultat  qui  se  serait  invariablement  reproduit  chaque  fois,   si  les 

Digitized  by  CjOOQiC 


Von  Prof.  Dr.  F.  Ludwig.  233 

causes  constantes  seules  avaient  exerce  leur  action  (cf.  Quetelet  7, 
6,  5).  Er  hat  dargethaii;  dass  nicht  nur  das  Mittel  in  der  Variation 
in  der  grossen  Zahl  der  Beobachtungen  konstant  bleibt^  son- 
dern auch  die  vom  Mittel  abweichenden  Werte  (die  den  causes 
accidentelles  entspringen)  gesetzmässig  auftreten.  Und  zwar 
stimmen  die  eingipfeligen  Yariationskurven  mit  den  binomialen 
Wahrscheinlichkeitskurven  Newtons  und  Pascals  überein,  die 
man  erhalt,  wenn  man  in  gleichen  Abständen  auf  der  Abscissen- 
axe  Strecken  als  Ordinaten  errichtet,  die  sich  wie  die  aufeinander- 
folgenden Koeffizienten  höherer  Binome  [Qu^telet  benutzt  yielfach 
(a  -f  hy^  oder  (a  +  6)^]  zu  einander  verhalten.  Bekanntlich  haben  diese 
Kurven  des  wahrscheinlichen  Fehlers  eine  analytische  Darstellung 
durch  Gauss  erhalten.  Während  Qu^telet,  de  Vries  u.  a.  die  bi- 
nomiale  Darstellung  der  theoretischen  Kurven  behufe  ihrer  Vergleich- 
ung  mit  den  empirischen  Yariationskurven  gewählt  haben,  wendet  man 
neuerdings  mit  Erfolg  zur  Ermittelung  der  Yariationsverhaltnisse  die 
Gaussschen  Formeln  an,  wie  es  die  Zoologen  und  Anthropologen 
schon  seit  einiger  Zeit  thun,  botanischerseits  ich  selbst  es  kürzlich 
versucht  habe  (69). 

Quetelet  hat  bereits  die  Giltigkeit  des  binomialen  Gesetzes  auch 
far  die  Yariabilitöt  der  Tiere  und  Pflanzen  behauptet  und  hat  gezeigt, 
wie  selbst  unorganische  Naturerscheinungen  (die  Abweichungen  der 
Temperaturen  vom  Mittel)  sich  nach  dem  gleichen  Gesetz  zahlenmässig 
ordnen.*  In  glänzender  Weise  fand  er  die  Giltigkeit  des  Binomial- 
gesetzes  bestätigt  bei  der  Variabilität  des  Menschen.  Nicht  nur  die 
Gesamtgrosse  des  menschlichen  Körpers,  sondern  auch  die  Grössen- 
verhältnisse  der  einzelnen  Körperteile  etc.  variieren  innerhalb  der  gleichen 
Altersklasse  eines  Landes  (mit  Bevölkenmg  der  gleichen  Abstammung) 
um  einen  mittleren  Wert  so,  dass  die  graphische  Darstellung  eine.bi- 
nomiale  eingipfelige  Kurve  ergiebt.  So  zeigten  die  Messungen  des 
Brustumfariges  von  1516  Soldaten  die  folgenden  Frequenzen  für  die 
in  der  oberen  Reihe  angegebenen  Maße  in  englischen  Zollen  auf 
1000  Zahlungen  reduziert: 

28    29    30    31     32     33     34     35     36     37    38    39    40    41     42 

1      3     11     36    67    119   160  204   166    119    68    28     13      4      1 


*  Dass  auch  die  Verteilung  der  mensclilicliexi  Begabungen  dem  Gausssclien 
Gesetze  folgt,  hat  Galton  mehrfach  nachgewiesen.  So  hat  er  z.  B.  die  Abstufung 
der  Prüfungsnoten  bei  den  berühmten  Matiiematikprfifangen  der  UniversiiAt  Cam- 
bridge danach  verteilt  gefunden.  —  Gauss  hat  beim  Whistspiel  gezeigt,  dass  die 
Zahl  der  Asse  in  der  grossen  Zahl  bei  allen  Spielern,  Hagen,  dass  die  einzelnen 
Buchstaben  des  Alphabets  in  den  einzelnen  Zeilen  eines  Buches  danach  verteilt 
sind.  Zahlreich  sind  die  Bestätigungen  des  Gesetzes  auf  dem  Gebiet  astro- 
nomischer und  physikalischer  Erscheinungen  durch  Gauss,  Bessel  u.  A. 

Zeiticlirlfl f. MatheiMtiku. Physik.  48  Jahrg.  1898  4.U.6  Heft  16         C^OOolp 
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die   entsprechenden  Ordinaten   der  Binomialkurve   sind  für  (p  +  qy\ 
wo  p  ^  q: 

1    3     11     32     69     121     170     190     169     120    68    81     11    8     1 

Quetelet  hat  in  der  Antluropometrie  bis  in  alle  Einzelheiten  Maße^, 
Gewichte  etc.  des  ^^mittleren  Menschen^'  bestimmt.  Francis  Galton 
hat  dann  hauptsächlich  auf  anthropometrischem  Gebiet  die  Giltigkett 
des  Queteletschen  Gesetzes  mannigfach  bestätigt  und  die  Kurven- 
lehre  und  ihre  praktische  Verwendung  weiter  ausgebaut.  Seine  Werke 
(10,  12,  19,  20),  besonders  die  „Natural  Inheritance''  (25)  bilden  die 
wichtigste  Grundli^e  der  folgenden  Untersuchungen  auf  anthropo- 
logischem und  zoologischem  Gebiet,  wie  der  Ton  Bateson,  Weldon, 
Stieda,  Ammon  (27—34  etc.).  Auch  die  botanischen  Arbeiten  über 
Variabilität  Ton  Hugo  de  Vries,  Verschaffelt  etc.  beruhen  zunächst 
darauf.  Durch  sie  ist  das  Binomialgesetz  für  die  Variabilität  der  yer- 
schiedensten  pflanzlichen  Eigenschafben,  wie  Fruchtlänge,  Breite  und 
Länge  der  Blätter,  Zahl  der  Blütenteile,  der  Samen  (bei  Oenathera,. 
Goreopsis,  Anethum,  Zea,  Gingko,  Hedera,  Papaver,  Phaseolus 
etc.).  Gewicht  der  Knollen  (der  Kartoffel)  bestätigt  worden  und  wurde  zu- 
gleich meine  Voraussetztmg  bestätigt,  dass  all  diese  Merkmale  für  jede 
Species  konstante  Mittelwerte  besitzen.  Nach  F.  Galton  werden  die 
mit  den  Wahrscheinlichkeits-  oder  Binomialkurren  übereinstimmenden 
Variationskurven  yielfach  als  „Galtonkurven^  (nach  dem  Vorgang 
Ton  de  Vries)  bezeichnet. 

Umfangreiche  nun  folgende  Untersuchungen  ergaben,  dass  ausser 
den  ein£EU3hen  Variationskurven  noch  eine  Reihe  anderer  Eurvenformen 
vorkommen,  die  dem  Forscher  über  die  Variabilität  überhaupt,  wie  über 
die  Grenzen  der  Species  und  Rasse  Aufschluss  geben.  In  erster  Linie 
sind  hier  die  Kombinations-  oder  Summationskurven  zu  nennen. 
Erstrecken  sich  die  statistischen  Erhebungen  auf  dasselbe  Merkmal 
bei  zwei  oder  mehreren  Species  zugleich,  deren  jede  für  sich  eine 
einfache  Binomialkurve  ergeben  hätte,  so  kommen  zwei-  oder  mehr- 
gipfelige  Kurven  zu  stände,  deren  Hauptgipfel  die  der  Einzelspecies 
sind;  vielfach  werden  dabei  noch  Scheingipfel  (vergL  40  S.  16  flg.) 
durch  Häufung  der  gipfelnahen  Werte  gebildet.  Schliesslich  können 
die  zwischen  den  Hauptgipfeln  gelegenen  Werte  derart  das  Über- 
gewicht gewinnen,  dass  wieder  eine  einfache  Kurve  mit  sehr  ver- 
breitertem Gipfel  (bei  einer  der  Mittelzahlen)  zu  stände  kqnunt  —  die 
sogenannte  Livische  Kurve.  Zweigipfelige  Variationskurven  haben 
z.B.  Bateson  und  Brindley  (30)  zur  Entdeckung  einer  lang-  und 
einer  kurzzangigen  Rasse  des  gemeinen  Ohrwurmes  in  England,  einer 
lang-  und  kurzhömigen  Rasse  bei  dem  javanischen  Käfer  Xylotrupes 
Gideon,  Giard  bei  Garcinus  moenas  zur  Entdeckung  einer  besonderen 
Rasse  geführt,  die  ihre  Existenz  einem  Parasiten  Portunion  moenadis 
verdankt  (31,  32).    Ammon  fiihrten   sie  zu  dem  Schluss,    dass  die 
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heutige  BeTÖlkerong  Badens,  und  A.  Bertillon;  dass  die  im  Departe- 
ment Doubs  aus  einem  Gemisch  zweier  Yölkertypen  bestehe  (dort 
einem  doliehocephalen  germanischen  und  einem  brachycephalen  Tor- 
germam'schen  Typus;  hier  aus  Sequanem  und  später  eingewanderten 
Burgundern).  Zu  ahnlichem  Schluss  f&hrten  Zograf  Kurven  mit  zwei 
Hauptgipfeln  und  einem  Scheingipfel. 

Im  Pflanzenreich  hat  de  Vries  aus  zweigipfeligen  Euryen  bei 
Ghrysanthenum  segetum  gleichfalls  auf  zwei  Bässen  geschlossen,  die 
er  dann  in  der  Kultur  isolierte  [(43)  und  nach  brieflichen  Mitteilungen 
an  mich].  Ich  habe  bei  einer  ganzen  Anzahl  von  Doldenpflanzen  mehr- 
gipfelige  Kurven  erhalten  und  dann  an  verschiedenen  Standorten  auch 
die  ihren  Gipfeln  entsprechenden  Einzelrassen  aufgefunden  (40).  Die 
Statistik  ist  hier  berufen,  die  weitere  Verbreitung  von  polytypischen 
Arten  au&udecken,  wie  sie  de  Bary  und  Rosen  auf  anderem  Wege 
bei  dem  Hungerblümchen  (Erophila  vema)  fanden  (vergL  Botanische 
Zeitung  1889).  Wie  eine  zweigipfelige  Kurve  zur  Auffindung  und  Unter- 
scheidung leicht  zu  verwechselnder  Spezies  führen  kann,  habe  ich  fGLr 
unsere  einheimischen  Wicken  (59  S.  3)  und  fär  Senecio  nemorensis  und 
S.  Fuchsii  (48)  des  Näheren  gezeigt. 

Diese  Kombinationskurven  sind  daran  leicht  zu  erkennen,  dass, 
wahrend  die  Abscissen  der  Gipfel  immer  die  gleichen  bleiben,  die 
Ordinaten  von  Beobachtungsort  zu  Beobachtungsort  sich  ändern  (je 
nach  dem  Vorherrschen  der  einen  oder  anderen  Species).  Dies  gÜt 
auch  von  den  nach  de  Vries  für  monströse  Bässen,  z.  B.  Rassen  mit 
Verbändemng  etc.  (54^  femer  de  Vries  Erfelijke  monstrositeiten  in 
den  zuilhandel  der  botanische  tuinen  Jaarboek  d.  Dodonaea,  Gent  1897, 
S.  62—93)  charakteristischen  dimorphen  Kurven,  welche  aus  einer 
„halben  Galtonkurve^  (einem  Ast  einer  Binomialkurve  der  Atavisten) 
und  einer  zweiästigen  Kurve  der  Monströsen  besteht.  Durch  bessere 
Ernährung  wird  hier  der  Gipfel  der  Atavisten  erniedrigt,  der  der 
Monströsen  erhöht  Gipfellage  und  Gesamtform  bleiben  im  übrigen 
dieselben. 

Mehrgipfelige  (,, pleomorphe'^  Kurven  kommen  aber,  wie  wir  an- 
fangs sahen,  auch  bei  einheitlichen  Arten  (wie  Chrysanthemum  Leu- 
canthemum)  vor  und  sie  unterscheiden  sich  von  den  Kombinationskurven 
dadurch,  dass  Abscissen  und  Ordinaten  der  Gipfel  immer  dieselben  bleiben. 
Sie  können  sogar  bei  statistischen  Untersuchungen  an  ein  und  dem- 
selben Individuum  (Baum  etc.)  zu  stände  kommen,  sodass  sich  uns 
die  Vorstellung  aufdrängt,  dass  hier  in  ein  und  demselben  Individuum 
oder  einer  Art,  den  verschiedenen  Gipfeln  entsprechend,  verschiedene 
Arten  von  Keimplasmen  in  konstantem  Verhältnis  vereinigt  sind, 
wie  in  dem  früheren  Fall  Individuen  verschiedener  Pflanzenspecies. 

Weiter  seien  hier  hervorgehoben  Variationskurvön,  die  von  den 
gewöhnlichen  Binomialkurven  dadurch  abweichen,  dass  sie  nahe  dem 
Gipfel   einen   unverhältnismässig   steilen  Verlauf  haben,  die  „Hyper- 
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binomialkurven"  (wie  umgekelirt  die  Livikurven  einen  zu  flachen 
Gipfel  haben).  Sie  sind  im  Pflanzenreich  sehr  häufig  und  wären  nach 
Yerschaffelt  (39 ^  44)  darauf  zurückzuführen,  dass  ein  ziemlich  an- 
sehnlicher Prozentsatz  der  Individuen  an  der  fluktuierenden  Einzel- 
yariation  nicht  teil  nimmt.  Sie  lassen  sich  auch  als  Eombinations- 
kurven  zweier  Rassen  von  gleicher  Lage  des  Hauptgipfels  aber  un- 
gleicher Variabilität  auffassen. 

Schliesslich  mögen  hier  noch  die  ^^Parabinomialkurven^'  Erwähnung 
finden,  unsymmetrische  Binomialkurven,  wo  im  Binom  (p  +  q)% 

ist,  die  besonders  bei  sexuellen  Merkmalen  oder  durch  die  Sexualität 
beeinflussten  Organen  (vergl.  z.  B.  Ammon  57)  zum  Vorschein  kommen 
(Zahl  der  Samen  in  der  Hülse  bei  Indigofera  australis  etc.)  und  gleich- 
falls wichtige  Aufschlüsse  geben. 

Zur  genaueren  Bestimmung  der  Variationskurven,  bezüglich 
Variationspolygone,  wie  überhaupt  zur  präzisen  Peststellung  der 
Variationsverhältnisse  ermittelt  man  am  praktischsten  die  Gauss  sehe 
Kurve  der  wahrscheinlichen  Abweichungen  (Fehlerverteilung)  mittelst 
des  Integrals  ^       f*  _E± 

und  der  übrigen  Gauss  sehen  Formeln  z.B.  nach  der  von  Hagen 
(9)  angegebenen  Methode  (69;  vergl.  auch  Stieda  28,  femer  35).  Eine 
andere  Methode  zur  Bestimmung  der  Variationspolygone  hat  Pearson 
(47  Vol.  186  A  etc.)  angegeben,  über  die  demnächst  Dr.  G.  Dunker  in 
einer  besonderen  Arbeit  berichten  wird. 

Die  theoretische  Variationskurve  lässt  sich  nach  den  ersten  Methoden 
berechnen  und  darstellen  aus  zwei  Grossen  w  und  Jf,  wo  M  das 
arithmetische  Mittel  aus  den  Einzelbeobachtungen,  w  die  wahrschein- 
liche Abweichung  darstellt. 

Es  ist  fjo  =  0,845332  m    oder    «  0,674486g, 

wo  m  die  mittlere  Abweichimg  und  g  die  Wurzel  aus  dem  mittleren 
Fehlerquadrat  bezeichnet.  Letztere,  die  zur  Berechnung  von  w  den 
genauesten  Wert  liefert,  ist  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  durch  die 
Zahl  der  Beobachtungen  geteilten  Summe  der  Quadrate  der  Abweich- 
ungen der  Einzelbeobachtungen  vom  Mittel  My 


-v^ 


Die  Grössen  w  und  M  geben  daher  über  den  ganzen  Verlauf  der 
Variation  Auskunft,  wenn  es  sich  um  eine  normale  eingipfelige 
Variationskurve  handelt,  und  zwar  genügt  dann  schon  eine  ver- 
hältnismässig geringe  Zahl  von  Beobachtungen.  Aus  einer 
solchen  lässt  sich  auch  schon  ermitteln,  ob  die  Variation  die  Gauss- 
sche  Kurve  liefert  und  lässt  sich,  wenn  dies  der  Fall,  der  ganze  Verlauf 
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T'ariation  darstellen^  während  zur  Bestimmung  desselben  auf  em- 
:liem  Weg  eine  grosse  Zahl  Ton  Beobachtungen  nötig  wäre.  Weiter 
;,  wenn  die  Variationskurve  keine  normale  monomorphe  Binomdal- 
e  darstellt^  die  aus  w  und  M  abgeleitete  Wahrscheinlichkeitskurve 
[riterium,  ob  die  untersuchte  Variation  eine  Hyperbinomialkurre, 
Livische  Kurve,  Parabinomialkurve,  oder  eine  polymorphe  Kurve 
bt.  Alle  diese  Kurven,  lassen  sich  aus  den,  normalen 
irscheinlichkeitskurven  ableiten  oder  darauf  zurückführen, 
[nzelnen  Fällen  ist  auch  eine  analytische  Reduktion  auf  die  mono- 
ihen  Kurven  gelungen,  so  bei  den  Hyper-  und  Parabinomialkurven, 
nderen  Fällen  fehlt  es  aber  noch  an  einer  handlichen 
ytischen  Reduktion  und  hier  ist  es,  wo  die  Fachmathe- 
iker  der  Variationsstatistik  hilfreiche  Hand  reichen 
Ben,  so  bei  den  gerade  bei  pflanzlicher  Variation  so  häufigen  poly- 
»hen  Kurven,  von  denen  wir  ausgingen.  Pearson  beschäftigte 
bisher  nur  mit  einem  kleinen  Bruchteil  dieses  Problems. 
Bei  den  hyperbinomialen  Kurven  habe  ich  gezeigt  (69,  S.  14  flg.), 
sie  sich  auf  die  normalen  Kurven  zurückführen  lassen.  Werden 
bestimmter  Weise  variierende  Individuen  mit  n^  in  einem  anderen 
aber  um  dasselbe  Mittel  variierenden  zusammengezählt,  so  ist 


iie  erstren 


[ie  zweiten 


da  Zdy^+Sd^^^  Zd\  für  die  Gesamtkurve 
in 


r        n^  +  n^ 


Nehmen,  wie  dies  Verschaffelt  voraussetzt,  n^^Tc  Individuen 
3r  fluktuierenden  Einzelvariation  nicht  teil,  so  wird 


».-")/=^' 


es  lässt  sich  n^  und  n^  ermitteln.  So  ergab  die  Hyperbinomial- 
3  von  Chrysanthemum  segetum  (Zahl  der  Randstrahlen)  um  Brote- 
in Thüringen,  dass  daselbst  58%  der  Individuen  variieren, 
an  der  Variation  nicht  teilnehmen;  die  theoretische  Kurve  stimmt 
•  dieser  Voraussetzung  mit  der  Beobachtungskurve  überein.  Ahn- 
Übereinstimmung  habe  ich  bezüglich  der  theoretischen  und  em- 
jhen  Kurve  für  Bellis  perennis  (Variation  der  Hüllblätter)  gefunden. 
B^lich  der  analytischen  Darstellung  der  unsymmetrischen  Para- 
oialkurven  (44,  57,  59),   bei   denen   die  Entfernungen  je   zweier 
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beliebigen  gleichen  Ordinaten  von  der  grössten  Ordinate  in  dem  kon- 
stanten Verhältnis  p  :q  stehen,  vergl.  Pearson  (47),  femer  A.  Cour- 
not (4). 

Vielfach  begnügt  man  sich  bei  statistischen  Untersuchungen  über 
Variabilität  der  Lebewesen  mit  der  blossen  Ermittelung  von  M  und  to 
(oder  g).  (14— 17  etc.)  Die  Grösse  w  (wahrscheinliche  Abweichung) 
heisst  auch  der  Oscillationsindex  (Stieda)  der  Beobachtungsreihe, 

^  der  Variabilitätskoeffizient  (Dayenport,  Brewster),  w;  stimmt 


VJ 


mit   dem    öaltonschen   Quartilwert    Q,    mithin  -^    auch   mit   Ver- 

0 
schaffelts  Variationskoeffizienten  ^>-  überein. 

M 
w 
Auch  der  Ausdruck  'ti=  (n  Zahl  der  Beobachtungen  hat  noch  eine 

besondere  Bedeutung  bei  Beurteilung  der  Sicherheit  für  die  Bestimm- 
ung  des  Mittelwertes.     Es  giebt  nämlich   B  «=  --=^  die   Schwankung 

yfi 

des  Medianwertes  M  d.  h.  die  Grenzen  an,  zwischen  denen  sich  das 
Mittel  bewegt  {M  ±  R), 

Ausser  zur  Messung  der  Variabilität  selbst  und  zur  Ermittelung 
der  Beziehungen  zwischen  individueller  Variation  und  spezifischen 
Unterschieden  (vergl.  67),  liefern  die  aus  der  Wahrscheinlichkeitslehre 
abgeleiteten  Formeln  ein  wichtiges  Mittel  zum  Nachweis  von  Korre- 
lationsbeziehungen zwischen  verschiedenen  Merkmalen.  Man  findet  die 
Theorie  für  die  Studien  dieser  korrelativen  Variation  bei  Galton  (23). 
Er  hat  daselbst  einen  gemeinschaftlichen  arithmetischen  Ausdruck  für 
Wirkungsform  und  -Intensität  der  zwischen  zwei  Merkmalen  bestehen- 
den Korrelation  nachgewiesen.  Anwendungen  dieser  Formeln  finden 
sich  z.B.  in  den  Arbeiten  von  Georg  Duncker  (68),  wo  Korrelations- 
erscheinungen bei  Fischen  und  von  Davenport  und  Bullard  (56), 
wo  solche  beim  Schwein  nachgewiesen  worden  sind. 

Zum  Schluss  machen  wir  nur  noch  auf  eine  Reihe  anderer  mathe- 
matischer Probleme  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  aufmerksam, 
welche  von  J.  D.  H.  Dickson  bearbeitet  worden  sind  (Proc.  Roy.  Soc. 
London  Nr.  242, 1886,  S.  63  flg.)  und  bei  der  Behandlung  der  Erblichkeits- 
statistik vorzügliche  Dienste  geleistet  haben.  Man  sehe  ihre  Ver- 
wendung in  dem  vorzüglichen  Werk  von  Galton  (25),  das  überhaupt 
eine  wahre  Fundgrube  interessanter  und  wichtiger  Anwendungen  der 
Mathematik  in  der  Variationsstatistik  ist  (z.  B.  S.  69  flg.,  83—138, 
221-224). 

Das  folgende  Litteraturverzeichnis  soll  uns  mit  den  wichtigsten 
bisherigen  Abhandlungen  über  Variationsstatistik  bekannt  machen  (die 
für  den  Mathematiker  unentbehrlichsten  sind  gesperrt  gedruckt). 
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Die  Bewegung  eines  starren  Körpers. 

(Eine  Übung  in  der  Ausdehnungslehre.) 

Von 

J.  LÜROTH 
in  Freibnrg  i.  6r. 


§1. 

Ich  benutze  in  der  folgenden  Arbeit  die  Punktrechnung^  wie  sie 
Yon  Grassmann  besonders  in  der  Ausdehnungslehre  von  1862  (Grass- 
manns Werke  ersten  Bandes  zweiter  Teil)  gelehrt  worden  ist*  Von 
der  repressiven  Multiplikation  mache  ich  jedoch  keinen  Gebrauch,  weil 
ich  vom  pädi^ogischen  Standpunkt  aus  ihre  Einführung  ftlr  nicht 
Yorteilhafb  halte.  Ob  man  ohne  diese  Produktbildung  auskommt,  muss 
die  Erfahrung  lehren.  In  der  Mechanik  ist  dies  bekanntlich  der  Fall; 
bei  kinematischen  Betrachtungen,  wie  in  der  yorliegenden  Abhandlung, 
empfiehlt  sich  die  Benutzung  eines  speziellen  regressiven  Produkts, 
das  man  aber  auch  ganz  unabhängig  einführen  kann,  wie  es  Peano  in 
in  der  unten  zuletzt  genannten  Arbeit  gethan  hat. 

Die  Ergänzung  eines  Vektors  oder  des  Produkts  von  zwei  Vektoren, 
eines  Bivektors,  die  durch  einen  Strich  {  bezeichnet  wird,  kann  man 
so  wenig  entbehren,  wie  die  Senkrechte  in  der  Geometrie.  (Dagegen 
braucht  man  die  Ergänzung  eines  Produkts  von  Punkten  nicht.)  Ich 
verstehe  dabei  unter  der  Ergänzung  des  Vektors  a,  bezeichnet  mit  |  a, 
den  Bivektor  bCy  dessen  Faktoren  auf  a  senkrecht,  und  so  beschaffen 
sind,  dass  die  Maßzahl  der  Fläche  des  aus  b  und  c  gebildeten  Parallelo- 
grammes  gleich  der  Maßzahl  der  Länge  von  a  ist.  Dabei  soll  der 
Sinn  so  sein,  dass  von  a  aus  gesehen,  eine  Drehung  rechts  herum 
durch  einen  Winkel  <  180®  den  Vektor  6  in  die  Richtung  von  c  bringt. 


*  Eoize  Darsiellangen  nach  origineller  Methode  finden  sich  in  Peano: 
Calcolo  geometrico  secondo  T Ausdehnungslehre  di  H.  Grassmann.  Torino  1888. 
Deatscb  unter  dem  Titel:  Die  Grundzüge  des  geometrischen  Kalküls.  Deutsche  • 
Ausgabe  von  Schepp.  Leipzig  1891.  Carvallo:  La  m^thode  de  Grassmann. 
NouT.  Annales  3«»«  Särie,  Bd.  11  (1892)  Seite  8.  Peano:  Saggio  di  calcolo  geo- 
metrico.  Accad.  d.  Scienze  di  Torino  1896/96.  ^.^.^.^^^  byGoOQlc 
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Unter  der  Ergänzung  des  Bivektors  c?e,  bezeichnet  durch  |  de,  sei  der  Vektor/* 
verstanden,  für  den  \f^de  ist.  Dann  gilt  für  die  Ergänzungen  das 
Bistributionsgesetz,  es  ist  a|&»&|a,  (\ab)\c^  abc  also  gleich  einer 
Zahl,  nämlich  dem  Inhalt  des  von  den  drei  Vektoren  abc  gebildeten 
Parallelepipeds,  und 

\(c\ab)^{c\b)a-(a\c)b, 

(ab)\cd ^  (a\c)(b\a)  ^  (a\a){b\c)  ^  cd\ab, 

welche  beiden  Formeln  mit  den  Nrn.  180  und  176  der  zweiten  Aus- 
dehnungslehre im  Wesen  übereinstimmen  (Grassmanns  Werke  l.Bd. 
2.  Teü  Seite  136). 

Die  von  Peano  eingeführte  Operation  o  bezieht  sich  auf  Formen 
zweiten  und  dritten  Grades.  Eine  Form  jP  zweiten  Grades  kann  man 
stets  schreiben  F^Pa  +  bc, 

wo  P  ein  beliebiger  Punkt,  a,  6,  c  Vektoren  sind.  Dabei  ist  der  Vektor 
a  von  der  Wahl  von  P  nicht  abhängig  (Grassmann,  a.a.O.  Nr. 347 
Seite  222).  Dieser  Vektor  sei  mit  cdF  bezeichnet.  Ist  a  =  0,  also  jP 
einem  Bivektor  gleich,  so  ist  mF^O  zu  setzen. 

Eine  Form  F  dritten  Grades  lässt  sich  entweder  als  ein  Produkt 
von  drei  Vektoren  F -=- abc,  oder  als  das  Produkt  eines  Punktes  in 
einen  Bivektor  jF«  Pab  darstellen  (Carvallo  Seite  26  Nr.  21).  Im 
ersten  Fall  werde  unter  mF  Null,  im  zweiten  Falle,  wo  der  Bivektor 
ab  von  der  Wahl  des  Punktes  P  nicht  abhängt,  unter  mF  eben  dieser 
Bivektor  verstanden. 

Die  Operation  o  ist  in  beiden  Fällen  distributiv. 

um  Elanmiern  zu  sparen,  habe  ich  mit  Carvallo  und  Peano 
die  Klammem  um  ein  Produkt  von  Punkten  weggelassen,  die  Grass- 
mann angewendet  hatte,  um  dieses  Produkt  von  anderen  zu  unter- 
scheiden. Die  Wirkimg  von  |  und  o  soll  sich  stets  bis  zum  nächsten 
Operationszeichen  erstrecken,  sodass  also  z.B.  ©(aft)  kurz  aab,  c}Ä(6  —  c) 
für  ©  [«(6  -  c)],  I  (a  -  b)  (c  —  (?)  für  |  [(a  -  6)  (c  -  d)]  geschrieben  ist, 
wenn  kein  Missverständnis  eintreten  kann. 

§2. 
Seien  AB,  A^B^  zwei  Paare  von  Punkten  von  solcher  Lage,  dass 
die  Entfernung  AB  der  A^B^  gleich  ist.     Dies   drückt  sich  durch  die 

Gleichung  (^^  _  ^g^y  _  ^^  _  ^y 

aus,  oder  durch  die 

(B^-A^-B  +  A)\{B^'-A,  +  B-A)  =  0. 
Bezeichnet   man   die  Mitten    der  Linien  AA^^  und  BB^,  also  die 
Punkte  — -^— ^^    — y— ^    mit    8   bezw.   S,    so    schreibt    sich    diese 
Gleichung: 

1)  w-B-(A_^)ll(»-«)-a  ^Google 
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''ir  nehmen  zuerst  an,  es  sei  f&  —  %  nicht  =  0.  Dann  kann 
lese  Gleichung  ersetzen  durch: 

9in  Vektor  ist,  der  nicht  Yollständig  bestimmt  ist.  Es  wäre  an- 
1,  wenn  man  in  dieser  Gleichung  die  Buchstaben  Ä  und  B  so- 
1  trennen  könnte.  Dies  geht  aber  nicht  unmittelbar,  weil  man 
1(33  —  Sl)a  nicht  in  |  S8a  —  1 81a  zerlegen  darf,  da  —  wenigstens 
B  hier  —  eine  Form  wie  |  %a  keinen  Sinn  hat.  Mit  Benutzung 
willkürlichen  Punktes  P  aber  kann  man 

(31  -  S8)a  =  a3P(2l  -  a3)a  =  cd(SI  -  f8)Pa 

=  (o^Pa-c}'äPa 

»en  und  die  vorletzte  Gleichung  dann  in 

JBj  -  jB  -  1 0)33 Pa  =^1 -^- 1  oSlPa 

n,  in  der  die  Buchstaben  getrennt  sind.  Setzt  man  den  Vektor, 
iden  Seiten  gleich  ist,  =  b,  so  hat  man  also: 

Ä^-A  =  \  a>%Pa  +  6  =  1  (coSlPa  +  |  6), 

B^-B  =  \  (o^Pa  +  6  =  i  {iof8Pa  +  \  6), 

la  a)(?C  I  6)  =  CO  (85  1 6)  =  I  &,  wenn  man 

Pa  +  I  &  =  r 

\  B,-B  =  \(of8r, 

lese  Formeln  gelten  auch  dann  noch,  wenn  Ä^  —  Ä  =  B^—  B 
>ann  wird  nämlich: 

a:=o,  r  =  |6,   |cöar  =  |oa3r=6, 

1  —  il  «=  Pi  —  jB  =  &,  wie  es  sein  muss. 

§3. 

m  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Formeln  zu  erkennen, 
wir  zuerst  annehmen,  ein  Punkt  P  stehe  mit  einem  andern  P^ 
Beziehung: 

B  gegebene  Punkte  sind.     Schreibt  man 
PQR^P{Q-P){B-P), 

it  man,  dass  mPQB  =  (Q  —  -P)(-R  —  P)  ist,  also  gleich  einem 
[)r,  dessen  Faktoren  in  der  Ebene  PQB  liegen,  und  dass  dem- 
^qPQB  ein  Vektor  ist,  der  auf  der  Ebene  PQB  senkrecht  steht. 
Inge  dieses  Vektors  ist  gleich  dem  Flächeninhalt  des  Parallelo- 
es,  dessen  Seiten  PQ  und  PB  sind  oder  gleich  dem  doppelten 
des   Dreiecks  PQB,    Was   seine  Richtung  angeht,  so   ist  von 
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ihm  aus  gesehen  JB  —  P  rechte  von  Q^-P  gelegen,  d.  h.  wenn  man  sich 
in  P  auf  die  Ebene  PQB  senkrecht  stellt,  sodass  man,  um  von  der 
Richtung  P^  in  die  Richtung  PJB  zu  sehen,  eine  Drehung  rechts- 
herum durch  einen  Winkel  <  180^  machen  muss,  so  geht  die  Richtung 
des  Vektors  von  den  Füssen  nach  dem  Eopfe.  Statt  dessen  kann  man 
auch  sagen,  wenn  man  in  QR  steht,  mit  den  Füssen  in  iJ,  dem  Eopfe 
in  Q  und  nach  P  sieht,  so  geht  die  Richtung  des  Vektors  nach 
links  hin. 

Fällt  man  PS  senkrecht  auf  QB,  so    ist  die   Grösse  von  PP^ 

gleich  —PS'QK    Bestimmt  man  daher  einen  spitzen  Winkel  9  aus  der 

Gleichung  tg  |-  =  Qi2,  so  kann  man  sagen,  die  Ebene  P^  QB  bildet  mit 

der  PQB  den  Winkel  ^  und   zwar   von    QB  aus   gesehen  mit  einer 

Drehung  nach  links  hin. 

Nehmen  wir  zweitens  an,   die  beiden  Punkte  PP^  ständen  unter 
sich  und  mit  ihrem  Mittelpunkte  $  in  dem  durch  die  Gleichung 
5)  P,^P^\io^QB 

P4-P 
gegebenen  Zusammenhang.     Da  ^  —  — 2"^'   ®^  ^^^^ 

SO  dass  1 

Es  liegen  also  P^P^  in  einer  geraden,  in  ^  auf  der  Ebene  ^QB 
senkrecht  stehenden  Linie,  die  Ebene  P^QiZ  macht  mit  der  Ebene  ^QB 

nach  links,  die  PQB  nach   rechts  hin  den  Winkel  ^'    Von   ii^end 

einem  Punkte  T  auf  QB  haben  dabei  P  und  P^  denselben  Abstand. 
Denn  man  kann  QB  =  ÜT  setzen,  wenn  man  den  Punkt  U  auf  QB 
passend  bestimmt,  und  dann  die  Gleichung  5): 

Pi-r+  r-p=-|cD^f7r 

schreiben.    Aus  ihr  folgt: 

(P,-  2^1  (P,-  r)  +  {P,--r)\(T^P)  «  (P,-  T)<o^UT 
{T'-P)\(P^--T)  +  {T  --P)\(T-P)^(T  ^F)m^UT 
und  durch  Subtraktion: 

(Pi-  T)»-  (P  -  T)^  ^(p^  +  P--  2T)(o^UT 
=  2(5ß-T)o)?ß?7T. 
Es  ist  aber  a^UT^{U-ßXT -^)  und   folgUch  die  rechte 
Seite  gleich  NuU,  also  ^^- PZ 

Es   geht   daher  P^  aus  P  hervor   durch   eine   Drehung  um   die 
Axe  QB  durch  den  Winkel  g)  und  zwar  durch  eine  Drehimg,  die  von 
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US  gesehen  nach  links  hin  erfolgt.    Die  Grösse  und  der  Sinn  der 
ing,  und  die  Axe,  sind  durch  den  Linienteil  QB  vollständig  be- 

it. 

§4. 

f  an  kann  die  Form  zweiten  Grades  f  durch  Änderung  des  Punldes 
Indem.    Denn  man  kann 

ben.    Hier  ist  (P  —  Q)c^  +  \J>  ein  Bivektor,  den  man  =  | V  setzen 
Man  erhält  für  f  eine  ausgezeichnete  Form,  wenn  V  mit  a  parallel, 

{P--Q)a  +  \b^X\a 

unter  X  eine  Zahl  verstanden* 
)ie  Multiplikation  mit  a  liefert  a\b  =  Xa\a,  und  dann 

(a\b)\a-{a\a)\b 


iP-Q)a 


a\  a 


(^-«+^)«-»- 


-45"(l°''' 


)er  erste  Faktor  links  muss  also  ein  mit  o  paralleler  Vektor  sein, 
aan  ==  (ta  setzen  kann,  wenn  man  unter  (i  eine  Zahl  versteht, 
ergiebt  sich  «  ,    |ia 

Q  -  P  +  irr::  -  ('<*• 


a\  a 


hirch  Einsetzen  in  Gleichung  6)  sieht  man,  dass  (i  ganz  beliebig 
,  dass  also  Q  auf  einer  bestimmten  mit  a  parallelen  Linie  will- 
h  gewählt  werden  kann.     Man  hat  endlich 


Qa  + 


a\b 

a\a 


e  Normalform  von  T.    Die  Formel  3)  ergiebt  dann 

A^-Ä^lo'ÜQa  +  la. 
9t  nun  Q  eine  beliebige  Zahl  und  setzt  man 

Ä  +Qa  =  Ä', 

d  A'  und  Ä\  zwei  Punkte,  von  denen  der  erste  aus  A  durch  eine 
[liebung  pa  parallel  a  hervorgeht,  während  man  den  zweiten  um 
ii)a  verschieben  muss,  um  A^  zu  erhalten.     Damit  wird: 


%Qa 


2 


Qa, 


A\-Ä'^\m-^*^^Qa. 


Die  folgende  Bednktion  ist  mit  der  Aufsucliang  der  Gentralaze  eines 
B  von  Kräften  identisch,  das  auch  durch  eine  Form  sweiten  Ghrades  dar- 
i  werden  kann. 
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Die  letzte  Formel  zeigt;  dass  A\  aus  A^  durch  eine  Drehung  um 
die  durch  Q  gehende  mit  a  parallele  Axe,  die  mit  (Q^  a)  bezeichnet 
sei,  hervorgeht.  -4^  entsteht  somit  aus  A  durch  Verschiebung  parallel 
a  und  eine  Drehung  um  eine  zu  a  parallele  Axe. 

Die  Form  zweiten  Grades  T  stellt  daher  eine  Schraubenbewegung 
dar  oder  sie  repräsentiert  einen  Winder  (wrench).* 

Wäre  nun  T  ein  zweiter  Winder,  der  ebenfaUs,  wie  f,  die  Punkte 
AB  in  A^B^^  überführte,  so  müsste 

7)  o«r«cDar',  oSr-oSr' 

sein.    Ist  aber  fdr  eine  Form  zweiten  Grades  T 

a)«T=0, 

wo  def  Vektoren.    Dann  verlangt  die  Gleichung,  dass 

also  T^%d  sei,  oder,  wenn  man  den  Punkt  9i  +  d^  R  setzt,  dass 
T-aJB  sei. 

Die  Gleichungen  7)  sind  also  erfüllt,  wenn 

Diese  Beziehung  zwischen  vier  Punkten  9(S3i25  sagt  aber  aus, 
dass  sie  auf  einer  geraden  Linie  liegen,  und  dass  die  beiden  Vektoren 
i2  —  ^  und  S  —fß  gleich  sind.     Setzt  man  also 

S  =  «  +  <y(58-a), 

so  folgt  p  =  <T^i,        r-^r^gm, 

wo  Q  eine  beliebige  Zahl  ist.    Jeder  Winder  von  der  Form 

r  +  pSl© 

führt  also  AB  in  A^S^   über,   so   dass   es  ein   ganzes  Büschel  von 
Windem  giebt,  die  dieses  leisten. 

§5. 
Soll  unter  diesen  Windem  einer  sein,  der  eine  reine  Drehung  ist^ 
so  muss  man  q  so  bestimmen  können,  dass  P»  V  +  gü^Ö  gleich  einem 
Linienteil  ist.** 

Dann  ist  aber  rT'=  0=rr+ 2p(raS8): 

rT_ 

^~        2(r5l93)* 

Gesetzt  p  sei  so  bestimmt.  Wenn  man  dann,  mit  Hilfe  eines 
Punktes  P,  f  in  die  Form  bringt: 


*  Grassmann  a.  a.  0.  S.  223.   Anmerkung. 
**  Ebenda  Nr.  286. 
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und  h  Vektoren  sind,  so  folgt  aus 

w^enn  a'»|==  0,  h  senkrecht  zu  a'  ist.    Dann  kann  man  also 

6  =  I  a'c 
>  wo  c  wieder  ein  Vektor,  und  es  wird 

ait  P  -  c  =  ^,  a'=  B-Q,  wo  Q  und  R  Punkte  sind,  f-  QB 
a  der  That  ein  Linienteil.  Ist  aber  a'=  0,  so  wird  r'=  1 6  und 
eine  reine  Verschiebung  dar.  Es  giebt  also  eine  Drehung,  die 
L  Ä^B^  überführt,  wenn  a'==  a)r'=|«0  ist.     Es  wird  aber 

wenn  ©F'^  0  wäre,  «         .q-.      c^. 

Die  Normalform  von  f  ist  aber 

ier  =  Qq{^  -  S)  +  ()A|(?t  -  JB),  und  mit  ihr  ergiebt  sich 
2ir  =  -  qQ%^  +  qX%  I  («  -  83), 
»r  =  -  9Ö21S8  +  ()Aa3 1  (81  -  »), 
oSir  =  -  QCDQ^fd  +  (>A !  (21  -  SB), 

a,g5r=  -  ^©ga»  +  pa  |  (a  -  »), 

A^  —  A  =  B^  —  B  ist ,  also   nur  eine  Verschiebung  nötig  wird. 

§6. 

ie  Ableitung  der  Formel  2)  aus  der  1)  ist  nur  dann  berechtigt, 

jl  —  SB  nicht  gleich  Null  ist.     Fallen  aber  die  beiden  Punkte  Ä 

zusammen,   so  bestimme  man  einen  Einheitsvektor  a,   sodass 

{A,-Ä)\a=^{B,-B)\a 

b  Q  der  gemeinsame  Wert  und  setzt  man 

A^^  —  A  =  ga  +  a^f    B^  —  B  =>  ga  +  ft^, 

t  a  I  «1  =  a  I  6|  =  0.  Definiert  man  daher  die  Punkte  A^  und  B' 
die  Gleichungen 

A'^A  +  pa,    JB'«  B  +  ga, 

i  J-i—  J^'—  »i,  jBi  —  jB'-=  6i  und  diese  Vektoren  sind  zu  a  senk- 
wenn  sie  nicht  Null  sind.     Femer  ist 

A,+  Ä=2%  +  ga,    B^+ B'=2'ä+ ga. 

le  Linien  A^A^  und  jB^jB'  werden  also  von  der  Linie  (Ä,  a)  in 
[itten  senkrecht  getrofifen,  wenn  sie  nicht  verschwinden.  Man  kann 

hrift  f.  Mathematik  n.  Physik.  43.  Jahrg.  1898.  4.  u.  5.  Heft.  17 
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folglich  AB  in  Ä^B^  überföhren  durch  eine  Schiebung  um  Qa  allein 
oder  in  Verbindung  mit  einer  Drehung  durch  180®  um  die  Axe  (Ä,  a). 

§7. 

Indem  wir  nun  zur  Betrachtung  von  drei  Punkten  gehen^  seien 
ABC  und  Ä^B^Ci  zwei  kongruente  Dreiecke.     Die  Mittelpunkte 

der  drei  Linien  ÄÄ^y  BB^y  GCi  seien  mit  Sl,  JB,  S  bezeichnet;  und  es 
werde  zuerst  angenommen,  dass  diese  drei  Punkte  nicht  in  gerader 
Linie  liegen,  also  auch  nicht  zwei  von  ihnen  zusammenfallen.  Man 
kann  dann  die  Betrachtungen  des  §  2  auf  die  drei  Paare  von  Punkten^ 
AByBCy  CA  anwenden  und  also  drei  Formen  zweiten  Grades  ABT  finden, 
sodass 

*^    i  JBi-B  =  |(Da3r,    C, -C  =  |ci6A,    ^,-^  =  lo)«B 
ist     Dann  muss  auch 

oS(r-B)  =  0,     c)»(A-r)  =  0,     a)S(B-A)  =  0 
sein,  also  müssen  nach  dem  §  4  drei  Punkte  PQR  existieren,  die 

9)  r-B-=?tp,  A-r=s3e,  B-A  =  ei2, 

ergeben  und  die  somit  die  Gleichung 

10)  «p+a3e  +  ®-B  =  o 

erfüllen  müssen.     Multipliziert  man  mit  iB6^,  @9[  und  91 S3,  so  folgt 

as56P  =  sisee  =  sis86ij  =  o 

und  daher  li^en,  weil  %%&  nicht  in  einer  Geraden  liegen  sollen, 
PQ  und  R  in  der  Ebene  StiB@.  .Man  kann  somit 

P  =  aa  +  ^"S5  +  y6 
setzen,  wo   a/J"y  Zahlen  sind,  die  die  Bedingung  «  +  /J"+y-=l  er- 
füllen, und  erhält  StP=  /3"St58  —  ySÄ. 

Ähnlich  giebt  es  Zahlen  jS/SVy",  für  die  folgt: 
58^  =  ^956-/31», 
eB=^'6S(-y"a56. 
Die  Gleichung  10)  verlangt  dann 

{ß"-  /)«»  +  (/5  -  y")S56  +  iß'-  y)63t  =  0 
und  aus  dieser  Gleichimg  folgen  durch  Multiplikation  mit  ^,  SB,  6 
die  drei  ^„_  ^_q^    ß_  ^>_  q,    ß'-  y  =  0, 

^^  r-B  =  /3"«a5-/3'6S(, 

A-r=^  «86  -/3"3tS5, 

und  weiter:  r  r  /^  i 
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>eii.     Bezeichnet  man   endlich  den  gemeinsamen  Wert  dieser  drei 
len  zweiten  Grades  mit  Z,  so  folgt: 


A  =  2;  +  i358e,      B  =  2;  +  /s'sa,     r  «  2;  +  /5"«a3 

)       Ä^-Ä^\cD%i:,    B^-B^\G)fdZ,     Q-C=|a)©r. 

Es  giebt  also  einen  Winder ^  der  das  Dreieck  ^jBC  in  das  kon- 
ite  Ä^BiC^  überfahrt.  Gäbe  es  noch  einen  zweiten  Winder  -Z', 
las  Gleiche  leistete^  so  müsste 

©«(i:'-  £)  =  o»(2;'-  £)  =  CD©  (Z'-  £)  c=  0, 

Es  müssten  also  drei  Punkte  UVW  existieren,  sodass 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber 

8ia5[7=0,    ?ISZ7=0 
U  ist  notwendig  mit  %  identisch  und  daher 

Es  giebt  also  nur  einen  Winder,  der  den  Gleichungen  11)  genügt. 

§8. 
Wenn  die  drei  Punkte  Sl,  35,  ®  in  gerader  Linie  liegen,  setze  man 

Ä^%-a,    A^^^  +  a, 

rbc  Vektoren  sind.     Dann  müssen  die  Gleichungen  bestehen 
(a3~?l)i(6-a)  =  0, 

)  (e-a3)|(c-6)  =  o, 

(a  -  (£)  I  (a  -  c)  =  0. 

Weil  Ä,  S,  ©  in  gerader  Linie  liegen,  sind  die  drei  Vektoren 
SC,  S  —  85,  ?l  —  6  parallel.  Ist  q  ein  ihnen  paralleler  Einheits- 
»r,  so  folgt  aus  den  drei  letzten  Gleichungen 

Wenn  man  daher  /  -      «/y  j_  /f 

a  =  pgr  -^  a,, 

)  &  =  pg  +  6i, 

j7*  DigitizedbyVjOOQl 
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Definiert  man  jetzt  drei  Punkte  durch  die  Gleichungen: 
Ä'^Ä  +  2Qq,     B'=^B  +  2p2,     C  -  C  +  2Qq, 
so  ergiebt  sich:       ä    \  a' 

^4^  =  a5  +  P2,    B,-B'^2h„ 
-^±^  =  6  +  93,     C,-C'^2c,. 

Die  Linien  A^A\  BiB\  0,(7'  werden  also  Ton  der  Linie  (?l,  q) 
in  ihren  Mitten  senkrecht  getroffen,  wenn  sie  nicht  alle  gleich  Null 
sind,  und  daher  gehen  A^B^C^  aus  ÄB^O  hervor  durch  Drehung  um 
180®  um  die  Axe  (Sl, g),  und  die  A^B^C^  entstehen  aus  ABQ  durch 
eine  Schiebung  um  2p g  und  die  eben  bezeichnete  Drehung.  Sind  die 
drei  Vektoren  a^^c^  Null,  so  reicht  die  Schiebung  aus.  Man  hat 
somit  auch  hier  die  Schraubenbewegung.  Aber  in  den  Formeln  11) 
des  vorigen  Paragraphen  ist  diese  nur  als  ein  Grenzfall  enthalten  ent- 
sprechend der  Annäherung  von  |-  an  90®. 

Auch  wenn  zwei  der  Punkte  S(93(S^  zusammenfallen,  ist  der  obige 
Schluss  noch  möglich,  weil  dann  zwei  von  den  Gleichungen  12)  nicht 
illusorisch  werden  und  der  Vektor  q  noch  bestimmt  ist. 

Ist  aber  ^  »  93  =  (S,  so  bestimme  man  q  so,  dass  es  senkrecht 
auf  den  Vektoren  6  —  a  und  c  —  a  ist.    Weil  dann 

(6_a)lg  =  0,    (c-a)|g  =  0, 

bestehen  die  Gleichungen  13)  mit  ihren  weiteren  Folgerungen. 

q  kann  unbestimmt  werden,  wenn  die  drei  Vektoren  aihc  kom- 
planar  sind.  Nimmt  man  in  diesem  Falle  q  senkrecht  zur  Ebene  abc^ 
so  folgt  p  =  0,  während  alles  übrige  wie  oben  bleibt. 

Endlich  könnte  die  Ebene  dbc  unbestimmt  werden,  indem  a^b^c 
parallel  werden.  Bestimmt  man  dann  q  so,  dass  a  { g  =  0  ist,  so  wird 
p  =  0  und  es  gelten  die  früheren  Resultate. 

§9. 
Nun  werde  zu  den  kongruenten  Dreiecken  ABC  und  A^B^C^  noch 
ein  vierter  Punkt  D  und  einer  D^  hinzug^nommen,  die  so  liegen,  dass 


AD^A,D^,     BD^B.D,,    GD^C^D^ 

ist.  Die  Mitte  von  DB^,  d.h.  der  Punkt -^(1)+  D^)  sei  mit  5D  be- 
zeichnet. Zuerst  werde  vorausgesetzt,  dass  von  den  vier  Punkten  91 93 S 2) 
keine  drei  in  gerader  Linie  liegen  Dann  kann  man  die  Betrachtungen 
des  §  7  auf  jedes  der  vier  Dreiecke  ABC,  ABB,  AGB,  BGB  an- 
wenden und  erhält  so  die  Gleichungen:  ^  j 
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B^-B  =  \  ojSBA, 


Ol- (7=1  0)6 2;, 


Bi-B  =  \a)f8r,    C,-C=|a>6B, 
I>, -D  =  ia)Dr,    D,-Z)  =  |a)S)B, 

)       Ai-Ä  =  \a'äi:,     Bi-B  =  \(ofd£, 

i,  B,  r,  2  vier  Formen  zweiten  Grades  sind. 

Die  Vergleichung  der  beiden  Werte  von  A^—  A  und  B^—  B  giebt 

cj«(2;-r)  =  0,    08(2: -0  =  0, 


US 


,  wo  V  eine  Zahl  ist.   Ebenso  ergiebt  die  Vergleichung  von  B^  —  B 

die  von  C^—  C  und  .4,  —  A: 

Z-A  =  -Aa5S. 
Damit  wird         d^_  j)  ^^^^s  +  X\.o'^m 

=  1 0)5)2; +  f*i<oS)S?t 

=  |o)S)r+i'|a»S)«a3. 

Da  0)2)956  =  (S8  -  ®)(6  -  35)  =  996  +  6®  +  S)S8  ist,  muss, 
t  die  drei  obigen  Ausdrücke  gleich  sind, 

A(<C93  +  936  +  62))  =  fi(®6  +  6«  +  «2)) 
=  v(S)S(  +  «93  +  932)) 
Multipliziert  man  mit  2),  so  folgt: 
)  A9562)  =  ft6St2)  =  v?t932) 

die  weitere  Multiplikation  mit  3(,  93  und  6  liefert: 
^«9362)  =  ;ta9362  =  vSl9362)  =  0. 

Diese  Gleichungen  können  auf  zwei  Arten  erfüllt  werden.  Ent- 
r  ist  St9362)  •]"  0.  Dann  ist  A  =  ^  =  v  =  0  und  es  tritt  zu  den 
hungen  16)  noch  hinzu: 

*)  I>,-I>  =  |a)2)2;. 

Das   Tetraeder   AB  CD    wird   somit   durch  den  Winder  £  in  das 

C,I>i  übergeführt. 

Oder  es  ist  319562)  =  0,  und  die  vier  Punkte  St,  93,  6,  2)  liegen 

iner   Ebene.     Dann    kann   man   die   Zahl   q   so   bestimmen,   dass 

5   den  drei   in  17)   gleichgesetzten  Produkten   gleich  wird,   und 

t  dann: 

**)  2)i-D  =  !a)2)2;+p|fi»«936. 
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§  10. 

Das  Tetraeder  AiB^C^Di  war  so  angenommen,  dass  die  sechs  Ent- 
fernungen der  vier  Ecken  den  entsprechenden  Kantenlängen  des  Te- 
traeders AB  CD  gleich  sind.  Daher  sind  die  beiden  Figuren  entweder 
kon^uent  oder  symmetrisch.  Da  in  den  Gleichungen  16)  und  16^) 
die  Überführung  durch  einen  Winder  Z  ausgeführt  wird^  sind  dann 
die  beiden  Tetraeder  kongruent;  und  daher  müssen,  wenn  sie  sym- 
metrisch sind,  die  Gleichungen  16)  und  16**)  gelten.  Diese  setzen 
aber  voraus,  dass  die  vier  Punkte  t(93@Z)  in  einer  Ebene  liegen. 

Wir  haben  also  den  Satz:  Wenn  zwei  Tetraeder  symmetrisch 
gleich  sind,  liegen  die  Mitten  der  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Ecken  in  einer  und  derselben  Ebene,  die  Mittel- 
ebene heissen  möge. 

Dass  im  ersten  Falle  die  beiden  Tetraeder  kongruent  sind,  kann 
man  zeigen,  indem  man  die  Gleichung: 

beweist. 

Setzen  wir,  ähnlich  wie  in  §  8, 

^^  =  a  +  a,     A^%-a, 

B,^fß  +  b,     -B=a5-6, 

...  A  =  ®  +  d,     D«S)->(f, 

so  folgt: 

H-  2{%hcd  -  ^acd  -f  Said  -  5Da6c]. 
Weil  ein  Produkt  von  vier  Vektoren  Null  ist,  ist 

Sdacd  =  ^acd  +  (»  -  ^)acd  =  %acd  u.  s.  w. 
und  daher  die  zweite  Klammer 

=  ?l(6cd  —  acd  +  ahd  —  ahc) 
=  %{b-a)(c-a)(d-a). 
Sind  nun  uvwt  vier  Vektoren,  so  ist 

weil  die  drei  Faktoren  Vektoren,  die  auf  t  senkrecht  stehen,  also  kom- 
planar  sind. 

Oder,  um  einen  andern  Beweis  zu  geben,  sei  1 1?^  =  t/,  \wt  =^  u/ 
gesetzt,  so  ist: 

v'u/\ut  =-  (v'\u)(w'\t)  -  {v'\tXw'\u), 

Aber  v'\t  ^t\v^=^tvt  ist  =  0,  und  ebenso  w^\t,  daher  ist 
und  dies  ist  die  zu  beweisende  Gleichung. 
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Es  ist  aber  2(6-o)  =  i a>(»  -  Sl)-2^- 

Bringt  man    daher    mit  Hilfe    eines    willkürlichen   Punktes    den 

ier  £  in  die  Form  Pe  +  fg,  wo  efg  Vektoren  sind,  so  folgt: 

©(SB -«1)2:  =  6(35 -a), 
'        ■  6_a  =  i|(S(-S8)e, 

d-a  =  ||(?l-35)c, 

}s  nach  der  eben  bewiesenen  Formel: 

(6-a)(c-a)(d— a)  =  0 

Die  erste  Klammer  in  Gleichung  18)  kann  man  schreiben: 

«»©(d  -  a)  -  ?l»2)(c  -  a)  +  2Ce®(6  -  a) 

+  a[SlS3e  -  a»2)  +  ae®  --  8362)]. 

Der  Koeffizient  von  a  ist  gleich  (Ä  —  3))(i8  -  5D}(6  -  2)),  daher 
sweite  Summand  als  Produkt  von  vier  Vektoren,  gleich  Null. 
Der  erste  Summand  wird  aber  gleich 

I  [HSS I  (Sl  -  2))6  -  Sr i82)  I  (21  -  e)e  +  ST 6®  |  (21  ~  »)6] 

wenn  man  218®  =  21(95  -  2l)(S  -  21)  u.s.  w.  einführt, 

|[(S3  -  2t)(6  -  21)  I (21  -  S))e  -  (SB-  21) (®  ~  21)  |  (21  -  6)e 

+  (6-2l)(S)-2t)|(2[-»)4 
Sind  nun  wieder  uvwt  vier  beliebige  Vektoren,  so  hat  man 

UV  \wt  =-  (u  \  W)  (v  i  0  ~~  (^  i  0(^  I  ^)y 
VW\  Ut=-  (v   I  U)(w  I  0  —  (^  I  0(^  I  ^*); 

wu  I  v^  =  (w;  1  v) (w  I  ^)  —  (w; I  f)(M  I  v  ), 
r  durch  Addition: 

uv\wt  +  vw\ut  +  wu  I  vt  ==  0.* 

Dieser  Gleichung  zufolge  ist  also  der  Koeffizient  von  —21   gleich 
und  demnach  AJBCD  =  Ä^B^C^D^. 


§11. 
Man  kann  den  Satz  über  die  symmetrischen  Tetraeder  auch  noch 
mdere  Art  beweisen.    Wir  denken  uns  von  D  aus  eine  Senkrechte 
die   Ebene  ABC  gefällt,  deren   Fusspunkt   in   dieser   Ebene   der 

:t: 


*  Grassmann  a.  a.  0.  Nr.  185. 


Digitized  by 


Googl 


256 


Die  Bewegung  eines  starren  Körpers. 


A  +  ßiB-Ä)  +  y(C  -  Ä) 

sei,  wo  ß  und  y  Zahlen  sind.     Da  |  aABC  ein  auf  der  Ebene  A 
senkrechter  Vektor  ist,  kann  man 

19)  B'='A-\-ß{B-Ä)  +  Y(C-A)-\-k\aABC 
setzen.  -  Für  das  kongruente  Tetraeder  wäre  dann 

D,=  A^  +ß(B^-  A,)  +  y{C,-A,)  +  X\  a,A,B,Cy 
Daher  ist  für  das  symmetrische 
19*)         A  =  ^1  +  ß(S,  -  A^)  +  yiC,  -  AJ  -  A I  o:A,B,C, 
also 

20)  S)  =  a  +  /5(95  -  ?l)  +  y((S  -  SO  -  1 1  o>iA,B,C,-ABC). 
Mit  den  Bezeichnungen  des  vorigen  Paragraphen  ist  aber 

A^B^C^  -  ABC  =  2[3l95c  +  »Sa  +  ©«6  +  abc], 
also,  weil  caabc  =  0  ist: 

(o(AiBiCi-ABC)  =  2ffl[3ia5c  +  »©a  +  6«6] 

=  2[(S9  -  a)c  +  (ß  -  S3)o  +  («  -  (5) 
=  2[2l(6  -  c)  +  S5(c  -  a)  +  ©(a  -  6)] 
=  31 1  (6  -  58)e  +  » I  («-6)6  +  S  i  (»- 

um  hieryon  die  Ergänzung  nehmen  zu  können,  muss  man 
rechte  Seite,  die  eine  Summe  von  Bivektoren  ist,  auch  als  so 
darstellen.     Zu  dem  Zwecke  formt  man  sie  in 

(St  -  e)  I  (S  -  i8)e  +  (58  -  S)  I  (S(  -  6)e 
+  6[| (S  -  a5)e  + 1  (81  -  (£)c  +  \08-  ^e] 

um,  was,  weil  die  Klammer  verschwindet,  der  ersten  Summe  gl 
ist.     Damit  folgt: 

I  a>{A,B,C,-ABC)  ^  |  [(St  -  S) | (6  -  S5)e]  +  |  [(»  -  6) |  (St  -  6 
=  [(St  -  6)  I  e]  (S  -  95)  -  [(81  -  S)  I  (6  -  S3)]( 
+  [(83-  6)  I  c](St  -  6)  -  [(St  -  6)  I  (58  -  6)]: 
=  St[(a5  -  S)|e]  +  a3[(6  -  8l)|c] 
+  6[(8l-58)|c]. 
Dieser  Ausdruck  stellt  aber  einen  in  der  Ebene  9[S3@  enthalte 
Vektor  vor;  addiert  man  dessen  —  — -faches  zu  dem  Punkt 

der  Ebene  ÄSS  nach  Vorschrift  von  Gleichung  20),  so  entsteht  ii 
wieder  ein  Punkt  dieser  Ebene. 


§12. 

Wenn  die  beiden  symmetrischen  Tetraeder  AB  CD  und  A^B^C 
gegeben  sind,  so  ist  der  Winder  E  vollständig  bestimmt,  daher  a 
die  Zahlen  Af*v  und  9  in  17)  und  16**).     Nimmt  man  aber  21 
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iebig  an  und  berechnet  dann  A^B^C^D^  aus  den  Gleichungen  16) 
.6**),  so  wird  das  Dreieck  A^By^Ci  zu  ABC  kongruent.    Femer 

B^-D^{A,^A)^\  ai{^  -%)E-Vq\  cd«»©, 

(A  -  A,y  -  (2)  -  ^)2  =  2(S)  -  «)  I  (A  -  ^  -  A.+  A) 

=  2(>(3)  -  2l)cDSia56 

Jomit  wird  nur  dann  ^^  ^^  ^^ 

D^^^^A     und  ebenso     I^B^^DB,     U^C^^IÖC, 

entweder  p  =  0   oder   die  vier  Punkte  31 95  62)  in  einer  Ebene 
.    Nur  dann  erhält  man  folglich  ein  zu  S193(SS)  kongruentes  oder 
etrisches  Tetraeder. 
üs  ergiebt  sich  nun  im  letzterem  Falle: 

^AQ  A+  ABGD  =  2[ag563)  +  ahcd  +  F\ 

F  -  aaScd  -  «e&d  +  %%lc  +  Sd^ad  -  95S)ac  +  eS)a6. 

Veil  aber  ahcd  als  Produkt  von  vier  Vektoren,  und  519562)  ver- 
ndet,  weil   die  vier  Punkte  in  einer  Ebene  liegen,   ist  nur  noch 
berechnen. 
)ies  ist  gleich 

t95(c  -  d){d  -  a)  ~  ?16(&  -  a)(d*-  a)  +  81S)(6  -  a){c  -  a) 
+  a95(ad  -  ac)  -  a6(ac?  -  ah)  +  SlS)(ac  -  a6) 
+  956ad  -  95S)ac  +  6S)a&. 
)ie  sechs  letzten  Summanden  ergeben  in  anderer  Zusammenfassung 
(S195  +  956  +  621)«^  +  (»21  +  213)  +  S)95)ac 
+  («6  +  62)  +  S)2l)a6 
==.  (a  -  6)(95  -  6)ad  +  (95  -  S))(2l  -  2))ac 

+  (a  -  ®)(6  -  S))a6  =  0, 

jder  Summand  als  Produkt  von  vier  Vektoren  für  sich  verschwindet. 
Venu  man  die  drei  Vektoren  21  —  95,  21  —  6  und  21  —  S)  mit 
w  bezeichnet,  so  wird  der  erste  Teil  von  F  gleich 

—  %[u\ve{\we  +  q\uv)  —  v\ue{\  we  +  q\uv)  +  w\ue\ve] , 

)er  Inhalt  der  Klammer  ist  qT^+  T^j  wo 

T^=-  u\ve\uv  —  v\ue\  uv^ 
T^=-  u\ve\we—  v\ue\we  +  w\ue\ve, 
run  ist  aber  u\ve\wt  ^  wt\(u\ve) 

=  wt  \v(u  I  e)  —  e(u  \  v)], 
2\  =»=  —  uve{u  I  v)  —  vue{v  |  w)  =  0. 
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Indem  man  die  nämliche  Umformung  auf  T^  anwendet,  findet  man 

T^  =  e[vw(u  I  e)  +  wu{v  \  e)  +  uv(w  \  e)]. 

Für    beliebige  Vektoren   uvw    verschwindet   die   Klammer  nicht. 
Hier  aber  sind  diese  drei  Vektoren  komplanar,  daher  kann  man 

w  =  iiu  +  vv 
setzen,  womit  sich 

Tg  =-  e\ßvu(u I e)  +  vvu{v \ e)  +  iiuv(u | e)  +  vuv(v \e)]  =  0 
ergiebt.    Hiermit  ist  gezeigt,  dass 

21)  Ä,B^C,D,^-ÄBCD 

ist  für  jeden  beliebigen  Wert  von  p,  wenn  nur  die  vier  Punkte  Ä,  S9, 
@,  ^  in  einer  Ebene  liegen,  dass  also  dann  die  Tetraeder  symmetrisch 
sind. 

§13. 

Wenn,   wie   angenommen,   31936^   in  einer  Ebene  liegen,   kann 
man  setzen 

22)  3)  =  31  +  f*(»  -  «)  +  1/(6  -  «); 

dann  ergeben  die  Gleichungen  16)  und  16**): 

A-  D  =  (1-  ft  -  v)(4,-Ä)  +  fi(B,  -B)  +  v(C,-C) 

daher  der  Vektor  ^  '  ' 

Dl  -  (1  -  ft  -  v)Ä^  -  (iB^  -  vCi 

^"""^  D-(l-(i-v)A-  (iB-vC+Q\a)%^(i 

gleich  ist.    Ist  er  =  rc,  so  ergiebt  die  Gleichung  22): 

und  dann  folgt: 

D  ^{i-(i-v)Ä  +nB  +vc  -f  losiase. 


23) 


D,^(l-li-v)A,  +  iiB,  +  vC,  +  ^\a%^^. 


Ist  p  =  0,  so  ist  also  D  ein  Punkt  der  Ebene  ABCy  D^  der  bei 
kongruenter  Transformation  entsprechende  Punkt  der  Ebene  A^B^G^ 
und  die  beiden  Tetraeder  ABCD,  A^B^C^D^  sind  dann  beide  Null. 

Die  Gleichungen  23)  ergeben  den  Satz:  Die  von  den  Ecken  Z> 
und  2>i  auf  die  Mittelebene  gefällten  Senkrechten  sind  gleich  lang  und 
treflFen  die  Dreiecke  ABC  bezw.  A^B^C^  in  entsprechenden  Punkten. 

Wenn  man  in  Formel  20)  den  in  §  11  gefundenen  Wert  von 

\(o{A^B,C^-  ABC) 

einträgt,  folgt:     j)  =  55  +  ^(^ß  ^  jj)  +  y(g  _  a) 

- 1  [81  (»  -  e !  c)  +  s  (S  -  a  I  e)  +  6(si  -  » 1 6)]. 
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Die  Yergleichung  mit  22)  ergiebt  also: 

l-^-v  =  l-/J-y--i(«-(5;jc), 

fi-'/J-Ice-aie), 

f-y-|(a-95|c) 

und  damit  nach  19)  und  19*): 

D-^  +  (p  +  |(6  -  aic))(B- J) 

+  (v  +  4(a-»|e))(C-^) 
+  X I  aABa 

Ein  ähnlicher  Ausdruck  ergiebt  aich  fQr  2),;  er  entsteht  aus  dem 
Vorstehenden,  indem  man  Ä,  B,  C  durch  Ai,  ^,,  Cj,  und  X\aABC 
durch  —  Ajo^jiSjCi  ersetzt.  Ähnliche  Ausdrücke  haben  wir  in  23); 
es  soll  nun  nachgewiesen  werden,  dass  beide  übereinstimmen.  Schreibt 
man  den  obigen  Ausdruck: 

(D^il-li-v)A+(iB+vG  +  X, 

^^[  \B,^{l-(,-v)A,  +  ,tB^  +  vC^+Y, 

so  wird: 

X+  Y -  X\a{^ABC -  A^B^C^) 

+  A((S  -  a  I  e)(»  -  «)  +  AC«  -  » 1  c)((J  -  Ä) 

+  (a-a3ie)6]-o, 

wie  oben  in  §  11  gezeigt  wurde.  • 

Dagegen  ist: 

Z  -  r-=  -  A(e  -  a  I e)(&  -  a)  -  A(«  -  SB  I e){e  -  a) 
+  X\m{ABG  +  A,B,C,) 
-  X I  m{A^B^C^  +  ^BC)  -  |a(6  -%\e)\{%-f&)e 

_iA(«-»Ie)|(?l-e)e. 
Weiter  folgt:  ^ 

A^Cx  +  ^-BC  -  2«S9e  +  2%hc  +  2Sca  +  2^ah, 

ot(AiB^Gi  +  ^BC)  =  20«»©  +  2(6c  +  ca  +  o&) 

=  2©«»©  +  2(6  -  a)ic  -  a), 
also 

Z-  r=2A|<B«SB®  +  Jl[|(Sl-S5)c.:(«-e)e] 
-|(©-«|e)|(«-»)e-^(a-»|e)|(«-e)e. 
Setzt  man  jß  _  «  =  „,    ©-«  =  », 

so  ist  die  rechte  Seite  oben,  soweit  sie  mit  ^  multipliziert  ist, 

\{\ue-\ve)  +  {v\e)\ue-{u\e)\ve=U. 
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'14 


1 

i 


fQr  w  setzt  \ue,  so  folgt: 

I  we  •  I  re  =  —  (vue)  \  e  =  (euv)  \  e. 
Anderseits  folgt  aus  \(e  \  uv)  ==  u{v  \  e)  —  v(u  \  e): 

—  I e[\e(\uv)]  >=  (v\e)\ue  —  {u\e)\ ve. 
Die  linke  Seite  ist  aber  =  —  e{euv)  +  \uv'{e\e).    Daher  ist: 
TJ  =  (euv)e  —  {euv)e  -\-  {e\e)\uv  =  {e\e)\  wr, 
X  -  r=  2A I  CD«»®  +  1  (e  I  e)  1(95  -  St)(S  -  ?(), 
oder  weU  oSlSS  =  (S9  -  20(®  -  ^)  ist, 

z-  r  =  |(4  +  o|cjSt»e, 

wenn  man  mit  s  die  Länge  von  e  bezeichnet.     Es  wird  also: 


also 


Z(4+s«) 


CD 


aS96 


und  die  Vergleichung  von  23)  und  24)  liefert 

X(4  +  0 
^  2 

Wenn   bei   zwei   kongruenten  Tetraedern  die  besagten  Mitte 
einer  Ebene  liegen,  also 

S)  =  a  +  /i(»- 30  + !/(©-«) 
ist,  so  ergeben  die  Gleichungen  16)  und  16*): 

A-^-A-^  +  /*(^i-^-A  +  ^)  +  v(Ci-c-iii+^ 

und  beide  zusammen 

D  =A+iL{B  ^Ä)  +i;(C-A 
A  -=  A  +  /*(A  -  A)+  v{G,  -  A,\ 

die  aussagen,  dass  AB  CD  in  einer  Ebene  liegen. 

§14. 

Die  Betrachtungen   der  §§  3  und  4  zeigen,   dass,   wenn  S 
Form  zweiten  Grades  ist,  die  Formel: 

25)  p^-P^\^Ii±Z.2 

eine    kongruente    Transformation    des    Raumes    darstellt.     Um   < 
Ausdruck   von   P^  durch  P  aus   ihr    abzuleiten,   nehmen  wir  a; 

sei  in  die  Normalform:  v^       rr     ,   ,  i 

2rf  =  Ua  +k\e 

gesetzt,  wo  e  ein  Einheitsvektor  parallel  dem  Vektor  a  und  A  eine 
ist.     Dann  hat  man,  da 
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P,  -  P  =  Ac  +  1 1  oP  tTa  +  2  I  oP,  Ua, 

F,-U=P-U+le-^\(P-U)a-^\iP,-U)a. 

ieraus  folgt: 

a\(Pi-  U)  =  a\{P -  U)  +  ka\e 

P,-?7)  =  |a(P-?7)-|{(P-£7)(«la)-o[a|(P-f7)]} 

-^  {{P,-  U){a\a)-a[a\(P,-  ü)]]. 
-ägt  man  26)  ein,  so  erhält  man 
='P-U+ke-\{P-ü)a-j(P-U)(a\a)+ja[a\iP-U)] 

-i(^-fO(«l«)+{«{[«l(^-£0]  +  ^(«k)}- 

itzt  man  die  Länge  des  Vektors  a  gleich  2tg|^)  so  dass 

a  =  2tg|.e 
Wird: 

Pj  -  D-=  P -  f7+ Ac  - 2  tg  1 1  (P- ü)e -  tg»!  (P- f7) 

+  tg«|e(e|P-Cr)-tg»|(Px-f7) 

+  tg'|e{[e|(P-?7)]  +  A}, 

f  Pi-U=iP-ü)eos<p  +  Xe  +  2sm*^^e(e\P-U) 
\  -  aia  ip\{P-ü)e 

tzt  man  in  dieser  Gleichung  tg  ^  =  ft  und  geht  zu  orthogonalen 

aaten  über,  so   erhält  man  aus  ihr  die  bekannten  Eulerschen 
n  der  Transformation  dieser  Koordinaten, 
ährend  die  Formel  25)  für  tp  =  180**  ihre  Giltigkeit  Terliert,  ist 
i  27)  nicht  der  Fall.     Sie  liefert  vielmehr 

I±Pi.=  u+^e  +  e(e\P-U) 

len  Punkt  auf  der  Axe  {U,  e);  und  da 

die  Projektion  von  Pi  —  P  auf  die  Axe   konstant,   wie  es  bei 
)rehung  um  180®  sein  muss. 


Digitized  by 


Googl 


262  Die  Bewegung  eines  starren  EOrpers. 

In  Formel  27)  kann  man  schreiben: 

iP-U)e  =  a>UPe, 
U+  (P-  COcosy  +  28in«|c(e|P-  CO 
=  P(l  -  28in>|)  +  2sm»|  U +2sm*^e(e\P -  U 
=  P  +  28in« I  [e(c  I  P -  ET)  -  (e  I e)(P -  CT)] 

.  =  P+28in»||e[ie(P-t7)]. 
Also  folgt: 

28)  Pi  =  P  -  2sin2|  1  e(\(oUP€)  -  sin^  |  cd  üPe  +  Ae, 

oder,   wenn   man   die   Form    zweiten    Grades    üe   mit   11  bezei 
weil  e  =  coli  ist, 

Pi  =  P  +  2sin2|  I  (a>i7|  ©Pi7)  +  sing?  I  öPiZ  +  Afl>J7. 
Betrachtet  man  nun  die  allgemeinere  Form: 

29)  P/  ==  P  +  I  (co-S'.  I  cdP2;')  +  r  I  o  P-S', 

wo   T   ein  Zahlenkoeffizient   imd   Z'   eine   Form   zweiten   Grade 
deren  Normalform  fc  [/^  4.  ^  i  ^ 

ist,  wo  I  und  r}  Zahlen  sind,  von  denen  man  g  positiv  annehmen 
so  wird      p;=p  +  |(ge(gcPcre  +  ^a)  +  t|(6ß)Pf7e  +  i?k) 
=  P+6*|e(lcaPf7e)  +  t:6|a>PJ7e  +  Ti2e. 
Die  rechte  Seite  wird  mit  der  von  28)  identisch,  wenn 
g*=2sin^|^>    r|  =  sin9,     riy  =  A. 

Man  kann  also  den  Winder  Z'  und  die  Zahl  r  so  bestiu 
dass  durch  die  Formel  29)  dieselbe  kongruente  Transformation 
gestellt  ist  wie  durch  die  Formel  28).     Es  folgt 


g  =  ^2-sin|,    T=-V'2-cos|,    1?  =  — 8ec|« 


Es  stellt  also  29)  eine  Schraubenbewegung  vor,  wenn  5*  +  t*  =  ' 


r 


§  15. 

Es  liegt  nahe,  unter  £  einen  beliebigen  Winder  verstanden 
durch 

30)  Pi=^P+q\{€o2'\(dP2)  +  <j\€o  PZ, 

wo  Q  und  6  Zahlen  sind,  gegebene  Raumtransformation  zu  betar» 
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Ersetzen  wir  den  Punkt  P  und  den  ihm  entsprechenden  P^  durch 
ideres  Paar  von  zugeordneten  Punkten  QQi,  so  folgt: 

Qi-Pi-'Q-P+Q\(o2:\a}(Q-P)  +  a\miQ-P)Z. 

lei  nun,  wie  oben  angenommen,  £  in  der  Normalform 

-S  =  I  Ce  +  ij  I  c, 

a,(Q  -  P)  Z  =  i{P  -  Q)e,     a)£=|e; 

Qr-P,-Q-P+i'9\el\(P-Q)e]  +  ö^\(P-Q)e 

=  Ö-P+IV[J'-Ö-e(P-Öie)]  +  <T|i(P-T«?)c 
l(ft-P,)-l(ö-P)(l-lV)-IV(^-«|e)|e  +  «6(P-Ö)e. 
)ie  Multiplikation  beider  Ausdrucke  liefert  dann 
P^)m-Pl)-(Q^-P^y 

(i-i*Q)\Q-py+i'Qii-VQ)iP-Q\ey+VQ(.i-VQ)(.p-Q\ey 

[(l-6*())»+6'«*](Ö-P)»+[2|'«»-«T-l*(>»](P-0|e)*. 

letzt  man         ,       ►.         ,  i.         ,    • 

1— SP  =  ^cosx,     g(T  =  Asmx, 

an  man  dies 

(Ä-  Pi)*=  (.Q-  py-^'+  (1  -  i')(p-Q\ey 


ben.  Die  Formel  30)  stellt  also  nur,  wenn  A  =  1  ist,  eine  kon- 
be  Transformation  vor.    Da  aber 

e\(Qt-P^)  =  (l-V9Xe\Q-P)-iMP-Q\e) 

{.P,-Q^)\e='{P-(i)\e 
)  schreibt  sich  die  letzte  Gleichung: 

Q-Ff-{Q-P\ey  ist  das  Quadrat  der  Projektion  der  Strecke  PQ 
ine  Ebene,  die  zum  Vector  e  senkrecht  ist.  Daher  sagt  die 
lung  32)  aus,  dass  die  zu  e  senkrechte  Komponente  von  Piöi 
so  lang  ist  als  die  zu  e  senkrechte  Komponente  von  P^,  während 
leichung  31)  zeigt,  dass  die  zu  e  parallelen  Komponenten  dieser 
cen  gleich  sind.  Man  kann  also  sagen,  dass  die  Gleichung  30) 
iffine  Raumtransformation  darstellt,  bei  der  die  zu  e  parallelen 
isionen  ungeändert  bleiben,  die  zu  e  senkrechten  aber  auf  ihr 
les  gedehnt  werden,  während  zugleich  eine  Schraubung  um  eine 
parallele  Axe  stattfindet. 
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§16. 

Im  §  9  hatten  wir  angenommen,  dass  von  den  vier  Pui 
9183@S)  keine  drei  in  gerader  Linie  seien. 

Liegen  aber  die  drei  ^S3@  in  gerader  Linie,  ohne  dass  zwe 
sammenfallen,   so  müssen  zu  den  drei  Gleichungen  12)  des  §  8 

^^  ^^^^  (3)-?l)|d  =  (S)-?l)|a, 

(S)-S)id=(3)-93)|6, 
(SD-.6)|d  =  (S)-6)|c 

hinzukommen,  die  aussagen,  dass  der  Punkt  Dj  von  den  drei  Pui 
Ä^B^Ci  so  weit  entfernt  ist  wie  D  von  ABC. 

Nun  sind  zwei  Fälle  möglich.  Entweder  liegt  S)  ebenfalls  au 
Linie  $[93(S.  Ist  q  ein  Einheitsvektor  dieser  Linie,  so  sagen  die 
obigen  Gleichungen  aus 

nach  der  Bezeichnung  von  13).     Setzt  man  also 

d^Qq  +  d„ 
0  sein.    Definiert  man  dann  den  Punkt  D'  durcl 

so  wird  —^ —  =»  3)  +  ()2  ein  Punkt  der  Axe  (?l,  q)  und 
2|(A--D')  =  2g|d===0. 

Die  Schiebung  2Qq  und  eventuell  die  Drehung  um  180®  um 
Axe  (?l,  g),  die  nach  §  8  ABC  in  A^B^C^  überfiihren,  bringen 
hiernach  auch  D  mit  D^  zur  Deckung. 

Liegen  aber  die  vier  Punkte  ÄS 6 3)  nicht  in  derselben  Gera 
so   sei   (in  Übereinstimmung   mit  §  9)   angenommen,   dass  ÄSD 
einer  Geraden  liegen,  die  aber  ®  nicht  enthält.    Dann  gelten  die  be 
letzten    Systeme   15)    und    das   16)    und    die  Vergleichung   der 
schiedenen  Ausdrücke  des  nämlichen  Vektors  liefert  die  Beziehunj 

A  =  2;  +  ase, 


so  muss  q  \  d^ 
Gleichung 


die    für   A^  —  A,    B^  —  B   und    C^  —  C  dann    übereinstimmend 
Formeln  16),  fQr  D,  -  2)  aber 

A  - -D  -  I  aj5D  Z  +  a  i  o  3)S9e, 

-|o®  Z  +  z^loS)«® 


ergeben. 
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)a  a^93@=»/32)9@  sein  muss,  kann  man  beide  »p3tSB(S^  und 

Dl  -  D  =  I  CD®  2;  +  p  I  CO«»© 

,  wie  es  in  16**  gefunden  war. 

)ie  Betrachtungen  der  §§  12  und  13  gelten  dann  ungeändert,  nur 

letzten  v  —  0  zu  setzen, 
m  ersten  der  beiden  Fälle,  die  in  diesem  Paragraphen  behandelt 
n,  sind  die  beiden  Tetraeder  ABCD  und  A^B^CiD^  kongruent, 

eine  Schraubung   giebt,   die  das  eine  in  das  andere  überfährt. 

sind  im  zweiten  Falle  die  Figuren  symmetrisch.  Daher  kann 
den  Satz  aussprechen:  Wenn  von  den  vier  Mittelpunktien 
erbindungslinien  entsprechender  Ecken  von  zwei  kon- 
iten  Tetraedern  drei  in   einer  geraden  Linie  liegen,  so 

der  Tierte  auch  in  dieser  Linie.  Bei  symmetrischen  Te- 
rn  gilt  ein  solcher  Satz  nicht.  Um  ihn  direkt  zu  beweisen, 
ien  wir  den  Ansatz  von  §  11,  der 

5)  =  «  +  ^(»  -  «)  +  K®  -  50  +  ^\<A^iCx  +  ABC) 

t.    Nach  §  13  ist  aber 

€o(A^B^C^  +  ABC)  =  2[©Sl»(5  +  (6  -  a)(c  -  a)]. 

i^eil    StS9S    in    einer    Geraden    liegen,    ist    cd?IS56  =  0    und 
l(c  — a),  ist  nach  Gleichungen  14):  =(61—  öpJC^i  —  c^i). 
ber   die  Vektoren   a^b^c^  stehen   auf  dem  Vektor   q   senkrecht, 
"^    '(^1  — «i)(ci  — txj   ein  mit  q  paralleler  Vektor,    den    man 


ist 
setzen  kann 


Damit  folgt: 

®  =  a  +  /5(g5  -  20  +  y(®  -  8t)  +  itxq 


;n  Satz  beweist. 


§17. 

ie  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  gelten  auch  dann  noch, 
der  Punkt  3)  mit  ?l  oder  S9  zusammenfällt.  Fallen  aber  von 
er  Punkten  drei  in  21  zusammen  und  ist  der  vierte  S),  so  sind 
n  Gleichungen  im  Beginn  des  vorigen  Paragraphen: 

(S)..80|(d-a)  =  0, 

(S)-3l)|(d~6)=0, 

l  (S)-2l)|(d-c)=0. 

ntweder  ist  S)  =  Ä,  oder  es  sind  die  drei  Vektoren  d  —  er,  d  —  6, 
auf  ®  —  81  senkrecht  und  daher  komplanar.  In  diesem  zweiten 
riebt  es  also  drei  Zahlen  aßy,  so  dass 

shrift  f.  M»thematik  a.  Physik.  43.  Jahrg.  1898.  4.  n.  5.  Heft.  18 
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a(d  -a)  +  ß(d  -  6)  +  y(d  -  c)  =  0 
ist.    Ist  a  +  ß  +  y  =|=  0,  so  folgt  aus  dieser  Gleichung: 
„   _  aA,  +  ßB,  +  yC,        „  _  ctA  +  ßB  +  yC 
^1  a  +  p  +  y         ="^  «  +  P  +  y 

Diese  beiden  gleichen  Vektoren  seien  m  genannt.    Bezeichnet 
die  beiden  Punkte:  uÄ+BB  +  yG 

«+P+y       ""^  ^' 
"^■+^Pfl+y^'  mit  E„ 

SO    sind   Ey^  und  E  entsprechende  Punkte  der  beiden  Ebenen  A^ 
und  ABC,  die  bei  kongruenter  Transformation  in  einander  überg 
Man  hat  dann 

Z±Ä_2l,    B,^E,+  m,    D^E+m,    2)  =  «  +  ^. 
Weü  m |(d -  a)  -  m Kd  -  6)  -  m I  (d  -  c)  - 0 

sein  musS;  muss  auch 

m  1(6  —  a)  =  0,    7n\(c  —  a)  =  0 
sein,  so  dass  m||g  wird.     Setzt  man  weiter: 

r,i       aÄ'+ßB'+yC    ,  aÄ  +  ßB  +  yC    ,    « 

cc  +  ß  +  Y  «  +  P  +  y  ^^ 

^E  +  2Qq  +  m, 
so  folgt  einerseits: 

^1-^-  a  +  ß  +  y 

a  +  (3  +  y 

Der  Punkt  —^ —  ist  also    auf  der  Axe  (81,  q)  gelegen,  d 

ihm  von  der  Linie  D^D^y  wenn  sie  nicht  Null  ist,  senkrecht  getr 
wird,  und  die  in  §  8  geschilderte  Bewegung  führt  das  Tetn 
AB  CD  in  A^B^C^B^  über,  so  dass  der  oben  behandelte  Fall  dei 
Kongruenz  ist.  Fällt  daher  3)  mit  31  zusammen,  so  müssen  die  b< 
Tetraeder  symmetrisch  sein.  Dies  ergiebt  sich  auch  aus  der  Bet 
tung  der  Differenz  A^B^C^B^-  ABCB  des  §  10,  die,  weil  hier 


mit 
anderseits 


ist,  sich  auf 
reduziert.     Weil  aber 

ist,  folgt: 


2?l(6crf  —  acd  +  ahd  -  dhc) 

,         aa-\-ßh-\-yc 
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hcd  = 


ahd^ 


acd=^ 
yahc 


ßabc 


cc+ß  +  y 
amit  ergiebt  sich: 

3t  cc  +  ß  +  y^Oy  so  ist  aa  +  ßi  +  yc  =  Oy  daher  die  drei  Vektoren 
omplanar.  Der  Vektor  q  ist  dann  auf  der  Ebene  dieser  drei 
ren  senkrecht.     Aus  den  Gleichungen  33)  folgen 

(3)-?l)K&-«)  =  0,     (®-a)|(c-a)-0, 

igen,    dasä  S)  — -  ?l  zu  g   parallel  ist.     Dann  liefern  die  Gleich- 

33):  g|d_g|öt  =  g|6  =  g|c  =  o. 

omit  reicht  eine  Drehung  um  180®  um  die  Axe  (%,  q)  aus,  um 
D  in  A^B^C^D^  überzufuhren. 

§18. 

►ie  Sätze  der  §§  10,  16,  17  über  die  Mitten  der  Strecken,  welche 
echende  Ecken  von  zwei  kongruenten  oder  symmetrischen  Tetra- 
verbinden, ergeben  sich  auch  aus  bekannten  Eigenschaften  der 
[onalen  Transformationen  mit  reellen  Koeffizienten,  denn  jede 
3trische  oder  kongruente  Raumtransformation  ist  ja  orthogonal. 

^°  '  00^==  A  +  a^^x  +  a^^y  +  a^^z 

2^1  =  B  +  «31^  +  «22!/  +  ^28^ 

^1  =  C  +  a^^x  +  «32!/  +  0^33^, 

ransformationsformeln  und  5,  ly,  g  die  Koordinaten  der  Mitte 
recke,  die  den  Punkt  {xyz)  mit  seinem  entsprechenden  {x^y^Zi) 

21^  A  +  (»n  +  \)x  +  a^^y  +  a^^z 
2'Yi=^B-]-a^^x-\-  (a22  +  l)x  +  a^^z 
2e  =  C?  +  a^^x  +  «323/  +  («38  +  \)z, 
►ie  Determinante: 


det,  so  ist: 


a,,  —  s    a, 


«21 

«31 


a««  —  s 


a, 


38 


q>{s) 


I  sogenannte  charakteristische  Funktion  der  Substitution  34) 
i  ist  bekanntlich:        ^(o)_^_±l^ 

hdem  die  Transformation  kongruent  oder  symmetrisch  ist. 
>ie  Gleichung  g?(s)  =  0  kann  s  =  +  1  oder  s  =  —  1,  neben  kom- 
Werten,  zu  Wurzeln  haben.    Ist  s  =  +  1  eine  ^  fache,  s  »=  — - 1 
fache  Wurzel,  so  ist: 
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f*  +  V  =  1   oder  3 

(-1)'  =  6 

und  für  eine  m  fache  Wurzel  verschwinden  in  der  Determinante  q)(s) 
alle  Unterdeterminanten  (4  —  m)^^  Grades,  während  die  (3  —  m)**"* 
Grades  nicht  alle  NuU  sind.^ 

Daher  sind  folgende  Fälle  möglich: 

£-  +  1,    t;  =  0   oder  2, 

-1,  1  3. 

£s  ist  aber  9)(— 1)  die  Determinante  der  Gleichungen  35).  Ist 
also  v  =  1,  so  verschwindet  sie;  zwischen  den  Grössen: 

26-^,    2i?-B,    2g -C 

besteht  eine  lineare  Gleichung  oder  die  Mitten  der  betrachteten  Strecken 
liegen  bei  symmetrischer  Transformation  auf  einer  Ebene. 

Bei  1/  =  3  ist  die  Transformation  ebenfalls  symmetrisch,  es  ver- 
schwinden aber  alle  Determinanten  ersten  Grades  für  s  =  —  1,  d.  h.  es 

an-=asa=a3j— —  1, 

alle  anderen  du  sind  Null,  daher  folgt: 

2S-^    2n-B,    2C-0, 

oder  die  Mitten  fallen  in  denselben  Punkt. 

Bei  V  =  2  handelt  es  sich  um  kongruente  Transformationen,  die 
Unterdeterminanten  zweiten  Grades  verschwinden  far  5  «  —  1,  daher 
bestehen  zwischen  den  Grössen  2^  —  A,  2iy—  J?,  26  —  0  zwei 
lineare  Gleichungen,  und  jene  Streckenmitten  liegen  auf  einer  Linie. 

Bei  kongruenter  Transformation  füllen  also  jene  Mittel- 
punkte entweder  den  ganzen  Raum  aus  oder  sie  liegen  auf 
einer  Geraden,  bei  symmetrischer  Transformation  liegen  sie 
auf  einer  Ebene  oder  sie  fallen  in  einen  Punkt  zusammen. 

Diese  Sätze  ergeben  sich  auch  ohne  Schwierigkeit  aus  den  all- 
gemeinen Sätzen  über  die  Überführung  eines  räumlichen  Systems  in 
ein  ihm  gleiches,  die  H.  Wiener  gegeben  hat  (Berichte  d.  math.-phys. 
Klasse  d.  kgl.  Sachs.  Gesellsch.  d.  Wissensch.,  1891,  Seite  659). 


*^Stickelberger:  Über  reelle  orthogonale  Transformationen.    Beilage  zum 
Programm  des  Polytechnikums,   Zürich  1877,  Seite  Vn. 
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ootÄs.    Applioation  aux  equatlons  quadratiques. 

Par 
M.  d'OCAGNE 


k  Paris. 


1.  Soient: 


«1  («*  +  y*)  +  «/i  +  y  9»,  +  ^1  =  0, 
Oii.!^  +  y^)  +  ^ft  +  y<Pi  +  t,  =  0, 
ojC«* +y^  +  o!ft+yVi  +  %  =  0, 


les  ^quations  de  trois  systömes  de  cercles  cot^s  respecÜTement  au 
moyen  des  valeurs  des  parametres  a,,  et,  et  a,,  Equatlons  dans  les- 
quelles  /i,  9><,  ipi  repr&entent  des  fonctions  du  param^tre  Ci(i  =  1,  2,  3), 
Ol,  a^,  a,  des  constantes  qui,  en  s'annulant,  transforment  le  Systeme  de 
cercles  correspondant  en  un  syst^e  de  droites. 

Pour  former  l'equation  en  «i,  «^  et  «^  represent^e  par  l'ensemble 
de  ces  trois  ayst^mes  cotes  il  faut  eliminer  x  et  y  entre  ces  trois 
^quations.  Commen^ons  par  ^miner  x*  +  y*  entre  ces  ^quatioos 
prises  deux  i,  dexa.    Gela  nous  donne 

fi   «1 


f»   «. 
fi  »1 


x  + 


x  + 


x  + 


Vi   «1 
9>i   <h 

y- 

«1  t, 

Vi   «» 

o,   i>^ 

9>8    «8 

y  - 

«s  % 

Vi   <h 

y- 

«8     V'8 

0, 
0. 


Si  on  additionne  ces  trois  ^quations  apr^s  les  avoir  multipliees 
respectiyement  une  premi^re  fois  par  ^^  q)^,  (p^,  et  une  seconde  par 
fuftfUi  ^^  obtient  les  deux  suivantes:  ^  1 
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X  — 


y 


Ol 

9'i 

tt 

«» 

ffi 

tf 

«s 

<Ps 

t. 

u 

«i 

*i 

u 

0» 

If-» 

u 

«j 

i>. 

=  0, 


=  0. 


A     Vi     Ol' 

/»    9>j    «, 

/l     91     o^ 

U    fPt    o, 
Si,  apres  avoir  posÄ 

/i    Vi    ^1 

fi    Vs    *8 

nous  convenons  de  representer  par  Dy,  D^,  D^  ce  que  devie 
determinant  lorsqu'  on  y  remplace  les  fi,  les  tpi,  ou  les  ^,-  ps 
a,-,  nous  voyons  que  les  ^quations  precedendes  peuvent  s'ecrire: 

Dy,x  -  D/  =  0, 

Portant  les  valeurs  tir^es  de  lä  dans  l'^quation  a,)  on  a 
a^  {D/  +  D^^  +  D^C/i  Df  +  9,  Dy  +  ^,  B^)  =  0 


or. 


Ol 

Vi 

V-i 

02 

V» 

^2 

= 

Os 

Vs 

*8 

/; 

Ol 

V-l 

/; 

a, 

^, 

= 

u 

«8 

^S 

u 

Vi 

0, 

u 

V« 

o* 

= 

u 

Vs 

Os 

UTis-U 


g?iD^=  9?| 


^^  D,;,  =  ^1 


d'oü  en  additionnant  en  colonne 

Oi/i  ai9>i  a^^i 


0,/;  Vi    ^(»1 

0      qpj    ^j 

+ 

0        ^Pg      ^8 

fx   «iVi   «''i 

/;    0    ^, 

+ 

/i    0    v. 

/i    Vi  Ol  Vi 

f»    V«     0 

+ 

U  V2   0 

0    <Pi  v», 

Oj/i  V«    *s 

+ 

0     9>j    Vj 

U     0     V. 

^2    «2  Vi    *» 

+ 

/i     0     V, 

/;  Vi  0 

^2      V2O2V1 

+ 

^8      V8       0 

0  9. 

0  fs 

Os/1  Vj 

/•i  0 

/;  0 

U  OjVl 

/i  Vi 

^2  V. 


+ 


+ 


u 

Vi 

*i 

02/i 

o»V» 

Ojtfr, 

/i 

Vs 

*. 

/; 

Vi 

*1 

/2 

V2 

*l 

<hU 

OsVi 

Os^l 

'öil 


ou: 


L'equation  ci-dessus  devient  donc 
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d'OcAGME. 

«1    Vx    fi 
«i    9-2    t» 
0$    <Pa    t» 

+ 

/i     «1     V^i 
fs      <h     ti 

f»    a«    ^3 

+ 

/i       9»!       «1 

f%    V%    «» 

/'s      Vs      «4 

/i  q^i  ^1 
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^elle  est  donc,  sous  forme  symetrique,  l'^quation  en  «j,  «,,  a, 
US    generale    representable   par   trois   systömes   de   cercles   cotes 

»);  «»)•  • 

lupposons  que  deux  de  ces  syst^mes  de  cercles  se  reduisent  ä  des 
aes  de  droites.    Pour  cela,  faisons  «£  —  a^  —  0  et  ag  =  1  (puisque 
different  de  zero).    L'equation  1)  devient  alors: 


9i  ti 
fi  ti 


+ 


+ 


fi  fi 

fi  9i 


/i    fi    ti 
fi    fi    ti 

fi  fi  i>i 


0 


li  on  pose  d'une  maniere  generale: 
«1  «« 


■=    M» 


eut  s'^crire 

)b^]  +  '\^\+fz\f9\\'Pi>\  +  'P3\f<P\\tl>f\  +  tl>i\fv]-0. 

:  Examinons  dans  quels  cas,  les  fonctions  ft,  cp,-,  ^i  etant  des 
)mes  du  1*'  ou  du  2""«  degr^,  la  demiere  ^quation-  ecrite  pourra 
uadratique,  c'est  ä  dire  du  second  degr^  par  rapport  ä  l'ensemble 
iriables  a^,  a,  et  a,.     Pour  cela  representons  par 

X  le  degre  des  polynomes  \'pii>\  et  \tf\} 

/*  n       n         n  n  \ff\  > 

V  „       „        „  „  fi  et  g)j        , 


}J 

79 

W 

79 

^? 

;5 

)9 

W 

?J 

% 


In  voit  que  les  deux  premiers  termes  seront  du  degr^  2A,  les 
suivants  du  degre  l  +  fi  +  v  et  le  demier  du  degre  2  /i  +  ;r. 
que  requation  soit  quadratique  il  faudra  donc  que  Fon  ait 

2A<2,     A  +  ft  +  i/<2,     2fi  +  ;r<2, 

r  ne  pouvant  d'ailleurs  etre  nuls  ä  la  fois  puis  qu'  alors  a,  dis- 
rait  de  l'equation  donnee.  Ces  conditions  ne  peuvent  etre  realisees 
ans  les  trois  hypotheses 

A^l,     fA  =  0,     v-1,     jr  =  2, 

A«0,     ft-=0,     v  =  2,    Ä  =  2, 
mnent  respectivement 

2A  =  2,     A  +  itt  +  i/  =  2,     2ft  +  jr  =  2, 

2Jl  =  0,    A  +  /i  +  v=-2,    2fi  +  Ä  =  2. 
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Nous  allons  faire  voir  que  les  deux  dernieres  hypotheses  do 
etre  ecartees.  Prenant,  en  effet,  les  polynomes  /i,  g^j,  ^j,  /i,  ^j,  t 
premier  degre  (car  s*ils  se  reduisaient  ä  des  constantes  les  vari 
«1  et  «j  disparaitraient  de  requation)  cherchons  ä  faire  en  sort( 
les  polynomes  { 9tf;{  et  |  ^/*|  se  r^duisent  ä  des  constantes.  Si 
posons  d*une  manifere  generale: 

nous  voyons  que  la  condition  requise  sera  remplie  si  Ton  a 

3)  m^rg— w^ri  =  0, 

4)  2>i^2-Ä^i  =  0, 

5)  m^s^  —  m^s^^O, 

6)  n^r^-n^r^^O, 

7)  p,s^-  22^=0, 

8)  2i^2-i>a«i  =  0- 
De  3)  et  4)  on  tire 

Si  dans  6)  et  8)  on  remplace  m^,  Pj,  r,  par  les  quantites 
portionnelles  tirees  de  9),  on  a 

10)  nir^— m^Si^O, 

11)  Qiri-  PiSi^O, 
Les  ^quations  5)  et  10)  donnent  alors 

et  de  meme  7)  et  11) 

h  Si  »1 

Ces  deux  dernieres  suites  d*egalit^s  donnent  ä  leur  tour 

12)  ^  =  iL«£L, 

et 

JON  ^  =  I!l  =  !i. 

Remplafant  enfin  dans  cette  derniere  suite  d'egalites  tni,Pi, 
»1,  q^y  Si  par  les  quantites  proportionnelles  tirees  respectivement  ( 
et  de  12),  on  a 

^  «,        g',       5, 

Les  trois  doubles  proportions  9),  13)  et  14)  constituent  un  sys 
qui  pourrait  etre  substitue  ä  celui  que  forment  les  ^quationi 
3)  h  8). 

Si  nous  supposons  d'abord  les  divers  coefficients  non  nuls, 
voyons  que  les  egalites  9)   et  12)  etablissent   que  les  faisceaux  « 
«j)   ont   meme  point   de   convergence,  les^^aliteS|13)  et  14)  q^ 
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t  est  ä  Tinfini.  Quelles  que  soient  les  valeurs  attribuees  a  a^  et 
f  les  droites  cotees  correspondantes  se  couperaient  en  ce  point 
i  ä  Tinfini.  L'emploi  de  Tabaque  deviendrait  illusoire. 
Pourrait  on  maintenant  satisfaire  au  Systeme  forme  par  9),  13) 
4)  au  moyen  de  valeurs  nulles  pour  certains  coefficients?  Une 
liere  mani^re  consisterait  ä  supposer  nuls  les  deux  termes  d'un 
rapports  entrant  dans  9),  par  exemple  Wj  =  w^  «  0;  mais  alors^ 
rertu  de  13)  et  14)  on  devrait  avoir  aussi  n^ «  «j « 0  et  les 
jmes  a^)  et  «,)  seraient  encore  paralleles  entre  eux,  hypothese  in- 
issible,  comme  on  vient  de  le  voir. 

Une  seconde   mani^re   consisterait  ä  annuler  ä  la  fois  les  termes 
)rrespondant  dans  une  des  doubles  proportions,  comme 

mj  «=  |)i  =  r^ «  0    ou    w^  —  ^j «  5i  =  0, 

alors  la  variable  correspondante  «j  disparaitrait  de  Fequation. 
Les    deux   hypotheses    pour   lesquelles    A  —  0    doivent   donc   etre 
;ees,   et   il   ne   reste    que   la   premi^re    ci-dessus  que  nous  allons 
ier  en  detail. 

3.  La   condition  il  —  1   entraine   les   egalites    3)    et   4)   ci-dessus 
ies  en  9)  d'oü  on  tire  encore 

La  condition  ft  =  0  entraine  precis^ment  cette  egalite  15),  plus 

;)  ni^q^-n^Pi-O, 

)  Wift-Wjjgi^O. 

Bempla^ant   dans  17)   m^  et  p^  par  les  quantites  proportionnelles 

3  de  9)  on  a 

1)  n^Pi-m^q^^O. 

De  16)  et  18)  on  tire 


w,  et  ä  q^^  pour 


Pi        Qi        9'i 
L    on   tire   de  lä  des  quantitfe  proportionnelles  a 
orter  dans  17)  on  a 
)  fhP9-m^qi=-0, 

Les  %alit^s  18)  et  20)  peuvent  etre  substituees  ä  16)  et  17) 
former  avec  9)  Tensemble  des  conditions  exig^es  par  Thypothese 
[,  ft  =  0.  Ces  egalites  expriment  que  les  centres  des  faisceaux 
t  cc^)  sont  rejet^s  ä  Tinfini,  mais  ici  dans  des  directions  differentes. 
Supposons  que  Ton  y  satisfasse  par  des  valeurs  non  nulles.  On 
i  alors  de  19)  T^galit^: 

jointe  ä  15),  16)  et  17)  montre  que  \fg)\  devient  identique- 
t  nul,  hypothese  inadmissible  car  alors  la  variable  a,  n'entrerait 
dans  r^quation  2^^"). 

18* 
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On  ne  peut  donc  ici  satisfaire  aux  ^galit6  9),  18)  et  20)  qu'en 
prenant  ^^  -.  w^  =  p^  =  p^ «  0. 

Comme  en  outre,  les  coefficients  r^  et  r,  sont  necessaiment  diffe- 
rents  de  z^ro,  puisque^  s^il  n'en  ^tait  pas  ainsi,  «^  et  o,  disparaitraient 
des  equations  aj  et  «,),  on  pourra  prendre  r,  —  r,«-!. 

En  r&um^,  Tequation  2^)  sera  quadratique  lorsque  ä  «j 
et  a  a,  correspondront  les  syst^mes  de  droites  paralleles 

et  ä  «3  le  Systeme  de  cercles. 

«3)1       ^*+  y^+  (^8«8  +  »»)^  +  iPz^+  «8)y  +  ^8^*+  ^8«8+  «8  —  ^' 

Remarquons  que  les  centres  de  ces  cercles,  dont  les  coordonn^es 
r^sultent  des  equations     ^      ,  ,  ^ 

21/ +i>3a3  + 9,«  0, 
se  trouvent  sur  la  droite 

2i>3a;  —  2m^y  +  tij^p^  -  »»323  —  0. 
L'enveloppe  de  ces  cercles  est  la  conique 

{m^x  +  p^y  +  ^3)*-  4^3(0;*+  f/*+  n^x  +  g^t/  +  s«)  «  0, 
ä  laquelle  ils  sont  bitangents,  ce  qui  montre  que  la  droite  pr^c^ente 
est  un  axe  de  cette  conique. 

4.  On  peut  se  demander  si  inversement  toute  ^quation  qua- 
dratique teile  que 

^^       \  +2Ciai+2C,a,+  2C3cr3+2)-0 

est  susceptible  d'etre  ainsi  represent^e. 

Pour  nous  en  rendre  compte  eliminons  «^  et  a^  entre  les  equations 
"1)1?  ^)i  ®^  Q)    ®^   cherchons   s'il  est  possible  de  determiner  pour  les 
^  coefficients  des  deux  premiferes  des  valeurs  reelles  telles  que  T^quation 
quadratique  en  o;  et  y  resultante  represente  un  cercle. 

Si  on  tire  Oj  et  Og  ^®s  Equations  «1)^  et  a^y^  ci-dessus  pour  les 
porter  dans  Tequation  Q),  on  obtient  en  ^galant  entre  eux  les  coeffi- 
cients des  termes  en  x^  et  y^  de  T^quations  obtenue  et  annulant  celui 
du  terme  en  xy^  les  Equations: 

A^n^^+  A^n^^+2B^n^ni'^  A^gi^^+  A^q^^+2B^q^q^^ 
A'h(Zi+  ^Wjgr,  +  -B8(Wi&+ Wgji)  -  0. 
De  la  seconde  on  tire 

Portant  dans  la  precedente,  on  trouve,  aprfes  r^düction, 


«1  A,A,-B,^ 


Digitized  by 


Google 


Par  M.  d'OcAQNE. 


275 


je    numerateur    de   cette    fraction   etant   positif   on   voit   que   la 
j  de  q^  exige 

yomme  on  peut  permuter  entre  eux  les  indices  affectes  aux  trois 
)les,  on  voit  que  la  condition  de  realit^  peut  s'exprimer  ainsi: 
ans  Tequation  Q),  les  variables  a^  a,  et  a,  sont  con- 
ees  comme  les  coordonnees  courantes  d'un  point  de 
ace,  il  faut  que  la  seetion  par  Tun  des  plans  de  co- 
nnees  de  la  quadrique  definie  par  cette  equation  soit 
eure  elliptique. 
Jupposant  la  condition  remplie  on  a 


qi-± 


ir  suite, 


VA,A,^B,' 


^  -P     A,n,  +  .Pa»fa 


22 -=F 


yA,A,-B,^ 

Le  choix  de  n^  et  n^  est  libre,  ä  cette  seule  reserve  pres  qu'on 
urait  prendre  ä  la  fois  n^  =  Wg  =  0,  parce  qu'  alors  q^  et  g,  ^tant 
aussi,  les  deux  faisceaux  de  droites  er^)  et  a^)  seraient  tout  entiers 
is  ä  Tinfini. 

[juant  ä  Si  et  s^,  qui  n'entrent  pas  dans  les  equations  de  con- 
I,  on  peut  les  choisir  arbitrairement.  Nous  prendrous  s^  —  s,  —  0. 
Des  lors,  n^  et  n,  ^tans  quelconques  mais  non  nuls  ä  la  fois, 
q^  ayant  les  valeurs  22)  et  23),  et  Tin^alite  de  condition  21) 
satisfaite,  on  pourra  representer  Tequation  Q)  au  moyen  d'un 
amme  cot^  on  abaque  constitüe  par  les  syst^mes  de  droites 

8  Mgic  +  g^y +  «3  — 0, 

Systeme  de  cercles 

{A,n,^  +  A^n,'+2B,n,n,)(x^+y') 

-  2[(B,2,+  B,q,)a,+  C,q,  +  C,q,]y 

+  ^a3«  +  2Cia,  +  D-0. 

NTous  terminerons  par  la  remarque  que  voici:  Puisque  les  cercles 
at  leurs  centres  en  ligne  droite,  on  doit  pouvoir,  eu  prenant  cette 
j  connue  axe  des  y,  faire  en  sorte  que  Fequation  de  ces  cercles 
>ntienne  pas  de  terme  en  x.  Or,  il  semble  ne  pas  pouvoir  en 
ainsi  dans  le  cas  g^neral,  puisque  nous  venons  de  voir  que  n^  et 
j  sauraient  etre  nuls  ä  la  fois.  Mais  cette  contradiction  n*est 
parente.  II  ne  faut  pas  oublier,  en  eflfet,  que  nous  avons  pris 
?g  —  0.  En  retablissant  pour  Tun  de  ces  coefficients  une  valeur 
onque  on  verrait  que  Ton  peut  en  disposer  de  fa^on  ä  annuler  le 
cient  du  terme  en  x. 
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5.  Le  calcul  eflFectu^  au  n**  1  permet  encore  d'obtenir  la  foru 
equations  representables  au  moyen  de  trois  points  cotes  pri»  resp< 
ment  dans  trois  systemes  «j),  a^),  «,),  et  qui  se  trouTent  simt 
ment  sur  un  cercle  de  rayon  R  trace  sur  un  transpaieot  mobile 

Si,  en  efifet,  le  point  Oi)  est  d^fini  par  les  coordonnee 

oü  fi  et  9?,-  designent,  comme  precedemment,  des  fonctioiis  de  a,^  o 
avoir,  en  designant  par  6  et  iy  les  coordonn^es  du  ceiitre  mobil 
trois  Equations:  ^^. __  ^y  ^  (^^  _  ^y  _  jj«  ^^ _  j^  , 

Pour  eliminer  S  et  iy  entre  ces  trois  Equations,  il  suffit, 
avoir  pos^  d'une  maniere  generale 

ttj     ftj     c^ 


«2     *« 


\aihiCi\, 


et  en  remarquant  que 

d'appliquer  T^quation  1)  du  n°  1,  ce  qui  donne 


|1    -2ipi  f,^+fp,^i  +  \-2fi    1   f^+q^r 
0^  +i-2/;.-2t3P,  lil-2/;  -2ipi  /l«+ip/_i? 


qu'on  peut  encore  cQrire,  en  posant 

et  employant  la  notation  abregee  du  n®  1 , 

D/  +  D<p^  +  4Z)v;(D  -  R'D^)  =  0. 

En  particulier,  si  les  points  aj  et  org)  sont  distribues  sur 
les  points  «g)  sur  Oy,  cette  ^quation^  toutes  r^ductions  faites,  pv 
forme  simple       y,«[(/;  +  ^,)«_ 4i?«]  +  (<Ps'-m''0. 

On  peut  meme  supposer  que  le  transparent  porte  une  wi 
cercles  concentriques  donc  le  rayon  JR  soit  fonction  d^un  qua 
parametre  cc^.  La  forme  correspondante  de  requatioo  repri 
s'obtient  en  rempla^ant  JR  par  f^. 

Enfin  si  JR  devient  infini  Tequation  24)  se  reduit  a 

\fi9i  l|-0, 
et  on  retombe  sur  la  methode  des  points  align^s  que  nous  ftfOl 
nalee  ailleurs  * 


Nomogaphie,  Paris  1891,  chap.  IV. 
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über  die  automorphe  Transformation  einer  Summe 
von    Quadraten    mit    Hilfe    infinitesimaler    Trans- 
formationen und  höherer  komplexer  Zahlen« 


Von 

Professor 

ixi  Flauen  i.i 


Soblus 


1) 


§3. 

Die  automorplie  Transformation  einer  Summe 

von  vier  Quadraten. 

Um    die   Summe    von   vier   Quadraten   in    sich    selbst   zu   trans- 
formieren^ hat  man  in  den  Gleichungen: 

^    %'^  «80^0  +  «81^1  +  «82^  +  «sgiTj 

die  Koeffizienten  aik  mit  Hilfe  von  sechs  unabhängigen  Parametern 
so  zu  bestimmen^  dass 

2)  ^'^'x'^^'      ^i^i^o^ii-^, 

i,x,  Z  =  0, 1,2,  3. 
Die  identische  Transformation  tritt  ein  bei 

durch  Variation  der  Gleichungen  1)  mit  Berücksichtigung  von  2),  bei 


welchen 

wird,  findet  man 


*«/,•  -=  0,     da/x  +  dax,  =  0,    x  ^  ^ 


/  8x^^      ^idaoi  + a^dao2  + ^3*^o8> 

da?!  «  —  ^0  *^01  +  ^  *^12  +  ^8  ^  ^18; 
dj?2=  —  ^0*^02  ~"  ^dö42  +  ^8*^28) 

dx,«  —x^8a^  —  x^dtti^  —  x^äa^^. 

Z«ltMlixift  f.  Mathematik  a.Ph7iik.  48.  Jahrg.  1898.  6.  Heft. 
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Setzen  wir 

wo   die.  A   sechs   yon   einander   unabhängige  Parameter  bedeuten^   so 
gehen  die  Gleichungen  3)  über  in: 

dx^  «  (-  X^Xq  +  X^x^  +  X^x^)dt, 

dx^  =«  (-  X^x^'-X^Xi  +  ^6^)*^ 

dx^^—  (X^Xq  +  X^x^  +  X^Xi)  dt. 

Die  Variation    einer    beliebigen   Funktion  fix^,  Xi,  s^,  x^,  t)   er- 
giebt  sich  alsdann: 

^^       ^'~^\dx,     dt    ■^^"ST'^a«,    dt    '^J^'dfr^' 

Hieraus  findet  sich  mit  Berücksichtigung  yon  4)  das  Symbol  der 
allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  q)f: 


4) 


6) 


"ff"  %  =  (^»^  +  ^^  +  h<H)  -^  +  (-  -^^0  +  ^*^  +  ^'H)  ^^ 


df 


a«, 


+  (-  ^«0  -  '^43^1  +  ^6^^)  -^  -  {.h^o  +  h^  +  ^a^)  -^, 


7) 


oder  nach  den  willkürlichen  Parametern  geordnet: 

Die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  <f>f  ist  also  aus  den 
folgenden  sechs  speziellen  Transformationen  zusammengesetzt: 

-  df  df 

^f^df  df 

f  df  df 

j.       df        df 

Diese   sechs  infinitesimalen  Transformationen  bilden    wne    sechs- 
gliedrige  öruppe,  denn  für  beliebige  i  und  x  ist: 
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6 

insbesondere:  i 

(9>i9i)^9A^    (9i98)='9>6;    (<Pi94)===-9>2  7   (ViVs)^ Vif  (9>i96)  =  0, 

(9^8  9>4)-*0,        {9z9s)'^9ti  (9zVi)-9>2, 
(9A9fd'^9tj   (94^6)'^  — 95> 
(9P5  9>e)  =  9'4- 
Durch  sie  wird  eine  secksgliedrige  Gruppe  you  endlichen  Trans- 
formationen erzeugt,  die  nicht  mit  einander  vertauscht  werden  können, 
da  nicht  alle  {q>iq>x)  »  0  sind.    Zur  Auffindung  dieser  endlichen  Trans- 
formationen benutzen  wir  wiederum  die  drei  yerschiedenen  Methoden^ 
welche  wir  bereits  bei  der  automorphen  Transformation  zweier  oder 
dreier  Quadrate  in  Anwendimg  gebracht  haben. 

I.  Setzen  wir  ^  =  1 ,  so   erhalten  wir  eine  kanonische  Form  der 
endlichen  Transformation: 

a;/=  Xi+  (pXi+  j-gy'a;f+  ^  ^  3  v^Xi-] 

Nun  ist  für  i  *=  0: 

q>XQ  =  X^Xj^  +  X^x^  +  Ajic,, 

9'^o-  -  W+  V+  VK-  (^^4+  ^8^5)^1  +  (^1^4-  ^8^6)^2 

+  iX^h  +  h^fi)^sy 

worin 

A*-  V+  V+  V+  V+  V+  Vi       f-  ^lAe-  ^2^6+  ^8^4, 

9*0^ = -  (Ä«  -  2A«n9»^o  -  (Ä*  -  n/'x, 

<P^%  ==  (Ä«  -  3ÄY*  +  ng^^rco  +  (A«  -  2hT)f%. 

Setzt  man  nun: 

Ä«-  2ÄY*       ä«-3ä*/;M-/8^ ^ 


10) 


1 

3!"^        5! 

1 

4!  "^        6! 

2! 

7!  •  9!  ' 

8!  '  10!  '"Pf 


'     \3!        6»"^        7!  9!  "^  11!  /       '^^ 

V      4!  "^6!  8!        "^        10!  12!  /  ' 

so  wird: 
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worin  (pxQ,  (p^Xq^  tp^x^  die  in  10)  angegebene  Bedeutung  haben.    Durch 
Einführung  dieser  Werte  wird: 


11) 


^o'=^o[l  +  *-^(V+A,«+A3«)]  +  a:,[«^-^(A,A,+  ;,A5)  +  y;e] 


12o) 


Setzt  man  hierin: 
A^  =  a,   ^2  =  6,   Aj-c,  A^-A,  ^5  =  -^)  '^e^/';  «--2w,  y^ 2-^, 

und  nimmt  an  —  was  noch  zu  beweisen  ist  —  dass 

ß^2,     *  =  ~202 
sei,  so  kommt: 

[x^  =  \_{fo^-  ^')  +  (f'-  a')  +  (?* -  b')  +  Qi'  -  c^)]a:, 
+  2{—a(D  —  f^  +  cg-  bh)x^ 
+  2{-ba-cf-gd'  +  ah)x^ 
+  2(~c(D  +  hf-'ag-hd')x^, 
Ebenso  erhält  man 

Xi  =  a?!  +  aq>Xj^  +  ßq>^a^  —  y  qp'a;^  +  Sx^ 
Setzt  man  hierin  für  q>Xi^,  <P*^}  9>'^i  il^re  Werte: 

so  kommt: 

und  nach  Einsetzung  der  Werte  von  a^  ß,  y,  d: 

xl=  2(a(a  +  /'d  -  6A  +  cp)a;o  +  [(©*  -  -9-*)  +  (/*  -  a«) 

+  2  (- Ao  + /'^  -  a6  -  cO-)a:i  +  2(örcj  + /'A  +  60- —  ca)^:,. 
Desgleichen: 

rc2'  =  ^  +  «9^  +  /5^^^  +  ?9^'^8  +  Ä^27 

qp»Xj  =  (Ai  A^  -  A, A,)««-  (Ai  A,  +  A5 A,)a;i  -  (A,»  +  X^-\-  A,«)xj 


12,) 


worm 


<pX^   — ^6^U        ^8^  "J" '^1^8' 
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Heraus  weiter: 

+  x,[-ai^-  ßQ., ;,  +  X, ;,)  -  yA,] 

+  X,  [«i,  -  ß(l,  A,  +  A, Aj)  +  yAj] 
2(J>a  +  g»-cf+ah)x„-i-2(ha>  +  fg  +  e»  —  ab)Xi 
+  [(«» -  **)  -(/•»-  a»)  +  (?» -  6*)  -  (Ä*  -  c*)]fl!, 
+  2(- /"o  +  ^Ä  -  6c  -  ae-)a;,. 


Südlich: 


^V 


9>*ar,= 


9>'«»' 


3-j  +  «gia^  +  ßv'Xg—  ytp'xt  +  da;,, 

(.A»^o  "T*  As-*!  "T*  AjA^), 

(A1A5+  A,A,)a:o+  (-  A,  A,  +  A^A,)a:i-  (;,A,  +  X^X^)r^ 

-(V+A,«+o^, 

>ies  giebt: 

+  o^iL-  «A5  +  /J(^  Ai  A,  +  A,Ae)  +  y^,] 

+  2(/'ß>  +  pÄ  +  ad  -  6c)a;i 

!s  ist  mir  nicht  gelungen  die  unendlichen  Reihen  fttr  a,  ß,  y,  d 
jchlossene  Ausdrücke  umzusetzen.  Dass  a  =  —  2a),  y«  —  2d" 
lue  überzählige  Parameter  eingeführt  werden,  ist  jedenfalls  ge- 
;.*. 

dagegen   ist  nicht  bewiesen,   dass  /3  »  2  und  ^  »  —  2d^  gesetzt 
1  darf.    Zu  der  Annahme  /3  »  2  wird  man  leicht  geführt,  wenn 
ien   speziellen  Fall  /  =  0,   also   auch  y  =  0,  *  =  0  in  Betracht 
Dann  wird: 

-       Ä*        Ä*        Ä«                   sinÄ 
^  =  ^-8!  +  6!-7!  + ir 

'^        2!         4!  ~  6!     ' 

>urch  Einfühnmg  von  —  wird  hieraus: 


1  —  CO8  h 


2 

2  8m— CO8—                    28m*— 
a j- ,     ß ^^— 


Siehe  diese  Zeitschrift  Jahrgang  41,  S.  82. 
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Wenn  y  =  0,  *  «  0  ist,  so  entsteht  aus  11): 
14)  +x,[ak,  +  ß{X,X,--X.X,)] 

Führt  man  in  diese  Gleichung  die  Werte  von  a  und  ß  aus  18)  ein 


und  setzt: 


cos-A  =  —  (D, 


ij   .    1, 
-^sin-Ä 


^sin^Ä^ft, 


^sin^h^c,     ^sin^Ä  =  Ä,    ^sin-Ä=-— jr, 


80  kommt 


8in-Ä  =  /; 


16)  +2x^{-'b(o  +  ah-cf) 

welche  Gleichung  auch  ohne  weiteres  aus  14)  abgeleitet  werden  kann, 
sobald  man  «t»  — 2o),  /3»2  darin  substituiert.  Aus  12^)  entsteht 
die  Gleichung  15),  sobald  dort  «d* »  0  gesetzt  wird. 

II.  Bei  Anwendung  der  zweiten  Integrationsmethode  hat  man  die 
Differentialgleichungen : 

dXn  dx^'  _  dx/ 


1) 


l,x,'+l,x,'+l,x,'       -K<+h<»t'+h«>»'        -l.<-l4a^.+».«'. 


dx,' 


*B  ^  *r  *ö  ^i  "T  *6  ^ 


-d< 


so  zu  integrieren,  dass  f&r  ^  »»  0  . 


a?i  «a?!,  ^  "*"  ^29  a^ 


werde.    Man  hat  zu  diesem  Zwecke  drei  von  t  unabhängige  Integrale  auf- 
zustellen, welche  zugleich  Losungen  der  partiellen  Differentialgleichung: 


2) 


df 


sein  werden.     Ein  solches  Integral  oder  eine  solche  Lösung  ist: 

3)  <»+<»+ a;/«+x,'«=c. 
Eine  Losung  in  linearer  Form,  etwa 

4)  %x^+  e^x^+  e^x^+  e^x^  «  c\ 

worin  die  e  homogene,  symmetrische  Funktionen  der  A^  sein  mflssten, 
existiert  nicht,  denn  dann  wäre: 

(A,a:/  +  A,rr,'  +  X^x^)  e^+ {^  k,xj  +  X^x^  +  X^x^)e^ 

5)  +{->^x^-K^^  +  X,x^)e^ 

folglich  müssten  die  e  den  Gleichungen: 
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'     •      -■^1«!    -^«i    -■*»%  =  0, 

;en,  was  nur  dann  möglich  ist,  wenn  die  Determinante: 

0  -Ai    -A,   -;, 

li       0     -l,    -X, 


A,       A^        0      -A, 


A. 


;,      0 


(A,;,-V5  +  A8A*)*  =  r 


[iwindet.  In  diesem  Falle  verschwinden  aber  auch  sämtliche  e. 
^heint  demnach  die  Integration  der  Gleichungen  1)^  so  lange  die 
[itlich  Yon  einander  unabhängig  sind,  unmöglich  zu  sein. 

[II.  Um  endlich  die  dritte  Methode  der  Integration  —  die  Methode 
D'Alembert  —  anwenden  zu  können,  hat  man  das  simultane 
m:  ^  ^^  t 

~di~  "^  ""  "^^^^  ~~  ^^^^  "^  ^•^^  ' 

ler  Bedingung  zu  integrieren,  dass  für  ^  =  0...  Xq=-Xqj  x^^x^^ 
x^y  iCj'  =  x^  werde.    Man  setze: 


du; 


(>w', 


[  6o,  ^1,  6^,  ^3  und  (»  noch  zu  bestimmende  Konstante  bedeuten, 
^us  3)  folgt  durch  Integration: 

öurch  Berücksichtigung  von  2)  und  1)  geht  3)  über  in: 

+  e,{-X^x^  +  hx^  +  hx^) 
+  e,(-  -^a^o'  -  A^rc/  +  Aga;,') 
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6) 


Diese  Gleichung  kann  nur  bestehen^  wenn  gleichzeitig: 

ist.    Damit   diese  Gleichungen   neben   einander  stattfinden  könnei 
notwendig;  dass  die  Determinante: 

9      h  +{Xxh-hh  +  hK? 


l. 


h   -^h    —^6     9 
verschwinde.    Es  gilt  daher  för  q  die  Gleichung 

7)  p» +(.***+/•*=  0, 

welche  die  vier  Wurzeln  hat: 


7*) 


±]/±i/*/ 


f- 


2 


Die  Grössen  e^,  e^,  e,,  e^  stehen  dann  in  dem  Verhältnis: 

8)  :     h9^+9{^iK-hh)- 

\  ''h9'-9{Kh+hh)- 

Setzt  man  nun  in  die  Gleichung  5)  für  x\j  x\^  x\,  x\  ihre  W 

Xl  =  »10^0  +  ^U^l  +  »11^2  +  diZ^i, 
X^  -  «»0^0  +  ^«1^1  +  «22^  +  (hl^Zy 
^t  ^  ^«0^0  +  %^1  +  »32^2  +  ^58^5; 

SO  kommt  wegen  der  Unabhängigkeit  der  x  von  einander: 

«0  Ko  —  «^0  +  ^    Ö^IO  +  ^   «20  +  ^3  »80 

«0%  +^Kl-«^0+^?   «21  +«SÖÄ1 

^0»02  +^1«12  +^(ö^22-«^0+«3  »82 

^  ^0  «08  +  ^1   «18  +  ^    «28  +  ^8(«Ä8  -  «^0  =  f 

In  diese  Gleichungen  hat  man  weiter  aus  8)  die  Werte  der  e 
aus  7*)  die  vier  Werte  von  q  einzuführen,  so  dass  man  zur  Besti 
ung  der  sechzehn  Koeffizienten  a««  sechzehn  Gleichungen  erhalt, 
entsteht  aus  der  ersten  Gleichung  in  9)  zunächst  durch  Elimuu 

^^"^  "'•  öo,[p»+p(A,«+ V+^6*)]  +  aio[-iiP*+<»(^^4+'».^)-' 
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Setzt  man   in   diese  Gleichung  nacheinander   die  Werte   der  vier 
ein  von  q: 


».-    W'r 


f'-~. 


*=  V-V^-f 


2 


T' 


lält  man  zur  Bestimmung  der  vier  Koeffizienten  a^j,,  a^o,  o^o,  «so 
rleichungen.  Es  dürfte  sich  aber  wohl  kaum  lohnen,  die  Rech- 
noch  weiter  zu  filhren. 

Venn  es  nun  auch  unmöglich  erscheint  mit  Hilfe  der  infinitesimalen 
Formationen  die  automorphe  Transformation  von  vier  Quadraten 
facher  Weise  zu  bewerkstelligen,  so  kann  man  doch  wenigstens 
iemlicher  Leichtigkeit  die  endlichen  Transformationen  zweier  in 
.llgemeinen    sechsgliedrigen    Oruppe    8)    enthaltene    dreigliedrige 

gruppen  auffinden.    Setzt  man  zur  Abkürzung  -x-~  -=  p/,  so  lassen 

die  sechs  speziellen  infinitesimalen  Transformationen  8)  kurz 
ben:  ,  ^       ^  ^       ^  ^  ^  ^       ^  ^ 

9t  ^  ^Pq  —  ^oPa '     9^6  =  ^zPi  —  ^Ps} 

9>8^^5Po-^oJPs7     9«  =  ^3JPi— ^ft- 
[an  bilde  aus  ihnen  die  infinitesimalen  Transformationen: 

^1  ==  9^1  -  Te  =  ^iPo  -  ^oPi  ~  (^sP2 -  ^Ps)7 
^  =  92  +  ^5  =  ^Po  -  ^oA  +  (^iPi- ^lPi)> 
A-  9>3-'  9i-  ^iPo-  ^oPi-  (j^Pi  -  ^iPi) 

^1  "=  9l  +  96  =  ^iPo  -  ^oPl  +  (^Sft  -  ^Ps)f 
-^2  -=  92  ~  95  =  ^Po  —  ^oPi  —  (^iPl  —  ^ift); 
-^3  =  9b  +  94  =  ^sPo  -  ^OPS  -+■  (^2^1  -  ^iPt)' 

{B,B,)^2B,,    (B,B,)  =  ^2B,,    (B,B,)^2B,, 

den  sowohl  Ä  als  B  eine  dreigliedrige  Gruppe.  Die  Trans- 
ionen  der  Gruppe  A)  sind  nicht  mit  einander  vertauschbar, 
wenig  die  der  Gruppe  B).     Da  aber 
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80  sind  die  Traneformationen  der  Gruppe  A)  mit  denen  der  Qruppe  B) 
yertauschbar  und  A)  und  B)  sind  reziproke  Gruppen.  Um  die  durch 
A)  erzeugten  endlichen  Transformationen  zu  finden  ^  bilde  man  die 
allgemeine  infinitesimale  Transformation: 

worin  A^,  A,,  A^  die  drei  wesentlichen  Parameter  der  dreigliedrigen 
Gruppe  darstellen.    Es  ist  also 

+  {-^t^o+^t^i-^^z)Pi 
Setzen  wir  nun  wieder: 


11) 


x',^x,+  Axo+^  +  ^^ 


80  wird: 


2!       '      3!      ' 
ÄXq  ^^^10^+  X^x^  +  l^x^, 

Ä^x^ «  —  h^ÄXQy    A^Xq  «  h^XQ,    Ä^x^^ «  Ä*-4.a;0,    Ä^Xq  =  —  h^XQ, 
folglich: 


12,) 


sin/i 


sinA 


sin/i 


Ä,  M      Dxix  rt  ^       oui  i*       .  ^      Dui  r» 


Ebenso  findet  man: 


12,) 


.    sin/i    ,  ,  ,     BinA 

—  ^0^1  — S~  +  ^  <508  Ä  -  iK,  A3  — ^ 


.    sin/i 


,  ,    sin/i    ,        .    sinA    ,  ■,  ^    Binh 

x\ a;oA,— ^—  +  a^i  A,  -^  +  a^cosÄ  —  ay^Aj— ^1 

.  .    sinfc  .    sinA    ,        ,    sinA    ,  , 

^8 X^l^-j^-X^X^-j^+X^Xy-jj^  +  X^OOsh. 


h      '^'^   h 

Setzt  man  in  diesen  Gleichungen: 

j    sin^ 

""^ 
wobei 


,  4    siiiA 

cosÄ  =  ao;    ^1-5-^""^' 


V+V  +  V+V«! 


sinA 


ist,  so  erhält  man  die  einfachere  Form: 

Xq  =  (^qXq  —  aiiq  —  a^x^  —  a^x^ , 

a:,'  =  a,a:o  +  a^x^  —  o^  a^+  a^a?,. 
Auf  dieselbe  Weise  findet  man,  dass  die  endlichen  Transformationen 
der  Gruppe  B)  folgende  Gestalt  annehmen ,  wenn  man  statt  ^oi  ^  >  ^1  ^ ' " 
6q,  61,  &,,  &8  schreibt: 
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wobei  ebenfalls:  j^«+  j^«+  j^2+  j2^« i 

ist.      Man    erkennt    leicht,    dass    die    Transformationen   13)    in    die 
Quatemionengleichnng : 

16)  a:'=«  ax 

zusammenge&sst  werden  können,  wenn 

a  =  Oq  +  i^i  +  ka^  +  hia^y 

x=^XQ  +  iXj^  +  kx^+  kix^y 

a;'=  x^+  ix^+  ta^'H-  Mx^y 

i««Äj««_l,      U ih 

gesetzt  ist,  und  ebenso  die  Gleichungen  14)  sich  in  die  eine  Gleichung: 

16)  a;'«  xb 

zusammenziehen  lassen,  worin 

b  ^\  +  i\  +  *&,  +  ki\y 

Die  Transformationen  der  Gruppe  13)  sind  nicht  mit  einander 
vertauschbar,  ebensowenig  die  der  Gruppe  14),  wohl  aber  die  Trans- 
formationen der  Gruppe  13)  und  14)  untereinander«    Denn  aus 


folgt 
aus 

aber 

Da  a  und  a'  nicht  yertauschbar  sind,  so  gilt  dasselbe  auch  von 
der  Gruppe  13).  Ebenso  schliesst  man  aus  der  Gleichung  16),  da 
b  und  V  in  dem  Produkt  bV  sich  nicht  vertauschen  lassen,  ohne  dass 
der  Wert  desselben  geändert  wird,  dass  die  Transformationen  der 
Gruppe  14)  nicht  vertauschbar  sind.  Dagegen  hat  man,  wenn  man 
zuerst  die  a,  dann  die  b  Transformation  anwendet: 

X^=-aXy 

a;"=  x'b, 
^^^^"*^^  x^^^{ax)b 

und  bei  umgekehrter  Anordnung: 
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X' 


xb, 


ax\ 


also 


o;"«  a{xh), 

so  schliesst  man  aus  dem  Umstand^  dass 

(ax)})  =  a{xh) 

infolge  der  Geltung  der  assoziatiyen  Gesetzes  ist,  auf  die  Yertaus 
keit  der  Transformationen  der  Gruppe  13)  mit  denen  der  Grupj 
Die  beiden  Gruppen  13)  und  14)  sind  also  reziproke  Gruppen 
In  den  Gruppen  13)  und  14).  treten  die  Parameter  nur  un 
auf.  Aus  ihnen  setzt  sich  eine  Gruppe  zusammen,  welche  ebenfa 
Summe  von  vier  Quadraten  in  sich  selbst  überführt,  aber  die 
meter  in  bilinearer  Zusammensetzung  enthält.     Es  ist  die  Grup] 


17) 
oder  ausgeführt: 


+ 

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 

+ 
+ 
+ 

+ 

+ 
+ 


^ 


x'=  axb 

l^oK—  «ifti— «s^g—  «3^8)^0 

—  a^b^  —  »iSj,  —  Ojfcj  +  a^b^)xi 

—  «0^2  +  »1&8  —  ötjfto  —  «S^)^? 

—  ^0^5  —  (^i\+  0^2 ^1  "~  ^S^o)^S> 

—  Oyb^  —  a^b^  +  »afto  —  »«61)^2 

—  a^ftg  +  a^b^  —  a^\  —  Oj&o)^; 

—  Ojfti  —  a^b^ -f  aQ&3  —  ai&j)^! 
-aib^  +  a^b^+  ao6o+öiM^2 

—  0,63  —  a^ftg  —  a^bi  +  »160)^87 

«8^2  ~"  ^2^8  -^  ^1^0  +  ^0^1)^2 

—  a^b^  +  a,6j  +  a^ft^  +  ao6o)^8- 


Von  dieser  Gruppe  nicht  wesentlich  verschieden  ist  die  On 


17*) 
oder  ausgeführt: 


x*=  bxa 

^0  -=  {%h  -  «i h  —  ^ih—  <^sh)^o 
+  (—  ^1  *o  ~  %h  —  ^8*2  +  ^ih) ^1 

+  (—  ^^0  +  ^8^1  —  ^0*2  —  «1*8)^ 
+  (—  «5^0  —  «2  ^1  +  ^1  ^2  —  «O^a)  ^Zf 

+  (       «0^0—  ^^1+  ^^2+  ^8^8)^1 
+  (—  ^8^0  —  ^^1  —  «1?^2  +  «0^8)^ 

+  (       ^2^0  —  ^3^1  —  ^O^Y^  ^Lh)^39 
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+  iP'^K -  (h\~  (hh-  oA)^i 

+  (-aifeo+«0^-«8^-«»M^3J 
+  (—  ^ih  —  «8^  +  «0*2  —  »1  &8)^1 

+  (%h  +  ^ih  +  ^h  -  <^ih)^i' 
)ass   die  Transformationen,   welche   durch   die  Gleichung  17)  re 
itiert  werden,   eine  Gruppe  bilden,  ist  leicht  nachzuweisen.     Die 
landerfolge  der  beiden  nach  gleichem  Gesetz  gebildeten  Formeln: 

x^  =  axhy 

x"=  a^x'b' 

*•  ^"=  a'axbb\ 

)a  sowohl  a^a  als  bi'  wiederum  Quatemionen  sind,  so  kann  man 
Gleichung  auch  schreiben: 

)ie  Transformation  17)  hat  also  die  Eigentümlichkeit,   zwei  von 
ler    getrennte    und   verschiedene   Parametergruppen    zu   besitzen, 

ft"=  bb\ 

enen  die  erste  nach  dem  Typus  16),  die  zweite  nach  dem  Typus 
ebildet  ist.  Die  Gruppen  17)  und  17*)  sind  nicht  wesentlich  ver- 
en,  da  marf  sie  durch  Vertauschung  der  Parameter  a,  mit  den 
letern  b,-  in  einander  überführen  kann.  Dies  ergiebt  sich  auch 
),  dass  sie  gleiche  infinitesimale  Transformationen  besitzen.  Es 
lieselben,  wie  die  der  beiden  reziproken  Untergruppen  13)  und 
Lämlich  —  ^j,  —  -4^,  —  Ä^y  —  -ßi,  —  -^2 
A)  und  B).    Lässt  man  auf  die  Transformation: 

x'  =  axb 

x'^==  bx^a, 
^^1*  °^^^  ^"«  baxba, 

)char  von  Transformationen,  welche  die  Form: 

0;"=  axa 
Man   hat  also  nur  in  17)  oder  17*)  &  =  a  zu  setzen,  um  die 
iten  Formeln  zu  erhalten.     Sie  lauten: 
(a^^—  a^^—  Oj*—  a^^x^^  —  2a^a^Xi  —  2aQa^x^—  ^a^a^x^, 
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2a^a^XQ+  (äo*-  a,^+  «2^+  V)^i  -  2a^a^x^  —  2a^a^x^, 
S^oa^iTo -  2a^a^x^  +  {%^+  V—  a^^+  a^^)x^  -  2a^a^x^, 
2aQa^x^^'-  2a^aj^x^-  2a^a^x^+  {a^^^  a^^+  V"  V)^8- 
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li 


Diese    Transformationen    bilden    keine    Oruppe^    denn    di( 
einanderfolge  zweier  mit  den  Parametern  a  und  a'  giebt,  da: 


ist: 


welche  Gleichung  nicht  wieder  die  Form  18)  besitzt^  da  a'a  u 
verschieden  sind.     Die  infinitesimalen  Transformationen  sind: 


x'  = 

axa, 

x"^ 

a'x'a' 

x"= 

a'axaa', 

9'.0')  =  -2^i^  +  2^Ä' 


8f 


df 


2^i^  +  2*ai^ 


dxt' 


2«^Ä-  +  2*oÄ- 


Hieraus  findet  man  die  Elammerausdrücke  ((ft^k)' 
(VxV,)  =  4(0,^-0,^), 

(9.v.)= 4(^.^-0:,^), 
(^,9».) =4(0.3^-^^). 

Da  dieselben  nicht  aus  qii,  qpg,  97,  linear  zusammengesetzi 
80  bilden  die  letzeren  keine  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformsl 
Setzt  man  in  den  Formeln  17)  und  17*): 


19) 


Oj  = 


6 


\  =  ca 


9, 
%, 

l  &,=  c  +  A, 

und  berücksichtigt  man,  dass  aus  den  Gleichungen: 
V+»i*+V+a,»=l, 

V+V+V+V=l 
durch  Einführung  vorstehender  Werte  sich  ergiebt: 

©d  ^  af—bg  ^  ch^O, 

so  findet  man  wieder  die  Formeln  12)  und  daneben  die  gleichberecl 
Transformation : 
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+  2{'-b(o+cf'-g^-ah)x^  +  2(—c(o-^bf+ag-hd')x^, 

+2(h(D+fg-'ab  +  cd)x^  +  (-gcj+fh-'bd''-ca)x^, 
v\=2{b(o  +  g»  +  cf-  aÄ>o+  2(-  ha  +  fg^ct-  ab)x^ 

+  [(«*-^')-fr-a«)+((7«-6*)-(Ä«-o*)]:ii+2(/-«+(7Ä-6c+a^)a3 
c',=2(c(i}  +  h^'\-ag-  bf)xQ+  2{go  +  hf-  ac  +  bd)x^ 

+  2(~rc)+(7A-a^-6c)a^  +  [(£o*-^«)-(/^-a«)-G/«--6«)  +  (Ä«-c«)]a?, 
foch  sei  bemerkt,  dass 

Na-Nb^  [(g>  +  ^y  +  (a  -  /)« +  (6  -  gy  +  {c  -  Ä)«j. 

[((D  -  ^y+  (a  +  fy+  (b  +  gy+  (c^hy] 

=  (o*+  ^«4-  a«+  /•«+  6*+ (7»+  c*+  Ä«)2 

übereinstimmend  mit  19). 
)ie  Transformationen  12)  (Seite  280/81)  und  20)  gehen  in  einander 


'wenn  man  die  Parameter  d-,    f,    g, 


h   beziehentlich  mit 
h 


ischt,  wobei  die  Gleichungen  19)  bestehen  bleiben. 
Timmt  man  in  17*): 

b  =-  a^—  ia^  —  ka^  —  kia^, 
rd: 

i  =  (V+V-V-V>i+2(-fltoö^3+ö^i«2)^2+2Ka2  +  öi»«)^, 

^  =  2(-  aoflr,+  a,  a;)Xi  +  2(af^a^  +  02a^)x^+  (V-  «i*-  a^^+  <h^^v 
lieht  man  von  der  ersten  Gleichung  ab,  oder  setzt  a^^O,  so  er- 
aan  wieder  die  Eulersche  temäre  orthogonale  Substitution,  bei 
er    ausser    dem    Nullpunkt    der  Vektor  a^  +  ia^-\''ka^  und   die 
I    «liCi  +  flr^^  +  <h^i  =  ^    bestehen    bleiben.     Eine   andere   Form 

Transformation  wird  gefunden,  wenn  man   eine  der  Grössen  b 
i  =  —  a,-,   die  übrigen  6*=  a*  setzt.     Sei  z.B.  6o="  ^o»  b^-=^  —  a^, 
%}  h'^  ^7  s^  giebt  die  Entwickelung  des  Produktes: 
^—iai  +  ha^  +  kia^)(xQ+ix^  +  kx^  +  kix^)(aQ+ia^  +  ka2+Jcia^) 

=  Xq'  +  ix^  +  kx^  +  kix^, 
'  =  (V+  «1*-  «2*-0^o+  2(-aoa2-aia8)a^+  2(-  aoO^+OiaJiTj, 

'  =  2(aoflj- a,o,)iCo  +  (V" «'i*- "«*+  <h*)«i-^  2(-Ooa,  -  ffjO,)«,, 
'  =  2(aoa,+  a,aj)a:o+  2(ffofli  -  ff»o,)ai+  («o*-  0»*+  «**-  «,*)%• 
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Durch  diese  Transformation  geht  der  Vektor  aQ—iCi^-ka^  in  den 
Vektor  a^  +  ia^  +  ka^  über.  Man  kann  diese  Transformation  in  die 
vorhergehende  überfahren,  wenn  man  x^  mit  Xq,  x^  mit  x^  und  dem 
entsprechend  a;/  mit  Xq^  x^  mit  x^,  ausserdem  noch  a^  und  a^  be- 
ziehentlich mit  —  tti  und  —  a^  yertauscht. 

§4. 

Die  automorplie  Transformation  einer  Summe  von  8,  6  und 
4  Quadraten  mit  Hilfe  der  Quatemionen  von  acht  Einheiten« 

Sei 

:r  =  i»o  +  iyXy^  +  ifX^  +  hx^  +  hhx^  +  hh^^  +  hh^^  +  Wa^? 
x'=  a?o'  +  h^i'+  ^^2'+  *3^»'+  hh^A  +  hh^b+hh^e+hhh^'- 
Setzt  man  die  acht  Einheiten  dieser  Zahlen  der  Reihe  nach  gleich 
}  ^i  *  •  •  ^7;  sö  \BSst  sich,  wenn 


^01  ^] 


—  1,     iiim  =  —  imii 


angenommen  wird,  folgende  Multiplikationstafel  aufstellen: 
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Bildet  man  nun  zunächst  das  Produkt: 


1) 


X  =  ax 


und  setzt  die  Koeffizienten  gleicher  Einheiten  auf  beiden  Seiten  gleich, 
nimmt  überdies  an,  dass  die  Grössen  a  den  beiden  Bedingungen: 


und 


r+  a,*+  a,'+  a,^+  a,«+  a,^+  a^^+  a,'^  1 


entsprechen,  so  erhält  man  zur  Transformation  der  Sunune  von  8  Qua- 
draten in  sich  selbst  die  Formeln: 
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=  üqXq—  a^x^  —  a^x^—  öTgXg—  ^4:1:4—  a^x^  —  a^x^^  a^Xj, 
=  a^XQ  +  a^Xi  —  a^x^  —  a^x^  +  ^2  ^4  +  0^8^:5  —  a^x^  —  a^Xj, 
=  a^XQ  +  a^x^  +  UqX^  —  a^x^  —  a^x^+  a^x^  +  a^x^  +  a^x^, 

=  flr4a;o—  a^x^  +  a^x^  —  a^x^  +  a^x^  —  a^x^^  +  a^x^  —  a^x^, 
=  o^Xq  —  a^x^  +  a^x^  +  a^x^  +  a^x^+  a^x^  —  a^x^  —  a^Xj^ 

=  fl^e^O  ~"  ^7^1  -^  ^3^2  +  C'g  J?8  —  ^5  ^4  +  «4^  +  «0^6  ^  ^^ 7 

xl  =  flrya:^  +  a^x^  —  ag^Tg  +  «4^3  +  fl^s  ^4  —  0^2^:5  +  ^i^z^e  +  ^0^  • 
jine  zweite  Transformation  erhält  man  aus  der  Gleichung: 

6  =  60  +  ^'l^l  +  ^2^2  +  h\  +  h^&4  +  ^1^*8^5  +  \h\  +  *l^2  *3^7  > 
zugleich        j2^  ^  j2^  ^  j2^  _^  j2^  ^  j2^  ^  j2^  ^  j2^  ^  j2^  _  j^ 

^0^7  —  ^1*6  +  *2^5  "^  ^8^4  =  0 

t  wird,  nämlich 

=  \X^  —  610:^  —  62^  —  &8^8  —  ^4^4  —  ^5*^5  —  *6^6  +  ^7^; 
=  fcia?o  +  feo^l  +  *4^2  +  ^5 «^8  —  ^2^4  —  &8^  "  ^^6  "  ^6^; 
=  \X^  —  h^Xy  +  ftyO^i  +  hH  +  *1^4  +  *7^5  —  ^8^6  +  65^? 
=  l^X^  —  \X^  —  \X^  +  60^3  —  ^7^4  +  ^1^5  +  *2^6  —  ^X^J 

=  h^x^  +  6,^;^  —  \x^  —  6^^3  +  &o^4  +  \H  —  h^6  -  h^f 

=  b^XQ  +  63^1  +  67^  —  61  J^8  -  ^6-^4  +  ^0^6  +  *4^6  +  62^? 

Xa  =  fte^o  -  ^'^  +  h^  —  ^2^8  +  ^5^4  —  K^5  +  &o^6  —  h^7 
\Xj'  =  ^Xq+  hf^x^  —  b^x^  +  b^x^  +  b^x^  —  b^x^  +  b^x^  +  b^x^ . 

>ie  Transformationen  1)  bilden  eine  Gruppe,  denn  zwei  aufeinander 
de  geben  eine  Transformation  von  derselben  Art: 

x^  =  ax, 


x"=  a^x\ 


X  =  a'ax 
X  =  a"x. 


>ie  Parametergruppe:        ^n  ^  ^f^ 

enso  zusammengesetzt,  wie  die  Gruppe  x^  ^  ax.  Zwei  Trans- 
ionen der  Gruppe  1*)  sind  nicht  vertauschbar,  da  die  Faktoren  des 
ktes  a^a  nicht  vertauschbar  sind,  ohne  dass  der  Wert  des  Pro- 
geändert wird.  Ebenso  ist  es  mit  den  Transformationen  2*). 
en  sind  die  Transformationen  der  Gruppe  1*)  mit  denen  der 
e  2*)  vertauschbar.    Denn  lässt  man  auf  die  a  Transformation 

a;'  =  ax 
Transformation  folgen,  so  ergiebt  sich: 

«hrift  f.  Mathematik  n.  Physik.  43.  Jahrg.  1898.  6  Heft.  20 
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verfährt  man  umgekehrt ^  so  erhält  man: 

da  das  assoziative  Gesetz  besteht^  so  ist 

(ax)h  =- a(xb). 
Beide  Gruppen  sind  sechsgliedrig  und  enthalten  ausser  den  sechs 
wesentlichen  Parametern  noch  zwei  überzählige.  Beide  Transformationen 
enthalten  die  Parameter  unilinear.    Um  die  bilineare  Form  zu  gewinnen, 
hat  man  die  Gruppe: 

3)  x^=axh 

zu  bilden.     Ist  x''^a'x'b\ 

so  kommt:  ^f,_  (^a'a)x{hV). 

Es  existieren  also  zwei  verschiedene  Parametergruppen: 
3»)  a"=a'a,     &"«&&', 

in  welchen  die  Parameter  a  und  h  vollständig  getrennt  auftreten. 
Die  Entwickelung  von  rc'  =  axh  ergiebt  nun: 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

x^^ 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


«0*1  —  «l  6o  +  «2*4  +  «8*6  —  «4*2  —  «6*8  +  «6*7  +  «7*6)^'l 
«0*2  —  «1*4—  «2*0+  «3*6  +  «4*1  —  «6*7  ^  «6*8  "  «7*5)^2 
«0*8  —  «1*6  —  «2*6  —  «3*0  +  «4*7  +  «6*1  +  «6*2  +  «7*4)^8 

-  a^ft^  +  a^ 62  —  a^b^  +  Ö367  —  a^b^  +  «56«  —  a^b^  +  «7*3)^4 

«0*5  +  «1*8  —  «2*7  —  «3*1  —  «4*6  —  «5*0  +  «6*4  —  «7*2)^6 

-  a^b^  +  a^bT  +  a^\  -  a^b^  +  a^b^  —  a^b^  —  a^b^  +  aj\)^e 
«0*7  +  «1*6  —  «2*6  +  «3*4  +  «4*8  -  «5*2  +  «6*1  +  «7*0)^7; 

«1*0  +  «0*1  —  «4*2  —  «5*8  +  «2*4  +  «8*6  —  ^*6  -  «6*7)^0 

-  «161  +  «0*0+  «4*4+  «6*6  +  «2*2  +  «3*8  +  «7*7  ^  «6*6)^1 
«1*2  +  «0*4  —  «4*0  +  «5*6  —  «2*1  +  «3*7  "  «7 *8  +  «6*6)^2 
«1*3  +  «0*5  —  «4*6  —  «5*0—  «2*7  "  «3*1  +  «7  *2  —  «6*4)^8 
«1*4  -  «0*2  -  «4*1  +  «5*7  +  «2*0  "  «8*6  ^  «7 *5  "  «6*8)-^4 

-  a^\  —  «063  —  »467  —  0561  +  o^ftg  +  ajfto  +  0764+  a^b^)x^ 

-  a^\  -  %bj  +  aj)^  —  a^b^  —  a^b^  +  a^i^- o^bQ—  aQb^)x^ 

«1*7  -  «0*6  —  «4*5  +  «6*4  —  «2*8  +  «8*2  +  «7*1  —  «6*o)^7? 

«2*0  +  «4*1  +  «0*2  —  «6*3  —  «1*4  +  «7*5  +  «8*6  +  «6*7)^0 

-  «2*1  +  «4*0  -  «0*4  +  «6*5  -  «1*2  +  «7*8  "  «8*7  +  «5*6)^1 
«2*2  +  «4*4  +  «0*0  +  «6*6  +  «1*1  +  «7*7  +  «8*8  "  «IS*6)^2 
«2*8  +  «4*5  +  «ü*6  —  «6*0  +  «1*7  "  «7*1  —  «3*2  +  «5*4)^ 

-  a^b^  -  aj)^  +  «0*1  +  «6*7  -  «1  *o  —  «7*6  +  «8*5  +  «5*3)^4 

«2*5  -  «4*8  +  «0*7  -  «6*1  -  «1*6  +  «7*0  "  «8*4^  «6*2K 
«2*6  -  «4*7  -  «0*8  -  «6*2  +  «1  *6  +  «7 *4  +  «8*0  +  «5*l)^6 

«267  -  aj)^  +  ao&5  +  ««64  +  «463  +  a^&j  -  a^\  +  «6*o)^> 
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^s'  =  (  ^^0  +  «5^  +  «6*2  +  %h  —  «7*4—  ^1*6  —  «2*6  "  «4*7)^0 
+  (—  «8*1 +«5*0  ~"  «6*4 -^«0*5 —«7*2—  «1*8+  «2*7""  «4*6)^1 
+  (—  «3*2  +  «5*4  +  «6*0  —  «0*6  +  «7 *1  "^  «1  *7  --  «2*8  +  «4*5)^ 

+  (—  0,63  +  ajftg  +  a^ftg  +  üob^  +  0467  +  «!&!  +  a^fc,  —  «^4*4)^3 
+  (—  «564  —  «562  +  agti  —  a^h^  —  ctyfeo  +  »^  6«  ~  «2*5  "**  «4*3)^4 
+  (—  0565  —  0563  +  «067  +  a^fti  —  Oyfte  —  »160  +  «2*4  +  «4*2)^5 

+  (—  «8*6  —  «5*7  —  «6*8  +  «0*2  +  «7*6  "^  «1*4""  «2*0""  «4*l)^6 
+  (       «8*7  —  «5*6+  «6*6—  «0*4+«7*8-^«l*2+«2*l""«4*o)^> 

X^'^{  «4*0  ""«2*1 +  «1*2 —«7*8  +«0*4—  «6*6 +  «5*6  ""«8*7)^0 
+  (—  «4*1—  «2*0—  «1*4+  «7*6+  «0*2—  «8*8—  «5*7  ""  «8^6)^1 
+  (—  «4*2""  «2*4+  «1*0+  «7*6—  «0*1—  «6*7+  «5*8  +  «8*5^^2 
+  (—  «4*8  —  «2*5  +  «1*6  —  «7*0—  «0*7  +  «6*1  ^  «5*2  —  «8*4)^8 
+  (—  «4*4  +  «2*2  +  «1*1  +  «7*7  +  «0*0  +  «6*6  +  «5*6  —  «8*8)^4 
+  (—  «4*8  +  «2*8  +  «1*7  —  «7*1  +  «0*6  —  «6*0  "  «5*4  +  «8*2)^ 
+  (—  «4^6  +  «2*7  —  «1*8  —  «7  *2  —  «0*6  —  «6*4  +  «6*0  —  «8*l)^6 
+  (       «4*7+  «2*6+  «1*6+  «7*4—  «0*8—  «6*2—  «5*1"  «8*o)^l 

^'  =  (  «5*0  -  «8*1  +  «7*2  +  «1*8  +  «6*4+  «0*6  —  «4*6  +  «2*7)^0 
+  (—  «6*1  —  «8*0  —  «7*4—  «1*6  +  «6*2  +  «0*8  +  «4*7  +  «2*6)^1 
+  (—  «5*2  —  «8*4  +  «7*0  —  «1*6  —  «6*1  +  «0*7  —  «4*3  "  «2*5)^2 
+  (—  «5*8  —  «8*5  +  «7*6  +  «1*0  —  «6*7  —  «0*1  +  «4*2  +  «2*4)^8 
+  (—  «5*4+  «8*2  +  «7*1  —  «1*7  +  «6*0—  «0*6  —  «4*5  +  «2*3)^4 
+  (—  «5*5  +  «8*3  +  «7*7  +  «1*1  +  «6*6  +  «0*0  +  «4*4"  «2*2)^5 
+  (—  «5*6  +  «3*7  —  «7  *8  +  «1*2  —  «6*6  +  «0*4  "  «4*0  +  «2*l)^6 
+  (       «5*7  +  «3*6  +  «7*5  -  «1*4  -  «6*3  +  «0*2  +  «4*1  +  «2*o)^7 

^B  "==  (  «6*0—  «7*1  —  «8*2  +  «2*8  —  «6*4+  «4*6  +  «0*6  —  «1*7)^0 
+  (—  «6*1  —  «7  *0  +  «3*4  —  «2*6  -  «5*2  +  «4*3  —  «0*7  —  «1*3)^1 
+  (—«6*2—  «7*4—  «3*0—  «2*6+  «5*1 +«4*7 +«0*8+  «1*5)^2 
+  (""  «6*8  —  «7*6  —  «3*6  +  «2*0  +  «5*7  "  «4*1  —  «0*2  "  «1*4)^8 
+  (—  «6*4+  «7*2  —  «3*1  —  «2*7  —  «5*0—  «4*6  +  «0*5  "  «1*3)^4 
+  (—  «6*5  +  «7*3  —  «3*7  +  «2*1  —  «6*6  +  «4*0—  «0*4+  «1*2)^5 
+  (—  «6*6  +  «7*7  +  «8*3  +  «2*2  +  «5*6  +  «4*4  +  «0*0  —  «l*l)^6 
+  (       «6*7+  «7*6—  «3*6—  «2*4+  «5*3+  «4*2  —  «0*1  —  «l*o)^l 

^'  ==  (  «7  *0  +  «6  *l  -  «5*2  +  «4*3  +  «3*4  "  «2*5  +  «l  *6  +  «0*7)^0 
+  (—  «7*1  +  «6*0  +  «5*4  —  «4*6  +  «3*2  —  «2*8  —  «1*7  +  «0*6)^1 
+  (—«7*2+  «6*4—  «5*0—  «4*6—  «3*1—  «2*7+  «1*8—  «0*5)^2 
+  (—«7*3+  «6*5—  «5*6+  «4*0—  «3*7+  «2*1—  «1*5,+  «^0*4)^3 
+  (—  «7*4—  «6*2—  «5*1—  «4*7+  «8*0+  «2*6+  «1*6+  «0*3)^4 
+  (—  «7*5  —  «6*3  —  «5*7  +  «4*1  +  «3*6  —  «2*0"  «1*4—  «0*2)^6 
+  (—«7*6—  «6*7+  «5*3+  «4*2—  «3*5—  «2*4+  «1*0+  «0*l)^6 
+  (       «7*7—  «6*6—  «5*5—  «4*4—  «3*8—  «2*2—  «1*1+  «0*o)^> 
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Die   vorstehenden  Formeln    Yereinfachen    sich    bedeutend^    wenn 
6  =  a   angenommen   wird.     In   diesem   Falle   ergiebt   die   Ausftlhrung 
des  Produktes: 
4)  x^  =  axa^ 

^o'  =  (V-  »1*-  V-  V-  V-  V-  V  +  «7*)^o  +  2(- ^a^-^r  0'^(h)x^ 


x: 


+  2 
+  2 
+  2 

=  2 

+  2 
+  2 
+  2 

a?;==2 


xi^'i. 


+  2 
+  2 

^;-2 

+  2 

•  +  (- 
+  2 

^5' =  2 

+  2 
+  2 
+  2 
+  2 

0^6'=  2 

+  2 

+  2 

+  2 

x/  =  2 

+  2 
+  2 


—  a^a^  —  a^(h)x^  +  2(—  a^a^  +  a^aj)x^  +  2(r-  a^a^  +  a^cui)x^ 

-  a^a^  -  a^(h)x^  +  2(-  %a^  +  a^a^^g 

-0^0»  +  «5««)^*  +  2(-  «lOj  -  a4a6)ir5  +  2(-  a^a^—  a,ae)a:4 
(h%+ ar,(^)xQ+  2(-  a^fli  +  «50^6)^1 


+  (- V+  ö^4*+  V+  V+  «1*+  «7H  «3*~  «5')^  +  2(-  a^a^  +  a^a^)x^ 
+  2(—  05^4+  as«5)'^4+  2(-  cf^ag  -  »30^4+  «0^  -  ^l<^d^h 
+  2(-  Ojae  +  a^a^)x^  +  2(0x07  +  «00^5)^7? 

«8Ö0  —  «4^7)^0+  2(—  «B^i  —  0^40^6)^1  +  2(—  ajOsj  +  a4«5)^2 
+  ir-  V+  V+  V+  V+  V+  «r  +  «2*-  0^8 

—  «304—  o^aß  +  «löe  —  «o«7)^4  +  2(—  »3^5  +  «»«4)^5 

—  a^a^  —  a^a4)a7e  +  2(0304  —  «0^4)^7; 

Ö4«o-  0^307)^0+  2(-  «4»!  -  «8«6)^i  +  2(-  OiOj  +  »305)0^ 

—  0403  +  a^a^  —  a^a^  —  a^a^)x^ 


«4*  +  ÖS*  +  «1*  +  «7*  +  V  +  «6*  +  «5*  -  ^z^)^i 

-  «4^5  +  «55Ös)^5  +  2(-  04»6  -  ölö^8)'2^6  +  2(040^  ~  a^a^X^, 

0^6 «ü  +  <^^<h)^(s  +  2(-  agOi  +  (h^^)^i 

-  «5^2  *~  ^8^4  +  %<h  —  ö^i^e)^'« 

-  c^ö^s  +  «204)^3  +  2  (—  05^4  +  0^03)^4 

-  ^5*  +  V  +  <  +  «1'  +  ^6*  +  <  +  Ö4'  -  ö'2')^6 

-  ^s'^e  +  «iaa)^6  +  2(0507  +  ao^2)-^77 

P^Oq  —  «1  «^7)^0  +  2(—  ffe^i  +  ^«fl'4  —  ^20^5  -  ^0^7)^1 

-  OßOj  +  a^a^)x^  +  2(~  o^Oj  -  a^a^x^  +  2(-  O3O4  -  0^03)^4 

-  ^6«6  +  0^1^2)3:5+  (-  a\+a\  +  a\  +  a«g  +  0*5  +  a*4+  0*0-  a*i)are 
OeO^-aoO^iT^, 

0^70^0  +  o%<^i  -  öfgOg  +  O403)a;o  +  2(-  a^a^  +  cTo^e)^! 

O7O2  -  «00^5)^2  +  2(-  O^Oj  +  0004)0:3  +  2(~  O7O4  +  00^8)^4 

-  0^70^5  -  «00^2)^6  +  2(-  a^a^  +  Ooojxß 
*  —  Oe*  —  o.'  -  o«*  —  Oa*  —  /i^  ^  - 


+  (0^7*  ~  0^6*  -  fl'ö''  -  «4*  -  C^8*  -  ^2*  -  fll"*  +  0^7- 

Die  Transformationen,  welche   durch   die  Gleichung  a;'«=  axa  re- 
präsentiert werden^    bilden   keine  Gruppe    und    sind   auch  nicht   mit 
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einander   yertauschbar.     Denn    die   Aufeinanderfolge   zweier   mit   den 
Parametern  a  und  a'  giebt: 

5)  x"==  a'axaa\ 

Da  die  Produkte  a'a  und  aa*  verschieden  sind,  so  lässt  sich  dieser 
Gleichung  nicht  die  Gestalt: 

geben  und  die  Vertauschung  von  a'  mit  a  ändert  den  Wert  des  Pro- 
duktes 5). 

Durch  anderweite  Spezialisierung  von  b  kann  man  leicht  die 
Formeln  erhalten,  vermöge  welcher  eine  Summe  von  sechs  Quadraten 
in  sich  übergef&hrt  wird.     Sei 

und  bedeuten  a,  x,  x*  (wie  oben  S.292)  Quaternionen  von  8  Einheiten, 
80  ist  also 

5)  x'^ax  — 

Die  Entwickelung  giebt: 

^\  ==  W  +  ^1    -  ^2*  -  ^»*  -  ^i    -  ^6*  +  «^6*  +  ö^7*)^l 

+  2(-  %a^  +ai(H+  Oz^'i  —  ^öO^ 
+  2(--  a^aj  +  «la,  -  a,a7  +  a^a^)x^ 
+  2(  a^a^  +  «104  +  a,ae  +  05^7)^4 
+  2(  a^a^  +  a^a^  -  a^a^  -  040^)0:5 
+  2(-  «0^7  +  ffiae  +  öTjag  -  ^^04)0:5, 

+    W  ~  V  +  «.'  ~  o,^  -  04*  +  oj«  -  a,'  +  a,')x, 
-f  2(~ao0e  +  a^a^  +  a^a,  -  a^a^)x^ 
+  2(—  a^Oi  +  a^a^  -  flfjag  +  ae07)a;4 
+  2(     a^a^  +  a^ffe  +  o^^s  +  (^z^d^s 
+  2(     %a^  -  ^1^6  +  ö^jö^e  -  0^4^7)0:8, 

rr,'  =  2(c^a5  +  ain,  +  a^a^  +  «i^e)^! 
+  2(aoOe  -  a^Oj  +  0,^5  -  a^a^)x^ 

+  2(-  aoa7  -  Oiflre  +  a^a^  +  a^a^x^ 
+  2(-  a^Oi  —  0,04  +  ^305  +  öreflr7)a?5 


298    ^^^  ^^^  automorphe  Transformation  einer  Summe  von  Quadraten  etc. 
.<  =  2(—  a^a^  +a^a^+  a^a^ -  a^a^) x^ 

+  2(—  a^a^  —  a^a^  +  a^a^  +  a^a^)x^ 

+  (ao*~  a,*-  a,«+  V+  «i*-  V-  V+  ^7*)^4 
+  2(—  a^a^  +  01^7  —  öTgörg  +  a4a5)a:5 

rc's  =  2(—  aoflTj  +  aiOTg  —  a^a^  +  a^a^)xi 

+  2Kö^7  +  öfl^6  +  ^«0^6  +  ÖTaöJ^« 
+  2(00«,  -  C^2^4  +  ÖTj^s  -  «6  0^7)^8 
+  2  («0^6  —  «1^7  -  «2^8  +  fl^4«^8)^4 

+  (V  -  «1*  +  ^2* -  «8^  -  «4*  +  «5*  -  ^e'  +'O^S 
+  2(—  00^4  —  Ojag  +  flfaa^  +  a^a^)x^ 

^6  =      2(-  üf^a^  +  öTiöre  +  a^ag  —  aj^a^)xi 

+  2(—  «0^8  -  «1^5  +  öfgfl'e  +  <^A<'T)^i 

+  2(^008  +  a^a^  +^80^6  +  ^^5^7)^8 
+  2(—  aoffg  +  a^flfs  —  ajcr^  +  «iöe)^* 

+  (V  +  öl'  -  «2'  -  V  -  «/  -  ^5'  +  ö^e*  +  ^7*)^6. 
Da  a-y  aus  den  Formeln  herausfallt  und  x\  =  0  wird,   so  kann 
man  zwar  die  Transformation: 

a 
wDrin  a,  x,  x*  Quatemionen  von  8  Einheiten  bedeuten,  als  eine  auto- 
morphe Transformation  Ton  7  Quadraten  ansehen.  Da  aber  fär  a;^  —  0 
auch  n;'o»0  wird,  so  reduziert  sich  dieselbe  auf  eine  Transformation 
von  6  Quadraten  in  sich  selbst.  Die  Gruppeneigenschaft  desselben  er- 
hellt sofort  aus  obiger  Gleichung. 

Denn  die  Aufeinanderfolge  zweier  Transformationen: 

,  1 

x^  ='  ax-y 
a 


ergiebt: 


tt       t       11 


a"x-" 
«   ^  a" 


Da  a'  und  a  nicht  yertauschbar  sind,  so  gilt  dasselbe  auch  von 
den  Transformationen  der  Gruppe.     Die  Parametergruppe,  lautet: 

Die  identische  Transformation  tritt  ein  bei  a « 1  oder  a^  «=- 1, 
ai  =  0,  a^  =  0  . . .  öTy «  0.  Die  inverse  Transformation  wird  dargestellt 
durch  die  Gleichung:  j 


X'  =  -a;a. 

a 
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Für  a?  =  a  wird  x^  ^  a  und  für  x  ^  —  x*  ebenfalls  —  —   Dies  be- 

a  a 

sagt,  dass  bei  der  Transformation  x'=^ax—  der  Punkt: 

unverändert  bleibt,  ebenso  aber  auch  der  Punkt: 

^0  -  ^'o?     ^1  =  -  «^i     •  •  ^6  =  -  0^6^     ^7  =  0^7- 
Endlich  kann  auch  die  automorphe  Transformation  von  4  Quadraten 
aus  der  Gleichung  1)  abgeleitet  werden. 
Setzen  wir  nämlich  in  derselben: 

^4  *™  ^6  '^  ^6  ^^  ^7  "^  ^7 

und  zugleich        ^^^^^    j^^„^^    j^^^^    ^^^  „^^ 

dagegen  6,--a„    b, «,,    6e=-a„     t,  =  -a„ 

SO  verschwinden  auch  die  Koeffizienten  von  ^oj  ^i;  ^2>  ^s  ^  ^®^  ^°** 
Wickelung  von  a;^,  arg',  ir^',  rr,',  und  es  bleibt: 

^o^W-  «1*-  V-  ag*+  a/+  a^^+  a^^'-a^^)x^ 
+  2 (-  a^a^  —  0204  —  «30^5  —  ö^6ör7>i 
+  2(-  aoflTg  +  «1^4  —  «3 de  +  0507)^ 
+  2(-  aoöTj  +  a^a^  +  a^a^  -  a^a^)x^y 

xl  =  2(aoai  -  a^a^  -  crsöTg  +  a6«7)^o 

+  (V~  «1'+  V  +  ^3'-  «4*~  «6*+  V+  ^7*)^l 
+  2(-  0004  -  ^i«8  -  «'sö^?  -  ö^s^^sK 

+  2(-  000^6  -  »lös  +  «sÖ't  +  «4«6)^8; 

^2'  ^      2  (aofl,  +  ai «4  -  ajÄe  -  a^a^x^ 

+  2(000^4  -  öl«^2  +  ö^8«7  -  ^5^6)^ 

+  (V  +  ^1'  -  «2*  +  0^8*  -  V  +  ^5'  -  <  -  ^7')^2 

+  2(—  a^fle  ~"  ^1^7  —  ^20^8  —  ^A^^^z-i 
xl «  2  (^oag  +  aiöTj  +  o^ae  +  a4flf7)a?o 
+  2(aoÖ5  -  öTiCTs  -  a^a^  +  040^6)0:1 
+  2(aoa6  +  a^a^ -  (h^-  «40^5)^2 

+  (V  +  «/  +  «2*  -  V  +  ^4'  -  ^5'  -  <  -  ^7')^8- 

Diese  Transformationen  werden  in  der  Gleichung 
6)  x^  =  axä 

zusammengefasst,  worin  ä  aus  a  auf  die  oben  angegebene  Weise  ent- 
steht.    Setzt  man  hierin: 

a^  =0,    aj  «=  a,         0^2  =  ^; .  ^8  =  ^7 
a4=Ä,     a^=  —  g,    o%==f,     0^7  = -^^ 

so  erhält  man  die  Transformation  §3, 12),  die  Transformation  §3,  20) 
dagegen,  sobald  man: 
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einführt.  Die  Transformationen  12)  und  20)  sind  invers  zu  denje 
welche  man  nach  der  Cayleyschen  Methode  beziehentlich  au 
schiefen  Determinanten: 


B^ 


und 


G}  a 
—  a  a 
~b  -Ä 
-c  g 
G)    —  a    - 


b 
h 

G) 

-f 
-b 


c 
-9 
f 


—  c 
9 
-f 


a         CO 

b         h        o 

c     -9       f 

ableitet.  Die  inverse  Transformation  findet  man  einfach  durcl 
tauschung  von  m  mit  —  o  und  -fr  mit  —  d'.  Es  ergiebt  sie 
sehr  leicht  aus  den  Quatemionendarstellungen,  die  wir  für  di( 
temäre  orthogonale  Substitution  aufgestellt  haben.    Die  eine  lau 

x'  =  [(c  +  #)  +  i(a  -  Ä)  +  k(b  -g)  +  ki(c  -  f)] 

•  (xQ+ix^  +  kXi  +  kix^) 

.  [(«,  _  ^)  +  i(a  +  h)  +  k(b  +  g)  +  ki(c  +  ni 

Die  hierzu  inverse  Transformation  ist: 

x'  =  [(q  +  ^)  -  i(a  -  Ä)  -  k(b  -g)-  ki(c  -  f)] 

'  {xq+  iXi  +  kx^  +  kix^) 

.[(c  ^  #)  -  i(a  +  Ä)  -  k{b  +  g)-  ki{c  +  f)l 

Multipliziert  man  dieses  Produkt  rechts-  und  linksseitig  mi 
so   erhält   man  wieder   die   ursprüngliche   Form,   nur  dass  o - 
—  (m  +  d)   und   a  —  d'   in   —  (co  —  -fr)  übergegangen  ist.     Die 
Quatemionendarstellung  hatte  die  Form: 

a?'=  (ö  +  i^a  +  «26  +  i^c  +  i^i^h  —  i^i^g  +  iii^f+  iihh^ 

'{xQ+i^x^  +  i^x^+^x^) 

•  {(o  +  i^a  +  i^b  +  igC—  i^i^h  +  ij^g  —  hhf—  iihh^ 
Hierzu  ist  die  inverse  Transformation: 

a;'=  (p  —  i^a  —  i^b  —  i^c  —  \i^h  +  \i^g  —  iats/*—  »i^tj 

(o  —  ija—  igt—  ijCH-  ii«^A—  ^1*80^+  ^213/*+  tiij»,^; 

Multipliziert  man  auch  hier  die  beiden  äusseren  Faktoren  m 
so  erhält  man  die  ursprüngliche  Form  wieder,  nur  dass  darii 
(D  und  O",  —  ö  und  —  -O*  auftreten. 
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.uch  die  Parametergruppe  der  Euler- Gay ley sehen  quaternären 
;onalen  Substitution  lässt  sich  mit  Hilfe  von  Quaternionen  über- 
ch  darstellen.     Die  Gruppe  17)  in  §  3: 

a;'=  axh 
e  beiden  getrennten  Parametergruppen: 

a''=^a'a    und     6"=  66'. 

lese  Gleichungen  geben  nach  bekannten  Regeln  entwickelt: 

«o"  =  ao%  -  Ol'«!  -  a^'a^  -  a^a^, 

er/'  =  a/Oo  +  ÖTo'öi  +  Oz^t  —  Oi^zy 

stzt  man  hierin 

h^'^w  -d',     \^a  +  fy    a^^h  +  g,    63 «  c  +  ä, 

benso  die  entsprechenden  Werte  für  a'<,  a"i  und  6',-,  b"i,  so  er- 
sieh far  die  acht  Parameter  folgende  Gleichungen: 

c"«  oj'co  -  a'a  -  Vb  -  c'c  ^  A'Ä  --  g'g  -  /•'/•+  ^'-^, 

a"=.  a'o  +  d'a  -  A'6  +  6'Ä  +  ^'c  -  c'^r  -  ^^7  -  f^, 

6"==  6'iD  +©'6  +  A'a  -  a'h^fc  +  c'/*  -  ^'g-g'^, 

c"-  c'  CO  +  id'c  -  g^a  +  a'^^  +  f  A  -  h'f  -  -^'A  -  A'^, 

A"==  A'ö  +  p'A  +  a'6  -  6'a  +  fg  -  (jr?  -  -^'c  -  c'^, 

p"«  jf 'c  +  o'g  +  c'a  +  a'c  -  fh  +  AY  -  ^'b  -  6'^, 

/^'=  /-'fl,  +  cdY  -  c'6  +  6'c  +  g'h  -  A'^  -  ^'a  -  a'^, 

^"==  ^'fl,  +  0'^+  f  a  +  a'f+g'b  +  Vg  +  h'c  +  g'h. 

an  erkennt  leicht ^  dass  diese  acht  Gleichungen  sich  in  die  eine 
nionengleichung  zusammenfassen  lassen: 

(fl,"+i^a"+  i,V'+  i,c"+  i,^V^-  i,iy+  i,i,r+  hhh^") 
(0'+  *>'  +  ^b'+  %c'  +  \i^V  -  i^i^g'  +  /gigr  +  f^ hh^') 
(o  +  i^a  +126+^5^+  \i^h  —  i^i^g  +  i^ij/'  +  t^igia'^), 
nach  dem  Typus  !):/__ 

jt  ist  und  also  die  Parametergruppe  der  in  Rede  stehenden 
-Cay  ley  sehen  Transformation  darstellt.  Schreibt  man  sie  in 
gekürzten  Form: 

Digitized  by 


Goo< 


302    t^ber  die  automorphe  Transformation  einer  Summe  von  Quadraten  e 

6*)  a^'^a'a 

wie  oben  S.  294,  Gleichung  3*),  so  kann  man  der  zweiten  Par 
gruppe  V^^bV  der  Transformation  6)  die  Gestalt: 

6**)  a'^^a^ 

geben.  Beide  Gruppen  sind  identisch;  die  Entwickelung  derGleichi 
liefert  dieselbe  Transformation  wie  6*). 

Lässt   man   auf  die  Transformation   ic'==»  axä  eine  zweite 
so  ergiebt  sich 

oder 

woraus  folgt,   dass  a;'=  axä  den  Gruppencharakter  besitzt.     ] 
scheinbar  zwei  Parametergruppen  vorhanden,  nämlich: 


und 


a^'^a'a 


Da   diese   Gleichungen    aber   nach   dem  Vorigen  dieselben 
formationen    liefern,    so    reduzieren    sich    dieselben    auf  eine 
Parametergleichung,  in  der  sämtliche  Parameter  aufbreten. 

Zum  Schluss  mag  noch  einer  sehr  einfachen  Klasse  voi 
morphen  Transformationen  gedacht  werden,  welche  zwar  keinen  Gi 
Charakter  besitzen,  aber  dafür  ohne  Schwierigkeit  för  jede  beliebij 
von  Quadraten  aufgestellt  werden  können.  Bedeuten  a  und  x  V< 
von  n  Einheiten,  deren  Produkte  nicht  auf  die  ursprüngliche 
heiten  zurückgeführt  werden  können,  sei  also  z.B.: 

x^Xq+  i^x^  +  i^x^ H \-  im-i x^^i , 

worin  i^i^..,i^-i  primitive  imaginäre  Einheiten  sind,  f&r  welc 
die  Bedingungen:  i/=_l,     v,=  -»>, 

existieren,  so  lässt  sich  erweisen,  dass  das  Produkt: 

x*-=  axa 

wiederum  ein  Vektor  ist,  indem  sämtliche  Produkte,  die  i^iq  un< 
enthalten,  verschwinden. 

Es  findet  sich  nämlich  zu  jedem  Produkt: 

«o(*r^r)(i,a.) 
ein  zweites  entgegengesetzt  gleiches 

{ha^iirX^%, 

{irar)xQ(ia,) 
ein  entgegengesetzt  gleiches: 

und  drittens  zu 
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ein  entgegengesetzt  gleiches: 

{isas)(irXr)(ipap), 

da  i,ir  —  —  ir»*j     ipiris  =  —  i»irip  ist. 

Für  n  ==  2,  3,  4,  5  erhält  man  folgende  Transformationsgleichungen, 
deren  Bildungsgesetz  ohne  Mühe  erkannt  wird: 

iKi' «  2aoflia;o  +  (a*o  -  ö*i)^i; 

x^  -  2flroaaa?o  -  2a^a^x^  +  (V+  «i^ -  «a*)^; 
n  «  4  siehe  oben, 

=  (ao*-  o,*—  V-  V-  a4*)a;o-2aoaia:i--2aoaga:2  -SaoOsa^j-  2aoa4^4^ 
=  2aoaia;o+  {a^^-  a^^+  a,*+  03*+  ^a?!-  2a^a^x.—  2a^^a^x^'-2a^a^x^, 

X5'==2aoff8a;o— 20105^:1— 2a,a8a:i+(flo'+öi*+V~V+0^a--2a3a4a;4, 
=  2aoa4a:o—  2aia4a;i—  2aga4a;^—  2a^aj^x^-\'  (V+ai*+a2*+ V--0^4- 
Diese  Transformationen   bilden  mit  Ausnahme  der  ersten  keine 
Crruppen.    Denn  die  Aufeinanderfolge  zweier  solcher  Transformationen: 

und 
giebt: 

Die  Produkte  a}  a  und  aa!  sind  für  n  >  2  keine  Vektoren,  auch 
ist  a!a  nicht  gleich  aa\  Deshalb  giebt  es  für  diese  Transformationen 
auch  keine  Parametergleichung. 


a;'= 

axa 

«"= 

a'x'a' 

*"= 

a'axaa'. 

Bemerkenswerteste  DmckfeUer  der  ersten  beiden  Teile. 

Seite  67  Zeile  4  v.  u.  lies:  ^»^~^"  =  \~^". 

«Ol  ^01 

„     69      „     7  v.o.  lies:    11). 

„     69      „  19  V.  u.  lies:  ic/=  x^.  

„     71      „    2  v.o.  lies:  -a;,  sin (*^- «,+«,- <J. 

„     72      „12v.  0.  lies:    —  isin*. 


74  Formel  23 *)He8:   ^^-  =  ^x,\    "^  =  ^0' 
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Zeile  12  v.u.  lies:   (^)  =  ..,    (^)  =  V 


Seite  74 

75 
75 

75 

76 

77 

77 

77 

79 

79 

121 

121 

123 


„       4  V.  O.  lies :    qp  t. 

Formel  27)    lies:   Xq'^  +  x^"'  =  c\ 

X  ' 
28)   lies:    arc  sin -^ -[■*==  c'. 


32)   lies: 


du' 

dt  ' 


Zeile  9  V.  o.  lies:    Q^a^Q. 

„    12  V.  o.  lies:   9,aoi. 
Formel  37, 2)  lies: 
Zeile  14  v.  u.  lies:   x't'^xb. 

„      1  v.u.  Ues:    (6o'-^«*)«i- 

,y      8  y.  u.  ist  zur  Determinante  der  Exponent  2  zu  setzen. 


i*'«ll=Oit  =  l- 


„       3  V.  u.  lies: 
Formel  7%  2)  Ues:    (p^x^^-{l,^ +  X^^x^  +  l^X,x,  +lo^i^t' 


124  Zeile   1  v.  o.  lies:   x, 


sinA^ 


124 

124 
126 

126 

127 

129 
129 

129 
132 


3  V.  o.  lies:   x. 


Ä*  '^     h 

(,   ,    1  — cosÄ«    ,   ,   sinÄA     , 
^0  ^ ^i +  ^i  —T—  )  etc. 


9  V.  o.  lies:  >li  =  —  t/i ,    1,  =  —  JPj. 

1  V.  o.  lies:  Ski* 

14  V.  0.  lies:  --j-- 

4  V.  o.  lies :  *  =  1. 

,.  _    X,VM 

14  V.  u.  lies:  ip    ^  ^ 


Formel    7)    lies: 

Zeile  3  V.  u.  ändere  den  Nenner  dementsprechend  ab. 
„     9  V.  o.  lies:    8). 


^ 


Digitized  by 


Google 


über  elliptisohe  Anamorphose  in  der  dioptrisohen 

Abbildung. 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  Matthiessen 

in  Rostock. 


Die  dioptrischen  und  katoptrischen  Abbildungen  von  Objekten 
durch  centrierte,  sphärische  Flächensysteme  unter  Voraussetzung  der 
bekannten  Gauss  sehen  Beschränkungen  reduzieren  sich  in  den  Hand- 
bQchem  der  Optik  meistens  auf  die  Konstruktion  und  Berechnung  der 
Bildgrössen  sehr  kleiner  geradliniger  senkrecht  zur  Centrale  stehen- 
der, axialer  oder  paraxialer  Objekte.  Da  aber  in  Wirklichkeit  die 
Bilder  von  realen  Objekten  ebenfalls  Raumgebilde  sind,  wie  es  die 
Erfahrung  im  Gebrauche  der  Femrohre  lehrt,  indem  diese  den  Tiefen- 
dimensionen des  Raumes  akkommodiert  werden  müssen,  so  scheint  es 
von  Interesse,  die  Theorie  der  Abbildung  in  dieser  Richtung  zu  er- 
weitem. Die  Dimensionen  und  Koordinaten  sind  mit  Rücksicht  auf 
die  von  uns  gemachte  Annahme  der  Gauss  sehen  Beschränkungen  im 
allgemeinen  von  der  Ordnung  der  Kleinheit  der  DifiFerentiale  dr,  d^, 
cXj  diff  dz  U.S.W.;  in  der  Regel  aber  erweitert  man  dieselben  noch 
so  weit  zu  endlichen  Grössen,  als  sie  noch  die  Bedingung  erföUen, 
dass  sie  sehr  klein  gegen  die  Abscissen  x^y  x^  und  die  Krümmungs- 
radien ^t,^s,...  der  brechenden  Flächen  sind,  sowie  dass  die  Glieder 
höherer  Ordnung  ebenfalls  gegen  die  der  ersten  Ordnung  der  Klein- 
heit verschwinden.  Die  mathematische  Behandlung  des  vorgesetzten 
Problems  kann  demgemäss  mit  Anwendung  der  Differentialrechnung  ge- 
schehen. Indem  wir  die  Kenntnis  der  Theorie  der  geometrischen 
oder  graphischen  Dioptrik  von  Systemen  centrierter  Flächen  voraus- 
setzen, schicken  wir  zunächst  einige  leitende  Grundsätze  voraus. 

1.  Die  Centrale  eines  brechenden  Systems  centrierter  sphärischer 
Flachen  ist  die  optische  Axe,  in  der  selbst  oder  in  ihrer  unmittel- 
baren Nähe  die  abzubildenden  Objekte  und  ihre  Teile  sich  befinden. 

2.  In  der  optischen  Axe  sind  bemerkenswert  die  beiden  Haupt- 
brennpunkte, die  beiden  Hauptpunkte  und  die  beiden  Knotenpunkte. 
Die   letzteren   beiden   Kardinalpunktepaare   haben   gleiche   Interstitien 
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und  liegen  paarweise  zu  den  Brennpunkten  symnietriscli.  Sie  sind  beide 
bipolare  Abseissenanfangspunkte  für  konjugierte  Punkte  und  zwar 
gelten  die  Relationen: 

1)  (S.S,),    i  +  ^-h    i.K.K,),    -^  +  i5  =  l. 

3.  Für  die  Abscissen  der  Objekt-  und  Bildpunkte  in  Bezug  auf 
einen  beliebigen  Anfangspunkt  derselben  normieren  die  Differentiale 
dxQ  und  dx^y  dJc^  und  ^ft^;  f&r  seitliche  Dimensionen  wie  Ordinaten 
oder  rad.  vect.  dy^  und  3y,,  r^  und  r^  oder  BTq  und  dr^  u.s.w.  Ist  Pq 
ein  als  Anfangspunkt  angenommener  Punkt  des  Objekts^  so  ist  sein 
Bild  Pi  Anfangspunkt  der  Abscissen  des  Gesamtbildes.  Ihre  Örter  sind 
an  die  Gleichungen  1)  gebunden. 

4.  Wenn  von  allen  Punkten  des  als  ein  sehr  kleines  ßaum- 
gebilde  gedachten  Objektes  Strahlen  nach  dem  ersten  Knotenpunkt  Ka 
gezogen  werden  und  von  dem  zweiten  Knotenpunkte  Kß  zu  jedem 
dieser  parallele  Strahlen,  so  sind  die  einzelnen  StraMenpaare  Strahlen 
konjugierter  Punkte.  Der  zweite  Strahlenkegel  ist  mit  dem  ersten 
entweder  völlig  kongruent  oder  symmetrisch. 

5.  Wenn  man  mit  einer  durch  den  ersten  Knotenpunkt  gehenden 
Erzeugungsgeraden  einen  Umhüllungskegel  des  Objekts  beschreibt,  so 
ist  der  zweite  Knotenpunkts -Strahlenkegel  auch  TJmhüllungskegel  des 
Bildes.  Ist  also  z.  B.  das  Objekt  ein  gegen  die  Kiiotenpunktsaxe  KaP^ 
geneigter  Kreis,  so  ist  sein  Bild  entweder  ein  Kreis  oder  eine  Ellipse. 

6.  Die  beiden  Knotenpunkts  -  Strahlenkegel  können  als  perspektivische 
Strahlenbündel  mit  zwei  getrennten  versetzten  Polen  angesehen  werden. 
Irgend  ein  konjugiertes  Strahlenpaar  kann  als  eine  optische  Nebenaxe 
betrachtet  werden,  wenn  man  nur  Knotenpunktsabscissen  Jc^  imd  l\ 
anwendet. 

7.  Ist  das  Objekt  eine  sehr  kleine  Gerade  r^  oder  drQ  und  zieht  man 
alle  möglichen  Knotenpunktsstrahlen  ihrer  Punkte  nach  Ka,  so  bilden 
sie  einen  Strahlenfächer.  Das  Bild  der  Linie  ist  nun  ebenfalls  eine 
kleine  Gerade  r^  oder  dr^,  deren  nach  Kß  gezogene  Knotenpunktsstrahlen 
einen  kongruenten,  homothetischen  oder  antithetischen  Fächer  bilden. 
Die  Neigungswinkel  der  beiden  Linien  sind  indes  verschieden  gross, 
und  zwar  ist: 

2)  tan  ß^ :  tan  ^^  -=  ic^ :  ic^  =  —  g>\  ifk^. 

Zum  Beweise  dieses  Theorems  beachte  man,  dass  für  ein  auf- 
rechtes, senkrecht  zur  optischen  Hauptaxe  oder  auch  senkrecht  zu 
einer  Nebenaxe  stehendes  Objekt  (Linie)  folgende  Beziehungen  zu 
seinem  gleichfalls  aufrechten  Linienbilde  bestehen:* 


•  M^atthiessen,  Beiträge  zur  Dioptrik  der  Kristalllinse  in:  Berlin-Evers- 
buschs  Zeitschrift  für  vergleichende  Augenheilkunde  IV,  I§2,  1887.  —  Grund- 
riss  der  Dioptrik  geschichteter  Linsensysteme,  Leipzig  1877. 
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I) 

n) 


c?ri8in(Ji 


f 


/  +  *! 


und  weiter   beachte   man,   dass   für  Linienelemente   in   der  Bauptaxe 
oder  einer  Nebenaxe  folgende  Gleichungen  bestehen: 

dx^  ^  dr^ 008 Pp  ^  a?o-/'  ^-(parp* 

^^q  _  3ro  cos  Po <P  +  ^'o  _    -Ao*  . 


ni) 

IV) 


Aus  I)  und  III),  beziehungsweise  aus  II)  und  IV)  ergeben  sich  die 
Relationen  in  2). 

8.  Als  Abscissenaxe  kann  man  die  optische  Axe  wählen  mit  den 
Abscissen  Xq  und  x^  und  ihren  Differentialen,  wenn  der  Hauptobjekt- 
punkt (o^q)  in  ihr  liegt.  Liegt  er  seitlich,  so  wähle  man  die  beiden 
durch  ihn  und  seinen  Bildpunkt  gehenden  konjugierten  Knotenpunkts- 


z 

^ 

\ 

/<\  *• 

K 

^ 

R 

0 

2; 

ir« 

strahlen   Ic^  und  \,     Diese    auf   die    optische    Axe   projiziert,   unter- 
scheiden sich  nur  um  Grossen  der  Kleinheit  zweiter  Ordnung,  weil 

Die  Abscissenaxen  degenerieren  dann  in  zwei  parallele  Neben- 
axen,  welche  wir  unseren  späteren  Betrachtungen  immer  zu  gründe 
legen  werden,  da  die  Vorstellungen  von  der  Abbildung  hierdurch  viel 
klarer  werden. 

Wir  wenden  ims  nunmehr  der  Theorie  der  Abbildung  zu,  indem 
wir  uns  als  Objekt  eine  beliebige  geschlossene  krumme  Oberfläche 
denken  mit  einem  Pole  0  ihrer  Polarkoordinaten.  Man  verbinde  0 
mit  dem  ersten  Knotenpunkte  durch  eine  Gerade  Ka  0,  welche  wir 
ab  vordere  Nebenaxe  und   zugleich  als  X-Axe   eines   rechtwm^gen 
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Koordinatensystems  annehmen  wollen.  Es  sei  JE*,  OB  (s.  die  Figur)  der 
Neigungswinkel  ß  eines  durch  0  gelegten  Ebenenschnittes  gegen  die 
Axe,  P  ein  beliebiger  Punkt  seiner  Peripherie  mit  dem  Polarwinkel 
BOP-='(Pq.  Konstruiert  man  noch  YOY^  senkrecht  zu  KaOB  und 
OZ  senkrecht  zu  K»  0  Yy  dann  sind  0  Y  und  OZ  die  beiden  übrigen 
Koordinatenaxen;  r^  oder  ar^,  dk^,  dy^,  de^^  sowie  r^  oder  dr^y  d\j  dy^ 
de^  die  Koordinaten  der  beiden  getrennten  rechtwinkligen,  dreiaxigen 
Koordinatensysteme.  Wir  denken  uns  femer  um  0  durch  den  Punkt 
P  der  krummen  Oberfläche  ein  sphärisches  Dreieck  PBE  gelegt; 
dann  ist  BP  -  ^o,  -B-^  ==  ßo,  ^P  =  *07 

BEP^B    und    EBP^R, 

Es  sei  nun  die  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche  der  Einfach- 
heit wegen  explizit  r^,—  F(ßy  9).  Bezeichnet  man  das  Bild  des  isphäri- 
schen  Dreiecks  mit  P^B^E^y  so  ist  in  Berücksichtigung  des  XJmstandes, 
dass  die  Seiten  dieser  Dreiecke  in  parallelen  Knotenpunkts -Strahlen- 
fächern liegen,  -ß^p  _  B^E.P^  ^  e. 

Weiter  ist:    .    «       ,  .  „       x  x 

sm  /?Q  —  tan  q>Q'  cot  £,     smpj  =  tany^ •  cot b, 
folglich: 

3)  tan  q>Q :  tan  g>i  =  sin  /J^ :  sin  /J^. 

Ferner  ist 

cos  Sq  =  cos  /?Q  •  cos  q>Qy     cos  dj  =  cos  ß^  •  cos  q)^ . 

Da  immer  Tq  als  eine  sehr  kleine  Grösse  Torausgesetzt  wird,  so 
kann  man  setzen:     ^^  ^^g  g^ _  g^.^^    ^^ ^^^  S,^d\y 

und  weil  aus  IV)  folgt: 

^  """äÄ^j  f+k,         '  tpk,'  ' 


so  wird: 


oder: 


Tq cos tfo  =  -^^ ^-i  cos  d\  =  -  f^j^^i  cos *i, 


^  /^^O*         *^    cos  ßi  cos  91      *"  9^  +  ^o      ^    COS^l  C0B9>i 

Dieses  ist  die  Polargleichung  der  Bildfiäche. 

Wenn  es  sich  nun  um  die  Abbildung  einer  krummen  Oberfläche 
oder  einer  Kurve  handelt,  werden  die  Polarkoordinaten  r^,  ß^  und  % 
in  die  des  Bildes  r^y  ß^  und  (p^  zu  verwandeln  sein.  Handelt  es  sich 
dagegen  um  die  Abbildung  singulärer  Linien  und  Punkte  z.B.  der 
Kanten  und  Ecken  eines  Polyeders,  so  sind  die  partikulären  Gleich- 
ungen 2),  3)  und  4)  nach  ß^y  q>^  und  r,  aufzulösen.  Wir  wollen  hier 
zunächst  das  erste  Verfahren  entwickeln  und  gehen  aus  vom  Quadrate 
der  Gleichung  4): 

^     ^\     f     )    K*^      C08Pi*C0S9i«    * 
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Es  ist  nun 


=««9'o*=q:tS^» 


V-<pU 


cos  p,  • 


_COS^,.[l-COBftjl-(^^ 


etzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  4)  ein,  so  erhält  man: 


^a  dies  die  Gleichung  eines  Rotationsellipsoides  ist,  so  ist  der 
lungskoeffizient  des  rad.  vect.  in  jedem  Falle  ein  elliptischer  und 
:ann  deshalb  die  dioptrische  Abbildung  von  Objekten  eine  ellip- 
Anamorphose  nennen.  Zur  vollständigen  Darstellung  der  Ab- 
g  hat  man  noch  die  Gleichung: 

etzen  und  die  Koordinaten  ß^  und  qp^  in  die  des  Bildes  ß^  und  qp^ 
nsformieren.  Wir  wollen  dies  Verfahren  an  einem  Beispiele  er- 
1. 

Is  sei  das  Objekt  ein  kleines  dreiaxiges  Ellipsoid.  Der  Einfach- 
^egen  nehmen  wir  an,  dass  seine  längste  Axe  2a  mit  der  Knoten- 
ixe KuPq  zusammenfalle,  und  wählen  die  mittlere  Axe  26  als 
j  und  die  kleinste  2c  als  Z-Axe.  Dann  wird  bei  Anwendung 
)en  Polarkoordinaten  die  Gleichung  des  EUipsoids: 

& 

y  l  +  COSy,«  ^-f  -  ij  -  C08q(./C08p„>  ^-,    -   ^j 

7ir  drücken  alle  Elemente  dieser  Gleichung  durch  die  des  Bildes 
abei  ist:  ., 


tpk^'' 


b 


b  =  b,^,      ' 


h 


l/,+„.,..(y_,)_.„,.....,..[^:^i:(Ä)'] 


[ieraus   lassen   sich   die   Koordinaten  ß^  und  (p^  mittelst  der  Ke- 
rn 5)  und  6)  in  ß^  und  (p^  verwandeln.     Substituiert  man  noch: 
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Über  elliptische  Anamoqphose  in  der  dioptrischen  Abbildung. 


7i  2  n  ^ 


und  verbindet  die  Gleichung  des  Ellipsoides  mit  der  Gleichun 
erhält  man: 

^ 


y^l  +  X«co8  9,«-(l  +  X«)co8(p,«cosft«ri-(-^)n 


welches  ebenfalls  die  Gleichung  eines  dreiaxigen  Ellipsoides  ii 
Wenn  das  Objekt  eine  Kugelfläche  ^  also  rQ=  konst.  ist,  sc 
die   Gleichung  7)   die   Abbildung  und  zwar  ein  Rotationsellipj 
den  Halbaxen:  ,  , 

«1  -  " 


fK 
^  =-  ^1  = 


Wenn  hierbei  der  Mittelpunkt  der  Kugel  im  ersten  Knot 
liegt,  hat  man  zu  setzen  ä-^^  =  ä^  =  0  und  nach  IV)  und  II): 

-f .. 


—  f 


'07 


d.  h.  das  Bild  ist  auch  eine  Kugel.  Liegt  dagegen  der  Mittelpi 
Objektkugel  im  ersten  Hauptpunkte^  so  hat  man  zu  setzen  x^-- 
und  nach  III)  und  I): 

«1  =  ^^07    fti  =  Ci  =  »'o; 

d.h.  das  Bild  ist  ein  Rotationsellipsoid. 

Wenn  das  Objekt  ein  Gitter  oder  ein  Polyeder  ist,  so  ki 
die  Polarkoordinaten  r^,  ß^  und  q)^  ausdrücken  durch  r^,  ß^  ui 

Es  ist  ganz  analog  den  Formeln  5)  und  6): 


8)      cos/3i2 


(^■^)'-'-- 


9)     cos  9/  = 


1  C09q,„»ri-C08Po»{l-(; 


-fK 
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■»        y/x-cos,,.cosp„.[x-(^yj 


i  es  sich  im  vorliegenden  Falle  im  allgemeinen  nur  um  die  Ab- 
dung  einzelner  Punkte  handelt  und  nicht  um  Ebenenschnitte  durch 
)  Y'Axey  so  kann  man  auch  einfach  ausgehen  von  den  Relationen 
und  2): 


fk^'      0  cosdi 


9o+^o    *^co8<y/ 


raus  folgt: 

11) 


tan  Öq  :  tan  dj  =  —  g>ki :  fk^, 


*"'=l"»l/ 


/: 


Die  Gleichung: 
12)  tan*.=  (^)-tan(J„ 


?bt  die  Neigung  des  rad.  vect.  eines  Punktes  z.  B.  einer  Ecke  des 
lyeders  gegen  die  Hauptaxe  (Knotenpunktsaxe)  und  die  Gleichung  11) 
)  Länge  des  rad.  vect.  oder  den  Abstand  des  abgebildeten  Punktes 
n  dem  Koordinatenanfangspunkte  des  Bildes. 


21* 
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über  den  Traktoriographen  von  Kleritj 
und  das  Stangenplanüneter. 

Von 

Reallehrer  A.  Korselt 

in  Meerane  L  S. 


Auf  die  Aufforderung  des  Herrn  Prof.  Mehmke  hin  teile  ich  den 
Lesern  dieser  Zeitschrift  folgendes  über  den  „Traktoriographen"  von 
Staatsrat  Kleritj  (jetzt  serbischer  Minister  för  Volkswirtschaft  und 
Handel)  mit.  Ich  entnehme  die  Angaben  dem  Aufsatze  von  Kleritj 
in  Dinglers  polytechnischem  Journal  Band  305,  S.  234 — 237, 
260—263,  1897. 

Der  „Traktoriograph"  besteht  (Fig.  1)  aus  der  Fahrstange  ÄJB, 
die  an    dem    einen  Ende  mit  einem   FaJirstift  DK  versehen  ist,  und 


Fig.  1. 


aus  einem  scharfrandigen,  um  eine  wagerechte  Axe  drehbaren  Räd- 
chen T,  Diese  Axe  ist  in  dem  gabelförmigen  Unterteile  einer  Hülse 
gelagert,  welche  auf  der  Stange  AB  verschiebbar  und  mittelst  der 
Schraube  P  auf  derselben  feststellbar  ist.  Der  spitze  Fahrstift  DK 
ist  leicht  drehbar  in  dem  Rahmen  CH  befestigt,  der  auf  verstellbaren 
Füßen  m  und  n  ruht.  Durch  Schrauben  in  den  Füßen  kann  K  be- 
liebig eingestellt  werden,  und  ebenso  lässt  sich  durch  Schraubchen 
das  Rädchen  T  so  stellen,  dass  seine  Symmetrieebene  durch  AB  und 
K  geht. 

Man  fasst  das  Instrument  zwischen  zwei  Finger  und  führt  die 
Fahrspitze  leicht  die  aufgezeichnete  Kurve  entlang.  Der  Berührungs- 
punkt t  des  Rädchens  beschreibt  dann  die  der  Kurve  zugehörige 
Traktorie  mit  der  unveränderlichen  Tangente  t  =  Kt  Über  dem  Räd- 
chen T  befindet  sich  ein  kleineres  Rädchen  F  mit  einem  Einschnitte, 
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der  einen  mit  Druckfarbe  getränkten  Filz  enthält.  Diese  färbt  den 
scharfen  Rand  des  Rädchens  T  und  bewirkt,  dass  der  Weg  von  t  auf 
dem  Papiere  sich  abzeichnet. 

Es  seien  (Fig.  2)  CD  die  Traktorie  der  Linie  Al^  für  die  be- 
ständige Tangente  t^  XY  die  Koordinaten  des  Punktes  K  auf  Ä  B^ 
xy  diejenigen  des  zugehörigen  Punktes  T 
auf  CD,  a  der  Winkel  einer  Richtung 
von  t  mit  der  ;c-Axe.  Dann  ist  nach  der 
Figur: 


i^ig.  2. 


1) 


Da  aber 


so  folgt: 
2) 


0^  —  X  +  ^cosa, 
y  =  Y  +  ^  sin  a, 

cosa  =  (l  +  y'^~2, 
sin«  «  3/(1 +  y'0~^ 


Y^y^ty\i+y^T^, 

Folgende  Bemerkung  sei  hier  eingeschaltet: 

Das  bekannte  Kennzeichen  der  Berührungstransformationen  (siehe 
etwa  Lie,  „Geometrie  der  Berührungstransformationen"  S.73 
Satz  2)  zeigt,  dass  die  Zuordnung  2)  der 
Traktorie  CD  zu  AB^  also  auch  die 
umgekehrte  Zuordnung  1)  keine  Be- 
rührungstransformation ist.  Das  ist  auch 
geometrisch  leicht  an  zwei  einander  be- 
rührenden Kreisen  zu  zeigen. 

Bewegt  sich  die  Spitze  K  auf  einem 
Kreise  mit  dem  Halbmesser  r  (Fig.  3) 
und  ist  KT=-ty  so  beschreibt  der  Be- 
rührungspunkt des  Rädchens  eine  Kreis- 


traktorie    T^TT^ 


für    welche    die 


augenblickliche  Richtung  -KT  die  Tan- 
gente der  Traktorie  im  Punkte  T  ist. 
Die  Gleichung  dieser  Traktorie  lautet: 


itga  =  tgiqp  —  tgi(^  +  a), 


wo 


y>-(T)' 


a  der  Winkel,  unter  dem  die  Tangente  t 

vom  Mittelpunkt   aus   gesehen  wird,  qp 

der  zum   befahrenen  Wege  K^K  gehörige    Centriwinkel,   und  #   der 

Polwinkel,  von  CK^  aus  gerechnet,  ist.    Um  den  w*^"*  Teil  des  gegebenen 

Weges  q>  zu  finden,  braucht  man  nur  zu  setzen:  DigitizedbyGoOQlc 
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*  =  i, 

n 
dann  wird  ^        tg^ 

®  n  »t 

wodurch  tg— ;  also  auch  —  selbst  bekannt  wird.  Als  Tangentenlänge 
hat  man  dabei  zu  nehmen 

^  — nr(w^  — l)~ä. 

Ist  aber  die  Vielteilung  för  ein  bestimmtes  r  geleistet,  so  ist 
sie  bekanntlich  auch  leicht  für  ein  beliebiges  r  auszufahren. 
Setzt  man  ^  =  0,  so  wird  hier  h^Q  und 
.  lim    iaktp 

*8«  =  ifc=o-nt — «'• 

Da  a  bekannt  ist,  so  ist  damit  q>  für  r  =»  1  rektifiziert  und  zu- 
gleich der  Sektor  CKqK  ^  ^-  quadriert.    Setzt  man  qp^-^?  so  findet 

man  eine  Strecke  für  die  Zahl  --^   bezogen  auf  den  Einheitsradius. 

WiU   man   einem  Kreise   ein  regelmässiges  n-Eck  einbeschreiben, 

so  teile  man  wie  angegeben  —  in  n  Teile,  verbinde  je  zwei  getrennte 

Punkte  durch  eine  Sehne  und  übertrage  diese  Teilung  auf  die  andere 
Kreishälfte. 

Die  Basis  e  der  natürlichen  Logarithmen  wird  gezeichnet  mit  Hilfe 
der  (Huyghensschen)  Traktrix  der  Geraden.  Durch  Integration  der 
Differentialgleichungen  2)  findet  man  die  Gleichung  derselben: 

wenn  g  und  rj  die  Koordinaten  eines  Punktes  dieser  Traktorie  bezeich- 
nen. Durch  Konstruktion  mit  Lineal  und  Zirkel  wird  daraus  die  auf 
dieselbe  Axe  bezogene  logarithmische  Linie  abgeleitet: 

t 
also  für  <-=l  ^_^y     ^jg^    ^j_^. 

Man  nehme  also  x  ^l,  so  findet  man  aus  der  gezeichneten 
Traktrix  und  nach  obigen  elementaren  ^Konstruktionen  eine  Strecke 
als  Darstellung  von  e  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Streckeneinheit. 
Dabei  wird  aber  vorausgesetzt,  dass  man  zu  jedem  Punkt  der  x-Axe 
den  entsprechenden  Punkt  der  Traktrix  auffinden  kann.  Das  geschieht 
durch  Auflegen  des  Traktoriographen  auf  die  Grundgerade  und  die  schon 
gezeichnete  Traktrix. 

Wir  können  diesen  Konstruktionen  keine  praktische  Bedeutimg 
beilegen,  weil  sie  sich  ebenso  genau  und  noch  einfacher  mit  einem 
Maßstabe  und  einem  Zirkel  ausführen  lassen,  wenn  eine,  kleina  Anzahl 
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f^ersuchen  gestattet  ist.  Praktisch  wichtig  ist  aber  die  von 
tj  nicht  erwähnte  Anwendung  des  Traktoriographen  als  Plani- 
-,  wie  sie  zuerst  1886  der  dänische  Kapitän  Prytz  gelehrt  hat. 
rytz  hat  ebenfalls  einen  Traktoriographen  angegeben,  aber  von 
lerer  Konstruktion.  Anstatt  des  Rädchens  T  hat  sein  Instru- 
nur  eine  einfache  Schneide^  die  die  Traktorie  in  das  Papier  ein- 
;.  Unter  dem  Namen  Beilplanimeter  oder  Stangenplani- 
'  findet  es  jetzt  in  England  und  Deutschland  allseitig  unbedingte 
ennung.  Eine  eingehende  Behandlung  der  zugehörigen  Theorie 
.  Runge  findet  sich  in  der  „Zeitschrift  für  Vermessungs- 
i"  1895,  S. 321 — 331,  ein  kürzerer  Aufsatz  von  J.Hamann  in 
len  Zeitschrift  1896,  S.  643  bis  650.  Dem  Letzteren  entnehme 
B  folgenden  Angaben. 

umläuft  die  Spitze  K  im  Sinne  des  Uhrzeigers  eine  Fläche  V 
[)  mit  der  Anfangslage  FS  des  Fahrarms,  so  beschreibt  T  eine 

Fig.  4. 


V\  P  und  P'  mögen  zwei  beliebige  zugehörige  Punkte  der 
n  V  und  F'  bedeuten,  F'  sei  der  zu  F  gehörige  Punkt  in  der 
je  des  Fahrarms,  l  die  Entfernung  des  Punkt.es  F'  von  SF.  Nun 
iebt  man  F'  parallel  zu  SF  in  die  Lage  F",  so  dass  F  auf  S 
Die  Kurve  F"  schliesst  dann  mit  einem  Bogen  von  F  eine  „Rest- 
*  J  ein.  Die  Fläche  F  kann  dann  betrachtet  werden  als  Summe 
[ich  vieler  unendlich  schmaler  Teile  von  Kreisringflächen.  Der 
geht  durch  P,  hat  als  Mittelpunkt  P'  und  als  Radius  t  und 
bis  zu  einem  Punkt  P"  des  zugehörigen  Teiles  der  Kurve  F". 
hdem  diese  Bogen  die  Fläche  J  einmal  oder  zweimal  überstreichen, 
r  Inhalt  der  Fläche  F: 

V=lt-J. 

Irsteres    tritt   ein,   wenn  F  vom  Rädchen   aus  gesehen  vor  dem 
i  Kreisbogen   durch  P  (Fig.  4),   letzteres,  wenn  sie  hinter  dem- 
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selben  liegt  (Fig.  5).  Um  den  Betrag  der  ßestfläche  möglichst  klein 
zu  machen^  legt  man  den  Fahrarm  anfangs  so^  dass  seine  Normale  in 
F  die   Fläche    V  ungefähr   hälftet.     Eine  Eestflache   Jr  wird    dann 


Fig  5. 


positiv,  die  andere  Ji  negativ.    Man  erhält  dann  Figur  6,  in  die  einige 
Kreisbogen  hinzugezeichnet  sind. 

Von  einer  Erfindung  kann  aber  bei  keinem  dieser  Instrumente 
die  Rede  sein,  sondern  nur  von  einer  neuen  Konstruktion,  wie  ich 


Fig.  6. 


(nach  den  Angaben  des  Herrn  Prof.  Mehmke)  aus  einer  Abhandlung 
von  V.  Braunmühl  in  dem  „Kataloge  mathematischer  Modelle**, 
herausgegeben  von  W.  Dyck,  München  1892,  S.  85  ersehe.  Darnach 
hat   Graf  Giambatista  Suardi  1752   ein  Instrument  angegeben,   das 

Fig.  7. 


sowohl  die  Traktrix  von  Huyghens  als  auch  die  logarithmische 
Linie  zeichnet.  Das  Rüdchen  hat  dort  keine  Farbe,  sondern  drückt 
seine  Zähnchen  in  die  Zeichenfläche  ein.  Der  Fahrarm  ist  eine  Schiene, 
die  sich  mit  dem  einen  Ende  in  der  Rinne  eines  prismatischen  Lineals, 
verschiebt. 
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Der  Traktoriograph  von  Kleritj  unterscheidet  sich  nur  wenig  von 
dem,  die  Traktorien  ebenfalls  mit  Farbe  genau  zeichnenden  Stangen - 
planimeter,  welches  die  Firma  Eckert  und  Hamann  in  Friedenau 
bei  Berlin  in  den  Handel  gebracht  hat;  der  Preis  des  letzteren  In- 
strumentes (siehe  Fig.  7)  ist  aber  niedriger  (15  Mark  gegen  22  Mark). 


Ergänzende  Bemerkungen  zn  yorstehendem  Aufsätze. 

Vom  Herausgeber. 

Nachdem  ich  die  Quellen  eingesehen  habe,  kann  ich  den  Mit- 
teilungen des  Herrn  Korselt  über  Traktoriographen  noch  folgendes 
hinzufügen. 

Schon  vor  Suardi  hat  der  (auch  als  Erfinder  einer  Rechen- 
maschine bekannte)  Marchese  Poleni*  einen  Traktoriographen  kon- 
struiert, bei  dem  die  Rolle  mit  scharfem  Rande  (von  Poleni  Rotula 
signatoria  genannt)  verwendet  ist.  Besagte  Bolle,  als  deren  Erfinder 
wir  also  Poleni  anzusehen  haben,  so  lange  nicht  ein  früheres  Vor- 
kommen derselben  nachgewiesen  ist,  bildet  bekanntlich  einen  wesent- 
lichen Bestandteil  zahlreicher,  der  Neuzeit  angehöriger  Integrations- 
apparate.** Suardi,  der  übrigens  selbst  auf  Poleni  hinweist,  hat  den 
ganzen  Apparat  vereinfacht.  Er  beschränkt  sich  nicht  auf  den  Fall 
der  Hu yghens  sehen  Traktorie  —  Basis  oder  Direktrix  eine  gerade 
Linie  — ,  sondern  sagt  ausdrücklich  (unter  Bezugnahme  auf  eine  Ab- 
bildung), dass,  wenn  die  Leitlinie  z.B.  ein  auf  Papier  gezeichneter 
Kreis  sei  (von  beliebigen  Leitlinien  ist  vorher  die  Rede  gewesen),  es 
genüge,  an  der  Stange,  welche  die  Rolle  trägt,  einen  Stift  zu  be- 
festigen und  letzteren  der  Leitlinie  entlang  zu  führen.*** 

Die  Bestimmung  von  Punkten  der  Kettenlinie  und  der  logarith- 
mischen Kurve  mit  Hilfe  der  Traktorie  einer  Geraden,  welche  Aufgabe 
Herr  Kleritj  u.  a.  behandelt,  wird  auch  von  Poleni  a.  a.  0.  (unter 
Hinweis  auf  Arbeiten  von  Huyghens  u.a.)  ausföhrlich  besprochen. 

Die  prinzipielle  Wichtigkeit  der  Erkenntnis,*  dass  mit  Hilfe  eines 
so  überaus  einfachen  Mechanismus  z.  B.  die  Konstruktion  transcendenter 
Zahlen,  wie  %  und  e,  theoretisch  genau  ausführbar  ist,  wird  man 
nicht    unterschätzen    dürfen    und    man    hat    deshalb    m.  E.   Ursache, 

Herrn  Kleritj  für  seine  Anregungen  dankbar  zu  sein,  trotzdem   sein 

• 

*  Joannis  Poleni...  Epistolarum  Mathematicanim Fasciculus,  Patavii  1 729. 
Die  .«organische  Konstruktion'',  d.  h.  mechanische  Erzeugung  der  (Hujghens- 
»chen;  Traktorie  und  der  logarithmischen  Kur\'e  wird  in  einem  Briefe  an  Jacob 
Hermann  behandelt. 

•*  Vergleiche  etwa  die  Schrift:  Abdank-Abakanowicz,  Die  Integraphen, 
Deutsch  von  Bitterli,  Leipzig  1889,  B.  G.  Teubner. 

***  S.  36  des  fraglichen  Werkes,  dessen  Titel  ist:  Nuovi  istromenti  per  la  de- 
»crizione  di  diverse  cur\'e  antiche  e  moderne. ..  Del  Conte  Giambatista  Suardi 
Bresciano.     In  Brescia  1752.  ^^  ^ 
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Traktoriograph  nicht  als  neue  Erfindung  gelten  kann  und  trotzdem 
die  Anwendungen^  die  er  davon  macht,  nicht  alle  neu  sind. 

Leibniz,  der  sich  auch  mit  der  Konstruktion  eines  Traktorio- 
graphen beschäftigt  hat,*  sah  in  ihm  hauptsächlich  ein  Hilfsmittel, 
Kurven  zu  quadrieren;  ob  aber  die  theoretisch  genaue  Methode,  die 
Leibniz  im  Auge  hatte,  mit  der  angenäherten  Bestimmung  des 
Flächeninhalts  einer  beliebig  begrenzten  Figur  nach  Prytz  irgend 
etwas  zu  thun  hat^  hin  ich  ausser  Stande  zu  sagen. 

Ich  erwähne  noch,  dass  der  Traktoriograph  auch  zur  angenäherten 
Bestimmung  des  Schwerpunkts  einer  beliebig  begrenzten  ebenen  Fläche 
benützt  werden  kann  (vergl.  den  Schluss  der  von  Herrn  Korselt  oben 
angeführten  Abhandlung  von  C.  Runge).** 


Nachtrag  zu  dem  Aufsatze:  „Über  einen  Mechanismus ,  durch 

den  ein  beliebiger  Winkel  in  eine  beliebige  ungerade  Anzahl 

gleicher  Teile  geteilt  werden  kann'^ 

(Diese  Zeitschr.  Bd.  42  S.  276.) 
Von  Reallehrer  A.  Sorselt  in  Meerane  i.  S. 

Herr  Prof.  Dr.  Heymann  in  Chemnitz  hat  mich  brieflich  darauf 
aufmerksam  gemacht,  dass  der  Gedanke,  der  dem  von  mir  im  Jahr- 
gange 42  dieser  Zeitschrift  beschriebenen  „Claussschen  Winkel'^  zu 
Grunde  liegt,  keineswegs  neu  ist,  sondern  sich  schon  in  einem  von 
Th.  Ceva  1694  angegebenen  Instrumente  verwirklicht  findet.  Eine  Ab- 
bildung  habe    ich  durch   die   Gefillligkeit    des   Herrn  Prof.  Dr.  Hey- 

*  Siehe  den  Brief  an  Huyghens  vom  l./ll.  Oktober  1693,  Lei bnizens  mathe- 
matische Schriften,  herausgegeben  von  C.J.Gerhardt,  I.Abteilung,  Bd. 2,1850, 
S.  164  flg. 

**  Die  Figuren  1  und?  sind  mit  gütiger  Erlaubnis  des  Herrn  Prof.  Dr.  £.  Hamme  r 
nach  lustromenteu  der  geodätischen  Sammlung  der  technischen  Hochschule  in 
Stuttgart  angefertigt  worden.  An  dem  Traktoriographen  Fig.  1  fehlt  übrigens  die 
in  der  Beschreibung  von  Kleritj  in  Dinglers  Journal  angegebene  Nadel,  mit 
welcher  genau  an  der  Stelle  des  Berührungspunktes  t  des  Rädchens  T  ein  Stich 
ins  Papier  gemacht  werden  kann.  Bei  Hamanns  Siangenplanimeter  ist  ein  (in 
Fig.  7  nicht  sichtbares)  Farbkissen  über  dem  Rädchen  angebracht.  Die  das  Rad- 
chen tragende  Gabel  sitzt  fest  an  der  Stange,  so  dass  nur  Traktorien  fjXr  eine 
und  dieselbe  Tangentenlänge  beschrieben  werden  können.  Es  lag  eben  Hamann 
wie  Prytz  das  Zeichnen  beliebiger  Traktorien  ebenso  fem,  wie  Kleritj  die 
Planimetrierung  beliebig  begrenzter  Flächen.  Natürlich  könnte  auch  an  Hamanns 
Stangenplanimeter  die  Entfernung  zwischen  Rädchen  und  Fahrstift  veränderlich 
gemacht  werden,  wodurch  der  Preisunterschied  zwischen  beiden  Instrumenten 
wahrscheinlich  verschwinden  würde.  Die  Litteratur  über  Stangenplanimeter  (bis 
Ende  1897)  ist  ausführlich  angegeben  in  den  trefflichen  Berichten  von  E.Hammer 
über  die  Fortschritte  des  Kartenwesens  im  Geographischen  Jahrbuch,  Bd.  XIX,  S.  26 
und  Bd. XX,  S.  475.  Siehe  auch  die  neue  elementare  Ableitung  von  L.  Schleier- 
macher, Zeitschr.  für  Vermessungswesen,  1898,  S.408. 
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mann  in  J.  Leupold,  theatrum  arithmetico-gepmetricum  1727, 
Tab.  XXVn,  Fig.Vn  (Beschreibung  S.167)  gesehen. 

Das  Instrument  von  Ceva  ist  auch  ein  Zirkel,  an  dessen  Schenkeln 
auf  der  Innenseite  gleichlange  drehbare,  aber  nicht  verschiebbare  Gelenk- 
stücke befestigt  sind  (siehe  die  stark  verkleinerte  schematische  Dar- 
stellung in  nachstehender  Figur).  Die  Mittelpunkte  0,  C,  C .  . .  sind 
durchbohrt,  so  dass  sich  die  Scheitel  der  zu  teilenden  Winkel  ziem- 
lich scharf  einstellen  lassen  und  man  nur  noch  die  Schenkel  in  drehende 
Bewegung  zu  versetzen  braucht.  Bei  dem  Glaussschen  Winkel  muss 
man  Schenkel  und  Scheitel  gleichzeitig  einstellen,  was  einiges  Probieren 
erfordert.  Insofern  steht  der  Glausssche  Winkel  dem  Ceva'schen  In- 
strumente nach.  Dafür  braucht  Ceva  die  doppelte  Anzahl  von  Gliedern, 
die  sich  allerdings  nicht  kreuzen.  Bei  Versuchen  habe  ich  den  Glauss- 
schen Winkel  hinlänglich  genau  befunden;  das 
Cevasche  Instrument  ist  noch  nicht  her- 
gestellt, man  kann  also  nicht  wissen,  ob  es 
ebenso  schnell  arbeitet,  oder  ob  es  das  Papier 
zu  sehr  zersticht. 

Übrigens  ist  es  nicht  nötig,  für  höhere 
Konstruktionen  besondere  Instrumente  zu 
finden,  wenn  man  innerhalb  der  Grenzen  einer 
gewöhnlichen  Zeichenfläche  eine  schnelle, 
saubere  und  hinlänglich  genaue  Annäherungs- 
konstruktion kennt.  Solche  giebt  es  für  alle 
altberülunten  geometrischen  Probleme,  siehe 
z.  B.  Baltzer,  analytische  Geometrie  §  25. 
Interessant  ist  es  aber  zu  sehen,  wie  alte  Ge- 
danken immer  wieder  gefunden  werden.  Auch 
Newton  in  der  Arithm.  univ.  1732  be- 
sehreibt in  dem  Probl.  XXIX  ein  ähnliches 
Werkzeug,  das  dort  auf  Tab.  III.  abgebildet  ist. 

Auch  muss  nach  der  Mitteilung  des  Herrn  Dr.  Heymann  die 
am  Ende  meiner  Bemerkung  gemachte  Angabe,  dass  durch  den  Glauss- 
schen Winkel  alle  Dreiecksaufgaben  einer  gewissen  Gattung  auflösbar 
seien,  dahin  eingeschränkt  werden,  dass  dies  nur  für  diejenigen  Auf- 
gaben der  genannten  Gattung  gilt,  die  auf  algebraisch  auflösbare 
Gleichungen  führen.  Diese  brauchen  aber  nicht,  entgegen  der  Meinung 
Dr.  Heymanns,  Winkelteilungsgleichungen  zu  sein.  Denn  nach  einem 
berühmten  Satze  von  Kronecker  in  den  Berliner  Monatsberichten 
von  1853  (zuerst  von  Weber  bewiesen,  vergl.  dessen  Lehrbuch  der 
Algebra  Bd.  H,  §  179  flg.)  ist  jede  Abelsche  Gleichung  auch  eine 
Kreisteilungsgleichung,  d.h.  ihre  Wurzeln  sind  rationale  Funktionen 
von  Einheitswurzeln,  sind  also  durch  Winkelteiler  konstruierbar. 
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ffierzu  Tafel  Vn  Fig.  1—4. 


Die  Mercator*sche  Projektion  hat  nicht  allein  trotz  der  un- 
mltssigen  Yergrösserung  der  Polarregionen  gegenüber  den  Gegenden 
am  Äquator  eine  grosse  praktische  Bedeutung,  weil  sie  bei  der  Ähn- 
lichkeit in  den  kleinsten  Teilen  die  Meridiane  und  Breitenkreise  als 
gerade  Linien  in  der  Ebene  abbildet,  und  ist,  weil  sie  infolgedessen 
auch  immer  den  Weg  eines  unverändert  nach  derselben  Himmels- 
richtung steuernden  Schiffes  als  gerade  Linie  darstellt,  für  Seekarten 
fast  ausschliesslich  im  Gebrauch,  sie  ist  auch  in  rein  geometrischer 
Hinsicht  merkwürdig,  weil  sie  zu  einer  interessanten  Gattung  von 
transcendenten  Kurven  hinführt  und  so  für  die  systematische  Behand- 
lung dieser  gegenüber  den  algebraischen  bisher  sehr  vernachlässigten 
Kurven  einen  ersten  Ansatz  liefern  kann. 

1.  Wir  denken  uns  einen  Cylinder  C,  welcher  eine  Kugel  Ky  deren 
Radius  wir  gleich  der  Längeneinheit  annehmen,  längs  eines  grössten 
Kreises  berührt.  Sei  femer  für  diesen  grössten  Kreis  als  Äquator  die  geo- 
graphische Breite  eines  Punktes  der  Kugel  mit  0  und  seine  geographische 
Länge  mit  §  bezeichnet.  Bedeute  endlich  rj  den  Abstand  eines  Punktes 
auf  dem  Cylinder  von  dem  Äquator.  Wir  lassen  dann  den  Kreis- 
funktionen von  0  hyperbolische  Funktionen  von  tj  entsprechen,  indem 
wir  setzen: 

1)       6oj  rj  =  tang  0,    also    6oj  r^  =  -^^^    und     ZaxtQ  ly  =  sin  0. 

Durch  diese  Gleichungen  ist  eine  Abbildung  der  Kugel  auf  den 
Cylinder  vermittelt,  bei  der  die  Punkte  des  Äquators  sich  selbst  ent- 
sprechen, die  Meridiane  der  Kugel  durch  die  Seitenlinien  und  die  Breiten- 
kreise durch  die  Kreise  des  Cylinders  dargestellt  werden.  Diese  Ab- 
bildung ist  weiter,  weil: 
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2)  dV+  äri'-^^(de'+  coBd'di*) 

wird,  eine  in  den  kleinsten  Teilen  ähnliche  und  mit  der  Mercator'- 
schen  Cylinderprojektion  identisch.  Den  Cylinder  G  können  wir  uns 
längs  einer  Seitenlinie  aufgeschnitten  und  auf  einer  Ebene  e  aus- 
gebreitet denken.  In  geometrischer  Beziehung  ist  es  aber  vorteilhaft, 
das  Bild  des  so  gewonnenen  ebenen  Streifens  unendlich  oft  zu  wieder- 
holen und  mit  diesen  Bildern  die  ganze  Ebene  zu  überdecken,  als  ob 
der  Cylinder  gleich  einer  Farbwalze  über  sie  weggewälzt  wäre  und  sein 
Bild  unendlich  oft  auf  sie  übertragen  hätte. 

2.  Die  Koordinaten  eines  Kugelpunktes,  bezogen  auf  drei  senk- 
rechte Durchmesser,  von  denen  zwei  in  der  Ebene  des  Äquators  liegen, 
der  dritte  also  die  Pole  verbindet  und  die  Axe  der  Kugel  ist,  sind, 
ausgedrückt  durch  Breite  und  Länge: 

3)  a;  =  cos0cosg,     y  =»  cos 0 sing,    j8f  =  sinö, 

und  die  Gleichung  eines  Kreises  auf  der  Kugel  hat  die  Form: 

4)  a  4-  /9  sin  6  =  cos  0  (y  cos  6  -f  d  sin  6). 

Dividieren  wir  durch  cos  0,  so  geben  die  Beziehungen  1)  die  Gleichung 
der  entsprechenden  Kurve  auf  dem  Cylinder  C  oder  in  der  Mercator- 
Ebene  b: 

5)  Ä  Sof  iy  +  /?  ©in  ly  =  y  cos  6  -f  d  sin  g. 

Diese  Kurve  wollen  wir  als  eine  Mercator- Kurve  erster  Ordnung  be- 
zeichnen. 

3.  Es  sind  nun  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  «*  >  /S^, 
a-  <  /J  ^  oder  «^  =  /S  *  ist.  Im  ersten  Falle  schneidet  die  Ebene  des 
Kreises  die  Kugelaxe  ausserhalb,  im  zweiten  Falle  innerhalb  der  Kugel, 
so  dass  der  Kreis  selbst  einen  der  Pole  umschliesst.  Im  Grenzfalle 
geht  der  Kreis  und  seine  Ebene  durch  einen  Pol  hindurch.  Dies 
liefert  uns  zwei  verschiedene  Typen  von  Mercator- Kurven  und  einen 
Übergangstypus.  Im  ersten  Falle  nämlich  lässt  sich  der  Gleichung  5) 
die  Form  geben: 

6)  eof  (ri  -  %)  =  ^^*  cos  (I  -  I), 
im  zweiten  Falle  kann  man  sie  schreiben: 

7)  @in  (i?  -  lyj  =  w  sin  (g  -  ^), 
und  im  Grenzfalle  wird  sie: 

8)  6ojiy  +  s^xnrj  =  e*'>  =  j;cos(|  —  g^) 
far  €  =  ±  1. 

4.  Eine     beliebige    Mercator -Kurve    geht    also    durch    Parallel- 
verschiebung aus  einer  der  folgenden  hervor: 

9)  Soji?  =  mcos|, 

10)  ©ini;  «=  wsing, 

11)  i?-=£logcosg 
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Die  Kurven  9)  entsprechen  den  Kreisen  der  Kugel,  der^n  Ebene 

1 

x==  - 

m 

die  X'Axe  rechtwinklig  schneidet,  die  Kurven  10)  den  grössten  Kreisen, 

deren  Ebene  ^      ^^. 

z  =  fiy 

durch  die  ic-Axe  geht.  Diese  beiden  Kreisscharen  auf  der  Kugel  bilden 
ein  isothermisches  System  und  damit  auch  die  entsprechenden  Kurven- 
scharen in  der  Mercator- Ebene,  jede  Kurve  der  einen  Schar  schneidet 
alle  Kurven  der  anderen  Schar  unter  rechten  Winkeln.  Figur  1 
stellt  einige  dieser  Kurven  dar. 

4  Die  Kurven  9)  des  ersten  Typus  setzen  sich  aus  kongruenten 
Ovalen  zusammen,  deren  jedes  wieder  aus  vier  symmetrischen  Vierteln 
besteht,  also  einen  Mittelpunkt  hat.  Diese  Mittelpunkte  folgen  sich 
in  den  Abständen  2%  auf  der  J-Axe.  Die  Kurven  10)  des  zweiten 
Typus  sind  wellenähnliche  Linien,  deren  kongruente  und  aus  zwei 
symmetrischen  Hälften  bestehende  Stücke  abwechselnd  unter  und  über 
der  S-Axe  liegen  und  die  Länge  tc  haben. 

5.  Die  doppelt  unendlich  vielen  Mercator- Kurven  des  Übergangs- 
typus sind  alle  kongruent  und  entstehen  aus  einander  durch  Parallel- 
verschiebung oder  Spiegelung  an  solchen  Geraden,  die  zur  J-Axe  oder 
T^-Axe  parallel  sind.  Durch  Verschiebung  um  2ä  in  der  Richtung 
der  g-Axe  gehen  sie  in  sich  über.  Ihre  einzelnen  Teile  haben  eine 
zur    ly-Axe    parallele    Symmetrieaxe    und    nähern    sich    asymptotisch 

zweien  von   dieser  um  —  nach   links   und   rechts   entfernten  Geraden. 

Von  einer  „Scheiteltangente''  —  für  die  Kurve  11)  ist  es  die  Gerade 
^  =  0  —  werden  die  Kurven  unendlich  oft,  nämlich  in  ihren  „ Scheiteln '% 
das  heisst  ihren  tiefsten  resp.  höchsten  Punkten,  berührt.* 

Besonders  ausgezeichnet  sind  diese  Kurven  dadurch,  dass 
man  aus  einer  von  ihnen  die  sämtlichen  Kurven  eines  iso- 
thermischen Systems  erhält,  indem  man  die  Kurve  erst  um 
alle  möglichen  Strecken  in  der  Richtung  der  T^-Axe  und 
dann  alle  Kurven  der  so  gewonnenen  ersten  Schar  um 

•jt  3« 

V  '''   ^ 
in  der  Richtung  der  J-Axe  verschiebt.    Von  den  so  erhaltenen 
vier   Scharen   sind   die   erste    und    dritte    zu   der  zweiten  und 
vierten  orthogonal,  wie  es  Figur  2  zeigt. 

6.  Zu  der  konformen  Abbildung,  die  durch  die  Beziehung  eines 
solchen  isothermischen  Kurvensystems  auf  zwei  sich  rechtwinklig 
kreuzende  Scharen  paralleler  Geraden  in  einer  anderen  Ebene  ver- 
mittelt ist,  gelangen  wir  wie  folgt.  Wir  projizieren  die  Kreise  auf 
der  Kugel  K,  deren  Bilder  die  in  Rede  stehenden  Kurven  sind,  aus  dem 
Pol,  den  sie  enthalten,  durch  Ebenen.    Bringen  wir  mit  den  letzteren 
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Äquatorebene  a  zum  Schnitt,  so  ist  diese  dadurch  mit  der  Mercator- 
ene  s  in  die  verlangte  Beziehung  gesetzt,  die,  wie  man  so  findet, 
rch  die  Gleichungen: 

12)  X-cos|.c"/,     Y=sin|.e*'',  f  =  ±l, 
jgedrückt    wird,    wo    %    und    y   rechtwinklige    Koordinaten    in    der 
uatorebene   z  =  0    bezeichnen.      Diese  Verwandtschaft    drückt    sich 
facher  aus  durch 

13)  R  =  r'^, 

lern  dann  X  =  U  cos  g,     »F  =  ü  sin  g 

•d  und  R  den  Abstand  des  Punktes  der  Äquatorebene  vom  Mittel- 
nkte  des  Äquatorkreises  bezeichnet.  Diese  konforme  Abbildung  ist 
1  Herrn  Holzmüller  im  16.  Bande  dieser  Zeitschrift  ausführlich 
rächtet  und  diese  Betrachtung  in  seiner  Einführimg  in  die  Theorie 
isogonalen  Verwandtschaften  wiederholt.  An  letzterer  Stelle  giebt 
auch  eine  Gleichungsform  der  Mercator- Kurven  an  und  schlägt 
se  Bezeichnung  vor.* 

7.  Den  eigentümlichen  Charakter  der  Mercator- Kurven  erkennen  w 
t  recht,  wenn  wir  ihre  Rektifikation  versuchen.    Für  die  Kurve  11) 
•d: 
L4)  ||=-£tangg, 

ist  also  der  Neigungswinkel  an  einer  Stelle  der  Kurve  gegen  die 
leiteltangente  dem  Abstände  des  Kurvenpunktes  von  der  nächst- 
egenen  Symmetrieaxe  gleich.     Für  das  Linienelement  ergiebt  sich: 


L5)  ds  = 

Aus  der  Gleichung  9)  folgt: 

|/m'cos  J*  — 1 
)  far  das  Linienelement: 


COB  J 


dl 


•  —  @in  ridri 

VI 


|/i-Ae.,,. 


.6) 


ds = -^^^^:^^ 

Vi  — m*  cos  S* 


V- 


drj 


v^. 


Mt?« 


r: 


*  Auch  Herr  Crreenhill  hat,  wie  ich  nachträglich  bemerke,  einen  Ansatz 
Behandlung  dieser  Kurven  gemacht  (Messenger  of  Mathem.,  Bd.  XVI  und  XX), 
er  Sumnersche  Linien  nennt.  Er  erwähnt  ihre  Rektifikation  durch  elliptische 
grale,  indessen  teilt  er  nicht  mit,  wie  sie,  indem  man  die  Bogenlänge  durch 
le  Koordinaten  ausdrückt,  naturgemäss  auf  die  doppelte  Periodizität  der 
itischen  Funktionen  fuhren,  worin  gerade,  wie  mir  scheint,  ihr  Nutzen  für 
elementare  Theorie  dieser  Funktionen  liegt. 
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17) 

für 
18) 

also 


ds  = 


dl 


dfi 


idfi' 


Ebenso  folgt  aus  der  Gleichung  10): 


19) 

oder 
20) 

für 

21) 

also 


ds 


ds  = 


l/l-|-n*8in£» 


di 


>/-: 


-  dri 


V'-h 


©tn^* 


dri 


idr{ 


V'M'?' 


iri 


1+H- 


/.'S. 


1 


1  +  n* 


=  1. 


Die  Bogenlängen  der  Mercator-Kurven  drücken  s 
durch  elliptische  Integrale  erster  Gattung  aus. 
Grössen  cos g,  sing,  Sofiy,  @in?^  sind  für  einen  Punkt  der  ] 
Kurve  gleich  den  mit  gewissen  Konstanten  multiplizierten  eil 
Funktionen  sin  am  5,  cos  am  s,  Aam5  des  zugehörigen,  von 
stimmten  Stelle  aus  gerechneten  Bogens  5.  Die  Perioden! 
sich  durch  Integration  nach  g  über  Vielfache  von 
nach  Yi  über  Vielfache  von  nL 

8-  Wenn  man  die  Kurven  der  Mercatorschen  Bildebene  «, 
Kreisen   der  Kugel   entsprechen,   als  Mercator-Kurven  erster 
bezeichnet,   so   hätte   man    dementsprechend   Mercator-Kurven 
Ordnung    diejenigen    Kurven    zu    nennen,    die    sich    durch    ( 
schwinden  einer  homogenen   quadratischen  Funktion  der  vier 

cosg,    sing,     Sofi?,     @ini^ 
darstellen.     Diese  Kurven  hängen  infolge  der  identischen  Rela 
22)  cos  i^  +  sin  §2  =  eoj  r/2  -  @in  ri^ 

von  acht  Parametern  ab  und  entsprechen  den  sphärischen  Kui 
durch  beliebige  Kegel  zweiten  Grades  aus  der  Kugel  ausgej 
werden. 

9.  Man  kann  aber  aus  der  Gesamtheit  der  Mercator-Kurven 
Ordnung  noch  eine  besondere  Gattung  herausgreifen,  deren  G 
die  Veränderlichen  5  und  ri  in  keinem  Gliede  vereinigt  enthj 
die  Form  hat: 

23\  I  Ol  cos  |2  -f  2of2  cos  5  sin  g  -f  a^  sin  |^  = 

l  /3i  ßof  71^  +  2/32  Sof  1?  @ini^  +  ß^  ©in  n^ 

Diese  Gleichung  geht,  wenn  man  in  sie  die  verdoppeil 
änderlichen : 
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24)  |'=26,    ,'=2, 

ifQhrt,  in  die  folgende  Aber: 

I  (ai-aj)cos|'+2«fg8in5'+(ai+ag)  = 

5  dieselbe  Form  hat  wie  die  Gleichung  der  Mercator- Kurven  erster 
dnung^  nur  dass  ein  konstantes  Glied  hinzugetreten  ist.  Die  so 
rgestellten  Kurven  lassen  sich  durch  blosse  Parallelverschiebung  auf 
\  folgenden  Formen  zurückftlhren: 

26)  |?cosg'+  3'  ^  ©of  iy'  (erster  Typus), 

27)  ssin|'+  t  -=  ©tlti?'  (zweiter  Typus), 

5U  ein  Übergangstypus: 

28)  Äcosg'+g-e'^  f  =  ±l. 
Die  Kurve  gehört  zum  ersten  Typus,  weim  in  ihrer  allgemeinen 

jichimgsform  (ß^  +  /Sg)*  >  4/?2^  ^lum  zweiten,  wenn  {ß^  +  ß^y<4ß^'^, 
i  zum  Übergangstypus,  wenn  {ßi+  ß^Y'^'  ^ß^^  ist  (vergl.  3). 

10.  Um  die  Bedeutung  dieser  Unterscheidung  klarzulegen,  gehen 
r  darauf  zurück,  dass  die  Kurve  23)  der  sphärischen  Kurve  ent- 
icht,  die  durch  die  Gleichung: 

29)  a^x'+2a^xy  +  a^y^^  ft  +  2ß^z  +  ß^z^ 
Verbindung  mit  der  Kugelgieichung: 

30)  x'+y^+z^^l 

•gestellt  wird.  Von  den  vier  Kegeln,  die  durch  diese  sphärische 
rve  gehen,  sind  zwei  Cylinder,  deren  Axen  in  der  Äquatorebene 
;en  und  mit  den  Hauptaxen  der  Kegelschnitte: 

a^x^+  2ix^xy  +  (x^y^^  const. 

lammenfallen.  Von  den  beiden  anderen  Kegeln  ist  die  ;ef-Axe  eine 
uptaxe,  und  ihre  Mittelpunkte  sind  auf  derselben  durch  die  qua- 
ktische  Gleichung  zu  bestimmen: 

Jl)  {ßi  +  ^)  +  2ß,z  +  {ß,--k)z^=0, 

der    k   so  zu    wählen   ist,    dass    die  Diskriminante   der  Gleichung, 

schwindet.     Also  gilt  für  X  die  quadratische  Gleichung: 
J2)  A'+(A-^8)^  +  (ft*-/Ji^»)  =  0. 

3  Diskriminante  dieser  Gleichung  ihrerseits  ist: 


J3) 


B 


B>0,  also 


(^) 


2         ,>ft'. 


sind  die  beiden  Kegelmittelpunkte  reell,  und  gleichzeitig  gehört  die 
rve  der  Mercator- Ebene  zum  ersten  Typus;  ist  fi<0,   so  sind  die 
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beiden  Kegel  imaginär^  und  die  Mercator-Eurve  gehört  zum  zweiten 
Typus.  In  den  beiden  Fällen  sind  auch  die  zugehörigen  sphärischen 
Kurven  von  verschiedener  Art,  im  ersten  Falle  erhalten  wir  eine  aus 
zwei  getrennten  Zügen  bestehende  und  im  zweiten  Falle  eine  einzügige 
Kurve.     Im  Grenzfalle  B  ==  0  wird: 

und  wenn  wir  dies  in  die  Gleichung  für  die  Koordinaten  der  Kegel- 
mittelpunkte einsetzen:  «  =  —  b 

In  diesem  Falle  ergiebt  sich  also  nur  ein  einziger  Kegel,  dessen 
Mittelpunkt  auf  der  Kugel  in  einem  der  beiden  Pole  liegt,  und  die 
sphärische  Kurve  hat  einen  Doppelpunkt. 

11.  Der  Gleichung  26),  die  den  Mercator- Kurven  des  ersten  Typus 
entspricht,  lässt  sich  durch  Wiedereinführung  der  Veränderlichen  |,  iy 
die  Form  geben: 

34)  ^cosS«+-Bsing««@itti?* 
indem  man  setzt: 

35)  A  =  ^{-l  +  p  +  q)    5  =  i(-l_j,  +  g). 

Die  zu  dieser  Gleichung  gehörige  Kurve  korrespondiert  dem  sphärischen 
Kegelschnitt,  der  durch  den  Kegel 

36)  Ax^+By^^z^ 
ausgeschnitten  wird.     Der  Schar  konfokaler  Kegelschnitte: 

37)  -^^  +  -/ -' 

WO  Q  einen  variabelen  Parameter  bezeichnet,  ist  somit  ein  isother- 
misches Kurvensystem: 

«o\  C08  6»       sinf  *  ^  @ini?* 

^  a  —  Q       b  —  Q  Q 

zugewiesen,  das  durch  Figur  3  veranschaulicht  wird.  Die  Kurven 
desselben  teilen  sich  in  zwei  Gattungen,  und  zwar  ist  jede  Kurve  der 
einen  Gattung  orthogonal  zu  allen  Kurven,  die  der  anderen  Gattung 
angehören.  Die  Kurven  der  ersten  (Gattung,  für  die  a  —  q  und 
b  —  Q  beide  das  Vorzeichen  von  p  haben,  bestehen  aus  zwei  kon- 
gruenten, wellenähnlichen  Zügen  von  der  Wellenlänge  ^,  die  sym- 
metrisch oberhalb  und  unterhalb  der  |-Axe  liegen;  die  Kurven 
der  zweiten  Gattung,  für  die  a  —  p  imd  b  —  q  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  bestehen  aus  getrennten  Ovalen.  Diese  sind  für  die 
|-Axe  und  je  eine  Parallele  zur  tj-Axe  symmetrisch,  haben  also 
Mittelpunkte,  die  im  Abstände  x  auf  der  §-Axe  nebeneinander  liegen. 
Den  reellen  gemeinsamen  Brennpunkten  der  sphärischen  Kegelschnitte 
entspricht  eine  doppelte  Punktreihe,  die  sich,  wenn  a  —  6  das  Vor- 
zeichen von  b  hat,  ausdrückt  wie  fo^: 
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n  beliebige  ganze  Zahl, 


um  deren  Punkte  sich  die  Kurven  der  ersten  und  zweiten 
ing  immer  mehr  zusammenziehen,  jemehr  sich  der  Parameter  dem 
swerte  ft  nähert. 

12.  Die  Kurven  28)  des  Übergangstypus,  deren  entsprechende 
en  auf  der  Kugel  aus  einem  Pol  derselben  durch  quadratische 
L  projiziert  werden,  bilden  sich,  wenn  man  aus  diesem  Pol  die 
t  Kugel  auf  die  Äquatorebene  projiziert,  in  der  letzteren  als 
[schnitte  ab,  die  mit  dem  Äquatorkreise  konzentrisch  sind.  Der 
ikalen  Kegelschnittschar 


a  —  Q 


b-Q 


rieht  (siehe  Gleichung  12)  das  Eurrensystem: 
I  cog£»    ^     ging«  _^-«., 


a  —  f 


b-Q 


£  =  +1. 


^.uch  die  Kurven  dieses  Systems  zerfallen  in  zwei  Gattungen, 
i,  dass  zwei  orthogonale  Kurven  stets  verschiedenen  Gattungen 
LÖren.     Sei  j^^ 

lialten  wir  nur  dann  eine  reelle  Kurve,  wenn  p  <  a,  und  zwar 
Kurve  erster  Gattung,  wenn  q  <  6,  eine  Kurve  zweiter  Gattimg, 

Q  zwischen  b  und  a  liegt.  Die  Kurven  der  ersten  Gattung  be- 
1  aus  einem  einzigen  wellenähnlichen  Zug.  Die  einzelnen  Wellen, 
ie  Länge  ä  haben,  sind  vom  tiefsten  zum  tiefsten  oder  vom 
ten  zum  höchsten  Punkt  gerechnet,  kongruent  und  gegen  eine 
ele  zur  ly-Axe  symmetrisch.  Die  Kurven  der  zweiten  Gattung 
Lcn  ebenfalls  aus  symmetrischen  Teilen,  die  aus  einander  durch 
hiebung  um  Vielfache  von  ä  in  der  Richtung  der  g-Axe  hervor- 
,  die  einzelnen  Teile  sind  aber  völlig  getrennt  und  schicken  je 
Aste  ins  Unendliche  parallel  zur  ij-Axe.    Figur  4  stellt  Kurven 

Gattungen  dar. 
)en  gemeinsamen   Brennpunktepaaren  der  Kegelschnitte  40)  ent- 
len  zwei  Punktreihen: 

g  =  UTt,      71  «= 


n  beliebige  ganze  Zahl, 
enen  immer  eine  reell  und  eine  imaginär  ist. 
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13.  Um  die  Gleichung  41)  auf  die  Form  28)  zu  bringen,  setze  man 

so  wird  sie: 

44)  c cos 6'+  r  «  (c*  -  r*)  e*«»'. 

Durch  Veränderung  toü  r  erhalten  wir  die  verschiedenen  Kurven 
des  isothermischen  Systems,  xmd  zwar  eine  Kurve  erster  Gattung, 
wenn  r  <  —  c,  eine  Kurve  zweiter  Gattung,  wenn  -^  c<r  <  +  c.  Ist 
r>c,  so  wird  die  Kurve  imaginär.  Für  r  =- 0  ist  die  Kurve  nur 
durch  den  Maßstab  von  den  Kurven  8)  verschieden. 

14.  Suchen  wir  noch  die  Bilder  der  Mercator- Kurven  des  ersten 
und  zweiten  Typus  in  der  Äquatorebene,  so  ist  zu  beachten,  dass,  wie 
sich  die  Kurven  des  ersten  Typus  auf  die  Bilder  der  sphärischen  Kurven: 

45)  Aa^+By^  =  g^,    a^+y^+js^=l 
zurückführen  liessen,   die  Kurven   des   zweiten  Typus   auf  die  Bilder 
der  Kurven: 

46)  Ä'x^+B'y^==^^,    a?«+y«+i5*  =  l 

reduziert  werden  können.    Dann  findet  man  mit  Hilfe  der  Beziehungen 

als  Bild  der  Kurve  45)   und   der  zugehörigen  Mercator -Kurve  in  der 
Äquatorebene: 

48)  (X«+  r»-l)*=4^X*+4JBr* 

und  als  Bild  der  Kurve  46)  und  der  entsprechenden  Mercator- Kurve 
des  zweiten  Typus: 

49)  (X*+  r»)3+4J.'X2+4JB'r2«l. 

Diese  Kurven  sind  identisch  mit  den  von  Sieb  eck  im  57.  Bande 
des  Crelleschen  Journals  behandelten,  auf  die  die  durch  die  ellip- 
tischen Punktionen  Jacobis  vermittelten  konformen  Abbildungen 
zweier  Ebenen  aufeinander  hinleiten,  und  stellen  die  drei  verschiedenen 
Arten  dieser  Kurven  dar,  auf  gewisse  Normalformen  reduziert.  Die 
Gleichung  48)  giebt  eine  Kurve  der  ersten  oder  zweiten  Art,  je  nach- 
dem A  und  B  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  je 
nachdem  also  die  zagehörige  Mercator -Kurve  des  ersten  Typus  von 
der  ersten  oder  zweiten  Gattung  ist. 
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Das  Problem  der  15  Pensionatsdaineii. 

Von 

A.  F.  H.  Mertelsmann, 

Hambarg. 


Das  Problem  der  15  Pensionatsdamen  lautet:  „Die  Vorsteherin 
eines  Pensionats  wünscht  die  15  Damen  ihrer  Pension  föglich  in  fünf 
Reihen  zu  je  dreien  spazieren  gehen  zu  lassen.  Wie  ist  die  Anord- 
nung zu  treffen,  damit  im  Laufe  einer  Woche  jede  Dame  mit  jeder 
anderen  einmal  in  derselben  Reihe  zusammengeht? '^ 

Die  Aufgabe  wurde  zuerst  im  Jahre  1850  von  Kirkmann  in  einer 
englischen  Zeitschrift  veröffentlicht.  Englische  Mathematiker  haben 
dann  das  Problem  verschiedentlich  behandelt.  In  deutscher  Sprache 
findet  sich  die  Aufgabe  nebst  einer  Lösung,  jedoch  ohne  Angabe  der 
Lösungsmethode,  in  Professor  Schuberts  „Zwölf  Geduldspielen^^ 
(Berlin  1895).  Rouse  Ball  fQhrt  in  seinen  „Mathematical  Recreations'^ 
zwei  Lösungsweisen  an.  Die  eine,  von  Mr.  Anstice  stammend,  giebt 
drei  verschiedene  Lösungen,  während  die  andere,  von  Mr.  Frost  her- 
rührend, 15  567  552000  Lösungen  liefert. 

Der  Verfasser  dieser  Arbeit,  dem  kürzlich  die  Aufgabe  vorgelegt 
wurde,  fand,  ohne  Kenntnis  von  den  früheren*  Arbeiten  zu  haben,  die 
im  folgenden  näher  beschriebene  Lösungsmethode,  nach  welcher  sich, 
wie  weiter  unten  gezeigt  werden  wird,  über  15  Billionen  verschiedene 
Lösungen  ergeben. 

Man  bezeichne  je  drei  am  Sonntage  zusammengehende  Damen 
mit  gleichen  Buchstaben,  die  durch  die  Ziffern  1;  2,  3  unterschieden 
sind.    Die  Anordnung  fOr  den  Sonntag  würde  also  diese  Form  haben: 

fti  &8  ^8 

Nunmehr  kommt  es  darauf  an,  für  die  übrigen  sechs  Tage  der 
Woche   6  •  5  «  30  Kombinationen 


aufzustellen,   die   den   Forderungen^Tp 

igitizec  ^ 
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I 


des  Problems  entsprechen.  Sehen  wir  zunächst  von  den  Ind 
so  haben  wir  zur  Bildung  der  Kombinationen  die  fOnf  Elemei 
c^  dy  e.  Die  Kombinationen  mit  Wiederholung  sind  nach  den 
ungen  der  Aufgabe  und  in  Rücksicht  auf  die  Anordnung  am 
ausgeschlossen.  Es  lassen  sich  folgende  Kombinationen  zu  j 
bilden:  ahc^  ahd,  ahe,  ade,  ace^  acd,  bcd^  hce,  bde,  cde,  Jed( 
Stabe  kommt  darin  6  mal  vor.  Da  an  jedem  der  sechs  Tage  jed< 
Stabe  3  mal  auftreten  muss,  ist  jede  Kombination  3  mal  zu  ve 
Das  giebt  30  Kombinationen. 

Es  erübrigt,  die  Indices  in  richtiger  Weise  zu  verteilen, 
wir  jedesmal  die  drei  aus  gleichen  Elementen  gebildeten  Kombi 
unter  einander,  so  ist  nur  nötig,  die  ZiflFem  für  die  ersi 
bination  jeder  Gruppe  zu  bestimmen;  in  den  beiden  folgenden 
Ziffern  cyklisch  zu  erhöhen. 

Wir  wählen  zuerst  die  6  •  3  Kombinationen,  welche  a  ei 
Dieselben  seien  so  geschrieben,  dass  je  zwei  unter  einander  i 
Gruppen  ausser  a  kein  gemeinschaftliches  Glied  haben. 


I. 

n. 

m. 

Olh<h 

Ol^S«^ 

a^ftsfe, 

a^\<^ 

Oi  h  <^i 

<hhei 

a^hc^ 

ff J  fcl  (?1 

Oj&jCj 

IV. 

V. 

VI. 

«1  ^1  «1 

«iCj^ 

«lCj<^» 

«sds^ 

rtjCgts 

«sCid, 

«s  <ii  «s 

ajCiCi 

thCt'ti 

Für  jeden  einzelnen  der  mit  %  verbundenen  Buchstaben 
wir,  von  links  nach  rechts  fortschreitend,  die  Ziffern  1,  2,  3; 
scheint  b^  in  Gruppe  1,  b^  in  Gruppe  11,  b^  in  Gruppe  III  mit 
bunden,  während  z.  B.  d^,  d^,  d^  nach  einander  in  Gruppe  IV, 
VI  auftreten. 

Es  handelt  sich  weiter  um  die  drei  Gruppen,  deren  Kombii 
mit  b  beginnen. 


vn. 

vin. 

IX. 

JlCjt?» 

felCjCs 

fci<^e, 

&2  Cg  <?i 

JsCie, 

tjrfsCi 

h  <h  ^i 

ftgCiCi 

h^h 

Da   b^  bereits  in  Gruppe  I  mit  q  verbunden,  geben  wir  c 
die  Ziffer  2  und  in  VIII  die  Ziffer  3.    Für  d  ergiebt  sich  dann 
und  VI  in  VII  die  Ziffer  3,  so  dass  für  IX  die  Ziffer  2  bleibt, 
bestimmt  sich  für  e  in  VIII  der  Index  2^nd  in  IX  der  Indes 
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^ür  die  letzte  noch  übrige  Oruppe: 

X. 

)t  sich  leicht^  dass  d  die  Ziffer  3  und  e  eine  2  erhalten  muss. 
!^achdem  so   30  Kombinationen  richtig  gebildet  sind^  schreiten 
LU  der  Aufgabe^  dieselben  auf  die  sechs  Tage  Montag  bis  Sonn- 
l   in  entsprechender  Weise  zu  verteilen.     Dies  kann  in  dreifacher 
3  geschehen. 

Erste  Anordnung  {A^. 


Montag. 

Dienstag. 

Mittwoch. 

Donnerstag. 

Freitag. 

Sonnabend 

«1*1^1 

Ol  ftj  dt 

a,&,e, 

airfi«! 

«l^^Cj 

«1  Cs  ^s 

a^h^C^ 

(hh^i 

<hhet 

a,d,ej 

a^Cjft, 

((g  Ci  dl 

a^d^e^ 

a^c^ei 

ttiC^dt 

a»h  c» 

a,  t,  dl 

ash^i 

&,rfi^ 

&lC,^ 

h  Cs  ^1 

hCt^ 

fcgCl«^« 

6j<^ej 

c,(^ei 

(^d,e, 

c^d^e^ 

h  c,  e, 

tgds«! 

&,(^ei 

Us  erste  Reihen  schreibe  man  die  mit  a^  gebildeten  sechs  Eom- 
ionen  aus  Gruppe  I  bis  VI.  Mit  a^  wiederhole  man  dieselben 
Stäben ;  während  a,  mit  den  beiden  an  dem  betreffenden  Tage 
nicht  aufgetretenen  Buchstaben  zu  verbinden  ist.  Für  die  beiden 
fehlenden  Reihen  ergiebt  sich  z.B.  für  Montag,  dass  h  und  c 
je  einmal,  d  und  e  hingegen  noch  je  zweimal  auftreten  müssen, 
heissen  die  vierte  und  fünfte  Reihe  bde  und  cde.  Die  dazu  ge- 
de  Bezifferung  ergiebt  sich  aus  den  zusammengestellten  Eom- 
onen  in  Gruppe  IX  und  X.  Ebenso  sind  die  übrigen  Tage  leicht 
Iden. 

5wei  andere  Anordnungen  derselben  Kombinationen  ergeben  sich, 
man,   statt  a^  und  a^  an  demselben  Tage  mit   gleichen  Buch- 
1  zu  kombinieren,  a^  und  a,  oder  a^  und  a^  diese  Auszeichnung 
il  werden  lässt. 

Zweite  Anordnung  (A^). 


Montag. 

Dienstag. 

Mittwoch. 

Donnerstag. 

Freitag. 

Sonnabend. 

«1  il  Ci 

Oib^dt 

«1  h  «s 

a^  d,  e^ 

«1  ^  ^2 

a,  C3  ^3 

«ädj^ 

«2^,6, 

OsCif/i 

a^Kc^ 

«2  \  ^3 

ag  b,  e^ 

«s^C, 

aahdi 

<hhei 

a^d^e^ 

«3  c^  e^ 

«3^    rfg 

h  <?sfi 

iiC^ei 

h  Ci  rfs 

h  ^1  ^^2 

h  ^3  ^1 

fcaöi  Ä, 

Cjrfjfe, 

Cid^&, 

c,d^ei 

b,  c^  e^ 

^1^2  ^3 

^3^1  ^2 
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Dritte  Anordnung  (A^), 

Mittwoch.  Donnerstag.  Freitag.     Sonnabe 

^1  ^3  ^       «1  dl  €i      a^c^e^       «1  ^  c 

a^  Ci  dl 

a^c^d^ 

h  Cz  ^2 

^  df^Ci 

Die  bei  jeder  der  drei  obigen  Lösungen  gebrauchten  3 
binationen  lassen  sich  endlich  noch  zu  neun  verschiedenen  Anord 
die  den  Forderungen  des  Problems  entsprechen,  verwerten,  we 
nicht  mehr  an  der  anfänglichen  Ordnung  des  Sonntags  fesiJiali 


Montag. 

Dienstag. 

Ol  li  Cj 

«1  hi  rfj 

a^d^e^ 

OjC,  ^ 

Ö8dj«j 

OjCi  Ci 

h  Cj  dl 

hc^d. 

*sCg  e, 

hgdiC, 

(hhCi 

a,6,d, 

OjJ,  e 

ashcz 

Oj&id, 

Oj&gf, 

h  dg  c, 

&S<i<3 

*«<id 

CidfCt 

CtdiCi 

c,di<i 

A 

B, 

Sonntag.         Montag.       Donnerstag. 

Sonntag.     Montag  und  Donne 

i 

üi  a^  «8        aj  6i  Ci         ai  rf^  e^ 
hl  c^d^          «2  &2  ^           «2  ^  ^ 

üiO^a^                  .    ' 
-        ,                wie  Ä 

h^c^d,                        ' 

tjCiCj         ajfcjCg         a^e^s^ 

biC^e^ 

, 

^8  ^1  ^              ^1  ^2  ^3             *1  ^2  h 

hd^ei 

.     <^8rf2«l              «1^<?S              ^1«^   ^8 

c^dic^ 

Übrige  Tage  wie  ^^. 

Übrige  Ti^e  wie  A,, 

s. 

Sonntag.     Montag  und  Donnerstag. 

ai«8«8                   ." 
,        ,                 wie  2», 
6j  c,  <?,                           ' 

tjt^Ci 

tj  d,  gg 

c,  dg^ 

Übrige  Tage  wie  A^. 

Ci                          '                          C, 

Sonntag.        Dienstag.        Freitag.      |     Sonntag.      Dienstag  und  Frei 

<»i«2«8         a^b^d^        a.c^e^          a.a^a^ 

h€,d,        a,\d,        a,c,e,          h^c,d,               ^'^  ^' 

bi  Cg  esj         a^  6^  dj         a^  Cj  e^          i^  c^  €i 

hd^Ci         c.c^c^        b^b^b^          h.d^e^ 

c^d^e^         ^i^Cj         d^d^d^     ,     c^d^e. 

Übrige  Tage  wie  A^. 

Übrige  Tage  wie  A. 
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Sonntag. 


Dienstag  und  Freitag. 


wie  Oj 


intag. 

»JOS 


A 

Mittwoch, 
q  Cg  Cg 

dl  di  dj 


Übrige  Tage  wie  A^, 


Sonntag. 
a^  «2  aj 

&2  ^1  ^8 
^3  ^2  ^l 


Übrige  Tage  wie  -4.^ 


Sonnabend. 

ajt^rf. 

«i  Ci  dl 

a«c,rfg 

6,  6, 6j 

«i  e» «» 

^i. 

Mittwoch  U.Sonnabend, 
wie  Dj. 


Übrige  Tage  wie  A^. 


D, 


Sonntag.     Mittwoch  u.  Sonnabend. 

«1  «2  %  T^T 

,         ,  wie  Dl 

63  Ci  dg  * 

ft,  dg  ^1 

c,d,€^ 

Übrige  Tf^e  wie  A^. 

'ünscht  man  aus  einer  bekannten  Lösung  eine  andere  abzuleiten, 
acht  man  nur  die  15  Glieder  durch  eine  beliebige  Permutation 
en  zu  ersetzen,  also  etwa 

^i  ^i  ^i       *i  h  h       ^1  ^i  ^8       d^d^d^       ^i^h 
6j  «B  ^2       ^8  ^2  ^1       ^  ^2  «1       ^1  ^1  ^2       ^3  *i  ^8- 
a  die  Anzahl  dieser  Permutationen 

1  307  674  368  000 

i,  so  ergeben  sich  ebensoviele  Eombinationsgruppen^  deren  jede 
lungen  liefert.  Die  Gesamtzahl  der  Lösungen  ist  also  das  Zwölf- 
jener  Zahl^  das  ist 

15  692  092  416  000. 

rotz  dieser  grossen  Zahl  von  Lösungsmöglichkeiten  ist  es  nicht 
zwei  Wochen   so   zusammenzustellen,   dass  beide  keine   Kom- 
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bination  gemeinsam  haben.  Die  beiden  folgenden  Lösungen  ent- 
sprechen dieser  Forderung.  Die  bezifferten  Buchstaben  sind  hier  durch 
die  fortlaufenden  Nummern  1  bis  15  ersetzt. 

Erste  Woche. 


Sonntag. 

Montag. 

Dienstag. 

Mittwoch. 

Donnentag. 

Freitag. 

Sonnabend. 

12    3 

14    7 

1     511 

1    6  15 

1  10  13 

1    8  14 

1    9  12 

4    5    6 

2    5    8 

2    6  12 

2    4  13 

2  11  14 

2    9  15 

2    7  10 

7    8    9 

3  12  15 

3    7  13 

3    8  11 

3    6    9 

3    4  10 

3    5  14 

10  11  12 

6  10  14 

4    9  14 

5    9  10 

4    8  12 

6  12  13 

4  11  15 

13  14  15 

9  11  13 

8  10  15 

7  12  14 

5    7  15 

6    711 

6    8  13 

Zweite  Woche. 

Sonntag. 

Montag. 

Dienstag. 

Mittwoch. 

Donnerstag. 

Freitag. 

Sonnabend. 

12    6 

14    8 

1    5  15 

1    9  13 

1     3  11 

1  12  14 

1     7  10 

4    5    9 

2    5  12 

2    9  10 

2    3    4 

2  14  15 

2    7  13 

2     811 

7    8  12 

3    7  15 

3    6    8 

5    711 

4  10  12 

3    5  10 

3     9  12 

10  11  15 

6  10  13 

4    7  14 

6  12  15 

5    8  13 

4    6  11 

5     6  14 

3  13  14 

9  11  14 

11  12  13 

8  10  14 

6    7    9 

8    9  15 

4  13  15 

Unmöglich  scheint  es  mir,  die  von  Prof.  Sylvester  aufgestellte 
Forderung  zu  erfüllen,  die  sämtlichen  aus  den  15  Gliedern  möglichen 
455  Dreierkombinationen  auf  die  13  Wochen  eines  Vierteljahres  so  zu 
verteilen,  dass  während  desselben  die  gleichen  3  Personen  nicht  mehr 
als  einmal  zusammengehen,  während  f&r  jede  einzelne  Woche  die 
früheren  Forderungen  bestehen  bleiben. 


Zur  Hesse'schen  Konstruktion  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
ans  nenn  Punkten. 

Von  J.  Thomae  in  Jena. 

Hesse  scheint  der  erste  gewesen  zu  sein,  der  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  aus  neun  Punkten  linear  zu  konstruieren  gelehrt  hat  (Grelles 
Journal  Bd.  24).  Da  Hesse  die  neun  Punkte  als  reale  voraussetzt  und 
zur  vollständigen  Lösung  der  Aufgabe  zuerst  von  einem  Kegelschnitte  fünf 
Punkte  bestimmt,  und  die  weiteren  Punkte  mit  Hilfe  dieses  Kegelschnittes 
findet,  so  erweckt  es  den  Anschein,  als  ob  seine  Konstruktion  nicht  von 
völliger  Allgemeinheit,  und,  da  er  einen  Hilfskegelschnitt  benutzt,  nicht 
von    vollkommener   Unmittelbarkeit   sei.     Sieht   man  jedo<^   genauer   hin, 
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findet  man,  dass  die  von  Hesse  angewandten  Prinzipien  hinreichen, 
Aufgabe  völlig  allgemein  and  unmittelbar  zu  lösen,  und  dass  es  nur 
Hinzufügung  weniger  Striche  bedarf  um  seine  Zeichnung  zu  einer  voll- 
imenen  zu  machen.  Diese  Ergänzung  soll  hier  gegeben  werden.  Dabei 
ne  ich  an,  um  nicht  besondere  Fälle  unterscheiden  zu  müssen,  dass 
it  vier  von  den  gegebenen  Punkten  in  einer  Ebene  liegen,  was  übrigens 
Erleichterung  der  Problemlösung  bedeuten  würde.  Dass  es  wenigstens 
Lösung  der  Aufgabe   in    allen   Fällen    giebt,    setze    ich    als    bekannt 

lUS. 

Wir  formulieren  die  Aufgabe  so:  Sind  neun  Punkte  gegeben,  von 
m  beliebig  viele  Paare  aggregiert  ideale  (konjugiert  imaginäre)  sein 
aen,  so  soll 

I.  In  einer  beliebigen  Ebene  s  das  Polarsystem  linear  konstruiert 
werden,  dessen  Kemkurve  der  Kegelschnitt  (e,  F)  ist,  den  die 
Ebene  e  aus  der  gesuchten  Fläche  F  herausschneidet). 

n.  Auf  einer  beliebigen  Geraden  g  soll  die  Involution  linear  gefunden 
werden,  deren  Doppelpunkte  die  Schnittpunkte  (^,  I^  sind,  oder 
die  der  Fläche  F  konjugiert  ist. 

ni.  Auf  einer  Geraden  g  durch  einen  reellen  der  gegebenen  Punkte 
soll  der  zweite  Schnittpunkt  mit  F  linear  bestimmt  werden. 

Die  Aufgabe  III  wird  offenbar  durch  die  Lösung  der  Aufgabe  11  von 
st  erledigt,  weil  das  Problem,  den  zweiten  Doppelpunkt  einer  Involution 
konstruieren,  deren  erster  gegeben  ist,  eine  bekannte  lineare  Lösung  hat. 

Die  neun  Pxmkte  seien  Jf^M^,  M^M\^  M^M\^  M^M\^  M^,  die 
en  vier  Paare  mögen  bez.  auf  den  Geraden  g^g^g^g^  liegen,  und  wenn 
nicht  real  sind,  als  Doppelpunkte  von  Involutionen  auf  diesen  Geraden 
iben  sein. 

Hesse  konstruiert  die  Polare  eines  Punktes  P  für  die  gesuchte  Fläche  J' 
olgender  Weise.  Er  sucht  zunächst  die  Polare  von  P  für  das  Hyper- 
id  (^iP^itfjüf'jlfg),  welches  die  Geraden  g^g^  und  die  Punkte  M^M\M^ 
lält.  Hesse  setzt  dabei  M^M\  als  reale  Punkte  voraus,  was  jedoch 
it   nötig  ist.     Es  sei  h^^    die  Gerade  durch  M^y  die  g^g^  trifft.     Gleitet 

Gerade   h   über  g^g^gsi    so    erzeugt    sie    in    der  Ebene  (P,  Ä^g)   einen 


elschnitt   Ä^g,     dessen     Punkte    durch    Vermittelung 
Punkten   der  Geraden  g^   projektiv   zugeordnet   sind. 


der  Geraden  h 
Der   Involution 

^3  entspricht  eine  Involution  auf  K^^j  ^^i'^i^  -^^  ^s  ^  bekannter 
Lse  linear  gefanden  wird.  Sie  ist  die  Gerade,  die  die  Ebene  (P,  k^^) 
m  Ä^2  ^^^^  ^^  ^^^  Hyperboloid  herausschneidet.    Die  Gerade  l  nun,  die 

P  durch  öigA-jj  harmonisch  getrennt  ist,  gehört  der  Polarebene  von  P 
das  Hyperboloid  {g^g^M^M\M^  an.  —  Ist  fc'jg  eine  beliebige  ^r^ ^2 ^12 
-ende  Gerade,  so  gehört  sie  demselben  Hyperboloide  an,  man  findet  wie 
lin  —  oder  da  jetzt  von  dem  Hyperboloid  drei  Erzeugende  einer  Schar 
wnt  sind,  auch  auf  andere  Weise  —  die  Gerade  a\^^  die  die  Ebenen 
k\^   neben   h\2    ans   dem   Hyperboloide   schneidet.      Die  Gerade  l\  die 
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von  P  durch  «'12^*12  harmonisch  getrennt  ist,  gehört  ebenfalls  der  Polar- 
ebene von  P  für  das  Hyperboloid  an.  Die  Oeraden  //'  bestimmen  die  Polar- 
ebene von  P  fOr  das  Hyperboloid. 

Konstruiert  man  auf  gleiche  Weise  die  Polarebenen  von  P  för  die 
Hyperboloide  (91^2  M\g^M^){M^M'-^g^g^M^),  so  liefert  der  Schnittpunkt 
der  drei  Polarebenen  den  Punkt  Q^^  der  P  für  alle  Fl&ohen  zweiter  Ord- 
nung durch  die  sieben  Punkte  MiM^M^M\M'^M^^M^,  oder  wie  wir 
kürzer  sagen  wollen,  der  P  f&r  diese  sieben  Punkte  konjugiert  ist. 

Der  besondere  Fall,  dass  der  Punkt  Q^  durch  die  eben  gegebene  Kon- 
struktion nicht  als  ein  völlig  bestimmter  zu  erbringen  ist,  soll  zuletzt 
besonders  besprochen  werden. 

Es  seien  Q2Q8Q4  ^^®  ^®^-  ^  ^^  ^^  Gruppen  von  sieben  Punkten 

konjugierten  Punkte,  so  ist  die  Ebene  n^^Q^Q^Q^  die  Polarebene  von 
P  für  die  durch  die  neun  Punkte  gehende  Fläche  F. 

Liegen  die  neun  Punkte  in  einer  Kurve  vierter  Ordnung  erster  Spezies, 
so  giebt  es  unendlich  viele  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  sie.  Für  jede 
derselben  müssen  ^2^8  ^4  ^^^  Punkte  P  konjugiert  sein,  und  es  müssen 
deshalb  diese  drei  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen.  Umgekehrt  können, 
wenn  die  neun  Punkte  nicht  auf  einer  Kurve  vierter  Ordnung  liegen,  die 
Punkte  QiQ^Qi  für  allgemeine  Lagen  von  P  nicht  in  einer  Geraden  liegen, 
weil  dies  für  angebbare  spezielle  Lagen  von  P  nicht  statthat.  Man 
vergleiche  hierüber  meine  Untersuchungen  in  den  Leipziger  Berichten  vom 
S.Mai  1897  S.  319. 

Nun  seien  P^P^P^  drei  Punkte  einer  Ebene  b  und  n^n^n^  seien  ihre 
Polaren  für  die  Fläche  P\  PiP^P^  deren  Schnittlinien  mit  e,  also  die  Polaren 
von  PiPg^s  ^^  ^^^  Kegelschnitt  (b^F),  Alsdann  ist  das  Polarsystem, 
dessen  Kernkurve  (f,  F)  ist,  durch  die  drei  Paare  Pol  und  Polare  PiPi , 
P2P21  ^8^8  "Völlig  bestimmt.  Auf  jeder  Geraden  p  in  e  ist  durch  cüese 
drei  Paare  Pol  und  Polare  die  Involution  linear  bestimmt,  die  der  Kurve 
(c,  F)  konjugiert  ist,  und  es  ist  die  Aufgabe  H  gelöst,  sobald  für  das 
Ausgesprochene  der  Nachweis  der  Richtigkeit  erbracht  ist. 

Die  gerade  Verbindungslinie  der  Punkte  P/t  Pf/  werde  mit  Pf^fi'  be- 
zeichnet, ebenso  kann  der  Schnittpunkt  von  PfiPn*  mit  P^^*  bezeichnet 
werden,  es  ist  dann  Pfif/  der  Pol  von  i>^^'. 

Auf  Pf^ft'  sind  die  Punkte  P^(|)^2)^^#),  Pfi'(j>fi'Pfifi^^  ^rif  P/^  sind  die 
Punkte  Pfift"(PfiPnft')^  Pfifi"(PfiPßt/i'')  Paare  der  Involution,  die  (e^  F)  kon- 
jugiert ist,  deren  Doppelpunkte  (f,  F)  angehören.  —  Ist  Q  ein  Punkt  auf 
einer  der  Linien  p  z.  B.  auf^)],  so  ist  die  Polare  q  von  Q  dadurch,  dass 
sie  durch  Pj  und  den  Q  in  der  Involution  Pif{PiPi%) '  Pi^{PiPi^)  zugehörigen 
Punkt  gehen  muss,  bestimmt. 

Um  die  (f,  F)  konjugierte  Involution  auf  einer  Geraden  </  in  e  zu 
konstruieren,    bestimme    man    zu    den    Punkten    QjfPi)^  (pPi)  ^®  Polaren, 
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■effen  g  in  Punkten,  die  mit  {gp^igp^  Paare  der  gesuchten  Involution 
i  und  diese  somit  geben.  Damit  ist  die  Aufgabe  II  gelöst.  Man 
,  wenn  g  gegeben  ist,  die  Konstruktion  dadui-ch  erleichtem,  dass  man 

auf  g  wählt. 

Um  der  Aufgabe  III  gemäss  auf  einer  Geraden  g  durch  M^  den  zweiten 
ttpunkt  mit  F  zu  finden,  braucht  man,  da  M^  sich  selbst  konjugiert 
lur  zu  einem  einzigen  Punkt  P  auf  g  die  Polare  zu  konstruieren.  Trifft 

in  Q,  so  ist  der  zweite  in  bekannter  Weise  linear  zu  findende  Doppel- 
;  der  Involution 

Ichnittpunkt  von  g  mit  F, 

Nun  betrachten  wir  noch  den  Fall,  dass  der  dem  Punkte  P  f&r  sieben 
ene  Punkte  konjugierte  Punkt  Q  auf  die  hier  gegebene  Weise  nicht  zu 
i  ist.  —  Die  drei  Hyperboloide: 

O/i  (/,  Jf,  M ',  H,)  (ff,  M,  M\  g,  M,)  (M,  M\  g,  g,  M,) 

ideu  sich  paarweise  in  je  einer  Geraden  und  einer  Kurve  dritter  Ord- 
?ind  die  drei  Geraden  g^g^g^  verschieden,  was  sich  bei  der  hier  über 
egebenen  Punkte  gemachten  Annahme,  dass  nicht  vier  in  einer  Ebene 
i    sollen,    von    selbst   versteht,    so    sind   die    drei    Hyperboloide    von 
der  linear  unabhängig  selbst  dann,  wenn  sie  eine  Kurve  dritter  Ord- 
gemein  haben  sollten.     Zu  einem  Punkt  P  gehört  daher  ein  und  nur 
Wkt  Q,     Enthält  aber  eins  von  den  drei  Hyperboloiden  alle  drei  ge- 
Linien g^g^g^t    liegt  M^  in    einer   g^g^g^   schneidenden   Geraden,    so 
die  drei  Hyperboloide  identisch,  man  kann  dann  Q  nicht  auf  die  an- 
>ene  Weise  finden,   wenigstens,    wenn    M^M\M^M\M^M\  aggregirt 
\  Paare    sind,  so    dass    man    diese  Punkte    zu    zweien  nur  durch  die 
len  ^1^2 ^3  ^^^  miteinander  verbinden  kann. 

Die  Geraden  gig^g^g^,  lassen  sich  auf  viererlei  Weise  in  Tripel 
«eren.  Liegt  M^  in  einer  Geraden,  die  nur  die  Geraden  eines  dieser 
1  trifft,  so  wählt  man  zur  Konstruktion  die  drei  andern  Tripel.  Liegt 
M^  in  einer  Geraden ,  welche  die  Geraden  zweier  Tripel,  die  also  alle 
Geraden  g^g^g^g^^  trifft,  so  hat  man  wirklich  einen  singulären  Fall, 
m  die  gegebenen  Mittel  zur  Konstruktion  nicht  ausreichen.  Folgendes 
\  umständliches  und  daher  der  Vereinfachung  entgegensehendes  Ver- 
a  ffthrt  dann  zum  Ziel. 

Auf  einer  Geraden  durch  M^  wßhle  man  drei  Punkte  LMN  und 
ruiere  die  Polaren  Af»v  von  P  für  die  Flächen 

>ilden    einen    LMN  projektiven    Ebenenbüschel    X^v,     Die    in    dieser 

ktivität  -r    -m^-K^-m, 

ntsprechende  Ebene  n  ist  die  Polare  von  P  für  die  Fläche  F. 
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Will  man  mit  v.  Staudt  nur  das  räumliche  Polarsystem  bestimmen, 
dessen  Kemfläche  F  ist,  so  ist  auch  dies  Problem  durch  Hesse  gelöst, 
denn  er  lehrt  ja  zu  jedem  Punkte  die  Polarebene  finden.  —  Inzwischen  ist 
von  Herrn  H.  Boegehold  eine  ausführliche  Abhandlung  (als  Dissertation. 
Jena  1898)  über  diesen  Gegenstand  veröffentlicht  worden. 


Ober  einen  Apparat  zur  AnflSsnng  numerischer  Gleichungen 
mit  vier  oder  fünf  Gliedern. 

Von  IL  Mehmke  in  Stuttgart. 
Von  mehreren  Seiten  dazu  aufgefordert,  werde  ich  in  dieser  Zeitschrift 
einige  von  mir  konstruierte  Apparate  s^ur  mechanischen  Auflösung  numerischer 
Gleichungen  vorführen,  die  sich  1893  auf  der  mathematischen  Ausstellung 
in  München  befunden  haben ^  deren,  durch  keine  Abbildungen  unterstützte 
Beschreibungen  aber,  die  ich  in  dem  Katalog  jener  Ausstellung  gegeben 
habe,  allerdings  ungenügend  erscheinen  mögen. 

Ich   beginne    mit    dem   nachstehend    abgebildeten    Apparate,    der  am 
meisten   lüteresse    erregt  zu   haben  scheint  und  in  mehreren  Schriften  er- 
wähnt   worden    ist,    trotzdem    er    für  den 
praktischen     Gebrauch    vielleicht    weniger 
in  Betracht  kommt  als  einige  andere. 

Dieser  Apparat  beruht  auf  einer  sehr  all- 
gemeinen Methode,  Funktionen  mit  mehreren 
Veränderlichen  räumlich  darzustellen.  Denkt 
man  sich  vier  beliebige  Kurven  im  Baume 
mit  bezifferten  Einteilungen  („Skalen^^)  irgend 
welcher  Art  versehen,  so  müssen  die  Zahlen- 
werte (,  w,  v,  «r,  die  zu  vier  Teilpunkten, 
von  denen  jeder  sich  auf  einer  anderen 
Skala  befinden  soll,  gehören,  eine  bestimmte 
Gleichung  F(t^  w,  t;,  «r)  «=  0  erfüllen,  da- 
mit jene  Punkte  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen.  Sind  von  einem  dieser  Gleich- 
ung genügenden  Wertsyst^me  drei  Werte, 
z.B.  u,  t7,  w^  gegeben,  so  Iftsst  sich  der 
vierte  Wert,  f,  geometrisch  daduroh  finden, 
dass  man  die  zu  den  Werten  w,  v,  tr  gehörigen  Punkte  der  betreffenden 
Skalen  durch  eine  Ebene  verbindet  und  den  am  Schnittpunkt  derselben  mit 
dem  Träger  der  vierten  Skala  stehenden  Wert  abliest.  Weitere  Veränderliche 
können  unter  (Jmständen  berücksichtigt  werden,  indem  man  eine  oder  mehrere 
der  Kurven  durch  Scharen  solcher  ersetzt.* 


•  Noch  nicht  lange  erst  habe  ich  bemerkt,  dass  August  Adler  schon 
1886  dieselben  Gedanken  ausgesprochen  hat  (Wiener  Berichte  Bd.  94,  2.  Ab- 
teilung, S.  423).  Die  Frage,  imter  welcher  Bedingung  eine  gegebene  Funktion  F 
einer  derartigen  Behandlung  zxigänglich  ist,  bleibt  noch  zu  beantworten. 
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Im  vorliegenden  Beispiele  sind  znr  Unterbringimg  Ton  u^  v^  to  drei 
gewöhnliehe  Skalen  (gleichförmige  Teilungen)  mit  gleicher  Längeneinheit 
auf  drei  za  einander  parallelen  Oeraden,  die  wir  die  t«-,  v-  und  w-Axe 
nennen  wollen,  benutzt.  (Bei  dem  abgebildeten  Apparate  befinden  sich  die 
erste  tmd  dritte  Skala  an  den  inneren  Kanten  der  mit  Ä  und  C  bezeichneten 
senkrechten  Stäbe,  die  zweite  ist  nicht  wirklich  vorhanden,  sondern  in 
der  Mitte  zwischen  den  beiden  vorderen,  mit  B  bezeichneten  Stäben  zu 
denken.  Die  feine  Öffiiung  in  dem  vomen  sichtbaren  Schieber  kann  auf 
jeden  Punkt  dieser  gedachten  Skala  mit  Hilfe  der  Skalen  auf  den  Stäben  B 
gestellt  werden.  Die  Nullpunkte  liegen  in  einer  zu  den  Axen  senkrechten 
Ebene.) 

Erteilt  man  den  Nullpunkten  der  genannten  Skalen  die  Gewichte  X,  fi,  v, 
so  wird  auf  der  durch  ihren  Schwerpunkt  gehenden  Parallelen  zu  den 
Axen  von  der  Ebene,  welche  die  Skalenpunkte  t«,  t;,  tc  verbindet,  d.h.  auf 
den  Axen  die  Abschnitte  ti,  v,  «?  —  die  wir  die  Parallel -Eooi^inaten  der 
Ebene  nennen  wollen  —  bildet,  das  Stück 

Xu  '\-  fiv  '\-  VW 
^  l  +  ii  +  v 

abgeaohnitten,  sodass  die  in  ti,  t?,  tr  lineare  Gleichung 

1)  lu  +  flV  +  VW  —  (k  +  fl  +  v)  8  ^  0 

besteht  Jede  Ebene,  deren  Parallel -Koordinaten  t«,  t;,  to  dieser  Gleichung 
genügen,  geht  offenbar  durch  den  Punkt,  der  durch  die  Zahlen  Jl,  fi,  v  und 
den  Abschnitt  8  bestinmit  ist;  l)  ist  die  Gleichung  dieses  Punktes. 

Soll  nun  eine  viergliedrige  Gleichung  mit  der  Unbekannten  ^,  etwa 

2)  1"^+  at*  +  htP+  c^Oy 

worin  die  Exponenten  m,  n,  p  bestimmte  Werte  haben,  aufgelöst  werden, 
so  kann  man  l)  und  2)  in  Übereinstimmung  bringen,  indem  man 

3)  w  =  a,     t;  =  &,     w  =  e 

und 

4)  i-f.,     ^^tP,     v-1.     s=^-j-^^ 

setzt.  Zu  jedem  Werte  von  t  gehört  nach  4)  ein  bestinunter  Punkt  (A,fi,v,«); 
giebt  man  t  eine  Beihe  äquidistanter  Werte,  so  liefern  die  zugehörigen 
Punkte  eine  krunmilinige  Skala,  deren  Träger,  wie  leicht  einzusehen  ist, 
auf  einer  (bloss  von  den  Exponenten  n^p  abhängigen)  Cjlinderfiäche  liegt, 
welche  die  u- und  tc^-Axe  als  Mantellinien  enthält.  (Im  Falle  n^-2,  p^l 
ergiebt  sich  ein  Kreiscjlinder,  wenn  als  Querschnitt  des  Axensjstems  ein 
gleichseitiges  Dreieck  genommen  wird.)  Es  genügt  der  zwischen  den  Axen 
liegende,  den  positiven  Werten  von.  t  entsprechende  Teil  jener  Skala. 
(Dem  Apparate  ist  für  vollständige  kubische,  einfach  reduzierte  biquadra- 
tische und  zweifach  reduzierte  Gleichungen  fünften  Grades  je  eine,  an 
ihrem  oberen  Bande  mit  der  betreffenden  Skala   versehene,   cylindrisch  ge- 
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bogene  Blechsohablone  bdigegeben.  Ist  eine  solche  Gleichxuig  für  gegebene 
Werte  von  a,  b^  c  aufzulösen,  so  setzt  man  die  richtige  Schablone  auf, 
stellt  den  Schieber  auf  den  Punkt  b  der  «;•  Skala,  verbindet  die  Paukte  a 
und  c  der  U'  hezw.  tr- Skala  durch  einen  Faden,  den  man  mit  beiden 
Händen  gespannt  hält,  und  sieht  durch  die  öffiiung  des  Schiebers  nach  dem 
Faden  hin,  dann  lassen  sich  an  den  scheinbaren  Schnittpunkten  des  Fadens 
mit  der  krummlinigen  Skala  die  positiTen  Wurzeln  der  Gleichung  ablesen. 
Etwaige  negatiye  Wurzeln  ergeben  sich,  wenn  —  t  statt  t  gesetzt  und  die 
neue  Oleiohung  ebenso  behandelt  wird.)  Im  Falle  einer  Gleichung  mit 
fanf  Gliedern  <*"  +  af"  +  hiP  +  ct^  +  d  ^  0  kann  man 

__  t^-\-  d 

^  *«  +  «p+«'/ 

setzen.  Statt  einer  Kurve  erhält  man  jetzt  eine  Kurvenschar  mit  dem 
Parameter  d^  welche  auf  einem,  wieder  durch  die  t«-  und  tr-Axe  gehen* 
den  Cjlinder  liegt.  (Die  Verwirklichung  ist  möglich,  wenn  man  entweder 
den  Faden  vor  dem  Cjlinder  so  gespannt  hält,  *dass  er,  durch  die  Ö&nng 
des  Schiebers  gesehen,  scheinbar  durch  die  Funkte  a  und  c  der  u-  bezw. 
«(;- Skala  geht,  oder  einen  durchsichtigen  Cjlinder  benützt.  Abzulesen  ist 
an  den  scheinbaren  Schnittpunkten  des  Fadens  mit  der  zum  Werte  d  ge- 
hörigen Kurve.) 

Bemerkungen.  Obiger  Apparat  lässt  sich  als  räumliche  Ver- 
allgemeinerung der  graphischen  Tafeln  („Abaques^^)  von  M.  d'Ocagne 
zur  Auflösung  numerischer  Gleichungen  mit  drei  oder  vier  Gliedern  an- 
sehen*, die  ihrerseits  durch  Anwendung  des  Prinzips  der  Beziprozitfit  aus 
gewissen  Abacns  von  Laianne**  hervorgegangen  sind.  Parallel-Koordinaieo, 
aber  nur  von  geraden  Linien  in  der  Ebene,  sind  von  K.  Schwering  1874 
eingeführt***,  von  M.  d'Ocagne  ebenfalls  gefunden  (s. a.a.O.)  und  aus- 
giebig verwendet  worden,  während  Adler  sie  nicht  erwähnt. 


*  Annales  des  ponts  et  chauss^es,  1884,  2^™^  semestre,  p.  631;  Nomographie, 
Paris  1891;  s.  auch  W.  Dyck,  Katalog  mathematischer  Modelle,  Nachtrag, 
München  1893,  S.  9,  Nr.40d. 

**  S.  Dycks  Katalog,  Nachtrag,  S.8,  40a. 
♦*•  Jahresbericht  für  1874  des  Westfälischen  Provinzialvereins ,  S.  149. 


Berichtigungen. 

Seite  245  Zeile  10  v.  o.  lies  ©(©-31)-?«  statt  eo(3r-59)Pa, 

„    246      „    11  V.  0.  lies  tg|  =\qR  statt  tg|  =  QR, 

„    250      „    1  und  2  v.  o.  sind  die  Worte  „allein  oder"  zu  streichen, 
„    258      „    7  V.  u.  streiche  „sind  gleich  lang  und**, 
„    266      ,,    4  Y.  u.  letzter  Summand  lies  abc  für  dhc. 
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Rezensionen. 


Bemerkung,  die  Schreibweise  Amper  betreffend. 

3ei  Besprechung  meines  „Grundzüge  der  mathematischen  Chemie '\ 
g  1894,  hat  Herr  Nebel,  ohne  den  Ursprung  der  von  mir  an- 
imenen  Schreibweise  Amper  klarzustellen,  so  starke  Worte  gegen  sie 
icht,  dass  es  wohl  angezeigt  erscheint,  den  Zusammenhang  aufzu- 
.  Schon  die  Bemerkung  des  Herrn  Nebel,  dass  „ein  deutscher 
cer"  die  Kürzung  Amper  eingeführt  habe,  kommt  in  etwas  andere 
jhtung,  wenn  man  hinzufügt,  dass  dieser  Physiker  der  Verfasser  des 
lein  verbreiteten  „Leitfadens  der  praktischen  Physik"  ist,  in  dessen 
flage  1884  F.  Kohlrausch  die  Schreibweise  mit  der  nach  meiner 
Qg  vollkommen  zutreffenden  Begründung  einführt:  „Bezeichnungen, 
)  jedem  Arbeiter  geläufig  sein  sollen,  dürfen  selbstverständlich  keiner 
dischen  Orthographie  unterliegen." 

^  mich  entscheidend  war  aber  überdies,  dass  1893,  in  der  Zeit,  da 
ein  Buch  schrieb,  in  der  Deutschen  Physikalisch  -  technischen  Eeichs- 
b  die  Absicht  bestand,  die  Schreibweise  Amper  allgemein  einzuführen. 

hat  sich  freilich  die  Eeichsanstalt  entschieden,  nur  das  e  zu  ver- 
1,  und  schreibt  jetzt  Ampere. 

iur  Sache  selbst  wäre  wohl  nur  zu  bemerken,  dass  ein  guter  Geschmack 
n  centimetre  im  Munde  unserer  Schneider  genug  haben  sollte  und 
iien  müsste,  die  deutschen  Werkmeister  mit  nasalen  Beanspruchungen 
■schonen.     Auch  ist  es  selbstverständlich   und  wird  durch    unser  Ver- 

gegenüber  dem  metrischen  Maß  bestätigt,  dass  ein  internationales 
licht  über  die  nationale  Aussprache  und  Schreibweise  verfügt;  es 
meinem  Engländer  einfallen,  seine  Schrift  mit  Zeichen  zu  belasten, 
r  seinen  Leserkreis  unverständlich  sind.  Endlich  ist  durch  die  all- 
le  Annahme  der  Schreibweise  Volt  dargethan,  dass  es  nicht  die  Ab- 
¥ar,  die  nationalen  Eigennamen  als  solche  im  internationalen  Maß- 
e  festzuhalten. 


G.  Helm. 


-litt.  Abt.  d.  ZeitBchr.  f.  Math.  u.  Phys.  48.  Jahrg.  1898.  1.  Heft, 
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R.  Sturm.  Die  Gebilde  ersten  und  zweiten  Grades  der  Liniengeometine 
in  synthetischer  Behandlung.  Bd.  l  bis  3,  Leipzig,  B.  G.  Teubnbr, 
1892,  1893,  1896. 

Die  synthetische  Geometrie  stellt  sich  bekanntlich  die  Aufgabe,  die 
geometrischen  Gebilde  lediglich  aus  RaomaD schauungen  heraus  zu  behandeln, 
ohne  von  algebraischen  Hilfsmitteln  Gebrauch  zu  machen.  Aber  in  dieser 
strengsten  und  zugleich  höchsten  Form  muss  sich  unsere  Wissenschaft  entweder 
auf  die  liebevolle  Bearbeitung  eines  verhältnismässig  sehr  kleinen  Gebietes 
beschränken,  oder  sie  muss  aus  allen  Kräften  bemüht  sein,  den  geometrischen 
Inhalt  der  Hilfsmittel  rein  darzustellen,  deren  die  analytische  Geometrie 
sich  bedient,  vor  allen  Dingen  die  Schnittpunkttheoreme  rein  geometrisch 
begründen.  An  der  endlichen  Erreichung  dieses  Ziels  ist  heute  wohl  nicht 
mehr  zu  zweifeln.  Aber  während  man  auf  allen  anderen  Gebieten  der 
Mathematik  den  auf  Reinheit  der  Methode  gerichteten  Bestrebungen  mit 
lebendigem  Anteil  folgt,  werden  dieselben  auf  dem  Gebiet  der  synthetischen 
Geometrie  mit  Gleichgiltigkeit  beobachtet,  und^an  bringt  denselben  selbst  in 
Fachkreisen  nur  geringes  Interesse  entgegen.  Unter  diesen  umständen  ist 
es  sehr  wohl  zu  verstehen,  dass  der  Verfasser,  ursprünglich  ein  Anhänger 
jener  strengsten  Anschauungen,  sich  mehr  und  mehr  einer  vermittelnden 
Bichtung  zugewendet  hat,  welche  von  den  Hilfsmitteln  der  abzählenden 
Geometrie,  vor  allen  dem  Eorrespondenzprinzip  den  ausgiebigsten  Gebrauch 
macht.  Wird  man  eine  derartige  üntersuchungsmethode  da  anstandslos  zu- 
lassen, wo  es  sich  weniger  um  die  ersten  Grundlagen  der  Wissenschaft 
sondern  um  die  Durchmusterung  eines  abgegrenzten  Gebietes  handelt,  so 
ist  es  doch  unberechtigt,  solche  HilfiBmittel  da  anzuwenden,  wo  die  syn- 
thetische Geometrie  sehr  wohl  Mittel  an  der  Hand  hat,  die  Untersuchung 
mit  ihren  eigenen  Mitteln  streng  durchzuführen.  Schon  bei  einem  der  ersten 
Kapitel  haben  wir  dies  störend  empfunden. 

Mit  grossem  Interesse  haben  wir  die  klaren  Auseinandersetzungen  des 
Verfassers  über  die  Hauptziele  der  Liniengeometrie  gelesen.  Er  deutet 
schon  jetzt  an,  dass  der  aus  allen  Geraden  gebildete  Raum  kein  linearer  ist, 
und  erläutert  an  gut  gewählten  Beispielen  die  verschiedenen  Gebilde  der 
Liniengeometrie.  So  wird  der  Komplex  dritten  Grades  der  Geraden  ein- 
geführt, die  auf  den  Flächen  zweiter  Ordnung  eines  Btlndels  liegen,  die 
Kongruenz  [2,6]  der  Geraden,  welche  sich  auf  Flächen  eines  Büschels  be- 
finden. Alsdann  werden  die  Orte  der  Geraden  besprochen,  die  sich  auf  1  bis 
4  Leitlinien  stützen,  es  wird  gezeigt,  wie  die  Anzahl  2  f^i  ju«  f^  ^4  der 
Geraden,  die  sich  auf  vier  Kurven  der  Ordnimg  11^1)^4,^3,^14  stützen, 
durch  gemeinschaftliche  Punkte  der  Kurven  vermindert  wird.  Dies  wird 
an  der  Anzahl  der  Geraden  erläutert,  die  eine  Fläche  dritter  Ordnung 
besitzt. 

Nachdem  das  Chasles'sche  Korrespondenzprinzip  auf  die  übliche  Art  ent- 
wickelt wurde,  bestimmt  der  Verfasser  die  Anzahl  ~^  fiOi  —  l)  +  'T  n.  (n.  —  l) 
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involutorisch  zugeordneten  Punktepaare  einer  Korrespondenz  (/i,  w^), 
he  auf  einem  rationalen  Träger  lagert,  und  gelangt  sodann  zu  den  in- 
torischen  Korrespondenzen  [n].  Auf  die  Betrachtung  der  Korrespondenz 
auf  den  Kegelschnitt  gründet  sich  eine  an  Hurwitz  und  Cayley  an- 
sfende  Behandlung  des  Ponceletschen  Schliessungsproblems.  Wenn  in 
r  Korrespondenz  (w,  »^)  der  Ebene  m  Paare  homologer  Punkte  auf  2 
)big  gewählten  Geraden  liegen ,  so  giebt  es  n  •{-  n^  +  m  sich  selbst 
prechende  Punkte,  sobald  nicht  eine  sich  selbst  entsprechende  Kurve 
iegt.  Hieraus  folgt,  dass  Ebenen,  welche  durch  einen  Punkt  E  gehen 
aus  jeder  von  zwei  Kongruenzen  [m,  n\  und*  [wj,  n^  einen  Strahl  ent- 
sn,  deren  Kreuzungspimkt  einer  Ebene  E  angehört,  einen  Kegel  von 
Klasse  wn'  +  mw'  +  *^»»'  umhüllen,  während  der  Kreuzungspimkt  eine 
re  von  der  Ordnung  m  m^  +  mn^  -{-  n  m'  beschreibt.  Diese  Qeraden- 
8  be^nrken  unter  den  Ebenen  eines  beliebigen  Bündels  eine  Korrespondenz 
+  n)  {m^  +  n^)^  (m  +  n)  (tn'  +  w')],  deren  Koincidenzelemente  zum 
aus  den  Tangentialebenen  des  Kegels,  die  dem  Bündel  angehören^ 
;hen,  andererseits  aus  den  Ebenen,  welche  gemeinschaftliche  Strahlen 
Kongruenzen  projizieren.  Auf  diese  von  Schubert  entlehnte  Art  ent- 
ölt der  Verfasser  die  Halphensche  Zahl  wm'  +  w//'  der  Strahlen, 
he  zwei  Kongruenzen  (w,w)  und  (m\v)  mit  einander  gemein  haben, 
aus  lassen  sich  die  anderen  Halphenschen  Zahlen  grossen  teils  ableiten. 
Strahlen  eines  Komplexes,  welche  eine  beliebige  Gerade  treffen,  bilden 
Kongruenz  [PjP],  Da  dieselbe  mit  einer  Kongruenz  [w,  w]  p  [m  +  ?>] 
bleu  gemein  hat,  so  liegen  die  dem  Komplex  und  der  Kongruenz  [m^  n] 
hörigen  Geraden  in  einer  Begelfläche  vom  Gerade  p  [m  '\'  n].  Nur 
Ermittelung  der^;  •  q  einer  Regelfläche  q^^^  Ordnung  und  einem  Komplex 
Ordnung  gemeinschaftlichen  Strahlen  macht  eine  besondere  Betrachtung 
^.  Das  Kapitel  schliesst  ab  mit  dem  Korrespondenzprinzip  für  eine 
^)- deutige  Beziehung  im  Raum. 

Für  die  Behandlung  der  Regelflächen  dritter  und  vierter  Ordnung  er- 
jit  uns  als  der  beste  Ausgangspunkt  die  Erzeugung  mittelst  zweier 
iktivischer  Kegelschnitte.  Aus  der  Betrachtung  des  Büschels  kollinearer 
len,  welchen  sie  bestimmen,  würde  sich  mit  Leichtigkeit  zeigen  lassen, 
die  Ebenen  aller  Kegelschnitte  der  Fläche  im  allgemeinen  einen 
hei  dritter  Ordnung  bilden,  es  würde  sich  femer  streng  zeigen  lassen, 
jeder  Ebene  desselben  zwei  Gerade  angehören,  deren  Kreuzungspunkt 
Raumkurve  dritter  Ordnung  beschreibt ,  und  man  würde  zum  Schluss  Ge- 
über die  involutorische  Korrespondenz  strenge  beweisen  können,  welche 
dieser  Raumkurve  durch  die  Geraden  der  Flächen  hervorgerufen  wird, 
analoge  Art  lässt  sich  die  Fläche  mit  zwei  Doppelgeraden  und  die 
schiefe  Fläche  dritter  Ordnung  behandeln.  Der  Verfasser  hat  es  selbst 
vorgezogen  ein  abzählendes  Verfahren  einzuschlagen;  er  geht  stets  von 
Korrespondenz  aus,  welche  die  Geraden  der  Fläche  auf  der  Doppel- 
B  hervorrufen  und  gelangt  von  diesem  Ausgangspunkt  aus  auf  germgem 
Q   zu   der  Aufzählung   der   möglichen   Regelflächen   dritter  und   vierter 
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Ordnung.  Aber  trotzdem  würden  wir  die  oben  skizzierte  geometrische  Her- 
leitung bei  weitem  vorziehen. 

Die  für  das  Nullsystem  grundlegende  Betrachtung,  dass  jeder  Punkt 
des  Raumes  in  der  entsprechenden  Ebene  eines  reziprok  bezogenen  Baumes 
liegen   kann,    wird   mit   grosser   Klarheit   vorgetragen;    zunächst   wird   die 

5  tan  dt  sehe  Darstellung  des  Nullsystems  mit  Hilfe  eines  unebenen  ans 
Leitstrahlen  bestehenden  Fünfecks  gewählt.  Es  wird  gezeigt,  dass  Ton 
zwei  reziproken  Tetraedern  des  Nullsystems  jeder  in  der  von  Möbius  zuerst 
beobachteten  Art  dem  anderen  umschrieben  ist  und  dass  jeder  Strahl  des 
Nullsystems  beide  Tetraeder  unter  gleichem  Doppelverhältnis  trifft.  Der 
letzteren  Forderung  genügen  auch  die  Geraden  aller  durch  die  acht  Ecken  mög- 
lichen oo*  Flächen  zweiter  Ordnung,  insgesamt  also,  wie  es  sein  muss,  die 
Geraden  eines  Komplexes  vierten  Grades.  Nachdem  schon  vorläufig  gezeigt 
ist,  dass  fünf  beliebig  gewählte  Gerade  ein  Nullsystem  bestimmen,  wird  der 
Abschnitt  durch  Betrachtungen  über  Nullsysteme  im  allgemeinen  beschlossen. 
Werden  durch  das  Nullsystem  einem  Punkte  a  ihn  enthaltende  Ebene,  einer 
Ebene  ß  in  ihr  liegende  Punkte  angeordnet,  so  kommt  noch  eine  dritte 
wichtige  Zahl  y  in  Betracht,  die  Anzahl  der  Punkte  auf  einer  beliebigen 
Geraden,  deren  Nullebene  durch  dieselbe  hindurchgeht.  Ordnet  man  z.  B. 
jeder  Ebene  die  Punkte  zu,  in  denen  sie  von  den  Flächen  eines  einfach 
unendlichen  Systems  mit  den  Charakteristiken  (i^v^g  berührt  wird,  so  ist 
a«=|w,  /3=v,  y=^^.  Ordnet  man  jedem  Punkt  die  Ebenen  zu,  welche  zwei 
von   ihm  ausgehende  Strahlen    einen    Kongruenz    [w,w]    enthalten,    so   ist 

a =-y  m  (w  —  1),  ß'^^n  (n  —  1).  Die  dritte  Zahl  ist  die  wichtige  von  Schuh- 
macher eingeführte  Artzahl  der  Kongruenz,  sie  zeigt,  wie  oft  zwei 
Strahlen  der  Kongruenz  zugleich  mit  einer  Geraden  in  einer  Ebene  liegen 
und  sich  auf  derselben  schneiden. 

Ein  linearer  Komplex  besteht  nim,  wie  der  Verfasser  aus  der  all- 
gemeinsten Definition  heraus  ableitet,  entweder  aus  den  Strahlen,  die  eine 
Gerade  treffen,  oder  aus  den  Leitstrahlen  eines  Nullsystems.  Die  Be- 
zeichnungen „Gebüsch"  und  „Gewinde",  die  der  Verfasser  für  den  besonderen 
und  den  allgemeinen  Fall  einführt,  haben  die  Billigung  der  Fachgenossen 
gefunden.  Die  Untersuchung  wendet  sich  (60  flg.)  zunächst  den  metrischen 
Verhältnissen  zu.  Nach  Einführung  der  Durchmesser  und  der  Axe  wird  in 
ungemein  klarer  Weise  begründet,  dass  man  rechts  und  links  gewundene  Ge- 
winde zu  unterscheiden  hat,  da  die  Cuspidalkurven  aller  im  Gewinde  ent- 
haltenen abwickelbaren  Schraubenflächen  entweder  sämtlich  links  oder 
sämtlich  rechts  gewunden  sind. 

Einem  beliebigen  Strahlbüschel  wird  durch  das  Nullsystem  des  Ge- 
windes ein  anderer  projektivisch  angeordnet,  der  einen  Strahl  des  Gewindes 
mit  ihm  entsprechend  gemein  hat.  Alle  Strahlen  des  Gewindes  —  hierin 
besteht  die  Sylvestersche  Erzeugung  desselben  —  treffen  zwei  ent- 
sprechende Gerade  dieser  Büschel.  Will  man  aus  fünf  gegebenen  Strahlen 
ffij  9%^  ffzi  9ii  9h  ^^^  Gewinde  herstellen,  so  braucht  ma&>nur,  wenn  zwei 
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len  a  und  |  (/^  enthalten,  ^„  ^3,  g^^  g^  in  A^,  J^,  A^^  A^  und  X,, 
X4,  X^  treffen,  A  und  X  Punkte  von  g^  sind, 

^  (X  ^  ^  ^>lj)  A  X(^  JS,  Z,  X,  Zj) 
lachen.    Dieses  ProjekÜTitätsproblem  hat  eine  einzige  Lösung,  wenn  man 
ad  a  als  gegen  ansieht  (74).    In  einer  beliebigen  Korrelation  des  Raumes 
Igen  die  Verbindungslinien   der  Punkte,    welche    einander   in   beiderlei 
e  konjugiert  sind,  ein  Gewinde  (75). 

Da  die  Regelfl&che  der  Strahlen  einer  linearen  Kongruenz,  welche  eine 
bige  Gerade  treffen,  nach  der  allgemeinen  Koinddenzformel  vom  zweiten 
le  ist,  so  kann  sie  als  Erzeugnis  zweier  kollinearer  Ebenenbündel  de- 
rt  werden,  deren  Zentra  auf  einem  Strahle  der  Kongruenz  willkürlich 
,  die  aber  diesen  Strahl  g  entsprechend  gemein  haben.  Diese  von 
Realität  der  beiden  Leitstrahlen  unabhängige  Definition  zeigt,  dass  die 
^re  Kongruenz  durch  vier  Strahlen  eindeutig  festgelegt  ist.  Das 
hlensystem  zeigt  sich  dabei  sogleich  als  Träger  eines  Büschels  von 
Ten  Komplexen.  Die  Sylv  est  ersehen  Erzeugungen  derselben  stützen 
auf  die  Paare  homologer  Strahlbüschel  jener  kollinear  bezogenen  Ebenen- 
lei, welche  durch  die  Verbindungslinie  der  Zentra  hindurchgehen. 
Ldem  das  Strahlensystem  als  Erzeugnis  geschart -kollinearer  Räume  er- 
it  ist,  ergiebt  sich  naturgemäss,  dass  zwei  beliebige  lineare  Komplexe 
\  ein  lineares  Strahlensystem  gemein  haben,  das  Erzeugnis  der  ge- 
rt- kollinearen  Punkträume,  die  vermöge  der  Nullsysteme  von  T,  Tj  auf 
elben  Ebenenraum  bezogen  sind;  indem  man  andere  Punkträume  aus 
Büschel  der  beiden  ersten  auf  den  Ebenenraum  bezieht,  erhält  man 
linearen  Komplexe  des  Büschels  (r,  P,).  Zwei  homologe  Punkte  zweier 
rtigen  Räume  liegen  unter  konstantem  Doppelverhältnis  gegen  die 
m  Punkte,  in  welchen  ihre  Verbindungslinie  die  Leitstrahlen  des 
ahlennetzes"  treffen.  Wird  dieses  Doppelverhältnis  das  harmonische, 
iehen  die  linearen  Komplexe  in  Involution,  es  wird  das  Nullsystem  des 
i  durch  das  Nullsystem  des  anderen  in  sich  transformiert. 
Eine  Abbildung  des  Strahlennetzes  wird  einmal  durch  die  Spuren  seiner 
den  in  einer  beliebigen  Hilfsebene  gegeben.  Eine  Abbildung  auf  ein 
haiiges  Hyper\>oloid  nimmt  ihre  einfachste  Form  an,  wenn  man  die  Punkt- 
n  auf  den  Leitgeraden  oder  die  Ebenenbüschel  wm  dieselben  auf  die  beiden 
denscharen  projektivisch  bezieht  und  jedem  Strahl  des  Netzes  den 
ittpunkt  der  zugehörigen  Geraden  des  einschaligen  Hyperboloids  zu- 
;.  Jeder  Regelfläche  des  Strahlennetzes  entspricht  ein  Kegelschnitt 
Hilfsfläche. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  näher  mit  der  Axenfläche  des  Büschels. 
Axen  aller  durch  ein  Strahlennetz  möglichen  Gewinde  schneiden  den 
>tstrahl,  welcher  auf  beiden  Leitstrahlen  des  Netzes  senkrecht  steht, 
•  rechtem  Winkel,  durch  jeden  Punkt  gehen  zwei  Gewinde -Axen;  die 
le  ist  daher  von  der  dritten  Ordnung,  enthält  h  zweifach,  die  unendlich 
5  Gerade  des  Strahlensystems  aber  einfach.  Da  unter  den  Ebenen- 
3n,  welche  die  Axenpaare  projicieren,    eines  aus  zwei  Tangentialebenen 
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des  unendlich  fernen  Kreises  besteht,  büden'  sie  eine  hyperbolisohe  InvolatioD, 
deren  Doppelebenen  aufeinander  senkrecht  stehen.  Da  man  die  Axen  als 
Gerade  definieren  kann,  welche  auf  den  Strahlen  einer  h  enthaltenden 
Regelschar  des  Netzes  senkrecht  stehen,  so  erkennt  man  in  den  Punkten 
von  Ä,  welche  von  den  Doppelebenen  henühren^  die  Grenzpunkte  des  h 
umgebenden  unendlich  dünnen  Strahlenbündels  im  Kummer  sehen  Sinne  und 
in  den  Einschnitten  von  h  in  die  beiden  Leitgeraden  die  nicht  notwendig 
reellen  Brennpunkte  dieses  Bündels.     Die  Gleichung 

r  =  dcos  2(0, 

welche  zwischen  dem  Abstand  einer  Geraden  des  Oylindroids  von  der  Mittel- 
ebene der  beiden  Doppelstrahlen  und  Leitstrahlen,  und  dem  Winkel^  den 
sie  mit  einer  Doppelgeraden  bildet,  besteht,  wird  aus  der  einzweideutigen 
Beziehung  zwischen  den  Punkten  von  h  und  den  Ebenen  um  h,  in  denen 
die  zugehörigen  Axen  liegen,  abgeleitet.  Vielleicht  hätte  sich  das  Obige 
leichter  mit  Hülfe  der  orthogonalen  hyperbolischen  Faraboloide  ergeben, 
welche  durch  die  beiden  Leitstrahlen  des  Netzes  hindurchgehen.  Der  von  h 
verschiedene  Scheitelstrahl  eines  solchen  Paraboloids  ist,  wie  bemerkt^ 
eine  Axe  eines  Gewindes.  Die  obige  Formel  drückt  jedenfalls  die  bekannte 
Thatsache  aus,  dass  die  Abstände  eines  Scheitelstrahls  von  zwei  Geraden 
seiner  Schar  sieh  verhalten  wie  die  Tangenten  der  Winkel,  welche  er  mit 
ihnen  bestimmt.  Aus  der  Betrachtung  der  Strahlen  des  Netzes,  welche  einen 
unendlich  kleinen  Kreis  der  Hauptebene  treffen,  der  um  ihren  Schnitt- 
punkt mit  h  beschrieben  ist,  gewinnt  Sturm  den  Kumm ersehen  Ausdruck 
für  das  Dichtigkeitsmaß  des  h  umgebenden  unendlich  dünnen  Strahlen- 
bündels. 

Im  folgenden  Abschnitt  (126  fig.)  wird  das  lineare  System  zweiter 
Stufe,  das  Netz  ans  Gewinden  mit  Hilfe  der  Hegelschar  G  konstmiert, 
welche  die  drei  konstituierenden  Gewinde  Fj,  Tg,  Pj  mit  einander  gemein 
haben.  Entsprechen  in  den  Nullsystemen  von  T,,  F,,  Pg  einem  beliebig 
gegebenen  Strahlbüschel  (a,  Ä)  die  anderen  (|5,,  J5i),  (j^g,  J5^),  (/Jj,  jBj),  so  ordnet 
die  kollineare  Beziehung  zwischen  JL,  B^y  B^^  B^  und  a,  j^j,  /3g,  ß^  jeder 
Ebene  ß  des  letzteren  Bündels  einen  in  ihr  liegenden  tunkt  B  zu  und 
eine  auf  {A^a)  und  {B,f)  gegründete  Sylvester  sehe  Erzeugung  erzengt 
ein  viertes  Gewinde  des  Netzes,  wenn  man  zu  zwei  Strahlen  von  {Ä,tt) 
diejenigen  Strahlen  von  {B,  ß)  als  homolog  wählt,  welche  dieselben  Strahlen 
der  Begelschar  G  treffen.  Hieraus  kann  abgeleitet  werden,  dass  die  Null- 
punkte beliebiger  Ebenen  hinsichtlich  der  Gewinde  des  Netzes  kolHneare 
Felder  beschreiben.  Die  Abbildung  des  Netzes  auf  die  Ebene  ist  hiermit 
gewonnen. 

Das  Gewinde  -  Gebüsch  kann  als  die  Gesamtheit  derjenigen  Gewinde 
aufgefasst  werden,  welche  zwei  verschiedene  Gerade  mit  einander  gemein 
haben,  woraus  die  Sylvester  sehen  Erzeugungen  der  einzelnen  Gewinde 
leicht  abzuleiten  sind.  Die  Polaren  beliebiger  Geraden  bilden  eindeutig 
bezogene  Gewinde,  mittelst  deren  später  das  Gewinde -Gebüsch  auf  den  Raum 
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ibildet  werden  kann.  Das  Gewebe  von  Gewinden  hingegen  wird  als  Ort 
Netze  aufgefiasst,  die  zwei  feste  Gewinde  mit  einem  anderen  in  einem 
;  beweglichen  verbinden.  Die  Gesamtheit  aller  Gewinde  erweist  sich 
als  ein  linearer  Baum,  in  dem,  der  Bejeschen  Anschauung  gemäss, 
ieder  linearen  Teil -Mannigfaltigkeit  eine  ergänzende  Mannigfaltigkeit 
rt,  deren  sämtliche  Gewinde  mit  ihren  eigenen  in  Involution  liegen, 
muss  gestehen,  dass  ich  im  Gegensatz  zu  Sturm  ein  Verfahren  zur 
lition  der  linearen  Mannigfaltigkeiten  für  besser  gehalten  hätte, 
dem  auf  die  gemeinschaftlichen  Elemente  der  konstituierenden  Ge- 
le keine  Bücksicht  genommen  wird.  Ich  meine,  es  ist  zweckmässiger, 
erst  den  Begriff  des  Bündels  kollinearer  Bäume  zu  verschaffen,  den 
allerdings  in  der  vollsten  Allgemeinheit  am  leichtesten  durch  das 
zip  des  Projizierens  und  Schneidens  in  einem  Baume  höherer  Dimen- 
ableitet.  (Man  braucht  einen  Baum  elfter  Dimension,  den  man 
etwa  durch  ein  Kurvennetz  dieser  Stufe  versinnbildlichen  kann.) 
drei  Punkträume,  welche  durch  das  Nullsjstem  auf  denselben  Ebenen- 
1  bezogen  sind,  ergeben  nun  einen  Bündel  von  Punkträumen,  deren 
"  durch  ein  Nullsjstem  auf  den  Ebenenraum  bezogen  ist,  und  ein 
inde  des  Netzes  ergiebt.  Hier  treten  nun  die  kollinearen  Felder, 
he  das  Netz  abbilden ,  in  Evidenz.  Die  Gesetze,  welche  das  Bündel 
iine  lineare  Mannigfaltigkeit  zweiter  Stufe  charakterisieren,  treten  in 
ter  Allgemeinheit  zu  Tage  und  man  kann  nun  lediglich  mit  Hilfe  des 
ihel-Bildens  zu  den  linearen  Mannigfaltigkeiten  höherer  Stufe  aufsteigen, 
früheren  Besprechungen  (von  Loria  und  Schönflies)  der  beiden 
n  Bände  des  Werkes  wird  der  Verfasser  in  anderem  Zusammenhange 
Betrachtungen  im  Baume  höherer  Dimension  hingewiesen.  Er  nimmt 
buf  in  der  Vorrede  des  dritten  Bandes  Bezug;  aus  pädagogischen 
Lsichten  ziehe  er  es  vor,  das  anschauliche  liniengeometrische  Gebilde 
laume  von  drei  Dimensionen  und  nicht  das  mehrdimensionale  Gebilde, 
dem  es  durch  Projektion  entstanden  ist,  zu  betrachten.  Er  drückt 
dahin  aus,  dass  er  nach  wie  vor  seinen  Weg,  schon  wegen  der  zahl- 
ten Einzelergebnisse,  zu  dem  er  führe,  für  den  richtigen  halten  müsse.  In- 
m  wird  schon  im  ersten  Bande  ein  Kapitel  zur  Übung  in  der  Geometrie  des 
,ren  Baumes  eingeschaltet.  Es  wird  das  Erzeugnis  zweier  projektivischer 
ihel  von  Gewinden  —  ein  Komplex  zweiten  Grades  mit  zwei  Doppei- 
den, das  Erzeugnis  dreier  kollinearer  Bündel  —  ein  Komplex  dritten 
les  — ,  endlich  das  Erzeugnis  dreier  projektivischer  Büschel  —  eine 
^ruenz  dritten  Grades  —  betrachtet.  Nach  Betrachtungen  über  ortho- 
le Gewinde,  deren  Axen  in  Bezug  auf  eine  absolute  Kurve  oder  Fläche 
rreziprok  sind,  wendet  sich  der  Verfasser  zu  den  Gruppen  von  3  bis  6 
inden,  die  in  Involution  stehen,  und  zu  den  zugehörigen  geschlossenen 
)pen  von  Ti*ansformationen.  Diese  besteht  z.  B.  für  drei  Gewinde  aus 
Identität,  den  drei  definierenden  Nullsystemen,  den  gescharten  Involu- 
m,  welche  die  drei  Schnitt-Strahlennetze  darstellen,  endlich  dem  Polar- 
em der  Fläche,  welche  die  allen  drei  Gewinden  gemeinsame  Begelschar 
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trägt.  Die  einem  beliebigen  Pankte  sEUgeordneten  sechs  Elemente  sind  die 
Bestimmungsstücke  eines  Tetraeders. 

Die  Abbildung  des  Gebüsches  von  Begelflächen,  die  zwei  Gerade  u,  v 
enthalten,  in  den  Pirnktranm  fOhrt  zunächst  zu  einer  einzweideutigen  Ab- 
bildung  des  letzteren  auf  ein  Gewinde,  indem  jedem  Punkte  die  beiden 
Geraden  korrespondieren,  welche  die  entsprechende  Fläche  aus  dem  Gewinde 
herausschneidet.  Ist  u  eine  Gerade  des  Gewindes,  so  fQhrt  dies  zu  der  del 
Pezzo'schen  Begründung  der  eindeutigen  Noether sehen  Abbildung  mit  einem 
singulären  Kegelschnitt  im  Punktraum.  Diese  Konstruktion  begründet  der 
Verfasser  sehr  anschaulich,  indem  er  zunächst  eine  kollineare  Beziehung 
zweier  Ebenen  herstellt,  in  der  zwei  im  Nullsystem  des  Gewindes  einander 
zugeordnete  und  folglich  zur  Sylvester  sehen  Erzeugung  desselben  ge- 
eignete Strahlbüschel  einander  entsprechen.  Bezieht  man  nun  diese  Felder 
auf  zwei  nicht  konzentrische  Strahlbündel  derart,  dass  den  beiden  Syl- 
vesterschen  Strahlbüscheln  derselbe  Ebenenbüschel  entspricht,  so  gehört 
zu  jedem  Strahl  des  Gewindes  ein  Punkt;  die  Punkte  des  singulären 
Kegelschnittes  h^  gehören  den  Punkten  der  gemeinschaftlichen  Geraden  der 
beiden  Sylvesterschen  Strahlbüschel  zu.  Jedem  Strahlbüschel  des  Gewindes 
entspricht  eine  den  fundamentalen  Kegelschnitt  treffende  Gerade,  mithin 
einem  Netz  eine  den  singulären  Kegelschnitt  enthaltende  Oberfläche  zweiter 
Ordnung.  Die  Abbildung  aller  Strahlen  auf  einen  linearen  Raum  vierter 
Dimension  wird  in  Anlehnung  an  Loria  gegeben.  Bei  der  Abbildung 
aller  Gewinde  auf  die  Kegelschnitte  einer  Ebene  erhält  man  in  jedem 
Kegelschnittbüschel  zwei  Individuen,  denen  Gebüsche  entsprechen;  die 
Mannigfaltigkeit  der  Geraden  wird  mithin  auf  ein  quadratisches  Kegel- 
schnittsystem vierter  Stufe  bezogen.  Es  wird  der  interessante  Spezialfall 
Aschieri's  dargelegt,  in  welchem  den  Geraden  die  K^elschnitte  entsprechen, 
welche  unendlich  viele  einem  festen  Kegelschnitt  umschriebene  Dreiecke  ent- 
halten. Nach  Besprechung  der  Kollineationen  und  Korrelationen  ^  welche 
ein  Gewinde  in  sich  selbst  überführen,  wendet  sich  der  Verfasser  schliess- 
lich der  Besprechung  des  durch  eine  Raumkurve  dritter  Ordnung  gegebenen 
Gewindes  zu. 

In  dem  Schlussabschnitt  des  ersten  Bandes  bespricht  nun  der  Verfasser 
ausführlich  den  tetraedealen  oder  Bey eschen  Komplex  zweiten  Grades. 
Natürlich  nimmt  die  Betrachtung  ihren  Ausgangspunkt  von  dem  St  an  dt  sehen 
Satz,  nachdem  die  Würfe,  welche  ein  Tetraeder  an  einer  Geraden  bestimmt, 
einander  gleich  sind,  aus  dem  schon  St  an  dt  gefolgert  hat,  dass  alle  von 
einem  Punkt  ausgehenden,  bez.  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden,  an  denen 
ein  Tetraeder  Würfe  von  gegebenem  Doppelverhältnis  bestinmit,  einem 
Kegel  bez.  einem  Büschel  zweiten  Grades  angehören.  In  genauer  An- 
lehnung an  Beye  werden  die  singulären  Bündel  und  Felder  des  Komplexes, 
die  in  ihr  enthaltenen  Sehnenkongruenzen  und  Begelschaaren  behandelt. 
Aus  der  näheren  Betrachtung  der  singulären  Punkte  und  Ebenen  des 
Komplexes  ergiebt  sich  die  Beye  sehe  Erzeugung  mittels  der  Strahlbüschel, 
deren  Scheitel  einer  Ebene  angehören  und  welche  die  Strahle^^  eines  kollinear 
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^enen  Bündels  projizieren;  es  folgt  die  implicite  von  Reye,  ausdrücklich 
ih  von  Hirst  gegebene  Erzeugung  mittelst  zweier  projektivischer 
iilbüschel,  endlich  wird  genauer  besprochen  die  Reye  sehe  Erzeugung 
li  ein  Büschel  kollinearer  Ebenen-  und  Punkträume. 
Von  besonderen  Reye  sehen  Komplexen  wird  zunächst  der  Axenkomplex 
rsucht.  Zu  Grunde  gelegt  wird  seine  allgemeinste  Definition  als  Ort 
Jtrahlenpaare,  die  hinsichtlich  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  konjugiert 

und  einen  rechten  Winkel  mit  einander  bestimmen.  Ein  Hinweis 
af ,  dass  der  Komplex  sich  zugleich  aus  den  Normalen  aller  konfokalen 
flächen  zweiter  Ordnung  zusammensetzt,  wäre  im  Hinblick  auf  die 
len  Untersuchungen  von  Binet,  Ampere,  Chasles,  in  denen  die 
>rie  des  Axenkomplexes  grossenteils  vorgebildet  ist,  erwünscht  gewesen. 
;m  haben  wir  unter  den  besonderen  Reye  sehen  Komplexen,  welche  der 
isser  betrachtet,  diejenigen  vermisst,  welche  zwei  kongruente  Figuren 
eliebiger   Lage  erzeugen.     Bereits   1831   hat  Chasles   ausgesprochen, 

alle   durch  einen  Punkt   laufenden   Strahlen    des   Komplexes  —  Ver-  ^ 

mgslinien  homologer  Punkte  —  einen  Kegel  zweiten  Grades  bilden,  dass 
n  den  einen  oder  anderen  Raum  gehörigen  Punkte  dieser  Strahlen  eine 
nkurve  dritter  Ordnung  bilden,  dass  die  in  einer  Ebene  liegenden 
ilen  einen  Kegelschnitt  umhüllen  etc.  Den  Abschluss  des  ersten  Bandes 
t  die  Abbildung  des  tetraedralen  Komplexes  in  den  Punktraum  und  die 
ichtuDg  der  durch  zwei  kollineare  Flächen  zweiter  Ordnung  erzeugten 
p-uenz,  welche  die  Normalenkongruenz  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
iktivisch  verallgemeinert. 

Bereits  in  den  ersten  Entwickelungen  des  zweiten  Bandes  zeigt  sich 
^osse  Bedeutung  der  von  Schuhmacher  eingeführten  dritten  Zahl  r 

Kongruenz  [m,  /?],  der  Anzahl  der  Geradenpaare,  welche  mit  einer 
benen  Geraden  in  einer  Ebene  liegen  und  sich  auf  derselben  kreuzen. 
)  Zahl  r  geht  sofort  in  die  mit  einer  Kongruenz  verknüpften  Anzahlen 

Es   erzeugen  z.  B.  die  Nullebenen  der  Punkte   einer  Geraden  l  einen 

as  [l]  der  Klasse  ~  m  (ni—l)  +  r,  die  Nullpunkte ,  deren  Ebenen  eine 

de  enthalten,  liegen  auf  einer  Kurve  (l)  der  Ordnung  —  n  (^n  —  l)  +  r. 

Ort    (P)    der    Punkte,    deren    Nullebenen    einen    gegebenen    Punkt  P 

ilten,    ist   von    der   Ordnung  —  m(w  — l)  +  r.      Die    Ebenen,    deren 

punkt    einer   gegebenen    Ebene    e   angehört,    umhüllen    eine    Fläche  (s) 

der  Klasse  —n  (w  —  l)  +  r.    Auf  die  Brennfläche  der  Kongruenz  (w,  n) 

;  die  Betrachtung  der  Regelfläche  (m  +  w)**'  Ordnung,  welche  die  eine 
de  l  treffenden  Geraden  ausfüllen,  die  l  m-fach  enthält.  Auch  wenn  l  in 
Gerade  der  Kongruenz  übergeht,  bleibt  die  Ordnung  der  Fläche  die- 
.  Das  ist  nur  dadurch  möglich,  dass  zweimal  die  beschreibende  Gerade 
mit*  l  vereinigt  hat.  Dies  führt  im  allgemeinen  auf  die  Brennfläche 
F)  aus  Punkten,  von  denen  zusammenfallende  Kongruenzstrahlen  aus- 
n  und  auf  eine  zweite  Fläche  <P(y),  die  von  den  Ebenen  umhüllt  wird, 

Digitized  by  VjOOQIC 

I 


10  Historisch -litterarische  Abteilung. 

in  denen  solche  unendlich  nahe  Geraden  liegen.  Die  Identität  beider 
Flächen  und  das  Verhalten  der  beiden  Brennponkte  und  Brennebenen 
eines  Strahls  wird  auf  die  übliche  Art  nachgewiesen.  Dieser  Entwickelung 
bei  weitem  vorzuziehen  ist  die  andere,  welche  einen  unendlich  dünnen  Teil 
der  Kongruenz  als  die  Umgebung  des  Hauptstrahls  eines  Strahlennetzes 
erkennt.     Ordnung  und  Klasse  der  Brennfläche  werden  auf 

m^  =  2  «  (w  —  1)  —  2  r,  n^  =  2  m  (fi  —  l)  —  2  r 
bestimmt,  so  dass  die  Kl  einsehe  Formel 

sich  bestätigt.  Wenn  die  Kongruenz  zwei  singulare  Kuryen  besitzt  oder  speziell 
aus  den  Sehnen  einer  Baumkurve  besteht,  so  spricht  man  ihr  gewöhnlich  eine 
Brennfiäche  ab.  Sturm  will  diese  Annahme  nicht  gelten  lassen,  sondern  hält 
die  abwickelbare  Fläche,  welche  die  beide  Kurven  berührenden  Ebenen  ein- 
hüllen, für  die  Punkt -Brennfläche  F(0)^  während  allerdings  die  Mäche  F(q>) 
ausartet  und  zwar  in  die  Gesamtheit  der  die  eine  oder  andere  Kurve  be- 
lührenden  Ebenen. 

Die  Strahlenkongruenzen  erster  Ordnung  werden  im  zweiten  Abschnitt 
genau  nach  den  von  Kummer  und  Cremona  vorgezeichneten  Gesichts- 
punkten behandelt.  Zu  der  Sehnenkongruenz  einer  Baumkurve  dritter 
Ordnung  und  der  Kongruenz  der  Strahlen,  welche  eine  Kurve  «**'  Ordnung 
und  eine  (n  —  l)- fache  Sekante  derselben  zu  gleicher  Zeit  treffen,  gesellt 
der  Verfasser  noch  eine  dritte  Kongruenz  erster  Ordnung.  Bezieht  man 
nämlich  eine  Ebeneninvolution  projektivisch  auf  eine  ihrer  Axe  angehörige 
Punktreihe,  so  sendet  jeder  Punkt  der  Axe  n  in  den  Ebenen  der  zugehörigen 
Gruppe  liegende  Strahlbüschel  aus  und  die  Gesamtheit  derselben  ist  eine 
Kongruenz  [1,  n].-  Der  nächste  und  wichtigste  Abschnitt  des  Bandes  ist 
der  gemeinsamen  Betrachtung  aller  Komplexe  [2,  n]  ohne  singulare  Linien 
gewidmet.  Die  Fläche  (P)  ist  von  der  Ordnung  «  —  1 ;  da  ein  Komplex- 
strahl g  nur  die  w  —  1  Einschnitte  in  die  übrigen  in  (P<jf)  liegenden 
Kongruenzstrahlen  mit  ihr  gemein  hat;  hieraus  folgt,  da  m  =  2  ist, 
dass  r  =  w  —  2  ist.  Die  Brennfläche  ist  deshalb  von  der  vierten  Ordnung 
und  der  2w*®°  Klasse.  Die  singulären  Punkte  der  Kongruenz  sind  Doppel- 
punkte der  Brennfläche.  Ganz  allgemein  ist  m  —  y  die  Klasse  des  Kegels^ 
welcher  in  einem  singulären  Punkt  S^  sich  der  Brennfläche  anschliesst,  wenn 
ausserhalb  des  Kegels  (&)  noch  y  Kongruenzstrahlen  durch  {ßi^  hindurch- 
gehen (295).  In  unserem  Fall  ist  w?  —  y  =  2  und  es  geht  also,  was  für 
die  Folge  wichtig  wird,  durch  keinen  singulären  Punkt  ein  ausserhalb  des 
Kegels  (ßh)  liegender  Kongruenzstrahl.  Dass  singulare  Punkte  von  höherer 
als  der  sechsten  Ordnung  nicht  möglich  sind,  folgt  daraus,  dass  ein  Kegel 
(jSa)  die  Brennfiäche  in  einer  Kurve  2Ä**'  Ordnung  berührt,  welche  den  Brenn- 
punkt /^-fach  bereithält;  ihre  li  Tangenten  in  Su  müssen  unter  den  6  vier- 
fachen Tangenten  der  Brennfläche  in  ihrem  Doppelpunkt  S^  sich  befinden.  Für 
die  Ermittelung  der  Anzahlen  a*  der  singulären  Punkte  S*  gewinnt  Sturm 
(314 flg.)  die  drei  Formeln:  ^  ^ 
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1)     ^^A  Ä  =  4  (n  +  2)  (3U),         2)     ^anh*  =  An  (n  +  2), 
3)     2^A/»«  =  (n  +  2)Vn-l). 

Die  beiden  letzten  Formeln  werden  aus  der  Betrachtung  der  Schnitt- 
pe  der  einer  Geraden  zugehörigen  Kurve  (2),  mit  <P  und  aus  der  Natur 
Schnittpunktsjstems  dreier  Regelflächen  (Z),  (?'),  Q")  gewonnen,  also 
ch  wie  bei  Kummer;  die  erste  Formel  aber  entspringt  aus  der  Er- 
ung  der  Verwandtschaft  aut  <P,  in  der  je  zwei  zusammengehörige  Brenn- 
te einander  entsprechen  und  in  der  einem  ebenen  Schnitt  eine  Kurve 
+  !)*•'  Ordnung  entspricht.  Die  Schnittkurven  der  Polarfläche  eines 
:tes  P  und  seiner  (P)  entsprechen  einander.  Da  die  singulären  Punkte 
Kongruenz  die  einzigen  singulären  Punkte  der  Verwandtschaft  sind,  so 
bt  sich  aus  der  Vergleichung  der  beiden  Gradzahlen  der  Schnitt- 
en die  Gleichung  [1].      Der    fundamentale   Kummer  sehe    Satz,    dass 

Konfiguration  [2,  n]  -ö  (^  "~  2)  (w  —  3)  Doppelstrahlen  besitzt,  wird  aus 

Betrachtung  der  Flächen  (P)  gewonnen;    da  drei  Punkte  in   der  ein- 
i  (P)  liegen,  welche  zu  dem  Schnittpunkt  ihrer  drei  Nullebenen  gehört,  so 
Q  sie  ein  lineares  System.     Ausser  der  Kurve  (?),  welche  zu  P  P^  ge- 
haben   die  Flächen  (P),  (P')   eine  allen  (P)  gemeinsame   Kurve  der 

ung  -ö  (w  ~"  2)  («  —  3)  gemeinschaftlich.     Diese  Kurve  muss  notwendig 

Punkten  mit  unbestimmter  Nullebene  bestehen,  also  aus  Doppel- 
ilen  mit  unbestimmter  Nullebene  für  jeden  ihrer  Punkte.  Durch  jeden 
lären  Punkt  Sa  muss,  da  er  auf  der  zwei  (P)  gemeinschaftlichen  Kurve 

h  —  l)-fach    liegt,     diese     Zahl    von    Doppelstrahlen     hindurchgehen, 

le  Doppelstrahlen  des  Kegels  (ßk)  sind,  der  deshalb  rational  ist.     Bei 

1  Doppelstrahl  d  besteht  die  Regelfläche  [d]  nur  aus  den  Kegeln  zweier 
lärer   Punkte,   die  auf  a  liegen  und  deren  Ordnungszahlen  die  Summe 

2  besitzen.  Jeder  81^2  sendet  — i(i+  l)  Doppelstrahlen  aus  und  be- 
;  ebenso  viele  S^^i^  jeder  >S„ _,•  sendet  aber—  (w  —  i  —  l)  («  —  i  —  2) 
^elstrahlen  ans,  deren  jeder  noch  einen  6',- 4. 2  trägt.  Es  muss  also, 
Bder  (j  +  2  ^  «  —  0 

I  i  (i  +  1)  ~(n  -  i  -  1)  {n  -  i  -  2)  <|(w  -  2)  (/^  -  3) 
(i  +  2  =  ;/  —  i) 

rr(^  +  l)(^*0'  +  l)  + 1)^1(^^-2)  (,.-3) 

da  nach   der  obigen   Betrachtung  die   linke    Seite  die  geringste  Zahl 
^oppelstrahlen  ist,  die  auftreten.     Dies  ergiebt  die   Möglichkeiten:    Es 

ausser   den  S^  und  S^  ein  *S';,  _  1  ( w  —  1  >  2  j  und  -  (?i  -  2)  (w  —  3) 

läre   Punkte  S^   vorhanden    oder   es    giebt  ausser  den   S^  und  S^   nur 

läre   Punkte  von   der   Ordnung    -  w  -f  1 ,    und   es   ist   n  «  4    oder    6. 
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Berechnet  man  nun  ans  den  obigen  Formeln  aj  und  a^   und  bedenkt,  dass 
n  —1<6  ist,  so  erhält  man  zunächst  6  Konfigurationen  von  der  ersten  Art 

(2,  2),  (2,  3),  (2,  4)  (2,  5)  (2,  6)1(2,  7) 
indem  bei  den  drei  ersten  ein  beliebiger  der  16,  5,  2  Punkte  S^y  5^,  ^3  als 
Sn^i  gekennzeichnet  werden  kann.  Die  Konfiguration  (2,  4)  tritt  noch  ein- 
mal als  solche  zweiter  Art  auf  und  es  bleibt  nur  die  eine  Konfiguration 
(2,  6)//  mit  4  vierfachen  Punkten  und  8  Doppelpunkten  übrig.  Die  beiden 
Bezeichnungen  erster  und  zweiter  Art  bei  (2,  6)/  und  (2,  6)//  sind  die 
umgekehrten  wie  bei  Kummer.  Hinsichtlich  der  Verteilung  der  singu- 
lären  Punkte  auf  die  singulären  Kegel  ist  schon  vorangegangen,  dass  eine 
singulare  Ebene  fQmf,  ein  Kegel  zweiten  Grades  acht  singulare  Punkte  enthält 
Die  Gleichungen  fttr  die  a  ^p  (Anzahl  der  singulären  Punkte  k^^ Grades  auf  einem 
(ßi)  einschliesslich  der  Spitze,  wenn  h  =  i)  werden  einerseits  mit  Hülfe  des 
Schnittpunktsystems  zwischen  (Ä/),  der  (P)  von  Si  und  O  gewonnen,  in  dem 
nur  zwei  nicht  singulare  Punkte  vorkommen.  Zweitens  wird  das  Schnitt- 
punktsystem einer  Kurve  (t)  mit  dem  Kegel  {Si)  in  Betracht  gezogen. 
Die  so  gewonnenen  Formeln  genügen,  um  die  7  Kongruenzen  nach  Art  der 
singulären  Punkte  und  der  Gruppierung  der  singulären  Punkte  auf  den 
einzelnen  Kegeln  festzulegen  (324). 

Die  Gesamt -Kongruenz  aller  Doppeltangenten  von  <P  ist  eine  [12,28], 
so  dass  nach  Abzug  der  gegebenen  Kongruenz  und  ihrer  singulären  Ebenen 
eine  konfokale  Bestkongruenz  verbleibt,  deren  Entstehungsweise  angegeben 
wird.  Diese  konfokalen  Kongruenzen  werden  da,  wo  dies  angeht,  nach  der 
Methode  von  Hirst  mit  Hilfe  der  Begelscharen  hergestellt,  welche  die  ge- 
gebene Kongruenz  durchziehen.  Von  der  Fläche  (/)  lösen  sich,  wenn  l  zwei 
singulare  Punkte  enthält,  die  beiden  Kegel  derselben  ab.  Eine  sorgfiJtige 
Untersuchung  zeigt,  dass  die  Doppelkurve  der  Restfläche,  bestehend  aus  der 
Doppelgeraden  l  und  einem  Bestandteil  der  /  zugehörigen  Kongmenzkorve 
von  so  hohem  Grade  ist,  dass  ein  weiteres  Zerfallen  der  Bestfläche  eintritt, 
dann  wenigstens,  wenn  die  Gerade  l  nicht  ein  Komplexstrahl,  die  beiden 
singulären  Punkte  un verbunden  sind.  Diese  Betrachtung  führt  bei  der  (2,  6)/; 
zu  Paaren  von  Begelflächen,  welche  die  Verbindungslinien  zweier  unverbundener 
S^  enthalten.  Die  acht  S2  zerlegen  sich  in  zwei  Gruppen  von  vier  unter 
sich  un  verbundenen  Punkten,  die  vier  Kegel  der  Punkte  einer  Gruppe  haben 
die  anderen  vier  Punkte  S^  und  die  vier  *S4  gemeinsam.  Jede  Gruppe  führt 
also  auf  sechs  Paare  von  Begelscharen.  Da  jede  dieser  Begelscharen  eine 
Mantellinie  aus  jedem  Kegel  (S^)  aufnimmt,  der  einen  Punkt  der  anderen 
Gruppe  zur  Spitze  hat,  so  projicieren  alle  ihre  Geraden  die  vier  Punkte  S^ 
unter  demselben  Doppel  Verhältnis;  diese  Flächen  und  Kegel  und  mit  ihnen 
(2,  6)//  gehören  also  einem  tetraedralen  Komplex  an,  dessen  Fundamental- 
tetraeder aus  den  vier  Punkten  S^  besteht.  Aus  der  Gruppe,  welche  die  S^ 
mit  den  anderen  vier  Punkten  S^  bilden,  entsteht  derselbe  tetraedrale  Komplex; 
(2,  6)// liegt  ausserdem  vollständig  in  den  Komplexen  dritten  Grades  aus  den 
Geraden  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  die  eine  oder  andere 
Gruppe   associierter  Punkte   enthalten.     Dies    führt   auf  zwei   Scharen  von 
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ilfiächen,  die  in  (2,  6)//  enthalten  sind.  Bei  allen  anderen  Eom- 
m  mit  Ausnahme  von  (2,  7)  existiert  ein  >S^n— ii  der  in  der  Ebene  eines 
egt.  Von  der  Kongruenz  -  Regelfläche  eines  in  (S^)  liegenden  und  von 
1  ausgehenden  Strahls  lösen  sich  die  beiden  Kegel  (ßi)  und  (Sn^i)  ab, 
es  bleibt  noch  eine  RegelflKche  übrig,  die  Sn^i^  sicher  aber  auch  S^ 
üt,  weil  die  Gerade  den  in  (Si)  liegenden  Kegelschnitt  von  O  noch 
al,  ausser  in  S^^i  schneidet.  Durch  jeden  S^  ausserhalb  [Ä|»_i],  durch 
i  8^^  der  nicht  mit  8n  —  i  und  6^  verbunden  ist,  und  durch  alle  8^  geht 
in    Strahl   der   Begelschar.      Dies   ergiebt   eine   Begelschar,    die   durch 

a  acht  assoziierte  Grundpunkte  hindurchgeht  und  1  +  ö^  (5  —  w)  (6  —  w) 

[entialebenen,  die  Ebenen  der  singulären  8^  in  der  Gruppe  besitzt, 
i  n>  2  ist;  im  Falle  n  =  2  kommt  noch  eine  achte  Tangentialebene 
üh  hinzu,  weil  (8n  —  i)  in  einen  {8^)  übergeht.  Jede  der  erwähnten 
[entialebenen  enthält  noch  eine  zweite  veränderliche  Gerade  der  Regel- 
2;  diese  dreht  sich  um  ein  /S^n  —  i»  welches  in  der  Gruppe  der  asso- 
;en  Punkte  enthalten  ist.     Auf  diese  Weise  kommt  man  bei 

(2,  6)/  (2,  5),  (2,  4)  (2,  3) 
L,  2,  3,  5  Gruppen  assoziierter  Punkte,  die  aus  singulären  Punkten  be- 
n.  Jedoch  nur  bei  (2,  6)/  ist  auf  diese  Weise  die  Gesamtzahl  der 
ichen  Gruppen  erschöpft;  bei  (2,  5),  (2,  4),  (2,  3)  giebt  es  3,  6,  15,  bei 
!)  sogar  30  derartige  Gruppen.  Die  Strahlbüschel  um  S^^i  und  die 
1,  welche  die  Trägerfläche  der  Regelschar  in  die  Ebenen  von  8^  und 
anschneidet,  sind  projektivisch  zu  einander.  Aus  diesem  Grunde  sind 
),  (2, 3),  (2, 4),  bei  welchen  die  Anzahl  der  Paare  6^ ,  /S'«  « i;  8\,  8'n  - 1,  •  • . 
er  als  1  ist,  Bestandteile  von  einem  oder  mehreren  tetraedralen  Kom- 

die  mit  Hilfe  zweier  von  diesen  Strahlbüscheln  erzeugt  werden  können. 
)  erweist  sich  als  Ort  der  Strahlen,  die  homologe  Strahlen  dreier 
kti vischen  Büschel  treffen,  die  jedoch  so  liegen  müssen,  dass  an  einer 
e  drei  homologe  Strahlen  zusammenlaufen.  Gelangt  dieser  Punkt  in 
Sbene  der  drei  Zentra,  oder  haben  zwei  Strahlbüschel  einen  Strahl 
irechend  gemein,  so  entsteht  ein  (2,  2).  Diese  Kongruenz  erweist  sich 
als  Schnitt  eines  Gewindes   mit    einem   tetraedralen   Komplex.     (2,  5) 

sich  auf  ähnliche  Art,  wie  (2,  6)//  als  Bestandteil  eines  tetraedralen 
plexes  nachweisen.  (2,  6)/  und  (2,  7)  hingegen  können  einem  solchen 
plez  nicht  angehören,  weil  die  singulären  Punkte  von  höherem  als 
zweiten  Grade  nur  in  den  Ecken  des  Fundamentaltetraeders  liegen 
en,   also  ihre  Zahl  nicht  grösser  als   4   sein   kann.     Die   Trägerfläche 

Regelschar  der  Kongruenz  berührt  <Z>  in  einer  Kurve  vierter  Ordnung 
r  Art,  auch  die  Geraden  ihrer  Leitschar  sind  Doppeltangenten 
P  und  bilden  eine  zweite  Kongruenz,  deren  Brennfläche  <Z>  ist.  Jedoch 
bei  (2,  3)  und  (2,  2)  ist  auf  diese  Art  die  Restkongruenz  völlig  er- 
>ft,  bei  (2,  7)  bis  (2,  4)  bleibt  noch  eine  Restkongruenz  zu  betrachten, 
allen  Konfigurationen  erster  Art  giebt  es  so  viele  Systeme  von  Regel- 
m    dritter    Ordnung    als    S'«  — i    vorliegen  f    die    Kongruenzfläche    einer 
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durch  Sn  —  i  hindurchgehenden  Geraden  zerfällt  in  (/S'„_i)  und  eine  solche 
Begelfläche.  Die  einfachen  Leitgeraden  dieser  Flächen  bestehen  aus 
Doppeltangenten  von  <Z>  und  gehören  also  einer  nur  gegebenen  konfokalen 
Kongruenz  an;  dies  giebt  bei  (2,  7)  (2,  6)7(2,  5)  (2,  4)  die  fehlende  Rest- 
kongruenz. Bei  (2,  6)77  hat  jede  in  seinem  tetraedralen  Komplex  ent- 
haltene Sehnenkongruenz  erster  Ordnung  eine  Begelflfiche  vierter  Ordnung 
mit  der  Fläche  gemeinsam;  00^  von  diesen  Flächen  besitzen  eine  einfiache 
Leitgerade,  aus  denen  sich  die  Bestkongruenz  zusanunensetzt.  Auf  andere 
Weise  hat,  wie  beiläufig  erwähnt  werde,  Laguerre  die  konfokalen  Kon- 
gruenzen der  (2,  6)77  aufgefunden.  Bleiben  wir-  mit  Laguerre  beim  Fall 
der  Normalenkongruenz  stehen,  so  setzt  sich  die  Kongruenz  aller  Doppel- 
tangenten der  Krümmungsmittelpunktfläche  zusammen  einmal  aus  den 
Normalen  der  Flächen,  sodann  aus  den  Geraden,  deren  Normalie  (Ort  der 
Fusspunkte  der  von  ihren  Punkten  aus  auf  die  Fläche  gefällten  Lote) 
zerfällt.  Enthält  die  Normalie  eine  Gerade  der  einen  oder  anderen  Schar, 
so  erhält  man  die  beiden  auf  die  erste  Art  hergestellten  konfokalen  Kon- 
gruenzen; zerfällt  dieselbe  in  zwei  Kegelschnitte,  so  erhält  man  die  Best- 
kongruenz zehnter  Ordnung,  um  die  von  einem  Punkt  ausgehenden  Strahlen 
derselben  zu  erhalten,  braucht  man  nur  die  Fusspunkte  der  sechs  von  ihm  an 
gefällten  Lote  zu  drei  und  drei  durch  Ebenen  zu  verbinden.  Dem  in  einer 
solchen  Ebene  liegenden  Kegelschnitte  des  Axenkomplexes  sind  unendlich 
viele  der  Oberfläche  eingeschriebene  Dreiecke  umschrieben.  Die  Normalen 
der  Fläche  in  den  Ecken  eines  solchen  Dreiecks  laufen  in  einem  Punkt 
zusammen,   der  eine  der  von  P  ausgehenden  Geraden  beschreibt. 

Zum  Schluss  dieses  Hauptabschnittes  werden  eindeutige  Abbildungen 
der  Kongruenzen  untersucht.  Dieselbe  ist  eindeutig  auf  die  von  den  ver- 
schiedenen Sn^i  ausgehenden  Ebenenbündel  und  die  in  den  einzelnen  (ß^) 
liegenden  Punktfelder  bezogen.  Gleichartige  von  diesen  Gebilden  sind  durch 
Cremonasche  Verwandtschaften,  die   näher  untersucht  werden,   verknüpft 

Bei  der  speziellen  Behandlung  der  einzelnen  Kongruenzen  ist,  wie  es 
sich  gebührt,  der  (2,  2)  der  breiteste  Baum  gelassen.  Bezeichnet  man 
mit  1  einen  der  16  singulären  Punkte,  mit  2,  3,  4,  5,  6  die  in  seiner  Ebene 
liegenden  singulären  Punkte,  so  kann  man  jede  andere  Ebene  durch  die 
beiden  Punkte  kennzeichnen,  welche  sie  mit  der  ersten  Ebene  gemein  hat 
In  jeder  Ebene  ist  der  zugehörige  Punkt  unzweideutig  gegeben.  Es  sind 
z.B.  die  durch  den  Punkt  [23]  hindurchgehenden  Ebenen  (12),  (28),  (3l), 
(45),  (66),  (64).  Auf  Grund  dieser  Bezeichnung  wird  eine  genaue  Unter- 
suchung der  Kummerschen  Konfiguration  ermöglicht.  Am  wichtigsten  ist 
die  Aufstellung  der  fünf  Paare  von  Gruppen  assoziierter  Punkte,  die  aus 
paarweise  verbundenen  singulären  Punkten  besteben.  Zwei  verbundene 
Punkte  bilden  eine  solche  Gruppe  mit  den  sechs  Punkten,  die  von  ihren 
beiden  Ebenen  ausgeschlossen  sind,  die  ergänzende  Gruppe  besteht  aus  den 
acht  Punkten  in  ihren  Ebenen,  es  zeigt  sich,  dass  bei  der  oben  beschriebenen 
Operation  je  zwei  solche  Gruppen  auf  dieselbe  konfokale  Kongruenz  führen  und 
zwar  tauschen  je  zwei  verbundene  der  16  Knotenpunkte  Tthx^  Eben^  gegen 
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ider  aus.  So  gelingt  es  (382)  die  Tabelle  aufzustellen,  aus  welcher 
n  jeder  der  sechs  konfokalen  Kongruenzen  einem  Punkte  zugeordnete 
e  ermittelt  werden  kann.  Indem  man  auch  je  zwei  dieser  neuen 
^enzen  zusanimenstellt,  kommt  man  im  ganzen  auf  15  Paare  asso- 
^r  Gruppen,  von  denen  jede  den  Übergang  von  einer  zur  anderen 
^enz  vermittelt.  Auf  Grund  dieser  Tabelle  ist  leicht  zu  erkennen, 
die  sechs  Gewinde,  denen  diese  Kongruenzen  angehören,  paarweise  in 
[ution  stehen.  Bereits  bei  der  Untersuchung  der  Web  ersehen  Pünf- 
,  die  aus  der  Kongruenz  angehörigen  Verbindungslinien  von  singulären 
±en  bestehen,  tritt  eine  Analogie  der  Konfiguration  zu  der  Pläche 
iT  Ordnung  in  die  Erscheinung.     Diese  tritt  in  Evidenz  mit  Hilfe  der 

erwähnten  Abbildung  des  Strahlengewindes  in  den  Punktraum;  hierbei 
bricht  der  (2,  2)  eine  Fläche  vierter  Ordnung,  welche  den  singulären 
Ischnitt  k^  doppelt  enthält;  die  fünf  Scharen  verknüpfter  Begelscharen 
n  sich  in  die  fünf  Doppelscharen  von  Kegelschnitten  ab,  welche 
Tangentialebenen  der  Kummer  sehen  Kegel  ausschneiden  etc.  Cremona 
leinerzeit  aus  einer  analogen  Betrachtung  die  konfokalen  Konfigurationen 

(2,  2)  abgeleitet.  Er  bezog  dieselben  auf  die  fünf  Mannigfaltig- 
Q    doppelt    berührender   Oberflächen    zweiter    Ordnung,    welche   durch 

fundamentalen    Kegelschnitt  hindurchgehen.      Auch   er   hatte,  wie   es 

Sturm  thut,  die  Fläche  vierter  Ordnung  auf  eine  Hilfsfläche  dritter 
ung,  die  k^^  enthält,  abgebildet.   Teilt  man  die  Flächen  vierter  Ordnung 

den  Bealitätsverhältnissen  ihrer  Geraden  in  Arten  ein,  so  ergiebt  sich 
brechend  eine  Einteilung  der  Konfigurationen  2,  2  nach  der  Realität 
Knotenpunkte;  entsprechend  den  fUnf  wesentlich  verschiedenen  Arten 
Flächen  dritter  Ordnung  ergeben  sich  fünf  verschiedene  Gattungen 
(2,  2),  zu  denen  als  letzte  die  ganz  imaginäre  Konfiguration  und 
mit  imaginärer  Brennfläche  hinzutreten.  Der  Nachweis,  dass  die 
»eltangenten  einer  Fläche  vierter  Ordnung  mit  16  Knotenpunkten 
echs  getrennten  Konfigurationen  angeordnet  sind,  knüpft  an  den 
weis  der  Paare  assoziierter  Gruppen  an,  in  welche  die  16  Knoten- 
te zerlegt  werden  können.  Aus  einer  solchen  [K\g  erhält  man  ein 
(m  die  Fläche  überziehender  Baumkurven  vierter  Ordnung,  längs 
i    sie    von    Oberflächen    zweiter    Ordnung    berührt    wird.       Verbindet 

einen  Punkt  einer  solchen  Kurve  mit  den  beiden  anderen,  welche 
Fangentialebene  von  (Z>  auf  ihr  ausschneidet,  so  erhält  man  zwei  Fr- 
onde   der   berührenden    Fläche^    die  zu  verschiedenen  Scharen  gehören. 

kann  eine  bestimmte  dieser  Scharen  durch  die  Forderung  heraus- 
1,  dass  ihr  durch  einen  festen  Punkt  von  {N)^  gehender  Strahl  in  einer 
nmten  der  beiden  durch  ihn  gehenden  Ebenen  von  {If)g  liegen  soll 
so  die  völlige  Trennung  der  sechs  von  einem  Punkt  von  Q  ausgehen- 

Doppeltangenten  vornehmen.     Ausser  den  —  (w  —  2)  (/^  —  3)  notwendigen 

»elstrahlen  kann  eine  Kongruenz,  wie  bereits  Kummer  bemerkt  hat, 
lannte    mögliche    Doppelstrahlen    besitzen.      Dies    tritt    ein,  ^  wenn    die 
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Kummersche  Fläche  Doppelgerade  besitzt.  Der  Untersuchung  dieser 
Fälle  —  die  Zahl  der  Doppelgeraden  schwankt  zwischen  1  und  4  —  ist 
der  letzte  Teil  des  Abschnittes  über  die  Kongruenzen  (2,  2)  gewidmet. 

Die  Kongruenz  (2,  3)  stellt  sich  als  gemeinsames  Glied  von  10  tetra- 
edralen  Komplexen  heraus,  die  6  konfokalen  Konfigurationen  gehen  mit  Hilfe 
von  15  Gruppen  (N)g  assoziierter  Punkte  in  einander  über.  Der  Nachweis, 
dass  eine  Fläche  vierter  Ordnung  mit  15  Knotenpunkten  die  Brennfläche 
von  6  Konfigurationen  (2,  8)  ist,  wird  geliefert  und  zum  Schluss  die  Er- 
zeugungsweise erläutert,  von  der  Stahl  in  seiner  Bearbeitung  der  Kongruenz 
(3,  2)  ausging. 

Die  Kongruenz  (2, 4)  besitzt  drei  Gruppen  assoziierter  Punkte,  za 
ihrer  Brennfläche  gehören  vier  gleichartige  Konfigurationen.  Von  den  ver- 
schiedenen Erzeugungs weisen  der  (2,  4)  ist  die  einfachste  die  mit  Hilfe 
zweier  quadratisch  bezogenen  Felder,  aus  ihr  heraus  werden  die  haupt- 
sächlichsten Eigenschaften  der  Kongruenz  nochmals  entwickelt. 

Auch  (2,5),  (2,6)/,  (2,7)  erfahren  eine  kurze  Behandlung  in  dem 
oben  angedeuteten  Sinn.  Auf  Grund  der  Rohn 'sehen  Untersuchungen  zeigt 
sich,  dass  nicht  jede  Oberfläche  vierter  Ordnung  mit  13,  12,  11  Knoten- 
punkten in  der  oben  betrachteten  Art  zerfallende  Konfigurationen  besitzt 
Für  die  dualen  Formen  dieser  Komplexe  werden  die  Caporali 'sehen  Erzeug- 
ungen gegeben:  ein  Gebüsch  von  Kegelschnitten  einer  Ebene  ist  kollinear  auf  dea 
Ebenenraum  bezogen.  Jeder  Punkt  gehört  allen  Kegelschnitten  eines  Netzes  an 
und  wird  mit  dem  Zentrum  des  zugehörigen  Ebenenbündels  verbunden.  Ein 
interessantes  Beispiel  von  (7,  2)  bilden  die  Asymptoten  aller  durch  ftnf 
Pankte  möglichen  Raumkurven  dritter  Ordnung. 

(2,  6)//  erfährt  eine  ausführlichere  Behandlung  und  verdient  dieselbe 
schon  deshalb,  weil  alle  Konfigurationen  geringerer  Klassenzahl  als  besondere 
Fälle  von  ihr  zu  betrachten  sind.  Beim  Übergang  von  einer  gegebenen 
Konfiguration  (2,  6)//  zu  einer  konfokalen  behält  die  eine  Gruppe  ^^^ 
ihren  Grad  und  Kegel,  die  andere  Gruppe  tauscht  die  Rolle  mit  den  S^, 
Hieraus  sieht  man,  dass  auch  die  S^  eine  Gruppe  assoziierter  Groppen 
bilden,  deren  Geradenkomplex  die  beiden  konfokalen  Konfigurationen  an- 
gehören. Aus  den  allgemeinen  Entwickelungen  ist  die  StahPsche  Entstehungs- 
weise der  (2,  6)//  evident.  Sie  wird  von  einer  Regelschar  beschrieben^ 
wenn  der  Träger  derselben  in  einem  Bündel  verbleibt  und  an  einem  der 
Grundpunkte  die  von  ihm  ausgehende  Gerade  der  Regelschar  einen  Kegel 
beschreibt,  welcher  vier  der  acht  Grundpunkte  enthält.  Auf  Grund  der 
Thatsache,  dass  die  Konfiguration  einem  Tetraederkomplex  angehört,  kann 
man  die  (2,  6)//  als  Ort  der  Strahlen  auffassen,  die  homologe  Geraden 
dreier  projektivischer  Regelscharen  treffen.  Doch  müssen  in  vier  der  ach 
Schnittpunkte  homologe  Tripel  zusammenstossen.  Nachdem  noch  die  kine- 
matische Bedeutung  von  (2, 6)//  hervorgehoben  ist  —  ein  Stab,  der  mit  festen 
Punkten  auf  drei  Ebenen  gleitet,  .beschreibt  eine  (2,  6)//  —  wird  das  Auf- 
treten „möglicher"  Doppelstrahlen  bei  den  Konfigurationen  (2,5)  bis  (2,7"^ 
untersucht.  ^  t 
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ron  den  drei  verschiedenen  Gattungen  der  Konfigurationen  (2,  n)  mit 
ären  Linien  erledigen  sich  die  beiden  ersten  sehr  leicht.  Die  einzige 
nkongruenz  ist  die  (2,  6),  auf  welche  die  Raumknrve  vierter  Ordnung 

Art  fuhrt.  Sind  zwei  singulare  Linien  vorhanden,  so  hat  man 
1  den  Fall  zweier  Kegelschnitte  mit  zwei  gemeinsamen  Punkten,  zwei- 
en Fall,  dass  die  eine  singulare  Kurve  eine  Gerade  ist,  welche  die  andere 
)rdnang  in  (w  —  2)  Punkten  trifft.  Hierzu  könnte  man  selbstver- 
ich   Kongruenzen   treten   lassen,    die   aus   einer   (2,  w)- Korrespondenz 

den  Ebenen  eines  Büschels  und  den  Funkten  seiner  Axe  entstehen. 
[)er  schwierigste  Fall  ist  der,  wo  nur  eine  singulare  Linie  vorliegt. 
e  man  die  Brennfläche  von  vornherein  geben,  so  könnte  der  Tangential- 

aus  einem  Punkt  der  singulären  Linie  stets  zerfallen  und  nur 
dieser  Bestandteile  der  Kongruenz  angehören.     Deshalb  wählt  der  Yer- 

die  folgende  Untersuchungsform:  Gegeben  ist  eine  Kurve,  von  jedem 
>  derselben  gehen  ein  Kegel  h^^^  Grades  und  t  einzelne  Gerade  einer 
uenz  aus,  dieselben  stützen  sich  weder  auf  eine  zweite  Kurve  noch  ein 
IS  Mal  auf  die  gegebene.  Dann  ist  entweder  (Ä)  die  singulare  Linie 
Gerade  oder  sie  ist  keine  Gerade,  und  man  hat  die  Fälle  (B)  ä=1, 

{C)  Ä=2,  f=0.  Die  Gattung  (Ä)  besteht  aus  den  Tangenten  aller 
schnitte,  die  bei  einer  Fläche  w^®'  Ordnung  mit  (w~2)-facher  Geraden 
zweimal  treffen.  Bei  den  Gattungen  (B)  und  (0)  werden  die  Schu- 
er sehen  Erweiterungen  zu  Kummers  Resultaten  genau  aufgeführt, 
illgemeine  Fall  von  (B)   entsteht,  wenn   man   eine  unikursale  Baum- 

so  auf  einen  Kegel  projektivisch  bezieht,  dass  jeder  Punkt  in  der 
5rigen  Tangentialebene  des  Kegels  liegt,  und  die  Strahlbüschel  zu- 
enfasst,  die  jeder  Punkt  in  die  zugehörige  Tangentialebene  sendet. 
)ezieller  Fall  ist  der,  dass  die  Eaumkurve  auf  dem  Kegel  selbst  liegt 
ie  Spitze  (w— 2)-fach  enthält.  In  diese  Klasse  gehören  die  von  Kummer 
kten  Fälle.  Von  der  dritten  Gattung  besteht  eine  Art  aus  den 
nten  eines  Kegels,  die  von  den  Punkten  einer  (ebenen)  Kurve  f4*°'  Ord- 

ausgehen,    welche   die   Spitze   (f4— l)-fach    enthält,   eine    zweite  und 

aus  Kegeln  zweiten  Grades,  welche  von  einem  Kegelschnitt  oder 
Raumknrve  dritter  Ordnung  ausstrahlen,  und  speziell  zu  ihr  gelegene 
^unkte  projizieren. 

)er  dritte  Band  des  Werkes  beginnt  mit  der  Untersuchung  der  Kom- 
kche,  welche  einer  Geraden  /  hinsichtlich  eines  Komplexes  zweiten 
s  r^  zugeordnet  ist.  Die  Kegel,  welche  von  Punkten  von  /  ausgehen, 
len,  die  Kegelschnitte,  welche  in  den  Ebenen  von  l  liegen,  beschreiben 
Fläche,  welche  /  zur  Doppelgeraden  hat,  8  Doppelpunkte  und  8  in 
jchnitten  berührende  Ebenen  besitzt.  Diese  16  Elemente  lassen  sich 
ler  Arten  zu  zwei  Möbiusschen  Tetraedern  anordnen  und  ergeben  zu- 
sn  mit  der  Geraden  l  und  ihrer  Polare  V  die  vier  Klein  sehen  in 
ition  stehenden  Gewinde  von  /.  Der  Verfasser  verwendet  zur  ünter- 
ig  wesentlich  die  (2,  2) -Korrespondenz,  in  welcher  den  Punkten  von 
l  enthaltenden  Tangentialebenen  der  von  ihnen  ausgehenden  Komplez- 
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kegel  entsprechen.  Wir  gestehen,  dass  wir  diese  Entwickelung  lieber  allein 
aus  der  konsequenten  Ausnutznng  des  Begriffes  der  singnlftren  Ebene  und  des 
singulären  Punktes  geführt  sähen.  Da  der  Eomplexkegel  eines  Punktes  not- 
wendig zerfallen  muss,  wenn  drei  seiner  Strahlen  in  einer  Ebene  liegen,  folgt 
sofort,  dass  alle  Schnittpunkte  dreier  zu  einer  Geraden  gehörenden  Eomplei- 
kegel  singulare  Punkte  sind  und  deshalb  auch  allen  anderen  Eomplexkegeln 
von  l  angehören  und  paarweise  in  vier  von  l  ausgehenden  Ebenen  liegen.  Die 
Yerbindungsebene  dreier  solcher  Punkte  gehört  notwendig  zu  einem  Ebenen- 
paar, das  von  einem  Punkte  von  l  ausstrahlt,  muss  deshalb  noch  einen  vierten 
der  acht  Punkte  enthalten  etc.  Auf  natürlichste  Weise  würde  man  so 
erkennen,  dass  l  vier  singulare  Punkte  enthält  und  vier  singulare  Ebenen 
aussendet,  der  fundamentale  Satz^  dass  beide  Gruppen  projektivisch  sind, 
würde  natürlicher,  als  es  beim  Verfasser  geschieht,  auf  Standts  Tetraeder- 
satz zurückgeführt  sein.  Für  die  synthetische  Untersuchung  der  Fläche  würde 
sich  femer  eine  Handhabe  daraus  ergeben,  dass  die  Kegel  —  als  Flächen 
zweiter  Ordnung,  die  einem  Netz  angehören  und  eine  Gerade  berühren  —  einen 
Büschel  zweiter  Ordnung  bilden.  Man  würde  die  von  den  vierpunktig  be- 
rührenden Kegelschnitten  einer  Km-ve  vierter  Ordnung  wohlbekannten  Ent- 
wickelungen  auf  die  Baumkurven  vierter  Ordnung  erster  Art  der  Fläche 
übertragen,  in  denen  sie  von  den  Kegeln  berührt  wird. 

Die  Fläche  der  singulären  Punkte  ist  zunächst  von  der  der  singulären 
Ebene  begrifflich  verschieden.  Da  den  Schnittpunkten  einer  Geraden  mit 
der  ersten  Fläche  die  Tangentialebenen  an  die  zweite  Fläche  projektivisch 
zugeordnet  sind,  so  ist  jede  Tangente  der  einen  auch  eine  Tangente  der 
anderen  Fläche  (522);  es  folgt  die  Identität  beider.  Es  wird  auf  die 
übliche  Art  bewiesen,  dass  eine  singulare  Tangente  .<?  der  0  sowohl  die 
beiden  Zentra  der  Strahlbüschel  ausschneidet,  welche  der  Komplex  in  der 
Berührungsebene  der  Tangente  besitzt,  als  auch  die  beiden  Ebenen  an  die 
Fläche  sendet,  in  denen  die  Strahlbüschel  des  Berührungspunktes  liegen. 
<Z>  ist  die  eine  Brennfläche  der  Kongruenz  aus  den  .9,  der  andere  Brenn- 
punkt trennt  mit  dem  Berührungspxmkte  eines  singulären  Strahles  dessen 
Schnittpunkte  harmonisch. 

Dass  die  Komplexfläche  eine  Kummer  sehe  Fläche  ist,  wird  abzählend 
aus  der  Betrachtung  des  Charakters  der  Komplexkurven  abgeleitet  (529  ff.) 
Zu  jedem  Komplex  zweiten  Grades  sind  deshalb  sechs  Gewinde  konsingolar, 
welche  zu  den  quadratischen  Kongruenzen  der  Kummer  sehen  Fläche  gehören. 
Ordnet  man  je  die  zu  demselben  quadratischen  Komplex  gehörigen  Doppel- 
tangenten zweier  Punkte  von  (Z>  einander  zu,  so  entstehen  projektivische 
Strahlengruppen.  Hat  man  eine  Tangente  beliebig  ausgewählt,  so  ist  ihr 
durch  diese  Projektivität  eine  zweite  in  einer  beliebigen  Tangentialebene 
zugeordnet.  Jede  so  entstehende  Kongruenz  S  besteht  aus  den  singulären 
Strahlen  eines  Komplexes  vom  zweiten  Grade.  Der  Verfasser  benutzt  zum 
Beweise  des  ersten  Teils  die  Korrespondenzen  (2, 2),  welche  eine  der  sechs  kon- 
fokalen quadratischen  Kongruenzen  zwischen  den  Punkten  und  Ebenen  einer 
Geraden  l   hervorruft.      Die  Verzweigungspunktep^d^^  Punktreihe   sind   die 
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littpunkte  Ä,  Ä',  Ä'\  Ä'"  mit  O.  Die  Doppelpunkte  B,  B\  B'\  JB"'  werden 

den  Geraden  aasgeschnitten,  welche  die  Kongruenz  in   die  Tangential- 

len  ßy  ß\  ß^\  ß"^  von  l  einschneidet.     Es   sei   nun  so  hezeichnet,   dass 

AA^A''Ä^"j\ßß'ß"ß"\ 
folprlich  auch 

ÄA^A^'A'^'7\BB'B''B'" 

Wenn  man  nun  die  Korrespondenz  sich  an  zwei  Tangenten  einer  Kurve 
;er  Klasse  versinnhildlicht,  so  sind  nach  dem  dualen  Fall  eines 
röt ersehen  Satzes 

AA\    A!'A'\    BB\    B'' B'^' 

'6  einer  Involution.  Auch  je  zwei  andere  Tangenten,  welche  von  derselben 
sechs  konfokalen  Kongruenzen  in  ß  und  ß^  liegen,  schneiden  ein  Paar  dieser 
h  A  A\  Al^Ä^^  schon  bestimmten  Involution  aus.  Den  Nachweis,  dass  jede 
iilSre  Kongruenz  auf  einen  quadratischen  Komplex  führt,  hätten  wir  aus- 
licher gewünscht.  In  die  Reihe  der  konsingulären  Komplexe  gehören 
i  die  doppelt  gedachten  Gewinde  P^,  Pj,...,  T^  der  sechs  konfokalen 
^enzen.  Die  Kongruenz  aS  erweist  sich  schon  jetzt  als  Schnitt  (unend- 
naher)  konsingulärer  quadratischer  Komplexe. 

Die  Gesamtheit  der  konsingulären  Gebilde  erweist  sich  als  ein  quadra- 
les  Gebilde,  insofern  die  in  zwei  beliebigen  Ebenen  liegenden  Komplex- 
Ischnitte  projektivisch  bezogene  Büschel  zweiter  Ordnung  beschreiben,  in 
n  die  bezüglichen  Geradenpaare  der  sechs  konfokalen  Kongruenzen  homologe 
Ide  sind.  Sehr  befriedigend  wird  man  die  Herleitung  dieses  Stahl  sehen 
es  nicht  finden  können.  Der  Beweis  wird  darin  erblickt,  dass  die 
Jschnittreihe  die  erste  Charakteristik  2  besitzt.  Es  folgt  nun  die  ünter- 
ong  der  Polar -Verhältnisse  auf  Grund  der  Plückerschen  Definitionen. 
Überleitung  auf  die  Anschauungen,  welche  der  zweite  Teil  des  Bandes 
jen  wird,  folgt  eine  Untersuchung  der  Involutionen  vom  Geschlecht  1, 
he  auf  einer  Regelfläche  vierter  Ordnung  mit  zwei  windschiefen  Geraden 
xeradenpaaren  gebildet  werden  können.  Solche  Involutionen  sind  paarweise 
onden  in  der  Art,  dass  jedes  Paar  der  einen  mit  jedem  Paar  der  anderen 
iner  Regelschar  gehört.  Jede  der  vier  Doppelgeraden  der  einen  er- 
i  also  mit  jeder  der  vier  Doppelgeraden  der  anderen  Berührungs- 
:te  von  Doppeltangenten  der  Fläche.  Da  jedes  derartige  Geradenpaar 
rreziprok  in  Bezug  auf  eine  von  vier  Flächen  zweiter  Ordnung  ist,  die 
weise  in  Involution  liegen,  so  zerfällt  die  Kongruenz  der  Doppel- 
enten in  vier  getrennte  Kongruenzen.  Die  vier  in  einem  Punkte  be- 
enden Doppeltangenten  und  die  Erzeugende  des  Punktes  bilden  einen  sich 
t  projektivischen  Wurf,  so  dass  die  Fläche  später  als  Singularitäten- 
ß  einer  Mannigfaltigkeit  von  Komplexen  zweiten  Grades  mit  zwei  Doppel- 
len hervortritt. 

Die  Regelfläche  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelstrahlen,  die  ein 
ilennetz  mit  einer  T^  gemein  hat,  zerfällt,  wenn  das  Strahlennetz  zwei 
ilbüschel  von  T*  enthält,  in  diese  und  eine  Regelschar,  oder  in  vier  Strahl- 
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büschel,  je  nachdem  die  ersteren  Strahlbüschel  einen  Strahl  gemein  haben 
sich  schneiden  —  oder  nicht.  Zwei  beliebige  Gerade  der  Leitschar  ein 
Eegelschar  von  F*  können  als  Leitstrahlen  eines  sie  enthaltenden  Netzes  ai 
gefasst  werden.  Seine  mit  P*  gemeinschaftliche  Fläche  besteht  ans  z¥ 
Begelscharen ,  welche  zwei  Gerade  gemein  haben  oder  sich  zweimal  schneid« 
Man  erhält  aus  einer  Regelschar  auf  diese  Weise  cx)*  ihr  verbünde 
Begelscharen,  ein  sogenanntes  Feld.  Nimmt  man  zu  allen  diesen  Reg 
scharen  die  verbundenen  Regelscharen,  so  erhält  man  das  Gebüsch  v 
Regelscharen,  das  die  ursprüngliche  Regelschar  enthält,  eine  Mannigfalti 
keit,  von  der  je  zwei  Glieder  durch  zwei  Operationen  der  obigen  Art  v 
bunden  sind.  Die  Mittelglieder  dieser  Ketten  bilden  ein  zweites  derartig 
Gebüsch.  Diese  „verbundenen"  Gebüsche  stehen  in  der  Beziehung,  di 
ungleichartige  Regelscharen  als  Endglieder  einer  Kette  von  zwei,  v 
sechs,  . . .  nach  einander  verbundenen  Regelscharen  angesehen  werden  könm 
gleichartige  aber  als  Endglieder  einer  Kette  von  drei,  fünf,  . . .  derartig 
Regelscharen  betrachtet  werden  können.  Es  lässt  sich  eben  jede  Kette  v 
2 « +  1  oder  2  n  solcher  Regelscharen  auf  eine  solche  von  drei  oder  v 
Gliedern  zurückführen.  Greift  man  eine  Regelschar  des  einen  Gebüsches  u 
eine  ihr  nicht  direkt  verbundene  Regelschar  des  zweiten  ihr  Verbundes 
Gebüsches  beliebig  heraus,  so  kann  jede  Regelschar  des  ersten  Gebüscl 
mit  der  ersten  Regelschar  durch  ein  Netz,  mit  der  zweiten  durch  < 
Gewinde  verbunden  werden;  diese  Bündel  von  Netzen  und  Gewinden  trel 
in  reziproke  Beziehung  und  erzeugen,  da  die  Regelscharen  eines  Gebüscl 
bereits  die  gesamte  F^  erschöpfen,  diese  vollständig.  Wir  gestehen,  i 
gewundert  zu  haben,  dass  der  Verfasser  diese  fundamentale  von  Schur  e 
wickelte  Erzeugung  des  Komplexes  zweiten  Grades  so  weit  zurückgeschol 
hat.  Vielleicht  wäre  es  am  Platze  gewesen,  diese  fundamentale  Eigensch 
an  die  Spitze  seiner  Darstellung  zu  stellen.  Auch  scheint  unS;  dass  < 
Verfasser  hier  etwas  nachdrücklicher  auf  die  Arbeit  von  Schur  hätte  fa 
weisen  können,  wie  überhaupt  an  einzelnen  Stellen  ein  genaueres  Eingel 
auf  die  —  an  sich  mit  grosser  Vollständigkeit  angeführte  —  ausgedehj 
Litteratur  erwünscht  gewesen  wäre.  Ein  Regelschar- Gebüsch  ist  eine  line; 
Mannigfaltigkeit  dritter  Stufe,  und  reziprok  auf  das  verbundene  Gebü! 
bezogen^  indem  jeder  Regelschar  des  einen  das  verbundene  Feld  des  andei 
Gebüsches  entspricht  und  auch  Paare  einfach  unendlicher  Reihen  von  < 
Art  existieren,  dass  jede  Regelschar  des  einen  mit  jeder  Regelschar  des  andei 
verbunden  ist.  Die  Leitstrahlen  sämtlicher  einem  Gebüsch  angehöriger  Reg 
scharen  erhält  man  bereits,  wenn  man  nur  ein  Feld  des  Gebüsches  in  BetnM 
zieht;  diese  Leitstrahlen  bilden  mithin  einen  Komplex  und  zwar,  wie  elx 
falls  Schur  erwiesen  hat,  einen  konsingulären  Komplex.  Die  Gradzahl  ( 
wird  durch  Abzahlung  erschlossen;  dass  der  Komplex  mit  dem  ersten  ki 
Singular  ist,  kann  mit  Hilfe  der  in  zwei  Strahlbüschel  zerfallenden  Reg 
scharen  des  Feldes  nachgewiesen  werden. 

Die    Gewinde,    welche    die    Leitscharen    irgend    zweier    Regelschai 
zweier  verbundenen  Gebüsche   verbinden,   bilden  em$  quadratische  Mann 
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.Itigkeit  vierter  Stufe.  Alle  diese  Mannigfaltigkeiten  bilden  ein  Büschel, 
issen  Basis  aus  den  (x>^  auf  die  Strahlen  des  Komplexes  F^  sich  stützenden 
ebüschen  besteht.  Eine  quadratische  Kongruenz  C^  enthält  fünf  Paare  ver- 
aüpfter  Reihen  von  Regelscharen;  hierauf  lässt  sich  der  Nachweis  gründen, 
ISS  durch  sie  ein  Büschel  von  Komplexen  F^  sich  hindurchlegen  lässt.  Die 
etrachtung  aller  in  einer  T^  enthaltenen  O^ergiebt,  dass  ihre  Brennflächen  die 
ngularitätenflächen  berühren ,  und  zwar  eine  jede  in  der  Kurve  aus  den  Punkt- 
ladrupeln,  in  denen  die  Regelflächen  irgend  einer  der  Reihen  von  C*  <P  be- 
Ihren;  die  vier  zugehörigen  Strahlen  der  Regelschar  sind  die  in  ihr  ent- 
iltenen  singulären  Strahlen  von  JT^,  das  heisst  ihr,  dem  unendlich  nahen 
)nsingulären  Komplex  und  der  Regelschar  gemeinsam.  Hieran  schliesst 
ch  die  Betrachtung  der  „konsingulären"  Kongruenzen,  welche  durch  ein 
andamentalgewinde  aus  einer  Reihe  F  (r^)  konsingulärer  Komplexe  aus- 
jschnitten  werden. 

Man  kann  als  Grundelement  das  Dupel,  die  Zusanmienstellung  zweier 
iliebiger  Strahlen  eines  Komplexes  F^  wählen;  von  einem  Dupel  d^  werden 
;)^  andere  getragen,  bilden  mit  ihm  den  vollen  Durchschnitt  einer  Regel- 
bar mit  r^]  die  Gesamtheit  der  Dupel,  welche  von  diesen  oc^  Dupeln 
! tragen  werden,  bildet  eine  <x>^- fache  Mannigfaltigkeit,  der  auch  die  cx>^- 
che  angehört,  in  der  je  zwei  Glieder  mit  oc  *  anderen  durch  zwei  Regel- 
tchen  verbunden  werden  können.  Die  Oewindebüschel,  deren  Strahlen- 
itze  die  Grunddupel  eines  solchen  Systems  ©g  zu  Leitstrahlen  haben ,  gehören 
Qem  der  quadratischen  Systeme  S^^  vierter  Stufe  an,  die  durch  F^ 
ndurchgehen.  Als  Ort  der  Dupel,  welche  von  einem  Dupel  getrogen 
erden,  kann  man  JT*  durch  zwei  korrelative  Gebüsche  von  Gewinden 
zeugen,  die  von  zwei  Dupeln  derselben  ©^  ausstrahlen.  Hieran  schliesst 
;h  unmittelbar  die  von  Schur  gegebene  Erzeugung  einer  C^  durch  ein 
indel  von  Regelflächen  und  ein  reziprok  bezogenes  Netz  von  Strahle n- 
tzen.  Man  kann  F  ^  auch  definieren  als  den  Ort  der  Strahlen ,  welche  die 
•unddupel  eines  Gewinde  -  Gebüsches  S^  mit  den  Gewinden  eines  korrelativen 
^  gemein  haben.  In  zwei  korrelativen  Gewinderäumen  *V.,  SJ  giebt  es  oo* 
jwebe,  die  einen  Grundstrahl  besitzen,  welcher  zugleich  dem  entsprechen- 
n  Gewinde  angehört;  der  Ort  dieser  Strahlen  ist  wiederum  ein  F^.  Auch 
einer  quadratischen  Kongruenz  C^  und  auf  einer  Regelfläche  mit  zwei 
)ppelgeraden  giebt  es  Dupelsysteme.  Sie  können  daher  (659)  als  Basis 
les  Büschels  von  S^^  bez.  S^^  angesehen  werden.  Der  Satz,  dass  durch 
len  quadratischen  Komplex  ein  Büschel  quadratischer  Systeme  vierter 
mension  von  Gewinden  hindurchgeht,  ist  bekanntlich  deshalb  von  so 
deutender  Wichtigkeit,  weil  er  das  geometrische  Äquivalent  für  die  That- 
öhe  bildet,  dass  die  Gleichung  eines  quadratischen  Komplexes  cx)  ver- 
[liedene  Formen  zulässt.  Es  wird  deshalb  in  einer  Reihe  von  Kapiteln 
3  Betrachtungsweise  des  linearen  Raumes  fünfter  Dimension  auf  S^^  an- 
wendet. Die  Aufstellung  seines  Polarsystems  führt  sofort  zu  den  Sencupeln 
:onjugierter"  Gewinde.  Es  zeigt  sich,  dass  die  sechs  fundamentalen  Ge- 
nde  von  T*  das  für  alle  S^^  durch  F^  gemeinsame  Sentupel  konjugierter 
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Gewinde  bilden.  Die  Strahlen,  deren  sämtliche  Polargewinde  Gebüsche  sind, 
bilden  einen  Komplex  zweiten  Grades;  dieser  Nebenkomplex  geht  durch 
sämtliche  singolären  Strahlen  des  Komplexes  hindurch. 

Nach  üntersnchung  der  linearen  Mannigfaltigkeiten,  die  auf  einer  S^' 
möglich  sind,  und  genauerer  Untersuchung  der  quadratischen  Systeme  S^' 
und  ^S'g*  setzt  der  Verfasser  eine  Abbildung  des  Komplexes  in  den  Punkt- 
ra\un  auseinander.  Diese  beruht  auf  Abbildung  der  von  einem  Dupel  ge- 
tragenen Dupel  mittels  der  vermittelnden  Kegelflächen.  Diese  Abbildung 
geht  in  eine  eindeutige  über,  wenn  man  die  beiden  Ausgangsstrahlen  ans 
einem  Strahlbüschel  des  Komplexes  entnimmt.  Alsdann  zerfallt  jede  Regel- 
flache  in  zwei  —  diesen  und  einen  anderen  ihn  schneidenden  —  Strahl- 
büschel, und  es  kann  jeder  Strahl  des  Komplexes  eindeutig  auf  das  ihn 
enthaltende  Strahlbüschel,  das  sein  Zentrum  in  der  Ebene  des  ersten  Strahl- 
büschels hat,  bezogen  werden.  Die  Abbildung  dieses  speziellen  Gebüsches 
von  einschaligen  Hyperboloiden  ergiebt  die  eindeutige  von  Caporali  ent- 
deckte Abbildung,  die  genauer  studiert  wird. 

Die  Einteilung  der  Komplexe  in  acht  Gattungen  beruht  auf  der 
Untersuchung  der  Polarsentupel  einer  *S'^^  und  lehnt  sich  an  analytische 
Untersuchungen  R  eye 's  an.  Genau  wie  die  Oberfläche  zweiter  Ordnimg 
unseres  Raumes,  zeigt  S^^  zu  allen  Polarsentupeln  das  gleiche  Ver- 
halten,  das   durch    eine   der  sechs  Bezeichnungen 

(ÄBCDEP)', 
(ÄBGDE.F); 
{ABGB.E  F); 

Iabc.def) 

gekennzeichnet  werden  kann.  Je  zwei  dm*Gh  das  Komma  getrennte  Ge- 
winde bestimmen  Büschel,  die  zwei  reelle  Gewinde  mit  S^  gemein  haben, 
zwei  nicht  getrennte  aber  ein  Büschel,  welches  kein  Gewinde  von  S^  ent- 
hält. Die  vier  Formen  von  S^  sind  die  reell -imaginäre,  die  elliptische, 
welche  keine  reellen  Netze  und  Büschel  von  Gewinden  enthält,  die  ellip- 
tisch-hyperbolische^ welche  reelle  Büschel,  aber  keine  Netze  von  Gewinden 
enthält,  endlich  die  hyperbolische  Form,  welche  reelle  Büschel  und  Netze 
von  Gewinden  enthält. 

Der  Komplex  filhrte  nun  auf  ein  Büschel  von  Sj^\  das  allen  gemein- 
sames Polarsentupel  besteht  aus  den  sechs  Fundamentalgewinden.  Wie 
nun  bei  einer  geradlinigen  Fläche  ein  Polartetraeder  entweder  ganz  reell 
oder  ganz  imaginär  ist,  bei  einer  nicht  geradlinigen  Fläche  aber  entweder 
vier  Ecken  reell  oder  zwei  reell,  zwei  imaginär  sind,  so  sind,  wenn  alle 
sechs  Gewinde  imaginär  sind,  sämtliche  S^  des  Büschels  hyperbolisch. 
Dies  giebt  die  erste  Gattung  (hyperbolischer)  quadratischer  Komplexe.  Sind 
zwei  Fundamentalgewinde  reell,  so  hat  man  zwei  aus  hyperbolischen  und 
elliptisch -hyperbolischen  S^  bestehende  Abteilungen  des  Büschels  von  S^^  die 
zweite  Gattung  (elliptisch -hyperbolischer)  Komplexe.  Sind  vier  Fundamental- 
gewinde reell,    so    enthält    das   Büschel    entweder   nur   hyperbolische   und 
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tisch -hyperbolische  Individuen  (dies  giebt  die  dritte  Gattung),  oder  es 
men  auch  elliptische  S^^  vor,  es  entsteht  so  ein  elliptischer  Komplex 
vierte  Gattung).     Der  letzte  Fall,  dass  alle  sechs  Fundamentalgewinde 

sind^  führt  auf  vier  Gattungen  von  Komplexen,  von  denen  zwei 
tisch,  eine  elliptisch -hyperbolisch,   eine  reell  -  imaginär  sind  (Z.  26  flg). 

elliptischer ,  elliptisch  -  hyperbolischer ,  hyperbolischer  Komplex  ent- 
stets  reelle  Strahlen.  Nachdem  dieser  Weg  weiter  verfolgt  ist,  nimmt 
Verfasser  Gelegenheit  (Z.  236  flg.),  die  quadratischen  Kongruenzen  auf 
[che  Weise  zu  behandeln,  wobei  sich  mancherlei  Gelegenheit  zu  Er 
angen  des  zweiten  Bandes  bietet.  Es  wird  sodann  die  Mannig- 
^keit  der  konsingulären  Komplexe  hinsichtlich  der  in  ihnen  vertretenen 
ungen  durchmustert. 

Nach  einem  Abschnitt  über  den  Battaglinischen  oder  harmonischen 
plex,  auf  dessen  Strahlen  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  sich  har- 
sch trennende  Punktgruppen  ausschneiden  und  der  das  Tetraedroid 
singulären  Fläche  hat,  geht  der  Verfasser  auf  die  Komplexe  mit 
>elstrahlen  genauer  ein.  Ein  Doppelstrahl  ist  zugleich  eine  Doppel- 
le der  Singularitätenfläche.  Dieselbe  artet  in  die  Brennfläche  einer 
pnenz  C^  mit  möglichem  Doppelstrahl  aus^  oder,  was  dasselbe  ist, 
ie  Komplexfläche  einer  zunächst  allgemein  gelegenen  Geraden  d  hin- 
Lieh  eines  quadratischen  Komplexes  FqK  Die  Tangentenbüschel  in 
einzelnen  Punkten  der  Brennfläche  senden  auch  nach  der  Geraden  d 
>loge  Strahlen,  der  zugehörige  konsinguläre  Komplex  besteht  aus  dem 
elt  gerechneten  Gebüsch,  in  den  auch  zwei  der  fundamentalen  Gewinde 
wartet  sind.  Der  Komplex  kann  durch  die  Bezeichnung  [21  111]  ge- 
zeichnet werden,  welche  ausdrückt,  dass  sich  zwei  Fundamental- 
ade vereinigt  haben.  Der  Zweck  der  ganzen  Entwickelung  ist  eben, 
Weierstraßsche  Theorie  der  Elementarteiler  fUr  diesen  Spezial- 
mit  geometrischen  Mitteln  auszudeuten.  Die  Singularitätenflächen  <Z> 
S[omplexe  mit  nicht  windschiefen  Doppelgeraden  können  nun  sämtlich 
S[omplexflächen  einer  Geraden  d  hinsichtlich  eines  allgemeinen  Kom- 
s   Fq*    gewonnen    werden.      Gelangt  z.  B.  d  in  I),*   hinein,    so   arten 

Fundamentalgewinde  in  das  Gebüsch  (d)  aas  und  man  erhält 
1],   wird  d   ein   beliebiger   singulärer  Strahl   des  Komplexes,   so    ent- 

[4  11].  Einem  singulären  Strahl  zweiter  Ordnung,  der  dreipunktig 
irt,  korrespondiert  [5  1],  wenn  endlich  der  singulare  Strahl  vier- 
tig berührt,  so  erhält  man  [6],  alsdann  ist  aber  d,  dessen  Gebüsch 
iiche  Fundam«ntalge winde  aufgezehrt  hat,  temäre  Doppelgerade.  Wenn 
le  gewöhnliche  Tangente  der  singulären  Fläche  ist,  so  erhält  die 
plexflÄche  zwei  sich  schneidende  Doppelgeraden,  d  und  den  singulären 
l1  d^  des  Punktes.  Der  Komplex  trägt  dann  die  Bezeichnung  [2  2  11]. 
a  d^  oder  d  dreipunktig  berührt,  so  entsteht  [3  2  1],  wenn  beide 
unktig  berühren  [3  3].  Zerfällt  nun  die  Komplexfläche  in  eine  Fläche 
ir  Ordnung  mit  vier  Knotenpunkten  und  ihre  dreifach  berührende  Ebene 

in    eine    Fläche    dritter    Klasse     mit    vier    Doppelebenen    und    den 
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Kreuzungspunkt  ihrer  Doppelgeraden,  so  gehört  zu  ihr  als  Siiigalaritat«ii- 
fläche  ein  Komplex  mit  drei  in  einer  Ebene  liegenden  oder  sich  schneidenden 
Doppelgeraden.  Diese  beiden  Fälle  [2,  2,  2]'  und  [2  2  2]"  treten  ein, 
wenn  die  Gerade  d  in  eine  stationäre  Ebene  der  Fläche  von  F^^  hinein- 
gelangt, bez.  durch  einen  singulären  Punkt  derselben  hindurchgeht;  wenn  f/ 
in  diesem  Strahlen -Feld  oder  -Bündel  besondere  Lagen  annimmt,  so  ent- 
stehen Komplexe  [4,  2]'  und  [6]'  und  ihnen  dual  [4,  2]"  und  [6]".  [2,  2,  2'J 
besitzt  folgende  anschauliche  Entstehung.  Auf  jeder  Geraden  der  dreifach 
berührenden  Ebene  einer  Fläche  dritter  Ordnung  mit  vier  Knotenpunkten 
bestinmie  man  den  Punkt,  der  gegen  ihre  Einschnitte  in  die  drei  Geraden 
der  Fläche  unter  einem  bestimmten  Doppelverhältnis  liegt,  und  verbinde 
ihn  mit  dem  Berührungspunkt  der  einzigen  von  ihm  an  die  Fläche  gehenden 
Tangentialebene,  man  erhält  dann  einen  singulären  Strahl  des  Komplexes. 
Die  anschauliche  Entstehung  der  Komplexe  führt  auf  leichte  Bestimmungen 
ihrer  Mannigfaltigkeit  und  auf  Abbildungen  derselben  in  den  Pnnktranm. 
Eine  ähnlich  anschauliche  Herstellung  der  Komplexe  mit  windschiefen 
Doppelstrahlen  existiert  nicht;  bereits  bei  der  einfachsten  Form  mit  zwei 
gewöhnlichen  Doppelstrahlen  berühren  die  singulären  Geraden  eine  Regel- 
fläche mit  den  Doppelstrahlen  d,  d\  Das  Gewindebüschel  d,  d*  besteht  nur 
aus  fundamentalen  Gewinden;  welcher  Thatbestand  durch  die  Bezeichnung 
[(l  1)1 111]  des  Komplexes  angedeutet  wird.  Existiert  eine  Doppelerzeugende, 
so  fallen  zwei  von  den  vier  Doppeltangenten -Kongruenzen  in  sein.  Ge- 
büsch hinein;  ein  zugehöriger  Komplex  ist  demzufolge  mit  [(11)2  11]  m 
bezeichnen.  Die  singulären  Geraden  des  Komplexes  [(11)31]  berühren  die 
Komplexfläche  einer  Geraden  d^  hinsichtlich  eines  Komplexes  mit  zwei 
Doppelgeraden  d  und  d\  wobei  d  und  d'  von  d^^  getroffen  werden.  Der  erst« 
Fall,  in  dem  die  singulare  Fläche  in  zwei  Regelflächen  zerf&llt,  und  ein 
windschiefes  Vierseit  aus  Doppelstrahlen  besteht,  ist  mit  [(11)  (l  1)11]  zu 
bezeichnen.  Aus  dem  wechselnden  gegenseitigen  Verhalten  dieser  beiden 
Flächen  gegen  einander  resultierten  zahlreiche  Einzelfälle,  die  eine  ein- 
gehende Untersuchung  erfahren. 

Da  indessen  der  Umfang  dieses  Referates  schon  weit  über  die  ge- 
wöhnlich inne  gehaltenen  Grenzen  hinausgewachsen  ist,  müssen  wir  uns 
damit  begnügen,  auf  diesen  letzten  Teil  des  Werkes  nachdrücklichst  hin- 
zuweisen. In  manchen  Einzelheiten  ergeben  sich,  wie  die  Tabelle  in  (855) 
zeigt,  Abweichungen  von  Weilers  Aufzählungen.  Die  letzten  Nummern 
dieser  Tabelle  enthalten  die  Komplexe  mit  unendlich  vielen  Doppelstrahlen, 
die  in  einer  Regelscbar  angeordnet  liegen.  Den  Abschluss  des  ganzen  Werkes 
bildet  die  Behandlung  der  Battaglinischen  Komplexe  mit  Doppelstrahlen. 

Beim  Abschluss  des  Referates  muss  ich  noch  den  auffälligen  Umstand 
erklären,  dass  die  Besprechung  der  beiden  ersten  Bände,  die  mir  bereits 
vor  mehreren  Jahren  übertragen  wurde,  erst  jetzt  erfolgt*  Infolge  dringen- 
der Abhaltungen  war  ich  genötigt,  die  Besprechung  immer  wieder  zu  ver- 
schieben, bis  ich  mich  entschloss,  dieselbe  bis  zur  Vollendung  des  ganzen 
Werkes  m  vertagen.  Ebnst  Kötteb. 
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Zahl   und   das   Unendlichkleiiie.     Von  Dr.  Karl  Goebel  in   Soest. 
Leipzig  1896.     Bei  G.  Fock.     47  Seiten  in  8**. 

Der  Herr  Verfasser  verrät  Kenntnis  der  Geschichte  der  Philosophie, 
doch  a]s  Mathematiker  zu  den  Dilettanten  zu  rechnen.  Die  Leistungen 
'ings  in  seinen  „Neuen  Grundmitteln  und  Erfindungen  zur  Analysis, 
ira  etc."  scheinen  dem  Verfasser  „zu  den  interessantesten  Spekulationen 
eueren  Mathematik"  zu  gehören.  Bei  der  Nennung  der  Irrational- 
1  bleiben  die  hier  eigentlich  in  Betracht  kommenden  Fragen  nach 
Ixistenz  xmd  Definitionsweise  dieser  Zahlen  dem  Verfasser  g&nzlich  un- 
nt.  Die  bezügliche  Auffassung  des  Verfassers  beurteile  man  nach 
'  Angabe,  dass,  wie  die  Brüche  „die  Zwischenräume  oder  Differenzen 
hen  den  ganzen  Zahlen  kleiner  machen,  so  die  Irrationalzahlen 
rum  die  Zwischenräume  zwischen  den  Gliedern  der  Zahlenreihe  ver- 
etc."  Die  durch  y — 1  angedeutete  Operation  schliesst  einen  Wider- 
b  ein,  und  hierin  sieht  der  Verfasser  einen  Beweis  für  die  Nicht- 
nz  der  negativen  Zahlen;  denn  ., sonst  könnte  die  aus  dem  Begriff 
jahl  folgende  Operation  bei  der  Anwendung  auf  sie  keinen  Wider- 
b  ergeben.*'  Dass  der  Versuch  gemacht  wird,  den  Begriff  des  Un- 
ihkleinen  historisch  zu  verfolgen,  ist  an  sich  gut;  nur  hätte  der  Herr 
sser  seine  Anschauungen  in  dieser  Hinsicht  vorab  durch  Studium 
zuverlässigen  Buches  über  Differentialrechnung  auf  eine  klare  Basis 
a  sollen.  Der  Lernende  ist  vor  dem  in  Rede  stehenden  Buche  nach- 
lichst  zu  warnen.     Für  den  Kundigen  ist   diese  Warnung   überflüssig. 

Robert  Fricke. 


i  elemeuti  della  feoria  dei  nnmeri.  Per  U.  Scarpls,  professore  nel 
R.  liceo  in  Verona.  Milano  1897.  Bei  ü.  Hoepli.  VIII  und 
152  Seiten. 

Das  vorliegende  Büchelchen  reiht  sich  als  neuestes  Glied  den  zahl- 
n  von  der  Verlagshandlung  ü.  Hoepli  veranstalteten  Elementar- 
m  in  Taschenformat  an.  Die  Elemente  der  Theorie  der  Zahlen  unter 
hluss  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  kommen  diesmal  zur  6e- 
ung,  und  die  Darstellung  ist  von  Herrn  ü.  Scarpis  in  übersicht- 
und  ansprechender  Weise  geleistet  worden.  In  den  fünf  Häupt- 
eln des  Buches  sind  der  Reihe  nach  die  Eigenschaften  der  Teiler  und 
Lchen  einer  Zahl,  die  Kongruenzen  im  allgemeinen,  die  vollständigen 
jTSteme  nach  einem  Modul,  die  binomischen  Kongruenzen  und  die 
atischen  Reste  behandelt.  Die  Besprechung  der  £[reisteilungsgleichungen 
ipitel  VI  beschränkt  sich  fast  ausschliesslich  auf  die  Betrachtung  der 
iele  n  =  5  und  w  =  17,  und  entsprechend  ist  das  siebente  Kapitel, 
inteilung  des  B^reises  in  n  gleiche  Teile  betreffend,  seinem  Umfang 
bemessen.  Diese  Beschränkung  dürfte  aber  eher  ein  Vorzug  als  ein 
beil  des  Buches  sein. 
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Übrigens  muss  das  Zitat,  welches  der  Herr  Verfasser  auf  Seite  114 
seines  Buches  zufügt,  und  welches  eine  1893  in  den  Annali  di  matematica 
erschienene  Arbeit  von  Zignago  betrifft,  lebhaftes  Bedauern  erwecken. 
Herr  Zignago  glaubt  a.a.O.  einen  elementaren  Beweis  des  zuerst  yod 
Dirichlet  bewiesenen  Satzes  zu  geben,  dass  in  jeder  arithmetischen  Reihe, 
in  welcher  Anfangsglied  und  Differenz  relativ  prim  sind,  unendlich  viele 
Primzahlen  enthalten  sind.  Die  von  Zignago  angestellten  Betrachtungen 
erwecken  auch  durchaus  die  Hoffnung,  dass  auf  dem  von  ihm  eingeschlagenen 
W^ge  der  Beweis  des  fraglichen  Theorems  gelingen  möchte.  Indess  ist 
auf  der  sechsten  Seite  der  Zignagoschen  Publikation  der  Übergang  von 
der  dritten  und  vierten  Gleichung  daselbst  zur  fiinften  und  sechsten  fehler- 
haft, und  alle  hieraus  weiter  gezogenen  Folgerungen  sind  hinfällig.  Die 
Angabe  von  Herrn  Scarpis,  dass  Herr  Zignago  „in  einer  höchst  geist- 
reichen und  elementaren  Weise  das  berühmte  Theorem  von  Dirichlet  be- 
wiesen  habe,  welches  der  Kraft  eines  Gauss  und  Legendre  widerstanden 
habe^^,  entspricht  demnach  leider  augenblicklich  den  Thatsachen  nicht;  und  es 
ist  zu  bedauern,  dass  Herrn  Scarpis  dieser  umstand  entging.  Einen  Teil 
der  Schuld  trägt  allerdings  Herr  Zignago  selber,  welcher,  obschon  er 
gleich  nach  Erscheinen  seiner  Arbeit  in  den  Annali  brieflich  auf  die  Be- 
weislücke aufmerksam  gemacht  wurde,  eine  Ausfüllung  der  Lücke  oder 
Zurückziehung  der  Arbeit  in  der  gleichen  Zeitschrift  unterlassen  hat. 

BOBERT  FrICKB. 


Lehrbnch  der  Algebra.  Von  Heinrich  Weber,  Professor  der  Mathematik 
an  der  Universit&t  Strassburg.  In  zwei  Bänden.  Zweiter  Band. 
Braunschweig  1896.     Vieweg.    XIV  und  794  Seiten. 

In  verhältnismässig  sehr  kurzer  Zeit  hat  Herr  Weber  dem  im  vor* 
letzten  Bande  dieser  Zeitschrift  S.  179  flg.  besprochenen  ersten  Bande 
seines  Lehrbuches  der  Algebra  den  zweiten  Band  folgen  lassen.  Das  Werk 
wird  damit  zunächst  voUständig^  doch  nimmt  der  Herr  Verfasser  eine  Fort- 
setzung, welche  namentlich  die  Anwendungen  der  Algebra  im  Gebiete 
der  elliptischen  Funktionen  betreffen  soU,  für  später  in  Aussicht. 

Der  zweite  Band  schliesst  sich  durchaus  an  den  ersten  an,  und  beide 
sind  somit  geeignet,  den  Lernenden  von  den  Elementen  an  in  die  schwierigeren 
Teile  der  modernen  Algebra  einzuführen.  Dabei  dürfte  die  besondere  Be- 
deutung des  zweiten  Bandes  darin  bestehen,  dass  es  Herrn  Weber  mit 
glücklichem  Erfolge  gelungen  ist^  selbst  solche  Errungenschaften  der  AJgebra, 
welche  der  neuesten  Entwickelungsperiode  derselben  angehören,  zu  einem 
wohlgegliederten  Ganzen  zu  vereinigen. 

Es  ist  so  vor  allem  erreicht,  dass  der  in  der  modernen  Mathematik 
eiae  so  grosse  Bolle  spielende  Gruppenbegriff  nach  seiner  in  der  Algebra 
zur  Geltung  kommenden  Seite  eine  umfassende  Darstellung  gewonnen  hat 
Dadurch   ist   Ersatz   geschaffen   für   das   seit  1870  nicht  wieder  aufgelegte 
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von  Camille  Jordan;  nnd  es  ist  ganz  selbstverständlich,  dass  eine 
[erm  Webers  Feder  fliessende  Darstellung  sowohl  nach  Seiten  der 
kten  und  allgemeinen  Ideenbildung  wie  auch  in  den  Anwendungen 
rithmetik,  Algebra  und  Geometrie  den  höchsten,  eben  jetzt  erreichten 
punkt  der  Entwickelung  repräsentiert. 

Truppentheoretischen  Untersuchungen  sind  drei  unter  den  vier  Büchern 
(Veiten  Bandes  gewidmet.  Das  vierte  Buch  führt  den  Titel  „Alge- 
be  Zahlen"  und  wird  gleichfalls  ein  besonderes  Interesse  erwecken. 
\!Veber  hat  es  nämlich  in  diesem  Teile  seines  Werkes  untemonmien, 
rithmetische  Behandlung  der  algebraischen  Körper  zu  schaffen,  welche 
'heorien  von  Dedekind  und  Kronecker  in  gleicher  Weise  gerecht 
indem  sie  den  Zusammenhang  zwischen  diesen  Theorien  herstellt. 
Jm  den  Lesern  der  Zeitschrift  ein  etwas  genaueres  Bild  vom  Inhalt 
)rliegenden  Werkes  zu  geben,  muss  es  genügen,  die  hauptsächlichen 
1  einzelnen  Kapiteln  behandelten  Probleme  zu  bezeichnen. 
Us  die  wichtigsten  Abschnitte  des  ersten  Buches  mit  dem  Titel 
>pen"  sind  der  zweite,  dritte  und  vierte  anzusehen.  Der  Begriff  der 
utativen  oder  Ab  eischen  Gruppe,  das  ist  einer  solchen  Gruppe, 
sämtliche  Elemente  mit  einander  permutabel  sind,  ist  hier  nach  seiner 
tischen  Seite,  wie  sodann  weiter  in  seinen  Anwendungen  auf  die 
eilungstheorie  verfolgt.  Dieses  Gebiet  behandelte  Herr  Weber  schon 
in  wichtigen  Abhandlungen,  deren  interessantestes  Ergebnis  der 
s  des  von  Kronecker  aufgestellten  Satzes  war,  dass  alle  dem  ratio- 

Zahlenkörper  angehörenden  Ab  eischen  Gleichungen  Kreisteilungs- 
nngen  sind.  Im  ersten  Buche  kommt  dieser  Satz  übrigens  nur  erst 
ie    kubischen   und  biquadratischen  Ab  eischen  Gleichungen  mit  ratio- 

Koeffizienten  zum  Beweise.  Der  Grund  für  die  Einfachheit  dieser 
liegt  in  dem  Umstände,  dass  sowohl  bei  den  ganzen  komplexen  Zahlen 
itten,  wie  bei  denen  aus  vierten  Einheitswurzeln  für  die  Primfaktoren- 
ong  dieselben  einfachen  Gesetze  gelten,  wie  bei  den  rationalen  ganzen 
1. 

)ie  allgemeine  Theorie  der  Ab  eischen  Gruppen  gründet  sich  auf 
begriff  der  „Basis"  einer  einzelnen  Gruppe.  Eine  solche  Basis  besteht 
ewissen  v  Operationen  Ä^^  -4^, .  .  .,  -4,  der  Gruppe,  in  welchen  jede 
tion  der  Gruppe  in  der  Gestalt  A^'^'Ä^^^  .  .'Ä^v  darstellbar  ist  Dabei 
man,  um  die  ganze  Gruppe  zu  gewinnen,  und  jede  Operation  nur 
l,  die  1/  Exponenten  ak  volle  Bestsysteme  nach  gewissen  v  Moduln  af, 
aufen  lassen. 

)ie  genauere  Untersuchung  der  verschiedenen  für  eine  und  dieselbe 
e  möglichen  Basen  zeigt,  dass  die  in  den  zugehörigen  Moduln  a^  vor- 
enden höchsten  Primzahlpotenzen  bei  Fortgang  zu  einer  anderen  Basis 
r  auftreten,  und  dass  sie  demnach  als  „Invarianten"  der  Gruppe  be- 
et  werden  können.  Hierüber  hinaus  ist  der  Begriff  des  „Gruppen- 
cters"  grundlegend.     Man  hat  darunter,   wenn  n  der  Grad  (die  Ord- 

der  Gruppe  ist,  ein  auf  n  Weisen  wählbares  System  von  n  Einheits- 
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wurzeln  zu  verstehen,  welche  sich  bei  Multiplikation  gerade  so  verhalteii 
wie  die  Operationen  der  Gruppe  bei  Kombination. 

Auf  der  so  gewonnenen  Grundlage  erwächst  die  Behandlung  der  Frage 
nach  den  Teilern  (Untergruppen)  einer  Ab  eischen  Gruppe.  Eine  spezielle 
Entwickelung  ergiebt  sich  für  die  Teiler  vom  Grade  2,  welche  aus  den 
sogenannten  „zweiseitigen**  Elementen  (Operationen  der  Periode  2)  ent- 
springen. Diese  führen  vermöge  der  Gruppencharaktere  auf  eine  Einteilung 
aller  Elemente  der  Gruppe  in  „Geschlechter".  Für  die  (Abelsche)  Gruppe 
der  Komposition  der  quadratischen  Formen  führt  dieser  allgemeine  Ansatz 
auf  die  von  Gauss  eingeführten  Geschlechter  der  quadratischen  Formen  zurück 

Auf  Grund  der  Theorie  der  Ab  eischen  Gruppen  lässt  sich  nun 
diejenige  der  „Kreisteilungskörper"  bei  weitem  tiefer  durchbilden  als 
es  in  Band  I  möglich  war.  Der  Begriff  des  Kreisteilungskörpers  ist 
dabei  so  zu  fassen,  dass  darunter  irgend  ein  Körper  endlichen  Grades 
verstanden  ist,  dessen  sämtliche  Zahlen  rationale  Funktionen  von  Einheits- 
wurzeln sind. 

Es  zeigt  sich,  dass  bereits  alle  Kreisteilungskörper  gewonnen  werden, 
wenn  man  für  die  einzelnen  Grade  der  Einheitswurzeln  die  zu  den  be- 
treffenden „Kreisteilimgsperioden"  (Gauss)  gehörenden  Körper  aufstellt. 
Die  Untersuchung  gipfelt  in  der  Aufstellung  eines  Algorithmus,  um  für 
eine  gegebene  Gruppe  alle  zugehörigen  Kreisteilungskörper,  und  jeden  nnr 
einmal  darzustellen.  Die  Spezialausführungen  betreffen  die  kubischen  und 
biquadratischen  Kreisteilungskörper  und  hieran  schliesst  sich  der  schon  oben 
erwähnte  Beweis  des  Theorems  über  Abelsche  Gleichungen  dritten  und 
vierten  Grades  mit  rationalen  Koeffizienten. 

Der  erste  und  letzte  Abschnitt  des  ersten  Buches  ist  allgemeinen 
gruppentheoretischen  Betrachtungen  gewidmet.  Doi-t  mussten  überhaupt 
erst  die  Grunddefinitionen  der  Gruppentheorie  in  allgemeinster  Gestalt  ge- 
geben werden  (nachdem  in  Band  I  nur  von  Permutationsgruppen  gehandelt 
wurde).  Hier  finden  die  Sylowschen  und  verwandte  Sätze  ihren  Platz, 
und  es  wird  über  die  neueren  Untersuchungen  von  Holder,  Cole  u.  a. 
berichtet,  welche  als  ein  Hauptziel  verfolgen,  die  gesamten  einfachen  ur.d 
zumal  nicht -metacyklischen  Gruppen  niederer  Grade  (Ordnungen)  aufzufinden 
und  zu  charakterisieren. 

Das  zweite  Buch  ist'  den  endlichen  Gruppen  linearer  homogener  Sub- 
stitutionen  von  n  Veränderlichen  gewidmet.  Und  zwar  behandelt  unter  den 
vier  Abschnitten  dieses  Buches  der  erste  die  grundlegenden  Sätze  dieses  Gegen- 
standes, soweit  dieselben  für  die  engeren  Zwecke  der  Algebra  von  Wichtig- 
keit sind.  Die  drei  folgenden  Abschnitte  sind  besonderen  hierher  gehörenden 
Gruppengattungen  gewidmet. 

Im  ersten  Abschnitt  sind  zwei  Gesichtspunkte  als  besonders  wichtig 
zu  bezeichnen.  Als  „Invariante"  einer  Substitutionsgruppe  von  w  Variabein 
Ä"i,  .  .  .,  a?„  wird  eine  solche  Form  F(x^,  •  .  ,  i»«)  bezeichnet,  welche  un- 
verändert bleibt,  wenn  man  auf  fl:^,  .  .  .,0:^  irgend  eine  Substitution  der 
Gruppe  ausübt.  Hier  gilt  dann  das  wichtige  von  Hubert  be^^esene  Theorem, 
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sich  die  gesamten  Inyarianten  einer  Gruppe  in  einer  endlichen  An- 
anter  ihnen  als  ganze  rationale  Funktionen  darstellen  lassen.  Es  ist 
besondere  Zierde  des  fraglichen  Abschnitts,  dass  Herr  Weber  den 
ertschen  Beweis  im  einzelnen  durchfahrt.  Der  zweite  Hauptgesichtspunkt 
bschnitts  besteht  in  der  Besprechung  einer  von  Klein  herrührenden  Er- 
rang des  algebraischen  Grundproblems.  Diese  Erweiterung  besteht  in  der 
hrung  der  sogenannten  „  Formenprobleme '^:  Man  soll  aus  den  gegebenen 
m  der  Gruppeninvarianten  die  zugehörigen  Wertsysteme  der  Variabein 
.,Xn  berechnen.  Hier  ordnet  sich  die  Auflösung  der  allgemeinen 
]ung  «**°  Grades  als  besonderer  Fall  ein.  Die  zugehörige  Gruppe  be- 
aus  den  /?!  Permutationen  von  x^y  .  .  .,  Xn,  welche  sich  ja  als  Sub- 
Lonen  der  Xi  auffassen  lassen;  die  Invarianten  sind  die  symmetrischen 
ionen  von  x^,  .  ,  ,^  x^.  Insofern  hier  eine  Gruppe  in  n  Variabein 
.,  x,^  zu  Grunde  liegt,  hat  man  es  mit  einem  Formenproblem  7/*^'  „Di- 
on"  zu  thun.  Die  Auflösung  einer  „reinen"  Gleichung  irgend  eines 
s  kommt  entsprechend  auf  ein  Formenproblem  erster  Dimension  zurück; 
landelt  es  sich  nämlich  um  eine  „unäre^^  aus  einer  Substitution  x^  =  sx 
zeugenden  Gruppe.  Die  Aufgabe  ist  nun  immer,  den  Auflösungs- 
\s  einer  Gleichung  auf  die  Lösung  eines  oder  mehrerer  Formenprobleme 
nöglicbst  niedriger  Dimension  zurückzuführen.  Bei  den  Gleichungen 
m,  dritten  und  vierten  Grades  reicht  man  mit  Formenproblemen 
•  Dimension.  Die  Auflösung  der  Gleichung  fünften  Grades  ist  auf 
i^eidimensionales  Formenproblem  reduzibel;  und  es  ist  neuestens  durch 
an  gefanden,  dass  sich  die  Auflösung  der  Gleichung  sechsten  Grades 
n  Formenproblem  dritter  Dimension  zurückführen  lässt.  Doch  konnte 
Weber  diese  letztere  Entdeckung  wegen  des  vorgerückten  Druckes 
mehr  aufnehmen. 
Der    siebente   Abschnitt   hat  als  Hauptziel    die  Aufzählung  aller  end- 

Gruppen  binärer  Substitutionen,  was  auf  die  cyklischen  Gruppen, 
►iedergruppen  und  die  Gruppen  des  Tetraeders,  Oktaeders  und  Ikosa- 
führt.  Das  Prinzip  der  Aufzählung  dieser  Gruppen  besteht  bei  allen 
nten  Ableitungen  in  der  Lösung  einer  gewissen  diophantischen  Gleich- 

Doch  kann  man  zu  dieser  diophantischen  Gleichung  auf  mehreren 
n  gelangen,  welche  teils  geometrische,  teils  funktionentheoretische, 
algebraische  Argumente  benutzen.  Dem  Charakter  des  ganzen  Werkes 
rechend  leitet  Herr  Weber  die  fragliche  diophantische  Gleichung  aus 
raischen  Überlegungen  ab. 

S^un  folgt  in  einem  besonderen  Abschnitt  eine  ausführlichere  Theorie 
ndlichen  Gruppen  binärer  Substitutionen.  Das  Ziel  ist,  die  Gruppen 
öglichst  einfacher  Gestalt  wirklich  herzustellen  und  die  zugehörigen 
L  Systeme  der  Invarianten  (die  Grundformen)  kennen  zu  lernen. 
Der  neunte  Abschnitt  ist  Untersuchimgen  über  diejenigen  einfachen 
jen  des  Grades  -^p^p^—l)  gewidmet,  welche  in  der  Transformation 
Drdnung    der    elliptischen    Funktionen    auftreten.      Hierbei    ist  p    als 
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Primzahl  gedacht;  und  man  kann  die  einzelne  Gmppe  als  Gruppe  aller 
inkongruenten  Substitutionen : 

deuten.  Eine  systematische  Aufzählung  aller  in  diesen  Gruppen  enthaltenen 
Teiler  (welche  Gierst  er  zuerst  ausführte)  strebt  der  Herr  Verfasser  nicht 
an.  Eine  kurze  Spezialausführung  ist  nur  der  bei  |?  =  7  eintretenden 
Gruppe  des  Grades  168.  gewidmet.  Die  nähere  Besprechung  der  mit  dieser 
Gmppe  zusammenhängenden  temären  Entwickelungen  wird  später  gegeben. 

Das  dritte  Buch  enthält  in  sechs  Abschnitten  „Anwendungen  der  Gruppen- 
theorie." Der  erste,  fQr  sich  stehende,  Abschnitt  giebt  einen  durch  die 
zwischendurch  gewonnenen  gruppentheoretischen  Ergebnisse  basierten  Aus- 
bau der  schon  in  Band  I  behandelten  Theorie  der  metacyklischen  Gleich- 
ungen. 

Darüber  hinaus  sind  es  zwei  grosse  Untersuchungsrichtungen,  welche 
hier  zur  Sprache  kommen. 

Einmal  entstammt  der  analytischen  Geometrie  eine  Reihe  interessanter 
algebraischer  Probleme,  von  denen  Herr  Weber  zwei  mit  grosser  Aus- 
führlichkeit behandelt:  das  Problem  der  Bestimmung  der  neun  Wendepunkte 
einer  ebenen  Kurve  dritter  Ordnung  und  dasjenige  der  Bestimimung  der 
28  Doppeltangenten  einer  ebenen  Kurve  vierter  Ordnung.  Die  Darstellung 
behandelt  auch  die  geometrische  und  invariantentheoretische  Seite  der 
Probleme  elementar  und  ausführlich,  sodass  auch  nach  dieser  Seite  hin 
keine  speziellen  Vorkenntnisse  erforderlich  sind. 

Fürs  zweite  finden  hier  die  algebraischen  Schöpfungen  Kl  eins  über 
die  Zurückführung  der  Lösung  einer  Gleichung  auf  die  Lösung  von  Formen- 
problemen ausführliche  Berücksichtigung.  Die  Behandlung  der  Gleichung 
fünften  Grades  wird  auf  das  binäre  Ikosaederproblem  reduziert.  Diese 
Behandlung  hängt  direkt  mit  der  Frage  nach  der  Transformierbarkeit  der 
allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  auf  eine  Gleichungsform  mit  nnr 
einem  Parameter  zusanunen;  nach  einem  von  Kronecker  ausgesprochenen 
und  von  Klein  bewiesenen  Satze  ist  diese  Transformation  bei  alleinigem 
Gebrauch  von  natürlichen  Lrationalitäten  (im  Gebiete  rationaler  Resol- 
venten) nicht  ausführbar,  sondern  nur  erst  nach  Adjunktion  einer  gewissen 
accessorischen  Irrationalität.  Die  beiden  letzten  Abschnitte  des  dritten 
Buches  sind  der  schon  im  vorigen  Buche  studierten  Gruppe  des  Grades  168 
gewidmet.  Dieselbe  wird  hier  in  ihrer  Gestalt  als  Gruppe  von  168  temären 
KoUineationen  untersucht,  und  es  werden  diejenigen  Gleichungen  siebenten 
Grades  diskutiert,  welche  entweder  direkt  oder  nach  Auflösung  einer  ge- 
wissen biquadratischen  Gleichung  auf  das  Formenproblem  jener  temären 
Gruppe  reduzibel  sind. 

Das  vierte  Buch,  welches  die  voraufgehenden  erheblich  an  Umfang 
übertrifft,  behandelt  die  moderne  Theorie  der  algebraischen  Zahlen,  wie 
schon  oben  kurz  angedeutet  ist.  Es  ist  das  besonders  Wertvolle  dieses 
Buches,  dass   der  Herr  Verfasser   hier  eine  möglichst  allseitige  Darstellung 
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den  Fundamenten  der  fraglieben  Theorie  entwirft.  Die  Idealtheorie 
liirch  ihren  Begründer,  B.  Dedekind,  selbst  in  einer  Darstellung  be- 
elt,  welche  zumal  in  der  neuesten  Auflage  durch  Schärfe  und  Form- 
ndung  die  gerechte  Bewunderung  aller  wirklichen  Leser  erwirbt.  Da- 
Q  aber  steht  Kronecker,  welcher  von  Beginn  seiner  mathematischen 
chungen  an  der  Durchbildung  einer  eigenartigen  Theorie  der  algebrai- 
1  Zahlen  gearbeitet  hat,  die  zwar  künstlicher  als  die  Idealtheorie 
iert,  aber  für  viele  fasslicher  ist.    Hierüber  hinaus  kommen  in  neuester 

die  Entwickelungen  von  Minkowski  hinzu,  welche  bei  zahlreichen 
amentalen  Fragen,  so  der  Bestimmung  der  Klassenanzahlen,  der  Theorie 
Einheiten,  den  Sätzen  über  den  Zahl  wert  der  Diskriminantdn ,  ihren 
»rordentlichen  Wert  gezeigt  haben.  Man  muss  Herrn  Weber  Dank 
»n,   dass   er  in  alle    diese   verschiedenen   Richtungen  Einblick  gewährt, 

dass  die  Einheitlichkeit  seiner  Darstellung  irgend  darunter  litte. 

In  der  Fundierung  der  Theorie  folgt  der  Herr  Verfasser  den  An- 
lungen  Kroneckers.  Der  Begriff  der  zu  einem  algebraischen  Köiper 
renden  „Funktionale"  (die  Benennung  ist  nach  einem  Vorschlage  von 
n  Dedekind  gewählt)  st^ht  im  Mittelpunkt.  Ein  solches  Funktional 
:  eine  rationale  Funktion  beliebig  vieler  unbestimmter  Grössen  x^y^  z .. . 
mit  Koeffizienten,  die  im  zu  Grunde  liegenden  Körper  enthalten  sind, 
etzterer  der  rationale  Körper,  so  spricht  man  von  einem  „rationalen" 
ctional.    Ein  solches  kann  als  Produkt  eines  positiven  rationalen  Bruches 

eines  Quotienten  zweier  ganzen  ganzzahligen  „primitiven"  Funktionen 
r,  3/,  . .  .  dargestellt  werden.  Jener  vortretende  rationale  Bruch  heisst 
ibsolute  Betrag  des  Fimktionals,  und,  ist  derselbe  ganzzahlig,  so  nennt 

auch  das  Funktional  „ganz".  Die  Übertragung  dieser  Benennungen 
die  Funktionale  eines  beliebigen  Körpers  vollzieht  sich  auf  Grund  des 
bandes,   dass  jedes  Funktional  Wurzel  einer  Gleichung: 

deren  Koeffizienten  rationale  Funktionale  sind.  Jenes  Funktional  heisst 
inn  „ganz",  wenn  die  rationalen  Funktionale  J^,  .  . .,  ^m  sämtlich  ganz 
Die  Zahlen  des  zu  Grunde  liegenden  Körpers  gelten  als  Funktionale, 
lenen  die  Unbestimmten  ^,  ^, .  .  .  nur  im  nullten  Grade  vorkommen. 

Auf  dieser  Grundlage  erheben  sich  nun  diejenigen  Entwickelungen, 
he  von  der  Anwendung  der  vier  Grundrechnungsarten  auf  Funktionale 
ihren.  Es  ergeben  sich  die  „Einheiten"  unter  den  Funktionalen,  die 
nierten  Funktionale,  die  Primfunktionale,  der  Satz  von  der  eindeutigen 
^gbarkeit  in  Primfiinktionale,  falls  assoziierte  Funktionale  als  nicht 
;hieden  gelten,  etc.  Möge  unter  den  zahlreichen  hier  entspringenden 
en  noch  der  eine  genannt  sein,  dass  jedes  ganze  Funktional  assoziiert 
mit  einem  Funktional  der  Gestalt  (ax  +  j3y),  wo  a  und  ß  ganze 
en  sind. 

Bei  der  Weiterentwickelung  tritt  nun  die  Idealtheorie  mehr  in  den 
lergrund.    Es   wird   bewiesen,   dass   alle   durch   ein  vorgelegtes  ganzes       GoOqI^^I 
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Funktional  teilbaren  ganzen  Zahlen  des  zu  Grande  liegenden  Körpers  ein 
Ideal  im  Sinne  von  Dedekind  bilden,  und  dass  solcherweise  einem  System 
assoziierter  ganzer  Funktionale  ein  Ideale  eindeutig  umkehrbar  entspricht. 
Nach  einer  eben  gemachten  Angabe  reicht  man  zur  Oewinnung  aller  Ideale 
mit  Funktionalen  der  Gestalt  (ax  -|-  ßp),  Nimmt  man  eine  einzelne  ganze 
Zahl  als  Funktional,  so  gelangt  man  zu  einem  Hauptideale.  Während  also 
Dedekind  die  idealen  Teiler  Kummers  durch  reale  Gebüde  dadurch  er- 
setzt, dass  er  allgemein  eine  reale  oder  ideale  Zahl  durch  das  Gesamt- 
system der  durch  sie  teilbaren  realen  Zahlen  ersetzt,  treten  bei  Kronecker 
die  idealen  Teuer  direkt  in  realer  Gestalt,  nämlich  als  Funktionale,  in  die 
Erscheinung.  Es  handelt  sich  also  bei  Kronecker  um  eine  sachgemässe 
Erweiterung  des  Körpers  derart,  dass  im  erweiterten  Gebiete  wieder  die 
elementaren  Gesetze  der  Teilbarkeit  gelten. 

Es  folgen  nunmehr  zahlreiche  Entwickelungen ,  die  aus  den  Elementen 
der  Dedekindschen  Theorie  bekannt  sind,  über  Basen  und  Diskriminanten, 
über  volle  Restsysteme  und  Kongruenzen  nach  festen  Moduln,  über  die 
Äquivalenz    der  Ideale,   die  Endlichkeit  der   Anzahl    der   Idealklassen  etc. 

Der  folgende  Abschnitt  gewährt  einen  sehr  interessanten  Einblick  in 
die  Minkowskischen  Methoden  zur  Bestimmung  der  Minima  positiver  qua- 
dratischer Formen  von  n  Variabein.  Von  den  wichtigen  Anwendungen, 
welche  Minkowski  von  dieser  Bestimmung  gemacht  hat,  wird  insoweit 
gehandelt,  dass  die  Endlichkeit  der  Anzahl  der  Idealklassen  von  hieraus  in 
neuer  Weise  dargelegt  wird,  sowie  dass  der  schon  firüher  vermutete,  aber 
erst  von  Minkowski  bewiesene  Satz:  „Es  giebt  ausser  dem  rationalen 
Körper  keinen  Körper  von  der  Grundzahl  ±1"  gewonnen  wird.  Hieran 
sind  Sätze  über  die  Zerlegung  der  natürlichen  Primzahlen  in  algebraischen 
Körpern,  sowie  über  die  Diskriminanten  geschlossen. 

In  einem  besonderen  Abschnitt  sind  neuere  Entwickelungen  von  Dede- 
kind und  Hubert  behandelt,  in  denen  bereits  von  einem  Körper  höheren 
Grades  ausgegangen  wird  und  dadurch  ein  noch  umfassenderer  Körper 
definiert  wird,  dass  eine  Gleichung  mit  Koeffizienten  jenes  ersteren  Körpers 
zu  Grunde  gelegt  wird. 

Die  Anwendungen  behandeln  die  beiden  klassischen  Beispiele  der 
quadratischen  Körper  und  der  Ki-eisteilungskörper,  wobei  namentlich  die 
letzteren  ausführliche  Berücksichtigung  finden.  Es  ist  dies  um  so  erfreu- 
licher, als  Dedekind  in  der  „allgemeinen  Zahlentheorie"  den  Kreisteilnngs- 
körpem  nur  wenig  Raum  widmen  konnte.  Hier  hat  nun  Herr  Weber 
auch  alle  Mittel  beisammen,  um  seinen  Beweis  des  Satzes,  dass  alle 
rationalen  Ab  eischen  Gleichungen  Kreisteilungsgleichungen  sind,  zu  ent- 
wickeln. Zwei  besondere  Abschnitte  sind  den  Dirichletschen  Methoden 
zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  Idealklassen  in  einem  gegebenen  Körper 
gewidmet.  Der  erste  unter  diesen  Abschnitten  ist  allgemeinen  Ansätzen 
gewidmet,  und  es  musste  zu  diesem  Ende  eine  Darstellung  der  be- 
wunderungswürdigen Dirichlet sehen  Einheitentheorie  vorausgesandt  werden. 
Diese  Entwickelungen    gelten    für   beliebige  algebraische  ^örper,| während 

Digitized  by  VjOOQIC 


Rezensionen.  33 

im  folgenden  Abschnitte  die  spezielle  DnrchfÜhrang  für  Kreisteilongskörper 
gegeben  wird. 

Der  letzte  Abschnitt,  welcher  für  sich  steht,  hat  das  Ziel  zu 
zeigen,  dass  über  die  algebraischen  Zahlen  hinaus  noch  sogenannte 
transcendente  Zahlen  existieren.  Dieser  Existenzbeweis  wird  zunächst  auf 
Grund  des  Begriffis  der  abzählbaren  Menge  geliefert.  Die  Gesamtheit  der 
algebraischen  Zahlen  ist  abzählbar,  ein  Zahlenkontinuum  jedoch  auf  keine 
Weise,  sodass  letzteres  jedenfalls  unendlich  viele  nicht -algebraische  Zahlen 
enthält.  Es  folgt  ein  Referat  über  die  Transcendenz  von  e  und  9c,  ein 
Gegenstand,  der  namentlich  durch  Hermites,  Lindemanns  und  Hilberts 
glänzende  Leistungen  längst  die  allgemeine  Aufmerksamkeit  auf  sich  ge- 
zogen hat. 

Einige  Ergänzungen  zu  Band  I  beschliessen  das  Werk. 

Mochte  es  dem  Herrn  Verfasser  gelingen,  die  geplante  Fortsetzung 
seiner  Untersuchungen  zu  einem  ebenso  glücklichen  Abschluss  zu  bringen; 
und  m(k$hte  dabei  Kroneckers  Vermutung,  dass  alle  Abelschen  Gleich- 
ungen quadratischer  Zahlenkörper  „Gleichungen  der  komplexen  Multiplikation" 
sind,  zu  einer  wirklichen  Erkenntnis  werden.  Robert  Fricke 


Vorlesungen  über  Algebra.  Von  Dr.  Eugen  Netto,  o.  ö.  Professor  der 
Mathematik  an  der  Universität  zu  Giessen.  In  zwei  Bänden.  Erster 
Band.    Leipzig,  B.G.Teubner,  1896.    X  und  388  Seiten. 

Ungefähr  zu  gleicher  Zeit  mit  dem  zweiten  Bande  des  Web  ersehen 
Lehrbuchs  der  Algebra  hat  Herr  Netto  einen  ersten  Band  seines  gleich- 
falls gross  angelegten  Algebrawerkes  erscheinen  lassen.  Der  Herr  Verfasser 
hat  in  einer  '*''>ranzeige  seines  Werkes  auf  Herrn  Webers  Buch  Bezug  ge- 
nommen; und  man  kann  ihm  nur  durchaus  zustimmen,  dass  beide  Werke 
sehr  wohl  neben  einander  bestehen  können,  indem  sie  sich  in  verschiedener 
Hinsieht  sehr  glücklich  ergänzen.  Es  entspricht  dies  den  verschiedenartigen 
Tendenzen  der  beiden  Herren  Verfasser,  die  sich  beide  seit  langer  Zeit 
als  Algebraforscher  eines  ausgezeichneten  Namens  erfreuen. 

Der  Unterschied  beider  Werke  zeigt  sich  vornehmlich  in  der  Stellung, 
welche  sie  zu  den  Nachbargebieten  einnehmen.  Es  ist  in  dieser  Hinsicht 
nicht  von  besonderem  Belang,  welche  Vorkenntnisse  von  dem  Leser  ver- 
langt werden.  Herr  Netto  fordert  vom  Leser  clie  Beherrschung  der  Grund- 
lagen der  Determinantentheorie  und  der  elementaren  Algebra,  während 
Herr  Weber  möglichst  alle  zur  Verwendung  kommenden  Begriffe  ab  ovo 
entwickelt.  Weit  wichtiger  ist  die  Frage  der  Stellungnahme  gegenüber  dem 
Gruppenbegriff,  den  geometrischen  Methoden  und  Anwendungen  und  der 
modernen  Zahlentheorie.  Die  Stellung  des  Web  er  sehen  Werkes  ist  aus 
der  vorangehenden  Besprechung  in  dieser  Hinsicht  deutlich.  In  Anbetracht 
der  Gruppentheorie  und  Geometrie  ist  Herr  Netto  der  Kroneck  ersehen 
Tradition  getreu.    Ob  der  Ausschluss  des  Gruppenbegriffs  nicht  für  ^if^^^^T^ 

Hisl-Utt.  Abt  d.  ZdUchr.  f.  Math.  u.  Pbya.  48.  Jahrg.  1898.  1.  Heft.  3   '^'^^^  ^^  O 
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handlung  der  Oaloisschen  Theorie  eine  Erschwerung  der  Darstellmig 
bedeutet,  muss  erst  der  zweite  Band  zeigen.  Im  übrigen  hat  Herrn  Nettos 
Standpunkt,  wie  jeder  konsequent  durch geftlhrte  und  widerspruchsfreie 
Standpunkt^  seine  Berechtigung  und  sein  Gutes.  In  arithmetischer  Hinsicht 
ist  ja  selbstverständlich,  dass  alle  diejenigen  arithmetischen  Momente,  welcbe 
den  Fundamenten  der  Algebra  als  solchen  anhaften,  nicht  eliminiert  werden 
können,  vielmehr  (wieder  in  Übereinstimmung  mit  Kronecker)  besonders 
bevorzugt  werden.  Dagegen  schliesst  Herr  Netto  jedes  Eingehen  anf  die 
Arithmetik  im  engeren  Sinne,  d.  i.  auf  die  Zahlentheorie  aus;  und  wo  eine 
Anleihe  von  den  Elementen  der  Zahlen theorie  nötig  wird,  wie  z.  B.  bei  den 
Ereisteilungsgleichungen ,  da  werden  die  betreffenden  Begriffe  schnell  neben- 
her entwickelt  oder  als  bekannt  angesehen.  Während  demnach  Herrn 
Webers  Buch  namentlich  in  seinen  letzten  Teilen  die  weitestgehenden 
zahlentheoretischen  Interessen  befriedigte,  beschränkt  sich  Herr  Netto 
allein  auf  die  Vertiefung  des  rein  Algebraischen. 

Was  die  Form  der  Darstellung  der  beiden  in  Bede  stehenden  Werke 
angeht,  so  fühlt  man  sich  versucht,  die  Titel  derselben  mit  einander  ans- 
zutauschen.  Herrn  Webers  Darstellung  hat  mehr  den  Charakter  von  Vor- 
lesungen; ein  und  derselbe  Gegenstand  wird  gelegentlich  mehrfach  und  an 
entlegenen  Stellen  von  verschiedenen  Seiten  beleuchtet  (als  Beispiel  diene 
die  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades).  Demgegenüber  hat  Herrn 
Nettos  Art  der  Darstellung  weit  mehr  den  Charakter  eines  Lehrbuches. 
Enger  gefasste  Disposition  und  erschöpfende  Behandlung  der  einzelnen  zur 
Sprache  kommenden  Probleme  sogleich  an  Ort  und  Stellen  sind  hier  die 
Regel;  dabei  kommt  auch  die  formale  analytische  Seite  der  einzelnen  Gegen- 
stände mit  solcher  ausführlichen  Genauigkeit  zur  Geltung,  wie  es  mehr  in 
Lehrbüchern  als  in  Vorlesungen  geeignet  erscheint. 

Im  ersten  Bande  giebt  Herr  Netto  kein  abgeschlossenes  Ganze.  Der 
Schluss  des  Bandes  durchschneidet  den  Abschnitt  über  die  algebraische 
Auflösung  der  Gleichungen,  ein  Gegenstand,  der  in  der  Hauptsache  ent 
durch  den  zweiten  Band  zur  Erledigung  gebracht  werden  soll.  Gerade 
dieser  Teil  des  zweiten  Bandes  verspricht  besonders  interessant  zu  werden 
und  dem  ganzen  Werke  die  Signatur  aufzudrücken.  Im  ersten  Bande 
kommen  nur  erst  die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen  zweiten, 
dritten  und  vierten  Grades,  sowie  die  Theorie  der  Ereisteilungsgleichungen 
zur  Behandlung.  Der  letzteren  Theorie  sind  drei  Vorlesungen  gewidmet. 
Die  Gliederung  ist  so  gewählt,  dass  in  der  ersten  unter  diesen  Vorlesungen 
eine  elementare  Theorie  der  Einheits wurzeln  gegeben  wird,  dass  die  zweite 
im  wesentlichen  Gauss'  Theorie  der  Kreisteilungsgleichimgen  liefert,  während 
die  dritte  Jacobis  Anwendung  Lagrangescher  Methoden  auf  diejenigen 
Gleichungen  darstellt,  drtrch  welche  Perioden  geringerer  Gliederanzahl  an 
solche  höherer  Gliederzahl  gebunden  sind. 

Vom  voraufgehenden  Teile  des  vorliegenden  Werkes  steht  die  erste 
Vorlesung  für  sich.  Der  Mehrzahl  der  Leser  dürften  übrigens  Definition 
und   Rechnungsregeln   der   komplexen  Zahlen   ohne    weiteres   geläufig   sein. 
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Anderseits  sind  die  Ent Wickelungen  über  die  aus  zwei  bez.  drei  Fnnda- 
mentaleinheiten  zusammengesetzten  Zahlen  an  sieb  ja  allerdings  sehr 
interessant,  kommen  aber  weiterbin  kaum  in  Betracbt. 

Unter  den  folgenden  Vorlesungen  (2  bis  25)  stebt  nur  die  fünfte  für 
sieb.  Sie  trägt  einen  durchaus  aritbmetiscben  Charakter  und  bandelt  yon 
der  Beduzibilität  und  Irreduzibilitat  ganzer  rationaler  Funktionen  im  natür- 
lichen Bationalitätsbereicb.  Auf  Grund  des  bekannten  Gauss  sehen  Satzes 
über  Zerlegung  ganzer  ganzzahliger  Funktionen  hat  man  sich  auf  die  Auf- 
suchung yon  Faktoren  zu  beschränken,  die  wiederum  ganz  und  ganz- 
zahlig sind. 

Für  die  Aufsuchung  solcher  Faktoren  wird  die  Methode  von  Kronecker 
entwickelt,  welche  letzterer  in  seinen  „Grundzügen  einer  arithmetischen 
Theorie  der  algebraischen  Grössen"  giebt.  Weiter  finden  in  dieser  Vor- 
lesung spezielle  Theoreme  von  Eisenstein  und  Eönigsberger  über 
irreduzible  Funktionen  ausführliche  Berücksichtigung.  Von  diesen  Theoremen 
wird  später  bei  den  Kreisteilungsgleichungen  Gebrauch  gemacht. 

Die  noch  übrigen  unter  den  26  ersten  Vorlesungen  sind  algebraischen 
Entwickelungen  gewidmet.  Dieselben  gruppieren  sich  um  folgende  Haupt- 
gesichtspnnkte:  Fundamentaltheorem  nebst  Anwendungen  auf  Zerlegung  und 
Interpolation  (Vorl.  2  bis  4),  Kettenbruch-  und  Beihenentwickelungen  ratio- 
naler Funktionen  (Vorl.  6  bis  8),  Theorie  der  symmetrischen  Funktionen 
(Vorl.  9  bis  11),  Beziehungen  zur  Invariantentheorie  (Vorl.  12  bis  16), 
Theoreme  über  Anzahl  der  Wurzeln  einer  Gleichung  innerhalb  beschränliter 
Intervalle  (Vorl.  16  bis  21),  Methoden  zur  näherungs weisen  Berechnung 
der  Wurzehi  (Vorl.  22  bis  25). 

Alle  diese  Gegenstände  werden  in  durchsichtiger  Disposition  und  mit 
grosser  Genauigkeit  im  einzelnen  behandelt.  Folgende  kurze  Andeutungen 
mögen  zur  näheren  Orientierung  ausreichen. 

Beim  Fundamentaltheorem  über  die  Wurzelexistenz  kommen  neben 
Gauss  erstem  Beweise  namentlich  die  bezüglichen  Entwickelungen  Cauchys 
zur  Geltung,  und  zwar  sowohl  diejenigen  von  1821,  welche  den  Beweis 
der  Existenz  einer  Wurzel  zum  Ziele  haben,  sowie  auch  die  späteren 
Methoden  Cauchys  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  Wurzeln  in  einem 
vorgeschriebenen  Bereiche  der  Ebene  der  komplexen  Variabein.  An  die 
Linearfaktorenzerlegung  der  ganzen  Funktionen  schliesst  sich  die  Ableitung 
der  Lagrangeschen  Interpolationsformel,  welche  ihrerseits  die  Quelle  für 
die  Eul  er  sehen  Identitäten  und  die  Partialbruchzerlegung  rationaler 
Funktionen  wird.  Auch  die  Übertragung  der  durch  die  Lagrange  sehe 
Interpolationsformel  für  ganze  Funktionen  geleistete  Aufgabe  auf  rationale 
Funktionen,  wie  sie  durch  Cauchy  gelöst  und  späterhin  durch  Jacobi 
eingehend  studiert  wurde,  kommt  hier  zur  Behandlung. 

Der  Euklid  sehe  Algorithmus  zur  Bestimmung  des  grössten  gemein- 
samen Teilers  zweier  ganzen  Funktionen  nebst  den  wichtigen  hieraus  ent- 
springenden Anwendungen  auf  Bestimmung  mehrfacher  Wurzeln  etc.  kommt 
denmächst  zur  Darstellung.     In  den  beiden  folgenden  Vorlesungen  wird  ^^/-.(jTp 
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Problem  des  grössten  gemeinsamen  Faktors  zweier  Funktionen  /^  und  f 
der  Grade  »z^  und  n  (>  n^  sehr  weit  in  die  rechnerischen  Einzelheiten  ver- 
folgt. Das  Problem,  zwei  ganze  Funktionen  ^{z)  und  <^{z)  zu  finden, 
welche  mit  f^{z)  und  f{z)  die  Gleichung 

so  erfüllen,  dass  die  Summe  der  Grade  von  ^  und  F  kleiner  als  n  ist,  wird 
bereits  durch  den  Algorithmus  von  Euklid  gelöst.  Hier  handelt  es  sich  darum, 
das  BilduDgsgesetz  der  Funktionen  ^  und  (1>  eingehender  in  Erfahrung  zu 

bringen.    Zu  diesem  Ende  wird  die  Entwickelung  von  -—-^  nach  absteigenden 

Potenzen  von  z  benutzt,  welche,  ins  Unendliche  fortgesetzt,  eine  sogenannte 
rekurrierende  Reihe  vorstellt;  es  besteht  nämlich  für  die  Entwickelungs- 
koeffizienten  eine  {n  -^  l)-gliedrige  Bekursionsformel.  Diese  Reihe  ist  immer 
dann  konvergent,  wenn  |  z  ,  den  absoluten  Wert  der  grössten  Wurzel  der 
Gleichung:  ^^^^  _  ^ 

übertrifft. 

Bei  Behandlung  der  symmetrischen  Funktionen  dürfte  bemerkenswert 
sein,  dass  der  Satz  von  der  Darstellung  aller  ganzen  symmetrischen  Funktionen 
in  den  n  elementaren  nicht  nur  auf  dem  von  Gauss  herrührenden  Wege 
bewiesen  wird,  sondern  dass  auch  der  von  Gauchy  gelieferte  Beweis,  an 
welchen  Kronecker  weitere  Folgerungen  knüpfte,  besprochen  wird.  Im 
Anschluss  an  die  Theorie  der  symmetrischen  Funktionen  wird  nun  gleich 
die  Bildung  rationaler  Resolventen  besprochen,  sowie  der  allgemeine  Ansatz 
der  Tschirnhausen-Transformation,  wobei  im  speziellen  die  Transformation 
der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  auf  eine  Gleichung  mit  zwei 
Parametern  geleistet  wird.  In  einer  besonderen  Vorlesung  wird  von  den 
wertvollen  Folgerungen  gesprochen,  welche  man  bei  der  praktischen  Ver- 
wendung der  symmetrischen  Funktionen  aus  dem  Umstände  ziehen  kann, 
dass  dieselben  partiellen  Difierentialgleichungen  genügen. 

Die  Resultante  zweier  Gleichungen  /*  =  0  und  ^  =  0  der  Gerade  w 
und  w  ^  ^  wird  zunächst  in  der  gewöhnlichen  Form  einer  Determinante 
(>»  +  n)^^  Grades  gegeben ;  und  die  Untersuchung  wird  so  weit  fortgesetzt, 
dass  die  Bedingung  für  die  Existenz  eines  gemeinsamen  Teilers  i^^*^  Grades 
von  f  und  g  angegeben  wird.  Die  gleiche  Untersuchung  wird  alsdann  für 
den  Fall  ausgeführt,  dass  die  Resultante  in  der  von  Bezout  angegebenen 
Gestalt  als  Determinante  m^^  Grades  angesetzt  wird.  Eingehendere  Ent- 
wickelungen  über  die  Bildungsgesetze  der  Resultante  nebst  einer  Anwendung 
auf  das  Fundamentaltheorem  der  Algebra  füllen  eine  besondere  Vorlesung. 
Eine  weitere  Vorlesung  über  Diskriminanten,  sowie  eine  solche  über  qua- 
dratische Formen,  wobei  Sylvesters  Trägheitsgesetz  in  den  Mittelpunkt 
der  Betrachttmg  rückt,  schliessen  den  mit  der  Invariantentheorie  verwandten 
Abschnitt  des  Buches. 

In    einer  Reihe   von  Vorlesungen   werden   demnächst    die   zahlreichen 


Theoreme   behandelt,    welche    die   Abschätzung    der   Anzahl  der  Wurzeln 
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srhalb  begrenzter  Intervalle  zum  Gegenstande  haben.  Alle  diese  Theoreme, 
che  einen  klassischen  Schatz  der  Gleichungstheorie  vorstellen,  finden 
(n  Höhepunkt  in  der  Theorie  der  Sturm  sehen  Funktionenketten, 
^h  Hermites  Behandlung  der  gleichen  Gegenstände  auf  Grund  der 
orie  der  quadratischen  Formen  wird  von  Herrn  Netto  ausführlich 
gestellt. 

Vier  Vorlesungen,  welche  von  der  näherungsweisen  Berechnung  der 
rzeln  einer  Gleichung  handeln,  schliessen  sich  würdig  den  vorauf- 
enden an.  Die  Newtonsche  Näherungsmethode  steht  hier  natürlich 
in;  doch  wird  auch  hier  der  Gegenstand  bis  in  seine  neuesten  Fort- 
ungen verfolgt.  Die  mehrfache  Wiederholung  einer  und  derselben 
ration  (zum  Zwecke  der  Annäherung  an  eine  Wurzel)  führt  zum  Be- 
f  der  Iteration,  dem  eine  besondere  Vorlesung  gewidmet  wird.  Spezielle 
ücksichtigung  findet  die  Iteration  einer  linearen  Funktion.  Zweierlei 
ersuchungen  von  Lagrange  kommen  hier  noch  zur  Darstellung.  Die 
e  betrifft  die  Gleichung  der  Quadrate  der  Wurzeldifferenzen  einer  ge- 
Bnen  Gleichung;  Ziel  dieser  Entwickelungen  ist,  die  komplexen  Wurzeln 
r  Gleichung  durch  Aufsuchung  der  reellen  Wurzeln  einer  anderen 
ichung  zu  gewinnen.  Die  zweite  Untersuchung  bezweckt  eine  An- 
Brungsrechnung  für  reelle  Wurzeln  einer  Gleichung  durch  gewisse 
tenbruchentwickelungen.  Doch  steht  diese  Methode  der  Newton- 
iu  nach. 

Es  folgen  nun  die  Vorlesungen  über  die  algebraische  Auflösung  der 
chungen,  über  welche  oben  schon  berichtet  wurde,  und  welche  ihre 
tsetzung  im  zweiten  Bande  finden  sollen. 

Als  weiteren  Hauptgegenstand  des  zweiten  Bandes  nimmt  Herr  Netto 
Eliminationstheorie  in  AuBsicht.  ^^^^^^  ^^^^^^ 
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Formats  Observatio  zum  Satze  des  Nikomaohus. 

Von 

Prof,  G.  Wertheim. 


Bekanntlich  hat  Sachet  zu  Diophants  Schrift  über  Polygonal- 
zahlen einen  Anhang  in  zwei  Büchern  geschrieben.  Der  Satz  27  des 
zweiten  Buches  giebt  die  dem  Nikomachus  zugeschriebene  Zerfällung 
der  Eubikzahlen  in  aufeinander  folgende  ungerade  Zahlen: 

1  =  1»,    3  + 5  «2»,    7  +  9  +  11-3»,... 

Die  auf  diesen  Satz  bezügliche  Observatio  von  Petrus  Fermat 
war  bis  in  die  neueste  Zeit  nicht  verstanden  worden,  so  dass  man  den 
Text  för  verstümmelt  hielt.  Erst  Tannery  hat  die  wahre  Bedeutung 
gefunden  und  S.  341  des  ersten  Bandes  seiner  Ausgabe  der  Werke 
Fermats  mii^eteilt. 

Der  Satz  lautet  bei  Bachet: 

ünitas  primum  cubum;  duo  sequentes  impares  conjuncti, 
secundum  cubum;  tres  sequentes  tertium  cubum;  quatuor 
succedentes,  quartum,  semperque  uno  plures  sequentem 
deinceps  in  infinitum  cubum  aggregati  impares  constituunt. 

Fermat  hatte  dazu  bemerkt: 

Hanc  propositionem  ita  constituo  magis  universalem. 
Unitas  primam  columnam  in  quacunque  polygonorum  pro- 
gressione  constituit;  duo  sequentes  numeri,  mulctati  primo 
triangulo  toties  sumpto  quot  sunt  anguli  polygoni  qua- 
ternario  mulctati,  secundam  columnam;  tres  sequentes,  mulc- 
tati secundo  triangulo  toties  sumpto  quot  sunt  anguli  poly- 
goni quaternario  mulctati,  tertiam  columnam,  et  sie  eodem  in 
infinitum  progressu. 

Also  in  freier  Übersetzung: 

„Dieser  Satz  läsat  sich  in  folgender  Weise  verallgemeinem.  Für 
jede  Reihe  von  Polygonalzahlen  in  die  erste  Säule  gleich  1.  Die  zweite 
Säule   wird    erhalten,    indem   man   das   zweite   und   dritte   Glieds  der    , 
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arithmetischen  Reihe,  aus  welcher  die  betrachteten  Polygonalzahlen 
entstehen,  addiert  und  von  der  Summe  das  Produkt  aus  der  ersten 
Dreieckszahl  in  die  um  4  verminderte  Anzahl  der  Ecken  subtrahiert. 
Addiert  man  weiter  die  drei  folgenden  Glieder  (das  4.,  5.  und  6.)  der 
arithmetischen  Reihe  und  vermindert  die  Summe  um  das  Produkt  aus 
der  zweiten  Dreieckszahl  in  die  um  vier  verminderte  Anzahl  der 
Ecken,  so  erhält  man  die  dritte  Säule,  u.  s.w.  ins  unendliche.^ 

Der  Satz  war  nicht  verstanden  worden,  weil  man  nicht  wusste, 
was  der  Ausdruck  columna  in  diesem  Zusammenhang  bedeutete,  und 
das  hat  Tannery  1.  c.  erklärt.  Fermat  versteht  unter  columna  das 
Produkt  aus  n  in  die  n^  Polygonalzahl,  sodass  also  die  Säulen  der 
Yiereckzahlen  mit  den  Eubikzahlen  identisch  .sind.  Tannery  irrt  nur 
darin,  dass  er  meint,  Fermat  habe  den  in  Rede  stehenden  Ausdruck 
selbst  gebildet  („Cette  expression  technique,  qu41  semble  avoir  forgee 
lui-meme,  est  gen^ralement  rest^  incomprise^*).  Franciscus  Mauroly- 
cus  schon  hat  ihn  benutzt  und  in  seinem  Werke  Arithmeticorum 
libri  duo  (Venedig  1575)  eine  ganze  Reihe  von  Sätzen  über  Säulen 
von  Polygonalzahlen  hergeleitet. 


EezensioneD. 


Higher  mathematics.  A  text-book  for  classical  and  engineering  Colleges. 
Edited  by  Mansfibld  Mbrriman  and  Robert  S.  Woodward  New- 
York  1896.    XI  und  576  Seiten. 

In  diesem  Buche  ist  durch  die  beiden  Herausgeber  eine  Sammlung 
von  Monographieen  über  einzelne  Teile  der  höheren  Mathematik  dargeboten; 
und  zwar  sind  elf  verschiedene  Gegenstände  von  ebenso  vielen  verschiedenen 
Autoren  behandelt.  Die  Gegenstände  der  einzelnen  Monographieen  und  die 
Autoren  sind  die  folgenden:  I.Auflösung  der  Gleichungen  von  M.Merriman 
(Lehigh  üniversity),  2.  Determinanten  von  L.  G.  Weld  (üniversity  of  Jowa), 
3.  Projektive  Geometrie  von  G.  B.  Halsted  (üniversity  of  Texas),  4.  Hyper- 
bolische Funktionen  von  J.  Mac  Mahon  (Comell  üniversity),  5.  Kugel- 
fdnktionen,  Besselsche  und  Lamesche  Funktionen  von  W.  E.  Byerly 
(Harvard  üniversity),  6.  Funktionen  einer  komplexen  Yariabelen  von  T. S.  Fiske 
(Columbia  üniversity),  7.  Differentialgleichungen  von  W.W.  Johnson  (Naval 
Academy),  8.  Grassmanns  Ausdehnungslehre  von  E.  W.  Hyde  (üniversity 
of  Gincinnati),  9.  Vektorenanalysis  und  Quaternionen  von  A.  Macfarlane 
(Lehigh  üniversity),  10.  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Fehlertheorie  von 
B.  S.  Woodward  (Columbia  üniversity),  11.  Geschichte  der  modernen  Mathe- 
matik von  D.  E.  Smith  (Normal  Sohool  of  Michigan). 
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Bei  den  in  Dentschland  bestehenden  Verhältnissen  kann  das  yorliegende 
Buch  für  Studierende  der  Mathematik  kaum  in  Betracht  kommen;  dieselben 
werden  bei  der  Mehrzahl  der  behandelten  Gegenstände  zn  ausführlicheren 
Spezialwerken  greifen.  Dagegen  hat  die  Idee,  welche  die  beiden  Herren 
Herausgeber  mit  ihrem  Werke  verwirklichten,  im  Interesse  der  Studierenden 
an  technischen  Hochschulen  viel  Bestechendes.  Es  giebt  zahlreiche  Gebiete 
der  höheren  Mathematik,  welche  innerhalb  der  mathematischen  Physik, 
Mechanik  und  Technik  eine  Bolle  spielen,  und  welche  gleichwohl  nicht  in 
den  regelmässigen  und  obligatorischen  Kursus  der  höheren  Mathematik  an 
den  technischen  Hochschulen  hineingezogen  werden  können.  In  dieser  Hin- 
sicht begabteren  Studierenden  durch  ein  sachgemasses  Buch  zu  Hilfe 
kommen,  erscheint  in  der  That  sehr  verdienstlich. 

Nur  würde  die  von  den  Herren  Herausgebern  getrojQTene  Auswahl  des 
Stoffes  (welche  natürlich  in  erster  Linie  dem  amerikanischen  Bedürfnis 
dienen  soll)  diesseits  in  mehreren  Hinsichten  nicht  recht  passen,  und 
andererseits  hätte  sich  wohl  auch  die  Anordnung  des  Stoffes  nach  sach- 
gendssen  Prinzipien  gestalten  lassen. 

In  ersterer  Beziehung  ist  zu  bemerken,  dass  ein  verhältnismässig  stark 
ausgedehntes  Kapitel  über  hyperbolische  Funktionen  nicht  beifällig  auf- 
genommen werden  dürfte.  Dieselben  bieten  theoretidch  über  die  Exponential- 
und  die  trigonometrischen  Funktionen  hinaus  nichts  neues  von  Belang,  und 
für  die  Praxis  werden  Tafeln  für  die  hyperbolischen  Punktionen  durch  die 
Logarithmentafeln  einigermaßen  ersetzt. 

Dass  ein  besonderes  Kapitel  der  Grassmann  sehen  Ausdehnungslehre 
gewidmet  ist,  wird  man  im  Interesse  der  allgemeinen  Anerkennung  Grass- 
manns  als  sehr  erfreulich  ansehen.  Doch  dürfte  die  Ausdehnungslehre  bei 
der  grossen  Abstraktion  ihrer  Grunddefinitionen  und  bei  der  Zeit  und  Mühe, 
welche  man  aufwenden  muss,  um  mit  Grassmannschen  Methoden  selbst- 
standig  und  erfolgreich  operieren  zu  können,  fOr  technische  ünterrichts- 
zwecke  kaum  in  Betracht  zu  ziehen  sein. 

Demgegenüber  ist  es  entschieden  ein  Fehler,  dass  dem  Buche  kein 
Kapitel  über  elliptische  Funktionen  eingefügt  ist,  zumal  im  übrigen  die 
Funktionentheorie  nicht  schlecht  wegkommt.  Infolge  einer  Bemerkung  in 
der  Vorrede  haben  die  Herausgeber  diese  ünvollständigkeit  ihrer  Sammlung 
selber  empfunden. 

Eine  ausführliche  Inhaltsangabe  der  einzelnen  Abhandlungen  ist  hier 
wohl  kaum  am  Platze.  Doch  muss  bemerkt  werden,  dass  sich  die  erste 
Abhandlung  im  Vergleich  zu  manchen  der  weiter  folgenden  recht  dürftig 
ausnimmt.  Der  Verfasser  hat  hier  freilich  auch  nur  eine  Ergänzung  der 
in  den  „text-books*^  üblichen  Darstellung  der  Algebra  geben  wollen.  Die 
Folge  ist,  dass  die  Fundamen talsätze  nur  nebenher  genannt  werden,  und 
dass  die  Mehrzahl  der  Entwickelungen  nur  in  historischer  und  apho- 
ristischer Form  gegeben  wird.  Der  modernen  Gleichungstheorie  scheint 
der  Verfasser  im  wesentlichen  fremd  gegenüber  zu  stehen.  ^  1 
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Betreffs  der  fonktionentbeoretisclieii  Kapitel  sei  erwähnt,  dass  sich 
Herr  Byerly  als  guter  Kenner  der  älteren  Theorie  der  Kugel-,  Lame- 
schen  und  Besselschen  Funktionen  erweist,  und  dass  Herr  Fiske  in 
seiner  Abhandlnng  über  Funktionen  einer  komplexen  Variabeln  im  wesent- 
lichen die  Cauchysche  Theorie  zur  Geltung  bringt.  Im  übrigen  ist  nur 
durchaus  anzuerkennen,  dass  diese  Kapitel  in  Ansehung  ihres  geringen 
Umfanges  eine  sehr  vielseitige  Behandlung  ihrer  Oegensi&ide  darbieten; 
und  dasselbe  gilt  auch  von  den  übrigen  hier  nicht  besonders  genannten 
Abhandlungen  der  Sammlung.  ^^^^^^  p^^^ 


Theorie  der  Abelschen  Fnilktioiieil.  Von  Dr.  Hermann  Stahl,  Professor 
der  Mathematik  in  Tübingen.  Leipzig,  B.  G.Teubner,  1896.  X  und 
354  Seiten. 

Die  neueren  deutechen  Bücher  über  Abel  sehe  Funktionen  betreffen 
meist  spezielle  Gebiete  aus  der  Theorie  dieser  Fnnktionen.  Eine  allgemeine 
Behandlung  dieser  Theorie  in  Form  eines  Lehrbuches  ist  neuerdings  von 
verschiedenen  Seiten  geplant  und  nunmehr  durch  Herrn  Stahl  wirklich 
ZOT  DurchfCÜirung  gebracht. 

Bei  dem  Stande  der  bisherigen  Lehrbücher  über  Abelsche  Funktionen 
ist  es  zweifellos,  dass  Herr  Stahl  eine  seit  längerem  bestehende  Lücke 
ausgefüllt  hat.  Das  bekannte  Buch  von  C.  Neumann  ist  mehr  für  das  ein- 
führende Studium  bestimmt  nnd  berücksichtigt  auch  die  algebraische  Seite 
der  Theorie  nur  in  sehr  geringem  Grade.  Das  Buch  von  C leb  seh  und 
Gordan,  welches  seinerzeit  auf  der  Höhe  der  Wissenschaft  stand,  ist  aus- 
schliesslich auf  kurventheoretisch  -  algebraische  Vorstellungen  basiert  xmd 
lässt  die  allgemeinen  ftmktionentheoretischen  Begriffsbestimmungen  Bie- 
manns  ausser  Betracht.  Zudem  hat  gerade  auch  die  algebraische  Seite 
der  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  nach  Erscheinen  des  Clebsch- 
Gordanschen  Buches  vor  allem  dorch  Brill  und  Noether  erhebliche 
Fortschritte  gemacht.  Wer  demnach  in  einem  Lehrbuche  dem  heutigen  Stande 
der  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  gerecht  werden  will,  muss  vor  allem 
den  Schöpfungen  Biemanns  und  den  Forschungen  der  Algebraiker  gleich- 
massig  genügen,   und  dies  ist  durch  Herrn  Stahl  in  der  That  geschehen. 

Allerdings  ist  zu  bedauern,  dass  in  den  Grandlagen  der  Theorie  der 
Biemannschen  Fläche  erst  die  zweite  Stelle  angewiesen  ist,  insofern  überall 
von  der  Angabe  einer  algebraischen  Relation  f(x^  y)  ==  0  ausgegangen 
wird.  Die  Folge  ist,  dass  die  Biemannschen  Existenztheoreme,  welche 
für  gewisse  Teile  der  modernen  Fnnktionentheorie  höchst  wichtig  sind, 
ausserhalb  der  Betrachtung  bleiben.  Im  übrigen  aber  kann  man  nor  sagen, 
dass  das  vorliegende  Buch  die  Errungenschaften  der  Biemannschen  Theorie 
der  Abelschen  Funktionen  durchaus  zur  Geltung  bringt,  und  es  wird  be- 
sonders interessieren,  dass  der  Herr  Verfasser  zwei  von  Herrn  Prym  aus- 
gearbeitete    (ungedmckte)  Vorlesungen    Biemanns    über   j^lliptische    und 
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Abelsche  Funktionen  aas  dem  Sommer  1861  und  dem  Winter  1861/62 
hat  benatzen  können. 

Die  Anordnung  des  ganzen  Stoffes  and  die  Darstellung  erscheinen  sehr 
übersichtlich.  Das  ganze  Buch  zerf&Ut  in  zwei  Teile:  1.  Die  algebraischen 
Funktionen  und  die  Abelschen  Integrale  (die  von  Herrn  Stahl  gebrauchte 
Überschrift  „Die  rationalen  Funktionen"  könnte  doch  leicht  zu  irrtüm- 
licher Auffassung  Anlass  geben);  2.  Das  Jacobische  ümkehrproblem.  Beide 
Male  werden  in  ganz  kurze  Einleitungen  die  bei  den  elliptischen  Funktionen 
Yorliegenden  Verhältnisse  skizziert,  so  dass  die  allgemeine  Theorie  als  kon- 
sequente Verallgemeinerung  aller  einzelnen  im  elliptischen  Falle  auftretenden 
Gesichtspunkte  erscheint. 

Ein  tieferes  Eingehen  auf  Spezialuntersuchungen,  wie  z.  B.  auf  die 
Fälle  p  =  2  und  jp  »  3  vermeidet  Herr  Stahl  durchaus.  Es  ist  in  dieser 
Hinsicht  für  das  vorliegende  Buch  charakteristisch,  dass  der  hjperelliptische 
Spezialfall  in  demselben  keine  besondere  Berücksichtigung  findet. 

Um  nunmehr  auf  die  Einzelheiten  des  Inhaltes  etwas  näher  einzugehen, 
so  ist  im  ersten  Abschnitt  der  Ausgangspunkt  von  einer  algebraischen 
Gleichung  F(x^  y)  ^=0  gewählt,  welche  in  y  auf  den  n^'^  Grad  ansteigt. 
Die  genaue  Untersuchung  d^r  n  Zweige  der  Funktion  y  von  x  führt  auf 
die  Einführung  der  Biemannschen  n-blättrigen  Verzweigungsfläche.  Die 
Untersuchungen  von  Lüroth  und  Glebsch  über  die  Nonnalformen  der 
Rie  mann  sehen  Flächen  werden  dargestellt.  Selbstverständlich  wird  aus- 
führlich von  der  Zerschneidung  gehandelt,  die  Arten  der  Potenzreihen- 
entwickelungen  von  y  in  der  Umgebung  einzelner  Stellen  der  Fläche 
werden  besprochen  etc. 

Der  zweite  Abschnitt  wendet  sich  zunächst  stark  von  Biemann  ab,  und 
hier  ist  offenbar  der  Einfluss  Brills  auf  den  Verfasser  ein  bedeutender  gewesen. 
Wäre  im  ersten  Abschnitt  der  Begriff  der  Biemannschen  Fläche  das  Primäre 
gewesen,  so  würde  der  natürliche  Zugang  zum  Biemann-Bochschen  Satz, 
dem  Brill-Noetherschen  Beziprozitätssatze  etc.  deijenige  über  die  Theorie 
der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  sein.  Dieser  Entwickelungsgang 
hätte  der  ursprünglichen  Biemannschen  Wendung  unmittelbarer  entsprochen. 
Zugleich  wäre  der  Charakter  der  „Invarianz"  der  Darstellung  mehr  ge- 
wahrt geblieben.  Die  konsequente  Fortbildung  des  im  ersten  Abschnitt 
eingenommenen  Standpunktes  lässt  dagegen  den  Herrn  Verfasser  auch  in 
Abschnitt  11  an  die  Angabe  einer  Belation  F(xy  y)  ^0  knüpfen.  Hierdurch 
wird  ein  mehr  entwickeltes  algebraisches  Bild  der  Theorie  gewonnen;  und 
dabei  sind  es  im  wesentlichen  Brill-Noethersche  Gedanken,  welche  die 
Darstellung  beherrschen.  Die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  auf 
einer  Biemannschen  Fläche  kleidet  sich  in  die  Lehre  vom  Schnitt  einer 
GruQdkurve  F(xy  y)  ^^0  mit  anderen  Kurven.  Die  bekannten  Fundamental- 
sätze  NoetherSy  der  Begriff  der  Punktgruppe  auf  der  Grundkurve,  der 
Bestsatz  etc.  beherrschen  die  Entwickelung.  Der  Anschluss  an  Brill  und 
Noether  ist  ein  so  enger,  dass  auch  Herr  Stahl  den  Brill-Noetherschen 
Eeziprozitätssatz    als    Biemann-Bochschen    Satz   bezeichnet  (wie   in   der 
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ursprünglichen  Darstellung  der  Herren  Brill  und  Noether),  während  man 
sonst  gewöhnlich  den  Satz  über  die  Anzahl  linear -unabhängiger  Funktionen 
mit  gegebenen  ünstetigkeitspunkten  als  Biemann-Boohschen  Satz  be- 
zeichnet. 

Im  dritten  Abschnitt  wird  eine  ausführliche  Theorie  der  Abel  sehen 
Integrale  der  drei  Gattungen  geliefert.  Hier  tritt  dann  wieder  die  Bie- 
mannsche  Fläche  als  Fundament  der  Betrachtung  in  ihr  Becht,  welche  ja 
vermöge  ihrer  kanonischen  Querschnittsjsteme  den  übersichtlichsten  Zugang 
zu  der  Lehre  von  den  Integralperioden  bietet.  Es  findet  in  diesem  Abschnitt 
gleich  auch  eine  ausführliche  Darstellung  des  Abelschen  Theorems  ihren 
Platz. 

Im  folgenden  Abschnitt,  welcher  die  eindeutige  Transformation  be- 
handelt, wird  der  Ausgangspunkt  wieder  von  einer  Grundkurve  gewählt 
Der  Satz  yon  der  Erhaltung  der  Zahl  jp  bei  eindeutiger  Transformation 
erfordert  für  diesen  Standpunkt  ausführliche  Diskussion,  wShrend  er  bei 
der  eindeutigen  und  konformen  Beziehung  zweier  Bie mann  sehen  Flächen 
auf  einander  direkter  ersichtlich  ist.  Weiter  werden  die  (3  p  —  8)  Moduln 
einer  „ Klasse ^^  algebraischer  Funktionen  mit  jp  >  1  besprochen,  und  im 
zweiten  Teile  des  Abschnitts  wendet  sich  die  Betrachtung  der  im  Baume 
Yon  (i>  —  1)  Dimensionen  gelegenen  Normalkurve  der  Funktionen  0  zu, 
wobei  auch  die  Noetherschen  Sätze  über  die  Anzahl  linear -unabhängiger 
Flächen  gegebenen  Grades  durch  die  Normalkurve  abgeleitet  werden. 

Der  zweite  Teil  des  Werkes,  welcher  gleichfalls  in  vier  Abschnitte 
zerfällt,  ist  vornehmlich  der  Theorie  der  0- Funktionen  von  p  Yariabeln 
ge¥ddmet.  Die  Einführung  dieser  Funktionen  wird  durch  Formulierung 
und  nähere  Diskussion  des  Jacobischen  Umkehrproblems  motiviert  Die 
0-Funktionen  treten  denmach  nicht  so  unvermittelt  wie  in  Biemanns' 
Abhandlung  auf,  und  zugleich  meidet  die  Entwickelung  den  weiten  durch 
Weierstrass  eingeschlagenen  Weg  über  die  Integrale  der  dritten  Gattung. 

Im  fünften  Abschnitt  findet  man  nun  die  zahlreichen  Gmndeigen- 
Schäften  der  ^-Funktionen  m*®'  Ordnung,  speziell  derjenigen  erster  Ordnung 
entwickelt,  wobei  für  die  letzteren  die  zweiteiligen  Charakteristiken, 
die  Einteilung  in  gerade  und  ungerade  Funktionen  etc.  besprochen 
werden.  Indem  die  Argumente  der  0- Funktionen  sodann  mit  jp  Integralen 
erster  Gattung,  das  System  der  0-Moduln  aber  mit  dem  System  der  zu- 
gehörigen Perioden  identifiziert  werden,  sind  die  so  ausgestalteten  d- Funk- 
tionen in  ihrem  Verhalten  auf  der  zerschnittenen  Biemann sehen  Fläche  zu 
untersuchen.  Hier  spielen  dann  vor  allem  die  bekannten  Sätze  über  das 
Verschwinden  der  ^-Funktionen  die  fundamentale  Bolle. 

In  den  beiden  folgenden  Abschnitten  wird  nun  das  Fazit  des  ganzen 
Buches  gezogen,  indem  die  transcendenten  Mittel  der  9*- Funktionen  mit 
den  algebraischen  Entwickelungen  des  ersten  Teiles  in  Beziehung  gesetzt 
werden,  um  solchergestalt  die  Lösung  des  Jacobischen  ümkehrproblems 
und  die  Darstellung  der  algebraischen  Funktionen  der  Fläche  durch 
d-Quotienten  zu  gewinnen.    Die  transcendent  definierten  p  Nullpunkte  einer 
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^'Fanktioii  erster  Ordnung  mit  zweiteiliger  CharaktenBtik  liefern  nun  in 
algebraischer  Formolierong  die  Berühnmgspnnkte  einer  sogenannten  Be- 
rfihningskarve,  welche  überall  da,  wo  sie  die  Grondknrve  schneidet,  die- 
selbe sogleich  berührt.  Der  Quotient  der  linken  Seiten  zweier,  derartige 
Berührungskurven  darstellenden  Gleichungen  ist  eine  algebraische  Funktion 
auf  der  Fläche,  deren  Quadratwurzel  un verzweigt,  aber  nicht  mehr  ein- 
deutig ist.  Man  gewinnt  so  die  einfachsten,  auf  der  Fläche  existierenden 
„Wurzelfnnktionen",  welche  das  algebraische  Gegenbild  der  ^-Quotienten 
erster  Ordnung  mit  zweiteiligen  Charakteristiken  vorstellen.  Diese  Wurzel- 
fnnktionen  mögen  (^urch  Vt(ffi(x)  bezeichnet  sein,  wo  fi  ein  Symbol  für  die 
zugehörige  zweigliedrige  Charakteristik  ist.  Die  algebraische  Definitions- 
weise von  yilfft(x)  bringt  es  dann  mit  sich,  dass  erst  die  Quotienten  zweier 
solcher  Ausdrücke  V^fi{x),  V'Hfv{x)  atif  der  Fläche  unverzweigt  sind.  Bildet 
man  die  ^-Funktionen  für  solche  Argumente,  welche  selbst  mehrgliederige 
Integralsummen  sind,  so  sind  die  Quotienten  solcher  d-  algebraisch  als 
symmetrische  Funktionen  der  Integralgrenzen  darstellbar,  wobei  stets  ein 
Produkt  von  Wurzelfunktionen  als  Faktor  in  der  Darstellung  des  ^-Quotienten 
auftritt.  Dieser  Ansatz  wird  fQr  die  (2>  +  1)- gliederigen  Integralsummen 
durchgefClhrt,  wo  die  Wurzelfunktionen  Vt/;^(^)  zur  Geltung  kommen,  sowie 
dann  weiter  fOr  (2p  —  2) -gliederige  Integralsummen,  wo  ge¥dsse  aus  den 
Biemann sehen  ^-Funktionen  zu  bildende  Wurzelfunktionen  yg>^(x)  zu  ver- 
wenden sind.  Zur  Lösung  des  Umkehrproblems  werden  p  Formeln  der 
ersteren  Art  [d.  i.  solche  mit  (l>  +  1)  -  gliederigen  Summen]  verwendet, 
welche  nunmehr  gestatten,  dem  Umkehrproblem  gemäss  die  p  oberen 
Integralgrenzen  in  den  p  Integralsummen  des  Jac ob i sehen  Ansatzes  aus 
den  Werten  dieser  p  Summen  zu  berechnen.  Die  explizite  Durchführung 
dieser  Auflösung  des  Umkehrproblems  erfordert  die  genauere  algebraische 
Untersuchung  der  Wurzelfunktionen  Yif/iixjy  sowie  die  nähere  Berechnimg 
der  in  den  gedachten  p  Gleichungen  enthaltenen  transcendenten  Elemente, 
nämlich  der  ^-Funktionen.  Im  siebenten  Abschnitt  werden  die  Relationen 
zwischen  ^-Funktionen  mehrgliederiger  Integralsummen  und  algebraischen 
Funktionen  in  der  allgemeinsten  Gestalt  in  Untersuchung  gezogen.  Die 
Wnrzelfnnktionen  mit  höheren  Exponenten,  die  Darstellung  der  algebraischen 
Funktionen  durch  die  Primfnnktion  etc.  kommen  hier  zur  Darstellung. 
Hier  folgen  denn  auch  die  Grundsätze  der  eigentlichen  Ab  eischen  Funk- 
tionen ,  d.  i.  der  rationalen  symmetrischen  Funktionen  der  j^  oberen  Inte- 
gralgrenzen Xi  in  Abhängigkeit  von  den  Summen 
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betrachtet  Es  übertragen  sich  vor  allem  die  Sätze  über  Addition,  Multi» 
plikation  und  Division  der  elliptischen  Funktionen  auf  die  so  gedachten 
Funktionen  Äl{ü^, .    .  Dp).  Poocrlr^ 
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Im  letzten,  fOr  sich  stehenden  Abschnitte  sind  die  Ansätze  der  linearen 
Transformation  entwickelt.  Hier,  wie  überall,  darf  man  es  als  einen  Yor- 
zag  des  Buches  bezeichnen,  dass  es  sich  niemals  in  Einzelentwickelnngen 
verliert,  sondern  auf  die  klare  Hervorhebung  der  Hauptgesichtspunkte  den 
wesentlichen  Nachdruck  legt.     Robert  Pricke. 

Conferences  snr  les  math^matiqnes  faites  au  congr^s  de  mathematiques 
tenu  a  Toccasion  de  TexpositiQu  de  Chicago  par  F^lix  Klein, 
recuillies  par  le  professeur  Alex.  ZrwET,  traduites  par  M.  L.  Laugel. 
Paris  1898.    A.  Hermann.    8®,  128  S. 

Über  die  Entstehung  und  den  Inhalt  des  Evanston  Colloquiums 
hat  bereits  Herr  Pricke  an  dieser  Stelle  (Jahrgang  1895,  S.  41—43)  be- 
richtet imd  die  Bedeutung  dieses  Buches  auch  fär  deutsche  Leser  hervor- 
gehoben; handelt  es  sich  doch  in  ihm  um  die  Darlegung  der  Grund- 
gedanken und  Hauptgesichtspunkte  der  modernen  Mathematik.  Die  vor- 
liegende französische  Übersetzung  wird  daher  nicht  nur  in  Prankreich 
mit  Preude  begrüsst  werden,  sie  wird  auch  vielen  deutschen  Mathematikem 
willkommen  sein,  die  sich  mit  der  englischen  Sprache  nicht  befreundet 
haben.  Herrn  Laugel,  dem  wir  schon  eine  Reihe  vortrefflicher  Über- 
tragungen deutscher  Abhandlungen  verdanken,  hat  sich  aber  nicht  mit  der 
Bolle  eines  Übersetzers  begnügt,  er  giebt  vielmehr  auf  den  letzten  17  Seiten 
bibliographische  Noten,  in  denen  die  Entwickelungen  des  Textes  weiter  ge- 
führt werden  und  die  um  so  wertvoller  sind,  als  bei  ihrer  Abfassung 
Herr  Klein  selbst  mitgewirkt  hat. 

Wir  würden  uns  freuen,  wenn  diese  Übersetzung  auch  in  Deutschland 
recht  weite  Verbreitung  f&nde,  und  Herr  Laugel  dadurch  ermutigt  würde, 
die  von  ihm  geplante  französische  Übersetzung  der  Werke  Biemanns  wirk- 
lich erscheinen  zu  lassen.  p^^^  Stäckbl. 

Bibliotheea  Mathematica,  Zeitschrift  fClr  Geschichte  der  Mathematik. 
Herausgegeben  von  Gustaf  Eneström.  Stockholm.  Generalregister 
für  Band  I  bis  X.    1887—1896. 

Den  Lihalt  der  Eneströmschen  Bibliotheca  mathematica  pflegen  wir 
regelmässig  in  unserem  Abhandlungsregister  mitzuteilen.  Wenn  wir  des 
Generalregisters  für  die  zehn  ersten  Bände  besonders  gedenken,  so  ge- 
schiebt es,  weil  Herr  Eneström  in  demselben  die  Photographien  nahezu 
aller  seiner  Mitarbeiter,  begleitet  von  kurzen,  aber  zuverlässigen  biogra- 
phischen Angaben,  zum  Abdrucke  gebracht  hat.  Wir  freuten  uns  ungemein 
in  dieser  Weise  die  persönliche  Bekanntschaft  von  engeren  Pachgenossen 
teils  machen,  teils  erneuern  zu  können.  Cantob. 


Die  Geschichte   der  Rechenkimst  vom  Altertume   bis   zum  XVIIL  Jahr- 
hundert  von   Pramz  Villicus,   kaiserl.  Bäte,  emep-^.  k.  I^ofessor, 
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Direktor  der  Gremial-Handelsfachschtde  der  Wiener  Kanfinannschaft, 
Besitzer  des  Anerkennungs- Diplomes  der  Wiener  Weltausstellung 
vom  Jahre  1873.  Mit  Illustrationen,  Zahlzeichen,  Zahlensystemen 
und  Rechenmethoden  der  alten  Kulturvölker  und  altamerikanischer 
Völkerstämme,  nebst  einer  tabellarischen  Darstellung  von  Zahl- 
wörtern des  Zehnersystemes  aus  72  Sprachen.  Dritte  vermehrte 
Auflage.    Wien  1897.    Carl  Gerolds  Sohn.    Vm,  114  S. 

Im  Vorworte  macht  uns  der  Herr  Verfasser  mit  10  lobenden  Be- 
sprechungen der  früheren  Auflagen  bekannt  und  zieht  aus  diesem  Beifalle 
die  Folgerung,  es  habe  kein  Anlass  vorgelegen,  die  neue  Auflage  im  In- 
halte wesentlich  zu  verändern.  Hinzugekommen  ist  hauptsächlich  *ein  An- 
hang, der  die  sogenannten  chaldaeischen  Zahlzeichen  des  Koviomagus 
schildert  und- Varianten  der  indisch -arabischen  Zahlzeichen  mitteilt.  Wer 
von  der  Geschichte  der  Rechenkunst  noch  nichts  weiss,  wird  aus  der  Schrift 
des  Herrn  Villicus  manches  lernen  können;  wer  andere  umfassendere  Unter- 
suchungen gelesen  hat,  wird  nicht  selten  mit  einiger  VerwunderuDg  finden, 
dass  mit  Vorliebe  auf  ältere  Werke  zurückgegriffen  ist,  wo  doch  neuere 
Bücher  vorhanden  waren,  die  jene  älteren  Ergebnisse  teils  ergänzen,  teils 
richtig  stellen.  ^^^^^ 

Troisi^me  centenaire  de  la  naissance  de  Deseartes.  Numero  de  la  Revue 
de  metaphysique  et  de  morale  specialement  consare  a  Deseartes. 
Paris,  Juillet  1896.    Armand  Colin  et  Co.    200  p. 

Rene  Deseartes  ist  am  31.  März  1596  geboren.  Es  war  ein  glück- 
licher Gedanke  der  durch  Herrn  Xavier  L^on  vertretenen  Leitung  der 
Bevue  de  mäaphysique  et  de  morale  die  300.  Wiederkehr  dieses  Jahrestags 
durch  ein  Heft  zu  feiern,  welches  ausschliesslich  durch  Aufsätze  über  Des- 
eartes gebildet  wäre.  Dreizehn  Verfasser  haben  Beiträge  geliefert,  und 
200  Seiten  stark  liegt  das  Erinnerungsheft  vor  uns.  Ebensowohl  der  Zweck 
unserer  eigenen  Zeitschrift  als  die  Begrenzung  unserer  Berechtigung  zur 
Urteilsfallung  verwehren  uns  ein  Eingehen  auf  alle  Beiträge,  wie  sie  uns 
anderseits  ein  Verweilen  bei  einigen  wenigen  derselben  gebieten,  bei  den 
Aufsätzen  von  Herrn  P.  Tannery,  von  Herrn  D.  J.  Korteweg,  von  Herrn 
Gh.  Adam. 

Deseartes  physicien  ist  der  Titel  des  Au&atzes,  in  welchem 
Herr  P.  Tannery  die  Frage  aufwirfk,  ob  Deseartes  befähigt  war,  in  der 
Physik  eine  hervorragende  Rolle  zu  spielen?  Deseartes  Zwecke  zuerst  er- 
wägend findet  der  Verfasser,  dass  sie  überall  philosophische  waren,  dass 
mathematische,  dass  physikalische  Untersuchungen  für  Deseartes  nur  Mittel 
waren,  seine  allgemeine  Methode  zu  prüfen,  und  dass  es  fast  Zufall  genannt 
werden  könnte,  dass  dabei  Ergebnisse  von  einer  Bedeutung  sich  offenbarten, 
welche  fOr  sieh  den  wissenschaftlichen  Lebenszweck  jedes  anderen  als  Des- 
eartes hätten  bilden  können.  Den  mathematischen  Leistungen  diesen  hohen 
Wert  beizulegen,  war  nichts  Neues.    Herr  Tannery  begegnet  sich  m>  ihrer  j 
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Anerkennung  mit  allen,  welche  mit  Geschichte  der  Mathematik  sich  be- 
schäftigen, von  denen  keiner  zweifelt,  dass  Descartes,  hätte  er  auf 
Mathematik  sich  beschränkt,  sie  noch  unendlich  weiter  gefördert  haben 
würde,  als  er  et  schon  that.  Weniger  Übereinstimmung  herrscht  darüber, 
ob  Descartes  sich  auch  die  Physik  mit  Erfolg  als  eigentliche  Fachwissen- 
schaft gewählt  haben  würde?  Herr  Tannery  behauptet  es  und  findet,  dass 
die  Dioptrik  Descartes  das  erste  Beispiel  mathematischer  Behandlung  eines 
von  der  Mechanik  verschiedenen  Abschnittes  der  Physik  darstelle ,  was 
allein  schoQ  einen  "grossen  Fortschritt  bedeute;  er  findet,  dass  die  Fehler, 
welche  der  Descartesschen  Physik  vorgeworfen  werden,  darin  ihren  Ur- 
sprung 'habtn,  dass  er  nicht  einzelnen  Wahrheiten  nachging,  sondern  ein 
System  aufbaute.  Herr  Tannery  hätte  vielleicht  hinzufftgen  dürfen,  dass 
Descartes  in  diesem  Systeme  die  Femkräfte  verschmähte,  ei^  Vorzug,  der 
manche  Irrtümer  aufhebt. 

Herr  D,  J.  Korteweg  schrieb  Descartes  et  les  manuscrits  de 
Snelliua  dapius  quelques  documents  nouveaux.  Die  alte  Frage,  ob 
das  Breehungsgesetz  zuerst  von  Snellius  und  dann  unabhängig  von  diesem 
abenaals  von  Descartes  entdeckt  wurde,  oder  ob  Descartes  sich  eines 
geistigen  Diebstahls  an  Snellius,  dessen  handschriftliche  Aufzeichnung  er 
kannte,  schuldig  Trachte,  wird  zu  Gunsten  der  ersten  Annahme  entschieden. 
In  der  That  ist  aus  Briefen  von  Descartes  der  Nachweis  geführt,  dass 
dieser  1729  in  Besitz  des  Brechungsgesetzes  war,  und  aus  einem  durch 
Herrn  Korteweg  in  Asterdam  entdeckten  Brief  von  Oolius  an  Constantin 
Huygens  den  Vater  vom  1.  November  1632  ist  mit  grosser  Wahrscheinlich- 
keit zu  folgern,  dass  Descartes  erst  nach  diesem  letzteren  Datum  mit  dem 
Eratlingsreclite  des  Snellius  bekannt  wurde. 

Herr  Ch.  Adam  endlich  berichtet  unter  Correspondance  de  Des- 
cartes, autographes  et  copies  manuscrites  über  die  Briefe  von  Des- 
cartes, welche  sich  handschriftlich  erhalten  haben  und  zeigt  an  einigen 
auffallenden  Beispielen,  wie  solche  Briefe  sich  gegenseitig  zur  Bestätigung 
dienen,  insbesondere  wie  aus  dem  bekannten  Datum  eines  Briefes  das  ver- 
gessene Datum  eines  anderen  Briefes  annähernd,  wenn  nicht  sogar  genau, 
bestinmit  werden  kann.  Cantor 

Christian  Wolffs  VerhSltnis  zu  Leibniz.  Habilitationsschrift  von  Walther 
Arnsperoer,  Dr.  phil.    Weimar  1897  bei  Emil  Felber.    72  S. 

Der  Verfasser  der  uns  vorliegenden  Abhandlung  ist  Philosoph,  und  so 
musste  ihm  wesentlich  daran  liegen  ins  Beine  zu  bringen ,  ob  Wolffs  Philo- 
sophie wirklich  nur,  wie  man  vielfach  gemeint  hat,  eine  Verwässerung 
Leibnizscher  Gedanken  war,  oder  ob  man  sie  als  eine  Fortbildung  derselben 
betrachten  muss.  Herr  Amsperger  entscheidet  sich  für  die  letztere  Auf- 
fassung. Wir  selbst  haben  ja  ganz  andere  Interessen  bei  Leibniz  wie  bei 
WolfT  im  Auge.  Uns  ist  Leibniz  der  geniale  Erfinder  der  Differenüal- 
rechntuig,  Wolff  der  Verfasser  breitspuriger  Lehrbücher  un^  der  in  vielen 
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Zweigen  sich  zurechtsetzende  Berichterstatter  der  Acta  Eruditorum,  Aber 
auch  die  mathematische  Thätigkeit  Wolffs  erscheint  in  neuer  und  zweck- 
mässiger Beleuchtung,  wenn  die  Beziehungen  zu  Leibniz  klar  werden,  und 
80  ist  schon  nach  dieser  Richtung  Herrn  Anispergers  Untersuchung  ftir  die 
Geschichte  der  Mathematik  fruchtbar  zu  machen.  Die  Mitarbeit  an  der 
Leipziger  Zeitschrift  vollends  war  meistens  eine  mathematische  und  deshalb 
haben  wir  allen  Grund,  Mitteilungen  über  die  Entstehung  des  Mitarbeiter- 
yerhältnisses,  wie  sie  zum  Teil  aus  noch  ungedruckten  Briefen  in  Hannover 
uns  werden,  dankbar  zu  begrüssen.  p 


Niklaus  Blaaner,  der  erste  Professor  der  Mathematik  an  der  bemischen 
Akademie.  Von  Professor  Dr.  J.  H.  Graf.  (Separatabzug  aus  der 
Sanmilung  bernischer  Biographien.)  Bern  1897.  Buchdruckerei 
K.  J.  Wyss,    23  S. 

Niklaus  Blauner  wird  vermutlich  der  grossen  Mehrzahl  unserer  Leser 
ein  durchaus  unbekannter  Name  sein.  Auch  wir  lernten  ihn  erst  aas 
Herrn  Grafs  Biographie  kennen,  und  vielleicht  kennt  Herr  Graf  selbst  ihn 
erst,  seit  er  ihm  in  den  bemischen  ünterrichtsakten  aus  der  Mitte  des 
18.  Jahrhunderts  begegnete.  Wir  können  weiter  hinzufügen,  dass  es  kein 
Unrecht  gewesen  wäre.  Blauner  der  Vergessenheit  zu  überlassen.  Dennoch 
ist  die  kleine  Schrift  in  ihrer  Art  recht  lesenswert,  weil  Blauner  grade  in 
seiner  Unbedeutendheit  ein  Licht  auf  den  armseligen  Zustand  des  Unter- 
richtes in  der  Mathematik  in  der  Schweiz  um  das  Jahr  1750  zu  werfen 
geeignet  ist.  Cantob. 

Essai  sur  la  reprisentation  analytiqne  de  la  direction  par  Caspar 
Wessel.  Traduction  du  memoire  intitule:  Om  Directionens  analy- 
tiske  Betegning.  [Nye  Sämling  af  det  Kongelige  Danske  Videns- 
kabemes  Selskabs  Skrifter,  Femte  Del,  Kjobenhavn  1799]  publice 
avec  les  trois  planches  de  l'original  et  prefaces  de  M.M.H.  Valentiner 
et  T.  N.  Thiele  par  l'Academie  Boyale  des  Sciences  et  des  Lettres 
de  Danemark  a  Toccasion  du  centenaire  de  sa  Präsentation  a  TAca- 
d^mie  le  10  Mars  1797.   Copenhague  1897.    Host  &  Sön.  XIV,  60  p. 

Der  Diorismus  der  griechischen  Geometer  gab  darüber  Aufschluss, 
wann  eine  Konstruktion  möglich  sei,  wann  nicht.  Wallis  im  66.— 6 9. Kapitel 
seiner  Algebra  von  1685  verband  die  geometrische  Auflösung  einer  Aufgabe 
mit  ihrer  algebraischen  Diskussion  und  kam  der  Hauptsache  nach  zu  dem 
Ergebnisse,  dass,  wenn  imaginäre  Werte  der  Unbekannten  auftreten,  dieses 
daher  rühre,  dass  gewisse  Strecken  in  einer  bestimmten  Grösse  oder  Bich- 
tnng  gegeben  waren,  nach  deren  Abänderung  die  Auflösung  reell  d.  h.  that- 
sächlich  konstmierbar  werde.  Nicht  viel  mehr  war  es,  was  Heinrich 
Kühn  1760  oder  1751  leistete.  Von  der  wichtigsten  Präge:  wie  lässt  eine 
imaginäre  Strecke  sich  versinnlichen?  war  weder  bei  Wallis  noch  bei-Kühn    j 
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die  Bede.  Sit  tauchte,  wie  es  scheint,  erst  gegen  1786  auf.  Wenigstens 
sagt  Cauchy  in  seinem  berühmten  Aufsatze  Sur  to  guantites  geometri^es 
von  1849  [Comptes  Rendus  XXIX,  250]  in  einer  Anmerkung:  üne  grande 
partic  des  remltats  de  ces  recherches  avaient  ä6,  ä  ce  qu*ü  paraU,  öbtenut 
inime  avani  Ic  siicle  präsent  et  d^  Vannie  1786  par  tm  savant  modeste, 
Mr.  Henry 'Ihminigue  Truel,  quü,  apres  les  avoir  cansignes  dans  divers 
manuscrits,  lee  a  communiquds,  vers  Vann6e  1810,  ä  Mr.  Äugustm  Nor- 
ynaml,  txmsiiuetfifr  th  vaisseaux  au  Havre,  Freilich  war  das  Jahr  1810 
ein  viel  zu  später  Zt^itpunkt,  um  Erfinderrechte  für  Dinge  geltend  machen 
zu  kOunen,  welche  Argand  1806  im  Drucke  herausgegeben  hatte.  Aber 
auch  Argands  Veröffentlichung  erweist  sich  nachgrade  als  eine  jedenfalls 
selbstÄndig  erdachte  Wiederholung  dessen,  was  Caspar  Wessel  1797 
niedergeachrieben  hatte  ^  was  seit  1799  in  dänischer  Sprache  gedruckt  war. 
Im  I.Bande  von  Poggendorffs  Biographischem  Wörterbuche  von  1863 
ist  Wessel  und  seine  Abhandlung  genannt,  aber  wir  glauben  kaum,  dass 
ii-gioä  ein  Benutzer  jenes  Wörterbuches  dadurch  aufmerksam  gemacht 
wurd<j.  Erst  1895  bat  Herr  Christensen  auf  die  Bedeutung  jener  Arbeit 
von  1797  biugomesen,  und  die  Dänische  Akademie  hat  mit  vollem  Rechte 
einen  Centeuameudruok  derselben  veranstaltet,  welcher  Caspar  Wessel  den 
verdienten  Ehrenplatz  in  der  Geschichte  der  Mathematik  sichern  wird. 

Cantor. 

Lndwii:  Ott«  Hesses  gesammelte  Werke  herausgegeben  von  der  mathe- 
matisch-physikalischen  Klasse  der  Königlich  Bayerischen  Akademie 
der  Wissenschaften.  Mit  einem  Bildnisse  Otto  Hesses.  München  1897. 
Verlag  der  K.  Akademie.    VIII,  732  S. 

Die  Bayerische  Akademie  der  Wissenschaften  hat  drei  unmittelbare 
Schüler  Hesses,  die  Herren  Gundelfinger,  Lüroth,  Noether,  und  neben 
ihnen  noch  Herrn  Dyck  mit  der  Aufgabe  betraut,  Hesses  Abhandlungen 
neu  herauszugeben  und  mit  denselben  zu  vereinigen,  was  etwa  druckreif 
in  seinem  Nachlasse  sich  vorfinde.  In  letzterer  Beziehung  waren  zwar 
drei  Nummern  schon  durch  die  Herren  Gundelfinger  und  Caspary  dem 
Drucke  übergeben,  aber  immerhin  fanden  sich  noch  zwei  Aufsätze,  welche 
nunmehr  erstmalig  bekannt  werden:  Beweise  zu  einigen  Sätzen  von 
Chasles  und  insbesondere  die  Fortsetzung  zu  Hesses  erster  Abhandlung  von 
1837  über  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  Sie  war  beim  Abdruck  der  Ab- 
handlung im  18.  Bande  von  Crelles  Journal  in  Aussicht  gestellt,  war  anter 
dem  Titel  „Konstruktion  der  zweien  gegebenen  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
gemeinschaftlichen  konjugierten  Linien"  seit  1837  im  Entwürfe  fertig  und 
später  zu  stark  zwei  Drittel  ins  Beine  geschrieben,  aber  zur  Herausgabe 
kam  es  nicht,  vermutlich  (wie  Herr  Lüroth  anninmit)  weil  Hesse  einen 
darin  ausgesprochenen  Satz  nachträglich  nicht  für  genügend  sichergestellt 
hielt.  Die  Herren  Herausgeber  haben  den  einzelnen  Abhandlungen  wert- 
volle Anmerkungen   beigegeben,   welche   teils    kritischer  Natur   sind,    teils 
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die  Geschichte  der  betreffenden  Untersachimgen  Yor  und  nach  Hesses  Ein- 
greifen betreffen.  Ein  Lebensabriss  Hesses ,  warm  empfanden  and  geschrieben, 
vervollständigt  den  stattlichen  Band,  dessen  Aasstattang  za  dem  Schönsten 
gehört,  was  wir  an  deatschen  Bracken  noch  gesehen  haben.        Cantor 


Systematische  Entwickelnng  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten 
*       von  einander.   Von  Jacob  Steiner.    [Ostwalds  Klassiker  der  exakten 
Wissenschaften  Kr.  82  and  83.]     Leipzig  1896.      W.  Engelmann. 
126  and  162  S. 

Wir  haben  im  41.  Bande  dieser  Zeitschrift|  Histor. -litter.  Abt.  S.  216 
bei  Gelegenheit  der  Anzeige  von  Steiners  Geometrischen  Eonstraktionen  das 
baldige  Erscheinen  seiner  Systematischen  Entwickelang  in  Ostwalds  Klassikern 
ankündigen  dürfen.  Es  ist  nanmehr  in  zwei  Heften  erfolgt,  heraasgegeben 
darch  Herrn  Ton  Oettingen,  welcher  insbesondere  za  Heft  82  einen  dankens- 
werten Zasatz  in  Gestalt  Ton  Bemerkungen  über  das  perspektivische  Zeichnen 
gegeben  hat.  Cantor. 

Orandriss  der  Differential-  nnd  Integralrechnnng.  Von  Dr.  Ludwig 
Kiepert,  Professor  der  Mathematik  an  der  technischen  Hochschale 
za  Hannover.  I.  Teil:  Differentialrechnang,  8.Aaflage;  H.Teil: 
Integralrechnang,  6.  Aaflage. 

Der  fünften  Aaflage  des  IL  Teüs  von  1894  folgte  eine  sechste  von 
1896,  der  siebente  Aaflage  des  L  Teils  von  1895  folgte  eine  achte  von  1897. 
Es  wäre  überflüssig  diesen  Daten  ein  weiteres  Lob  anzaschliessen.  Wir  be- 
merken nar,  dass  Herr  Kiepert  in  der  Vorrede  zar  Integralrechnang  sich 
über  den  aach  in  dieser  Zeitschrift  ihm  erteilten  Bat,  die  beiden  Bände 
zu  verschmelzen,  äassert.  Bein  äasserliche  Gründe  verhinderten  die  Be- 
folgang  des  Bates,  während  Herr  Kiepert,  in  der  Sache  mit  ans  ein- 
verstanden, den  wirklichen  Unterricht  so  geordnet  hat,  dass  er  aaf  die 
Abschnitte  1  bis  4  and  8  bis  11  der  DijQTerentialrechnang  anmittelbar  den 
ganzen  ersten  Teil  der  Integralrechnimg  folgen  lässt,  am  dann  wieder  zar 
Differentialrechnang  zarückzakehren.  Bei  dem  geringen  Unterschiede  zwischen 
den  beiden  letzten  Aaflagen  kann  diese  Anweisang  aach  den  Besitzern  der 
vorhergehenden  Aaflage  dienen,  and  deshalb  hielten  wir  es  fQr  wünschens- 
wert, sie  hier  anzofiihren.  Cantor 

Hauptsätze  der  Differential-  und  Integralrechnung,  als  Leitfaden  zam 
Gebraach  bei  Yorlesangen  zasammengestellt  von  Dr.  Bobert  Ericke, 
Professor  an  der  Technischen  Hochschale  za  Braanschweig.  Heft  I, 
80  8.  Heft  n,  66  8.  Heft  III,  38  S.  Braanschweig  1897.  Friedrich 
Vieweg  and  Sohn. 

Yorlesangen  über  Mathematik  weichen  in  einer  Beziehung  von  allen 
anderen    an   Hochschalen   gehaltenen  Yorlesangen   ab.    Während   niai^   bei   , 
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anderen  Fächern  dem  Namen  der  Vorlesnng  den  Inhalt,  vielfach  auch  den 
Lehrgang  entnehmen  kann,  ist  das  in  der  Mathematik  ganz  anders.  Unter 
gleichem  Titel  werden  oft  himmelweit  verschiedene  Dinge  vorgetragen! 
Kaum  einige  wenige  Vorlesungen  gleichen  einander  halbwegs,  nnd  zn  diesen 
gehören  diejenigen  über  Differential-  nnd  Integralrechnung.  Um  so 
wünschenswerter  erscheint  es,  den  Zuhörern  gerade  dieser  gegenwärtigen 
Anfangsvorlesung  einen  Leitfaden  empfehlen  zu  können,  kurz  genug,  nm 
die  Vorlesung  nicht  entbehrlich  za  machen,  streng  genug,  um  nicht  bei 
jeder  Gelegenheit  durch  den  Lehrer  als  ungenügend  bezeichnet  werden 
zu  müssen.  Herr  Fricke  hat  sich  der  Aufgabe  unterzogen,  ein  solches 
Büchelchen  herzustellen  und,  wenigstens  was  unser  persönliches  Urteil 
betrifft,  mit  vorzüglichem  Erfolge.  Wir  haben  bereits  Zuhörer,  welche 
eines  Leitfadens  in  dem  angegebenen  Sinne  sich  bedienen  wollten,  auf  die 
kurze ^  knapp  elfeinhalb  Druckbogen  starke  Schrift  hingewiesen,  und  sie 
fanden  darin  genau  was  sie  suchten,  kein  Lehrbuch,  geschweige  denn  ein 
Handbuch^  welches  eine  ganze  Semesterfolge  von  Vorlesungen  ersetzen  will, 
aber  eine  zweckmässige  Unterstützung  bei  der  häuslichen  Wiederholung  des 
Vorgetragenen.  ^^^^ 

J.  A.  Serret,  Lehrbuch  der  Differential-  nnd  Integralreehnnng  mit  Ge- 
nehmigung des  Verfassers  deutsch  bearbeitet  von  Axel  Harnack, 
zweite  durchgesehene  Auflage  von  G.  Bohlmann.  Erster  Band: 
Differentialrechnung.  Mit  85  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Leipzig  1897,  B.  G.  Teubner.    XVI,  570  S. 

Ais  Harnack  1884  das  in  Frankreich  schon  hochgeschätzte  Serret- 
sche  Lehrbuch  übersetzt  und  mit  Anmerkungen  bereichert  herausgab^  war 
sofort  die  allgemeine  Meinung  dahin  gerichtet,  das  Werk  habe  entschieden 
gewonnen,  und  der  Serret-Harnack,  wie  man  zu  sagen  liebte,  stehe 
mehr  als  das  Original  auf  der  Höhe  der  Wissenschaft  Aber  dreizehn 
Jahre  sind  in  dem  Leben  der  heutigen  Mathematik  ein  langer  Zeitraum, 
und  was  1884  nahezu  allen  Wünschen  genügte,  bedurfte  1897  bereits 
wieder  der  Ergänzung.  Herr  Bohlmann  hat  sich  der  Mühe  unterzogen, 
das  im  Buchhandel  vergriffene  Werk  zum  Zwecke  einer  neuen  Auflage 
abermals  auf  die  Höhe  der  Wissenschaft  zu  bringen.  Zwei  Wege  standen 
dazu  offen.  Zu  den  Hamackschen  Anmerkungen  konnten  neue  sie  vervoll- 
ständigende Anmerkungen  hinzutreten,  oder  aber  eine  Umarbeitung  konnte 
versuchen,  das  Neue  mit  dem  Älteren  und  Alten  zu  verschmelzen.  Jener 
erste  Weg  wäre  vielleicht  der  pietätvollere  gewesen;  er  hätte  auch  die 
Veranwortlichkeit  jedes  der  drei  Bearbeiter  für  seinen  Anteil  deutlich 
hervortreten  lassen;  aber,  sagt  Herr  Bohlmann,  und  seine  Behauptung 
dürfte  berechtigt  sein,  das  Buch  hätte  dadurch  einen  so  inhomogenen 
Charakter  erhalten,  dass  es  seinen  ursprünglichen  Vorzug  grosser  Lesbarkeit 
darüber  verloren  hätte.  Das  gab  den  Ausschlag.  Wir  befinden  uns  infolge 
des  getroffenen    Entschlusses   beinahe    einem    neuen   Lehrbuche    gegenüber, 
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und  man  könnte  eher  fragen,  was  ist  von  dem  ursprünglichen  Serret  ge- 
blieben, als  was  hat  Herr  Bohlmann  daran  verttndert?  Das  Vorwort  be- 
antwortet ims  allerdings  diese  Fragen,  und  eine  Yergleichnng  der  yer- 
schiedenen  Auflagen  setzt  wob  in  den  Stand,  die  Bichtigkeit  der  Antwort 
za  prflfen  und  zn  bestätigen.  Das  erste  and  das  elfte  Kapitel,  jenes  yon 
den  einleitenden  Begriffen,  dieses  Ton  den  Funktionen  einer  komplexen 
Yariabelen  handelnd,  sind  Yollständig  umgearbeitet.  In  jenem  sind  die 
Paragraphen,  welche  den  Grenzbegriff  kennen  lehren,  mit  besonderer  Sorg- 
falt behandelt,  in  diesem  will  dem  Leser  ein  Zugang  zu  der  Funktionen- 
theorie, wie  sie  in  Deutschland  gelehrt  zu  werden  pflegt,  eröffnet  werden. 
Grössere  Veränderungen  sind  auch  im  6.  und  7.  Kapitel  vorgenommen 
worden,  dort  bei  der  Bestimmung  der  Maximal-  und  Mini  mal  werte  Yon 
Funktionen  mehrerer  unabhängiger  Variabelen,  hier  bei  Erörterung  der 
singulären  Stellen  ebener  Kurven.  Das  Bedürfnis  zur  gemeinschaftlichen 
Benennung  von  Maximal-  und  Minimalwerten  ein  Wort  zur  Verfügung  zu 
haben,  dürfte  ein  allgemein  empfundenes  sein.  Herr  Bohlmann  spricht  in 
dieser  Beziehung  von  Extremwerten;  Referent  bedient  sich,  um  an  die 
Wellenform  der  die  Funktion  versinnlichenden  Kurve  oder  Oberfläche  zu  er- 
innern, des  Wortes  Kulminationswert.  Vermutlich  wird  jedem  das  selbst- 
gewählte Wort  als  das  zutreffendere  erscheinen.  Eine  Veränderung  des 
7.  Kapitels  in  einem  grundsätzlich  wichtigen  Punkte  dürfte  allgemeine 
Billigung  flnden.  Serret  hat  in  seinem  Lehrbuche  die  Differentialrechnung 
von  der  Litegralrechnung  geschieden.  Gleichwohl  hat  er  im  7.  Kapitel  von 
dem  Differential  einer  Fläche,  von  dem  eines  Bogens  gesprochen  und 
dabei  die  Fläche  als  Grenzwert  der  Summe  geradliniger  Vierecke,  den 
Bogen  als  Grenzwert  der  Summe  geradliniger  Sehnen  behandelt,  mit  an- 
deren Worten:  er  hat  die  Summendefinition  des  bestimmten  Integrals  be- 
nutzt, bevor  der  Leser  überhaupt  etwas  vom  Integrieren  weiss.  Das  hat 
nun  Herr  Bohlmann  abgestellt.  Er  setzt  freilich  auch  die  Möglichkeit 
voraus  eine  Fläche  und  eine  Bogenlänge  zu  messen,  denn  ohne  diese  Voraus- 
setzung ist  die  Frage  nach  deren  Differential  gegenstandslos,  aber  jene 
vorausgesetzte  Messung  ist  eine,  man  möchte  sagen,  handwerksmässige 
mittelst  eines  Planimeters  oder  mittelst  der  Wage  und  mittelst  eines  um  den 
Bogen  gelegten  und  dann  ausgespannten  Fadens.  Die  richtigere  Grenz- 
definition ist  dadurch  dahin  verschoben,  wohin  sie  dem  Zusammenhange 
nach  gehört,  in  den  zweiten  Band.  Eine  ähnliche  Veränderung  ist  im 
9.  Kapitel  bei  der  Bogenlänge  von  Baumkurven  eingetreten.  Eine  sehr 
dankenswerte  Bereicherung  des  Werkes  besteht  in  einem  alphabetisch  ge- 
ordneten Sachregister,  fast  unentbehrlich  für  jeden,  der  nicht  anhaltend 
zu  lesen,  sondern  nach  Bedürfiiis  bald  da  bald  dort  nachzuschlagen  be- 
absichügt.  Cantor. 


Fttnfstellige   Tafeln   und  flegentafeln   für  logarithmisches  und   trigono- 
metrisches Bechnen.     Herausgegeben   von  Dr.  Hbrmann  Sohü]|ert, 
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Professor    an    der   Gelehrtenschnle    des    Johannenms    in    Hamburg. 
Leipzig  1897,  B.  G.  Teubner.    VI,  157  S. 

Die  Scbnbertschen  Tafeln  nnterscbeiden  sieb  in  mehrfacher  Beziehung 
von  sämtlichen  in  Dentschland  in  Gebranch  befindlichen  Werken  ähnlicher 
Richtong.  Erstens  hat  Herr  Schubert  nach  den  Tafeln  auch  Oegentafeln 
aufgenommen,  wodurch  der  Übergang  yom  Logarithmus  zur  Zahl,  von  der 
trigonometrischen  Funktion  zum  Winkel  direkt  aufgeschlagen  werden  kann. 
Zweitens  ist  bei  den  trigonometrischen  Tabellen  links  ausschliesslich  Sinus 
und  Cosinus,  rechts  ebenso  ausschliesslich  Tangens  und  Cotangens  zu 
finden;  ein  Abwechseln  zwischen  Vorwärtsbl&ttem  und  Bückw&rtsbl&ttem 
wird  yermieden,  so  lange  die  gleiche  Funktionenart  in  Bechnung  tritt 
Wir  glauben  mit  Herrn  Schubert  in  diesen  Eigentümlichkeiten,  welche  in- 
dessen ausserhalb  Deutschlands  nicht  ohne  Beispiel  dastehen^  wesentlicbe 
Verbesserungen  zu  erkennen.      Cantoe 

Handbuch    der   Theorie    der    linearen   Differentialgleichungen.     Von 

Professor    Dr.  Ludwig  Schlesinger.     Zweiten    Bandes    erster  Teil. 
Leipzig  1897,  B.  G.  Teubner.    XVIII  und  532  S. 

Kaum  zwei  Jahre  nach  dem  ersten  Bande  des  Werkes  (vergL  das 
Referat  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  1895,  S.  166  flg.)  ist 
seine  Fortsetzung  erschienen,  noch  nicht  der  Abschluss.  Denn  „die  Fülle 
des  zu  bearbeitenden  Materials  hat  eine  Teilung  des  zweiten  Bandes  not- 
wendig gemacht.  Der  vorliegende  erste  Teil  behandelt  die  Gruppentheorie, 
die  Umkehrprobleme  im  allgemeinen  und  diejenigen  speziellen  Theorien, 
die  sich  an  die  Integration  einer  linearen  Differentialgleichung  durch  be- 
stimmte Integrale  mit  Hilfe  der  Eulerschen  Transformierten  angliedern 
lassen.  Der  zweite  Teil  wird  die  Theorie  der  eindeutig  umkehrbaren 
Dreiecksfunktionen  (insbesondere  der  elliptischen  Modulfunktion),  der  All- 
gemeinen Fuchs  sehen  Funktionen  und  die  linearen  Differentialgleichungen 
mit  doppeltperiodischen  Koeffizienten  zum  Gegenstand  haben/^ 

Nach  diesen  Worten  des  Verfassers  wenden  wir  uns  sogleich  zu  einer 
knappen  Darlegung  des  ausserordentlich  reichen  Inhalts 'des  vorliegenden 
Bandes. 

IX.  Allgemeine  Theorie  der  bei  linearen  Differentialgleich- 
ungen auftretenden  Gruppen. 

Der  ganze  Abschnitt  steht  wesentlich  unter  dem  Zeichen  der  drei 
Namen  Lie,  Picard,  Vessiot  und  enthält  die  neuerdings  aufgedeckten 
Analogieen  zwischen  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  und 
derjenigen  der  algebraischen  Gleichungen.  Er  steht  in  dieser  Hinsicht  zu 
dem  Anfang  des  II.  Abschnittes  in  Beziehung. 

Die  allgemeine  lineare  Gruppe  L  von  n  Veränderlichen  ist  eine 
n^-gliedrige  kontinuierliche  Transformationsgruppe.  Sie  ist  selbst  nicht 
abzählbar,  enthält  aber  als  abzahlbare  Untergruppe  die  Gesamtheit  der  Sub- 
stitutionen,   die   ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  einer  vorgelegten 
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DifferentialgleichoDg  bei  allen  möglichen  Umläufen  erleidet,  d.h.  die  Gruppe 
Sl  der  Differentialgleichung  (später  mit  g  bezeichnet). 

Die  Gruppe  L  yon  den  n  Veränderlichen  Vi»  .  *yn  bildet  das  Analogen 
zur  symmetrischen  Gruppe  von  n  Unbestimmten  or^  . . .  a;„.  Den  elementaren 
symmetrischen  Funktionen  von  x^. ,  ,  Xn  entsprechen  diejenigen  rationalen 
Differentialfunktionen  p  aus  ^i ...  3/11 ,  die  die  Koeffizienten  der  linearen 
Differentialgleichung  mit  dem  Fundamentalsystem  |^t  *  •  *  3^"  ^^^^^i^«  —  ^^® 
Gesamtheit  der  linearen  Transformationen,  die  irgend  eine  rationale 
Differentialfunktion  B(y^.  ,  .  y^  ungeändert  lässt,  bildet  eine  bestimmte 
Untergruppe  von  L.  Jß,  als  Funktion  von  x^  genügt  einer  Differential- 
gleichung niedrigster  Ordnung,  der  Besolvente.  —  Bationale  Differential- 
funktionen, die  zur  nämlichen  Gruppe  gehören,  sind  rational  durch  ein- 
ander und  durch  die  p  ausdrückbar:  ein  Analogon  des  Lagrang  eschen 
Satzes  der  Algebra. 

Nimmt  man  als  rationale  Differentialfunktion  von  t^i .  . .  ^n  eine  so- 
genannte empfindliche  Funktion,  analog  der  Galoisschen,  d.h.  eine 
solche,  die  bei  keiner  linearen  Transformation  ungeändert  bleibt,  und  stellt 
ihre  Besolvente  auf,  so  ist  diese  von  der  Ordnung  n^  und  irreduktibel, 
solange  die  yi-  -  yn  unbestimmte  Funktionen  sind.  Geht  man  aber 
von  einer  speziellen  Differentialgleichung  aus,  so  kann  die  Besolvente 
reduktibel  und  durch  eine  Differentialgleichung  niedrigerer  Ordnung  ersetz- 
bar werden.  Die  von  der  letzteren  bestimmte  Gruppe  linearer  Transforma- 
tionen ist  diejenige  Untergruppe  vonX,  die  als  Transformationsgruppe* 
G  der  vorgelegten  linearen  Differentialgleichung  bezeichnet  wird  und  eine 
hervorragende  Bolle  für  sie  spielt.  Dies  kommt  namentlich  in  dem  dem 
Galoisschen  Fundamentaltheorem  entsprechenden  Picard-Vessiotschen 
Doppelsatz  zum  Ausdruck:  „Jede  rationale  Differentialfunktion  von  yi.-.y» 
(Fundamentalsystem  einer  speziellen,  vorgelegten  linearen  Differential- 
gleichung mit  rationalen  Koeffizienten),  die  eine  rationale  Funktion  von  x 
ist,  bleibt  bei  den  Transformationen  von  G  als  Funktion  von  x  ungeändert. 
Jede  rationale  Differentialfunktion  von  ^1 ...  ^«9  die  als  Funktion  von 
X  bei  den  Transformationen  von  G  ungeändert  bleibt,  ist  eine  rationale 
Funktion  von  x." 

Durch  „Adjunktion"  der  „Gattung"  einer  Differentialfunktion E(j/i . .  .yn\ 
die  bei  den  Transformationen  von  G  und  nur  bei  diesen  formell  ungeändert 
bleibt,  zum  „Bationalitätsbereich"  der  allgemeinen  linearen  Differential- 
gleichung (deren  Transformationsgruppe  L  ist)  wird  deren  Gruppencharakter 
identisch  mit  demjenigen  der  speziell  vorgelegten  Differentialgleichung  mit 
der  Transformationsgruppe  G,  —  Für  die  Integration  der  Differential- 
gleichung handelt   es  sich  um  Beduktion  der  Transformationsgruppe  durch 


*  Bei  der  fundamentalen  Bedeutung  dieses  Begriffs  wünschten  wir  seine 
Definition  in  Nr.  150  ganz  explizite  zusanmiengestellt  und  hervorgehoben,  während 
man  jetzt  dieselbe  unter  mehrfachem  Zurückblättem  mühsam  zusammensuchen 
muss.     Das  ist  überhaupt  eine  wiederholt  vorkommende  Erscheinung.        j-->  1 
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geeignete  Erweiterung  des  Rationalitätsbereichs.  Die  Integration  hängt  also 
mit  der  Struktur  der  Transformationsgruppe  zusammen.  —  Auch  die  Inte- 
grabilität  der  Differentialgleichung  durch  Quadraturen  kann  an  der  Trans- 
formationsgruppe erkannt  werden. 

Das  Bestehen  einer  algebraischen  Relation  zwischen  den  Elementen 
eines  Fundamentalsystems  bedingt  einen  „Affekt"  der  Differentialgleichung. 
Ihre  Transformationsgruppe  ist  als  Untergruppe  in  der  Gruppe  jenes  alge- 
braischen Gebildes  enthalten.  Bei  algebraischer  Integrierbarkeit  —  ein 
Spezialfall  des  soeben  erwähnten  Falles  —  fällt  die  Transformationsgrappe 
G  geradezu  mit  der  Gruppe  g  der  Differentialgleichung  (siehe  oben)  zu- 
sammen. —  Allgemein  ist  die  Gruppe  (g)  eine  Untergruppe  der  Trans- 
formationsgruppe (Cr). 

Aus  der  Thatsache,  dass  eine  rationale  Differentialfunktion,  die  bei  g 
ungeändert  bleibt,  im  allgemeinen  nur  eine  eindeutige  Funktion  von  nc, 
eine  solche,  die  bei  allen  Transformationen  von  6r  aber  ungeändert  bleibt, 
eine  rationale  Funktion  von  x  ist,  rechtfertigt  sich  die  El  ein  sehe  Be- 
zeichnung von  g  als  Monodromie-,  von  G  als  Rationalitätsgrnppe.  — 
Die  Reduktibilität  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen  Koeffi- 
zienten fällt  mit  derjenigen  ihrer  Transformationsgruppe  zusammen.^ 

X.  Spezielle  Probleme  der  Gruppentheorie.    Invarianten. 

Manche  Eigenschaften  gehören  nicht  einer  einzelnen  linearen  Differential- 
gleichung an,  sondern  auch  allen  denen,  die  mit  jener  in  Bezug  auf  einen 
gewissen  Bereich  E  cogre dient  sind.  Dabei  heissen  zwei  Differential- 
gleichungen innerhalb  E  cogredient,  wenn  beide  innerhalb  E  eindeutige 
Koeffizienten  haben  und  die  abhängige  Variable  der  einen  durch  die  der 
anderen  und  ihre  Ableitungen  linear  und  homogen  mit  in  E  ebenfalls  ein- 
deutigen Koeffizienten  ausdrückbar  ist.  Treten  an  Stelle  der  eindeutigen 
rationale  Koeffizienten,  so  gehören  die  Differentialgleichungen  insbesondere 
zu  derselben  Art.  („Differentialgleichungen  derselben  Art"  heissen  bei 
Herrn  Fuchs  „zur  selben  Klasse  gehörig",  welche  Bezeichnung  von  Herrn 
Schlesinger  später  auch  noch,  aber  wieder  in  dem  ursprünglichen  Rie- 
m an  n  sehen  Sinne  benutzt  wird.)  Die  Reduktibilität  innerhalb  E^  bezw. 
die  Reduktibilität  einer  Differentialgleichung  mit  rationalen  Koeffizienten 
schlechthin ,  ist  z.  B.  eine  Eigenschaft  aller  mit  einer  Differentialgleichung 
cogredienten,  bezw.  zur  selben  Art  gehörigen  Differentialgleichungen.  — 
Differentialgleichungen  derselben  Art  haben  dieselbe  Rationalitäts-  und 
Monodromiegruppe. 

Es  folgen  die  eleganten  Sätze  über  die  einer  vorgelegten  assoziierten 
Differentialgleichungen,  wobei  eine  geometrische  Interpretation  der  Ele- 


*  S.  13,  Z.  13  von  unten  lies:  „stetig  veränderlich".  —  S  86,  Z.  10  von  oben 
lies:  „r-gliedrige'*  statt  „n-gliedrige".— S.  68,  Z.  14  von  unten  lies:  „Teilgebilde" 
statt  „Teilgebiete".—  S.  80,  Z.  11  von  oben  und  1  von  unten  lies:  „Transformations- 
gruppe" statt  ,. Gruppe".  ^-^  , 
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mente  des  Fundamentalsystems  als  homogene  Koordinaten  in  einem  n  —  1- 
dimensionalen  Baum  sich  fruchthar  erweist.  Da  diese  n  homogenen  Ko- 
ordinaten Funktionen  von  x  sind,  so  bestimmen 'sie  eine  „Integralkurve^^ 
Jene  Sätze  über  die  Differentialgleichung  und  ihre  yerschiedenen  Assoziierten 
werden  so  zu  geometrischen  Sätzen  über  die  Tangentialebenen  verschiedener 
Stufe  an  der  Integndkurye.  Assoziierte  Differentialgleichungen  führen  zu 
den  Begriffen  der  „assoziierten  Arten ^^  und  „assozürten  Gruppen",  im 
Spezialfall  zu  den  adjungierten  Differentialgleichungen.  —  Mittelst  der 
assoziierten  Differentialgleichungen  kann  man  die  Frage  entscheiden,  ob 
eine  vorgelegte  lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen  Koeffizienten 
reduktibel  ist  oder  nicht. 

Geht  man  von  den  Integralen  der  Differentialgleichung  zu  den  Inte- 
gralquotienten über  oder  geometrisch  zur  Darstellung  derselben  Integral- 
kurve durch  nicht  homogene  Koordinaten,  so  treten  an  Stelle  der  linearen 
Gruppen  projektive.  Die  Erhaltung  der  Integralkurve  bei  der  all- 
gemeinsten Transformation 

veranlasst  die  Frage  nach  den  Invarianten  dieser  Transformation.  Die 
Differentialgleichung  mit  verschwindenden  Invarianten  führt  dann  wieder  auf 
den  Fall,  dass  zwischen  den  Elementen  eines  Fundamentalsystems  homogene 
Relationen  bestehen,  und  auf  Differentialgleichungen  mit  algebraischer  Inte- 
gralkurve.* 

XI.  Formulierung  und   allgemeine  Diskussion 
der  Umkehrprobleme. 

Die  besondere  Behandlung  des  Falles  von  homogenen  Relationen 
zwischen  den  Integralen  einer  Differentialgleichung  vierter  Ordnung,  ein 
Problem,  dem  schon  die  Inaugural- Dissertation  des  Verfassers  gewidmet 
war,  liefert  das  Ergebnis,  dass,  abgesehen  von  gewissen  Ausnahmsf&llen, 
die  unabhängige  Variable  eine  algebraische  Funktion  des  Ortes  auf  der  Inte- 
gralkurve ist,  und  leitet  damit  zu  den  Umkehrproblemen  hin. 


•  S.  112.  Der  in  Gleichung  2)  enthaltene  Schluss  dürfte  nur  dann  zu  halten 
sein,  wenn  ein  die  sämtlichen  Punkte  a^  .  .  .  a<j  einscbliessender  Umlauf  die  Inte- 
grale ungeänderfc  lägst.  —  S.  150  Zeile  9  von  oben  lies  (Ä)  statt  (Ä).  -  S.  167  Zeile 
7  von  unten.  Vom  „dritten  Glied  einer  Gleichung ^^  zu  sprechen,  ist  unzulässig; 
mindestens  mnsste  es  dann  heissen  „  Doppelgleichung  ^\  Thatsächlich  ist  aber 
hier  in  Gleichung  1)  zunächst  nur  für  den  komplizierten  Ausdruck  der  linken 
Seite  die  abkürzende  Bezeichnung  3W  eingeführt,  sodass  das  Gleichheits- 
zeichen =s  beide  Mal  einen  total  verschiedenen  Sinn  hat,  ein  Umstand,  auf  den 
z.B.  Kronecker  gern  aufmerksam  machte.  Es  empfiehlt  sich,  das  auch  ausser- 
lieh  kenntlich  zu  machen  durch  Gebrauch  des  Identitätszeichens  =  an  der  ersten 
Stelle.  Dann  genügt  es  auch  von  „rechter'*  und  „linker  Seite"  der  Gleichung  zu 
sprechen.—  S.  177  Zeile  16  von  unten.  Die  spezielle  lineare  Gruppe  L  ist  S.92  definiert 
und  seitdem  nie  wieder  benutzt  worden ;  es  wäre  daher  geboten ,  hier  wenigstens  auf 
jene  Definition  zu  verweisen.  —  S.  179  am  Kopf  lies  179  statt  180.-  -  S.  187  Zeile  16 
von  oben  lies  „Exponent"  statt  „Potenz". 
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Die  algebraisch  integrierbaren  Differentialgleichnngen  beliebiger  Ord- 
nung bilden  ein  Beispiel  fttr  den  Fall,  dass  x  eine  eindeutige  oder 
wenigstens  endlich  vieldeutige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Integralkurve 
ist.  Bei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  können  gewisse  algebraische 
notwendige  Bedingungen  aufgestellt  werden,  zu  denen  aber  im  allgemeinen 
noch  andere  transcendente  Bedingungen  hinzutreten  müssen,  damit  der  ge- 
wünschte umstand  eintritt.  Als  Bedingung  ergiebt  sich  namentlich  die 
Diskontinuität  der  projektiven  Monodromiegruppe  O  von  einer  Variablen  t/, 
dem  Integralquotienten.  —  Für  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung 
ergiebt  sich  Entsprechendes  für  die  projektive  Monodromiegruppe  der  Inte- 
gralquotienten. —  Als  Beispiel  dient  die  ümkehrung  der  hyperelliptischen 
Integrale  erster  Gattung. 

Die  Aufgabe,  eine  lineare  Differentialgleichung  mit  gegebener  Mono- 
dromiegruppe der  Integralquotienten  herzustellen,  oder  die  Koeffizienten  der 
Differentialgleichung  als  Funktionen  der  Parameter  der  zugehörigen  pro- 
jektiven Monodromiegruppe,  d.h.  im  wesentlichen  der  Fundamentalinvarianten, 
zu  studieren,  ffihrt  bei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  zu  dem  Er- 
gebnis, dass  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  der  Fuchsschen 
Klasse  ohne  „scheinbar"  singulare  Punkte,  för  welche  0,  1,  oo  drei  der  wirk- 
lich singul&ren  Stellen  sind,  durch  die  projektive  Monodromiegruppe  der  Inte- 
gralquotienten eindeutig  bestimmt  ist.  Man  gelangt  dabei  zu  einer (Rie - 
mann  sehen)  Fläche  F,  ausgebreitet  über  der  i}- Ebene,  in  der  x  eine  ein- 
deutige Funktion  des  Ortes  ist.  Sie  wird  in  solche  Stücke  F^  (Funda- 
mentalbereich, polygone  generateur)  zerschnitten,  dass  innerhalb  derselben 
jeder  Wert  von  x  auch  nur  einmal  auftritt.  Endlich  wird  dieses  Polygon 
Fq  zu  einer  Fläche  F^  zusanunengebogen,  die  im  Sinne  der  Analysis  Situs 
der  tc-Ebene,  in  der  die  singulären  Punkte  ausgesondert  sind,  äquivalent 
ist  Die  umgekehrte  Frage:  der  Ezistenzbeweis  einer  auf  gegebener 
Fläche  Fq  eindeutigen  Funktion  X  von  17  wird  nach  den  Methoden  der 
Herrn  Schwarz  und  Neumann  behandelt. 

Verwandt  mit  den  schon  im  X.  Abschnitt  eingeführten  Begriffen  von 
Differentialgleichungen  derselben  Art  (=  „Klasse"  nach  Herrn  Fuchs)  sind 
die  jetzt  benützten  von  Differentialgleichungen  derselben  Familie  (Poin- 
care)  und  Klasse  (Biemann).  Wir  bemerken  über  das  gegenseitige 
Verhältnis  dieser  Begriffe  nur,  dass  die  Zugehörigkeit  zur  gleichen  Klasse 
ein  Spezialfall  der  Zugehörigkeit  zur  gleichen  Art  und  diese  wiederum  ein 
Spezialfall  der  Zugehörigkeit  zur  gleichen  Familie  ist  Die  Theorie  der 
Differentialgleichungen  derselben  Klasse  wird  von  Herrn  Schlesinger  er- 
heblich ausgebaut. 

Ihre  Verwendung  finden  diese  Betrachtungen  sogleich  bei  der  Dar- 
stellung der  Fuchsschen  Untersuchungen  über  Differentialgleichungen, 
deren  Monodromiegruppe  von  einem  in  den  Koeffizienten  auftretenden 
Parameter  unabhängig  ist  Diese  gipfeln  in  dem  „wunderbaren"  —  wir 
würden  lieber  sagen  „höchst  merkwürdigen"  —  Satz,  dass  die-m**  Assoziierte 
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einer    linearen   Differentialgleichung  2m^'  Ordnung    mit   jener  Eigenschaft 
reduktibel  ist.* 


Xn.  Theorie  und  Anwendung  der  Enlerschen  Transformierten. 

Schon  durch  die  Überschrift  —  die  darin  enthaltene  Bezeichnung  ist 
von  Herrn  Schlesinger  in  seinen  neuesten  Arbeiten  eingeführt  worden  — 
wird  dieser  Abschnitt  in  Hinsicht  auf  das  ihn  beherrschende  Prinzip  und 
den  allgemeinen  Teil  seines  Inhaltes  als  Eigentum  des  Verfassers  gekenn- 
zeichnet. Er  handelt  von  der  Lösung  linearer  Differentialgleichungen  durch 
bestimmte  Integrale,  erstreckt  auf  geeignetem  Wege  —  namentlich  längs 
Pochhammerscher  Doppelschleifen  —  und  schliesst  sich  deshalb  eng  an 
den  Vn.  Abschnitt  an. 

Den  Eingang  bildet  eine  Erweiterung  des  Ab  eischen  Satzes  von 
Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  bei  linearen  Differential- 
gleichungen. Als  Eulersche  Transformierte  3)'=  0  bezw.  JE7'«  0,  einer 
vorgelegten  Differentialgleichung ,  (Ä)  P  =  0 ,  bezeichnet  Herr  Schlesinger 
eine  Differentialgleichung,  die  aus  (Ä)  hergeleitet  werden  kann  und  die 
Eigenschaft  hat,  dass  (Ä)  durch  ein  gewisses  bestimmtes  Integral  gelöst 
wird,  sobald  man  darin  für  eine  im  Integranden  enthaltene  Grösse  eine 
Lösung  von  2)'<=  0  einsetzt.  Die  Beziehung  ist  eine  reziproke:  für  die 
Adjungierte,  D  «  0,  von  3)'=  0  ist  die  Adjungierte  P'=  0  von  (Ä)  Euler- 
sche Transformierte,  und  daher  wird  auch  3)  "=  0  mittelst  einer  Lösung 
von  P'=  0  durch  bestimmte  Integrale  gelöst. 

Dieser  hochinteressante  allgemeine  Satz  von  Herrn  Schlesinger,  der 
fär  Differentialgleichungen  der  Fuchs  sehen  Klasse  besonders  einfache  Ge- 
stalt annimmt  y  dient  in  dem  ganzen  Abschnitt  als  gemeinsame  Quelle  auch 
für  schon  früher  bekannte  Einzelergebnisse.  Dahin  gehört  die  Fuchs  sehe 
Methode  der  Berechnung  der  Fundamentalsubstitutionen  mit  Hilfe 
solcher  bestimmter  Integrale,  deren  Integrationswege  sich  bei  den  Umläufen 
ändern,  der  Ausdruck  der  Doppelschleifenintegrale  durch  Eulersche  Inte- 
grale —  von  diesem  Spezialfall  ist  der  Name  der  ganzen  Theorie  hergeleitet  — 
die  Integration  der  Tissot-Pochhammerschen  Differentialgleichung  durch 
bestimmte  Integrale,  die  weitere  Spezialisierung  dieser  Differentialgleichung 
auf  diejenige  der  Gauss  sehen  Beihe  und  jeweils  die  Berechnung  der 
Fundamentalsubstitutionen,  die  überhaupt  als  wichtigste  Anwendung  der 
Lösung  durch  bestimmte  Integrale  anzusehen  sein  dürfte.  —  Die  Voraus- 
setzung, dass  das  Integral  der  Eul ersehen  Transformierten  der  Tissot- 
Pochhammerschen  Differentialgleichung  algebraisch  sei,  fährt  auf  die 
Periodizitätsmoduln  der  Ab  eischen  Integrale  als  Funktionen  eines  Para- 
meters,   auf  den   allgemeinen,    darauf  bezüglichen  Satz    von   Fuchs,   die 


♦  S.  243  Zeile  8  von  unten  lies  Xv  —  i  statt  Xn.  —  S.847  Zeile  12  von  oben  lies 
„wirklich •'  statt  „wirklichen".  —  S.  366  Zeile  2    von  oben  lies  „(S.  108)"  statt 
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explizite  Ausfilhning  für  hyperelliptische  Integrale  und  noch  spezieller  die 
elliptischen  Periodizitatsmoduln  nnd  die  Legendresche  Relation. 

Den  Abschluss  endlich  bildet  die  Haedenkamp- Fuchs  sehe  Relation 
zwischen  den  hyperelliptischen  Integralen  verschiedener  Gattung  und  zwischen 
verschiedenen  Grenzen,  die  doppelte  Ableitung  der  Weierstrassschen  Re- 
lationen zwischen  den  kompletten  Integralen  erster  und  zweiter  Gattung 
und  die  Fuchs  sehen  Untersuchungen,  die  an  den  Ab  eischen  Satz  von  Ver- 
tauschung von  Parameter  und  Argument  anknüpfen. 

Zu  beachten  sind  noch  einige  Ergänzungen  und  Berichtigungen,  die 
sich  auf  den  ersten  Band  beziehen. 

Vorstehend  haben  wir  kurz  die  Hauptmaterien  bezeichnet,  die  in  dem 
vorliegenden  Band  von  Herrn  Schlesinger  zur  Darstellung  gebracht 
werden.  Aber  wir  haben  dabei  nur  in  geringem  Maße  hervorheben  können, 
wie  vielseitig  die  Kenntnisse  des  Verfassers,  wie  eindringend  ins  Einzelne 
und  weitschauend  in  Bezug  aufs  Ganze  sein  Blick  sich  erweist,  wie  viel 
Originelles  er  in  dem  Bande  niedergelegt,  wie  er  es  verstanden  hat,  oft 
anscheinend  ganz  Verschiedenartiges  unter  einen  gemeinsamen  Gesichtspunkt 
zu  gruppieren  und  zu  einer  grossen  Theorie  zusammen  zu  weben. 

Solchen  Vorzügen  gegenüber  erscheint  es  fast  kleinlich,  einige  all- 
gemeine, rein  äusserliche  Einwendungen  gegen  die  Form  der  Darstellung 
zu  erheben.  Wir  wollen  nicht  davon  reden,  dass  allerhand  sprachliche 
Missbräuche  sich  häufig  finden,  dass  der  Ausdruck  oft  rein  logisch  an 
Präzision  zu  wünschen  lässt,  und  dass  die  Interpunktion  nicht  immer  nach 
jedermanns  Geschmack  sein  wird,  wiewohl  möglichste  Strenge  auch  in 
diesen  Dingen  die  Lektüre  eines  mathematischen  Werkes  erheblich  erleichtem 
kann.  Abgesehen  aber  hiervon  auch  kann  nicht  geleugnet  werden,  dass 
das  Buch  im  allgemeinen  schwer  zu  lesen  ist,  schwerer,  als  es  der  an  sieh 
meist  schwierige  Gegenstand  notwendig  macht.  Dass  der  Verfasser  selbst 
niemals  im  Detail  erstickt,  sondern  stets  den  Blick  für  den  grossen  Zu- 
sammenhang offen  behält,  haben  wir  oben  voll  anerkannt.  Um  so  wünschens- 
werter aber  wäre,  dass  er  die  Obersicht  auch  für  einen  erst  lernenden 
Leser  noch  mehr  erleichterte,  zumal  ja  das  Ganze  glücklicherweise  doch 
mehr  die  Form  von  „Vorlesungen"  als  die  eines  Nachschlage -Kompendiums 
trägt.  Dazu  würde  z.  B.  schon  beitragen,  wenn  die  Kapitel  eigene  Über- 
schriften erhielten.  Wozu  sind  sie  sonst  eigentlich  überhaupt  da?  Will 
man  aber  solche  Kapitelüberschriften  für  den  eigenen  Gebrauch  hinzufügen, 
so  stösst  man  oft  auf  Schwierigkeiten,  weil  in  der  That  die  Einteilung 
nicht  immer  eine  notwendige  ist.  Dass  auch  mitunter  in  einem  „Urtext" 
eine  andere  Einteilung  bestanden  hat,  dafür  spricht  verräterisch  der  Umstand, 
dass  mehrmals  die  Numerierung  der  Gleichungen  nicht  mit  dem  Kapitel 
abbricht,  sondern  sich  noch  ein  Stück  in  das  neue  Kapitel  hineinzieht! 

Vor  allem  aber  würden  ausführlichere  und  häufigere  Übersichten  — 
mindestens  zu  Beginn  eines  neuen  Abschnittes  —  über  das  zuletzt  Vor- 
getragene und  das  nun  Folgende  in  der  Art,  wie  sie  z.B.  Weierstrass  in 
seinen  Vorlesungen    so   meisterhaft  zu  geben  pflegte,    dem  ^<|^rüfirten  Übel- 
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stand  abhelfen.  Vielleicht  lernt  ja  der  Leser,  der  diese  Ergänzung  selbst 
vornimmt,  am  meisten;  aber  vielleicht  ermüdet  mancher  andere  vorher! 
Warum  z.B.  wird  der  noch  unkundige  Leser  nicht  gleich  auf  S. 416  darauf 
hingewiesen,  dass  an  den  dort  aufgestellten  Satz  sich  alles  folgende  an- 
knüpft? —  Je  weiter  man  in  dem  Bande  vorschreitet,  desto  spärlicher 
wird  der  Text:  für  eine  mathematische  Abhandlung  vielleicht  in  vielen 
Fällen  —  auch  nicht  in  allen!  —  ein  Vorzug,  für  ein  Handbuch  sicher 
nicht  in  demselben  Maße! 

Endlich  noch  Eines.  Die  Gewohnheit,  besonders  wichtige  Formeln  nicht 
in  die  fortlaufende  Numerierung  aufzunehmen,  sondern  durch  Buchstaben 
hervorzuheben,  verdient  durchaus  Anerkennung.  Wenn  es  sich  dann  aber 
z.  6.  um  eine  Differentialgleichung  handelt,  deren  linke  Seite  auch  wieder 
durch  einen  grossen  Buchstaben  symbolisiert  wird,  und  dieser  einmal  mit 
dem  Numerierungsbuchstaben  übereinstimmt  [z.  B.  S.  420  {Il)E»{u)  ^  0], 
ein  anderes  Mal  aber  nicht,  wo  es  ebenso  gut  möglich  wäre,  z.B.  in  dem- 
selben Kapitel  1.  XII  (^)  Z>x(j/)  =  0,  deren  Koeffizienten  durch  P^  bezeichnet 
sind,  und  wenn  man  dann  obendrein  noch  vom  ersten  Bande  her  (z.  B.  S.  37) 
an  eine  gewisse  Übereinstimmung  in  der  Bezeichnung  der  Koeffizienten  und 
der  ganzen  Gleichung  gewöhnt  ist,  so  hört  die  Erleichterung  auf  und  macht 
einer  ausserordentlichen  Erschwerung  des  Studiums  Platz! 

Indessen  —  noch  einmal  —  alles  dies  sind  kleine  Äusserlichkeiten, 
die  gegenüber  den  gerühmten  Vorzügen,  kaum  ins  Gewicht  fallen.  Es  wird 
nur  als  eine  weitere  Anerkennung  für  den  Verfasser  wirken,  dass  der 
Referent  keine  sachlicheren  Einwendungen  vorzubringen  hatte;  und  er  hätte 
auch  über  diese  Dinge  völlig  geschwiegen,  wenn  er  sich  nicht  von  ihrer 
Erwähnung  manchen  Vorteil  für  den  noch  ausstehenden  Schlussband  ver- 
spräche. Er  möchte  ein  so  schönes  Werk  auch  in  einer  vollendet  schönen 
Form  sehen.  Lothar  Heffter. 

Elemente  der  Arithmetik  für  die  mittleren  und  oberen  Klassen  höherer 
Lehranstalten.  VonW.  Pflieger.  Strassburg  1896.  Fr.  Bull.  128  S. 

Der  Verfasser  vorliegenden  Buches  schliesst  sich  im  wesentlichen  der 
Darstellung  an,  welche  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  über  die 
Theorie  der  analytischen  Funktionen  als  Einleitung  zu  geben  pflegte.  Im 
besonderen  hält  auch  er  an  dem  Postulat  fest,  dass  bei  jeder  Erweiterung 
des  Zahlengebietes  die  neuen  Zahlen  den  Gesetzen  des  alten  Gebietes  zu 
gehorchen  hätten.  Auf  dieser  Grundlage  giebt  er  eine  Darstellung  der 
verschiedenen  Kechnungsoperationen  und  schliesst  hieran  zwei  ausführliche 
Abschnitte  über  den  binomischen  Lehrsatz  und  die  Exponentialfunktion. 

Ob  die  inmierhin  geschickte,  aber  im  Ausdruck  zu  abstrakt-  gehaltene 
Darstellung  für  den  Schulgebrauch  geeignet  ist,  möchte  Referent  bezweifeln. 
Sicher  dürfte  sie  dem  einen  oder  anderen  Fachgenossen  eine  bequeme  Gelegen- 
heit bieten,  sich  mit  der  Weierstrass  sehen  Darstellung  der  Arithmetik  be- 
kannt zu  machen.  j,  j^ 
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Sammlang  von  Aufgaben  ans  der  Arithmetik  für  höhere  Lehranstalten: 
erster,  zweiter,  dritter  Lehrgang.  Von  K.Schwbring.  Freibarg  LB.  1896. 
Herder.    58  S.:  Mk.O.  80;  87  S.:  Mk.  1;  95  S.:  M.  1.  20. 

Es  ist  eine  vortreffliche  Anfgabensammlung,  welche  den  Vorteil  bietet, 
dass  sie  die  EinfOhrong  eines  besonderen  Lehrbuches  unnötig  macht.  Die 
den  einzelnen  Abschnitten  vorgesetzten  Erlänterongen  sind  knapp  und  klar 
geschrieben,  die  Aufgaben  geschickt  zusammengestellt.  Ein  grosser  Teil 
der  Aufgaben  ist  neu.  Insbesondere  möchte  Referent  auf  eine  Beihe  hübscher 
Aufgaben  in  geometrischer  Einkleidung  (vergl.  dritten  Lehrgang)  aufmerksam 
machen.  Es  ist  zu  wünschen,  dass  die  Sammlung  an  recht  vielen  Schulen 
Eingang  finden  möge.  ^  Jahkke. 

Methodisches  Lehrbuch  der  Elementar-Hathematik.  Von  6.  Holzmüller. 
Gymnasialausgabe.  Zweiter  Teil^  im  Anschluss  an  die  preussischen 
Lehrpläne  von  1892  nach  Jahrgängen  geordnet  und  bis  zur  Ent- 
lassungsprüfung reichend.    Leipzig  1896,  B.  6.  Teubner.    279  S. 

Auf  die  Gymnasialausgabe  des  ersten  Teiles  musste  eine  solche  des 
zweiten  folgen,  welche  die  aus  dem  ersten  Teil  ausgeschiedenen  Abschnitte 
aufzunehmen  hatte.  E  Jahhke. 

Formelsammlung  und  Repetitorium  der  Mathematik.  Von  Th.  Bürklen. 
Enthaltend  die  wichtigsten  Formeln  und  Lehrsätze  der  Arithmetik, 
Algebra,  niederen  Analysis,  ebenen  Geometrie,  Stereometrie^  ebenen 
und  sphärischen  Trigonometrie,  mathematischen  Geographie,  ana- 
lytischen Geometrie  der  Ebene  und  des  Baumes,  der  höheren  Analysis. 
Leipzig  1896,  Göschen.     211  S.    Mk.  0.80. 

Das  vorliegende  Büchlein  soll  in  erster  Linie  den  Bedürfnissen  der  Re* 
Petition  und  des  Nachschlagens  dienen.  Es  erscheint  durch  den  reichen  Inhalt, 
die  übersichtliche  Anordnung  und  die  sorgfältige  Gliederung  für  diese  Zwecke 
in  hohem  Maße  geeignet.  So  sind  in  der  Geometrie  die  Sätze  über  Flächen- 
vergleichung  und  -Berechnung  zu  einer  Gruppe  zusammengestellt.  Ebenso 
findet  man  die  geometrischen  örter  unter  wenigen  Gesichtspunkten  vereinigt. 
In  der  Algebra  und  algebraischen  Analysis  werden  neben  den  Grundgesetzen 
und  besonderen  Fällen  auch  die  Hilfsmittel  gegeben,  welche  eine  weiter- 
gehende, geschickte  Anwendung  der  Formeln  ermöglichen,  z.B.  die  wich- 
tigsten Formen  der  Einführong  neuer  Unbekannten  bei  der  Lösung  quadra- 
tischer Gleichungen ;  die  Hauptformen  der  Exponentialgleichungen^  welche  auf 
algebraische  zurückführen.  Bei  den  Eettenbrüchen ,  diophantischen  Gleich- 
ungen und  bei  der  Lösung  höherer  numerischer  Gleichungen  u.  a.  finden  sich 
nicht  bloss  die  Formeln,  sondern  auch  die  Durchrechnung  eines  Beispiels  nach 
zweckmässigem  Schema. 

Hieran  schliessen  sich  Abschnitte  über  Stereometrie^  ebene  und  spluüische 
Trigonometrie,  mathematische  Geographie,  analytische  Geometrie  der  Ebene 
und  des  Raumes.  ^  I 
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In  dem  Abschnitt  über  höhere  Analjsis  giebt  der  Verfasser  zunächst 
ans  dem  Gebiete  der  Differentialrechnung  allgemeine  und  spezielle  Formeln 
über  Differentiation,  die  Taylorsche  und  Mac-Laurinsche  Reihe  und 
Regeln  zur  Berechnung  unbestimmter  Ausdrücke,  sowie  der  extremen  Werte 
von  Funktionen,  weiter  aus  dem  Gebiete  der  Integralrechnung  die  Grund- 
formeln zur  Integration  einfacher  Funktionen,  Integrationsmethoden  für 
explizite  Funktionen  und  einige  bestimmte  Integrale,  endlich  als  Beispiele 
für  die  Anwendung  der  Infinitesimalrechnung  auf  Geometrie  die  wichtigsten 
Begriffe   aus  der  Theorie   der   ebenen  und  Raumkurven  und   der  krummen 

^1^*^«^-  E.  Jahnke. 

Die  Ornndlehren  der  Stereometpic.  Von  J.  Lenoaubr.  Ein  Leitfaden 
für  den  Unterricht  mit  Übungsaufgaben.  Kempten  1896.  J.  Kösel. 
110  S. 

Der  vorliegende  dritte  Teil  eines  Lehrbuches  der  Geometrie  enthält 
das  geometrische  Pensum  der  achten  Klasse  der  bayerischen  Gymnasien, 
die  räumliche  Geometrie  und  die  sphärische  Trigonometrie.  Die  letztere 
ist  mit  der  Lehre  vom  Dreikant  verknüpft. 

Die  Darstellung  ist  knapp  und  klar,  die  zahlreichen  Figuren  durch- 
weg anschaulich.  Für  die  Herleitung  der  Körperinhalte  wird  das  Cavalerische 
Prinzip  herangezogen. 

Für  den  Ausdruck  Parallelepipedon  benutzt  der  Verfasser  nicht 
die  von  Herrn  Martus  vorgeschlagene  Verdeutschung  Rautenprisma, 
welche  schon  in  zahlreiche  Lehrbücher  übergegangen  ist,  er  sagt  statt 
dessen  Parallel  flach,  das  rechtwinklige  Parallelflach  nennt  er  mit  Herrn 
Martus  Quader. 

Beigegeben  sind  den  einzelneu  Kapiteln  eine  grosse  Zahl  von  Übungs- 
aufgaben, ausser  Rechenaufgaben  auch  Konstruktionsaufgaben,  welche  die 
Brauchbarkeit  des  Lehrbuches  noch  erhöhen  dürften.  ^  Jahnke 


Lehrbuch  der  Geometrie  fUr  den  mathematischen  Unterricht  an  höheren 
Lehranstalten.  Von  H.  Fenkner.  Zweiter  Teil:  Raumgeometrie. 
Nebst  einer  Aufgabensammlung  bearbeitet  mit  besonderer  Berück- 
sichtigung der  Anforderungen  bei  der  Abschlussprüfung.  Zweite 
Auflage.    Braunschweig  1896.    0.  Salle.    109  S.    Mk.  1.40. 

Die  zweite  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  ersten  dadurch,  dass 
die  Hauptsätze  über  die  dreiseitigen  Ecken  und  in  einem  Anhange 
die  Sätze  über  Kugelmütze,  Kugelzone,  Kugelausschnitt,  Kugelabschnitt 
hinzugekommen,  sowie  dadurch,  dass  die  Übungsaufgaben  erheblich  ver- 
mehrt sind. 

Was  die  Figuren  anbetrifft,  so  zeigen  sie  auch  in  der  zweiten  Auf- 
lage nicht  überall  die  wünschenswerte  Anschaulichkeit.  ^  Jahnke 
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Leitfaden  der  elementAren  Mathematik.  Von  A.  Sickbnbbrger.  Zweiter 
Teil:  Planimetrie.  3.  Auflage.  München  1896.  Th.  Ackermann. 
123  S. 

Die  zweite  und  dritte  Auflage  unterscheiden  sich  von  der  ersten  durch 
die  den  einzelnen  Abschnitten  beigefdgten  Übungsbeispiele.  Die  dritte  Auf- 
lage ist  ein  unveränderter  Abdruck  der  zweiten.  jj  Jahnke 


Lehrbncll  der  Oeometrie.  Von  P.Meigbn.  Hildburghausen  1896.  0.  Pezoldi 
82  S. 

Der  Verfasser  giebt  die  Hauptsätze  der  elementaren  Oeometrie  in 
ansprechender  Darstellung.  Die  Anschauung  und  Bewegung  werden  aus- 
giebig als  Beweismittel  herangezogen.  Eecht  hübsch  ist  der  Abschnitt 
über  die  Parallelen.  Das  Kapitel  über  das  gleichschenklige  Dreieck  würde 
durch  Einführung  des  Begriffs  „Symmetrieaxe^^  an  Einfachheit  gewinnen, 
auch  könnte  der  Abschnitt  über  die  Ähnlichkeit  von  Dreiecken  bedeutend 
gekürzt  werden.  Im  grossen  und  ganzen  aber  kann  das  Buch,  welches  als 
viertes  Heft  der  mathematischen  Abteilung  einer  Sammlung  „Technische 
Lehrhefte'*  erschienen  ist,  nur  bestens  empfohlen  werden.         -^  Jahnke 


Lehrbncll  der  Trigonometrie. Von  F.Meioen.  Hildburghausen  1896.  O.Pezoldt. 
59  S. 

In  diesem  fünften  Heft  der  mathematischen  Abteilung  der  „Technischen 
Lehrhefte"  werden  die  wichtigeren  Abschnitte  der  Trigonometrie  in  passender 
Form  behandelt.  Den  grössten  Raum  beansprucht  die  Berechnung  des 
rechtwinkligen  und  schiefwinkligen  Dreiecks.  Die  zahlreichen,  durchgerech- 
neten Beispiele  sind  grösstenteils  der  Bau-  und  Maschinenkunde,  der  prak- 
tischen Geometrie  und  Mechanik  entnommen.  Dabei  ist  der  Hauptwert  auf 
die  Berechnung  mit  Hilfe  der  Funktionen  selbst  gelegt,  während  Logarithmen 
nur  bei  der  Anwendung  der  Tangentenformel  und  bei  der  Berechnung  eines 
Dreiecks  aus  den  drei  Seiten  benutzt  werden. 

Das  Buch  dürfte  auch  an  höheren  Schulen  wegen  der  vielen  praktischen 
Beispiele  mit  Vorteil  Verwendung  finden.  -^  Jahnke 


Ebene  Geometrie.  Von  6.  Recknagel.  Lehrbuch  mit  systematisch  geord- 
neter Aufgabensanmilung  für  Schulen  und  zum  Selbststudium.  Fünfte 
Auflage.    München  1896.    Th.  Ackermann.    222  S. 

Vom  methodischen  Standpunkt  aus  betrachtet  bietet  das  Lehrbuch 
keinen  Fortschritt.  Soll  es,  wie  Überschrift  und  Vorrede  verraten,  in  erster 
Linie  für  den  Schüler  bestimmt  sein,  so  wäre  eine  erhöhte  Übersicht  und 
knappere  Ausdrucksweise  wünschenswert. 

Im  einzelnen  fiel  dem  Referenten  auf^  dass  der  Verfasser  die  An- 
wendung  der  Bildungen   „Inkreis"  und  „Umkreis"  vermeidet,   ferner  dasa 
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er  an  mehreren  Stellen  schreibt:  „das  Eck  eines  Vielecks ^S  Der  Abschnitt, 
welcher  von  der  Berechnung  der  Peripherie  des  Einheitskreises  handelt, 
beginnt  mit  den  Worten:  „Es  ist  bisher  nicht  gelungen,  die  Maßzahl 
dieser  Peripherie  in  geschlossener  Form,  d.h.  als  Resultat  einer  endlichen 
Zahlenyerbindung  darzustellen.^^  In  einer  Anmerkung  heisst  es  dann  weiter: 
„7C  ist  später  ohne  Nutzen  bis  auf  140  Stellen  genau  berechnet  worden.'^ 

Dagegen  möchte  Referent  den  dritten  Anhang  lobend  hervorheben, 
wo  der  Verfasser  isoperimetrische  Sätze  in  Legendr  escher  Weise  behandelt 
und  eine  Reihe  historischer  Notizen  beifügt  Leider  fehlen  letztere  bei  Ab- 
schnitt 161,  173,  174,  176,  176. E.  Jahnke. 

Zur  AnflSsiing  der  allgemeinen  Gleichung  des  dritten  Grades.    Von 

E.  Grohmann.    Wien  1895.    A.  Holder. 

Es  ist  ein  Versuch,  für  die  kubische  Gleichung  eine  Auflösungsmethode 
zu  finden,  welche  praktisch  schneller  zum  Ziele  führt  als  die  üblichen  Methoden. 

In  dem  irreduziblen  Fall  treten  von  goniometrischen  Funktionen  nur 
die  Tangente  auf.  E  Jahnke. 

E.  RoucHÄ  et  Ch.  de  Comberousse.    Lef  ons  de  Geometrie  r^dig^es  suivant 

les    derniers    programmes    officiels    et   accompagnies,    pour  chaque 

le9on,  d'exercices  et  de  problimes  gradues.  Premiere  partie.  Paris  1896. 

Gauthier -Villars.    173  p. 

E.  RoüCHÄ  et  Ch.  de  Comberousse.  Solutions  ditaillees  des  exercices  et 

problimes  ^nonc^s  dans   les  Le^ons  de  Geometrie.     Premiere 

partie.    Paris  1896.    Gauthier -Villars.    168  p. 

Dieses  Lehrbuch   für  Geometrie    besteht   aus   vier  Teilen,    von   denen 

uns  der  erste,  „La  ligne  droite  et  la  circonfirence  de  cercle"  überschrieben, 

vorliegt.    In    dreissig    Lektionen    wird   ungefähr   das    geometrische  Pensum 

der  Quarta   und  Untertertia  unserer  höheren  Schulen  erledigt.    Es  braucht 

wohl    kaum  hervorgehoben   zu  werden,   dass  die  Darstellung  der  Verfasser 

der  „Elements  de  geometrie"  sich  durch  Klarheit  und  Eleganz  auszeichnet, 

und   dass  die  jeder  Lektion  beigefügten  Lehrsätze  und  Aufgaben  geschickt 

ausgewählt   sind.    Sehr  hübsch   ist   u.  a.  die  16.  Lektion,   welche   von    der 

Symmetrie  der  Figuren  handelt,  nebst  den  angehängten  Übungsaufgaben. 

Gesondert  hiervon  haben  die  Verfasser  die  Lösungen  zu  den  Übungs- 
aufgaben herausgegeben,  indem  sie  je  nach  der  Schwierigkeit  der  Frage 
die  Lösung  nur  kurz  angedeutet  oder  ausführlich  mitgeteilt  haben. 

E.  Jabnkb. 

Die  elementare  systematische  nnd  darstellende  Geometrie  der  Ebene 

in  der  Mittelschule.    Von  K.  Fink.    Erster  und  zweiter  Kurs  für  die 
Hand  des  Lehrers  bearbeitet.     151  S. 
Sammlnng  von  Sätzen  nnd  Aufgaben  zur  systematischen  nnd  dar- 
stellenden Geometrie  der  Ebene  in  der  Mittelschule.    Von  K^PiNK.    T 
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Erster  und  zweiter  Kurs  für  die  Hand  des  Schülers  bearbeitet.  Mit  zehn 
Fignrentafeln  und  84  Blättern  für  die  darstellend-geometr.  Übungen. 
Tübingen  1896,  H.  Lanpp.    108  S.    Mk.  1.60  und  Mk.  2.80. 

Der  Verfasser  ist  der  Ansicht,  dass  im  geometrischen  Unterricht  auf 
die  darstellende  Geometrie  mehr  Gewicht  als  bisher  gelegt  werden  müsse. 
Diesen  Zweck  will  er  einmal  dnrch  Modelle  erreichen,  zu  deren  Anfertigmig 
der  Schüler  heranzuziehen  sei,  zweitens  durch  die  dem  Buche  beigegebenen 
Blätter,  welche  er  als  Vorlagen  für  die  Ausführungen  der  darstellenden 
Geometrie  durch  den  Schüler  betrachtet  wissen  will. 

Im  ersten  „Eurs^^  werden  die  Elemente  des  Baumes,  die  Bewegungs- 
fähigkeit der  Figuren,  die  zentrale  und  axiale  Symmetrie,  die  parallele 
Gerade,  das  Parallelverschieben,  Drehen  und  Umklappen  einer  Figur,  das 
Dreieck,  Viereck  und  der  Kreis,  im  zweiten  „Kurs''  die  Euklidischen  Axiome 
und  Beweisformen,  die  Ähnlichkeit  der  Figuren,  der  Ähnlichkeitspunkt,  die 
Ereisberechnungy  die  Sätze  des  Ceva  und  Menelaus,  die  harmonischen 
Elemente  am  vollständigen  Viereck  und  Vierseit,  Ähnlichkeitsaxen  und 
Ähnlichkeitszentren  bei  drei  Kreisen,  die  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug 
auf  einen  Kreis  und  das  Taktionsproblem  behandelt. 

Ein  erster  Anhang  enthält  einen  kurzen  Abriss  der  historischen  Eni- 
Wickelung  der  Elementargeometrie  (S.  108  — 131),  ein  zweiter  ein  Begleit- 
wort für  die  Blättersammlung,  wo  die  Ausführung  in  Farben  empfohlen 
wird.  So  giebt  Blatt  84  eine  vielfarbige  Darstellung  der  zwölf  Potenz- 
linien dreier  Kreise. 

Ist  auch  vieles  von  dem,  was  der  Verfasser  als  neu  eingeführt  wissen 
will,  mit  gutem  Erfolg  schon  anderswo  thatsächlich  zur  Ausführung  gelangt, 
so  dürften  die  Bücher  doch  dem  einen  oder  anderen  Fachgenossen  mannig- 
fache Anregungen  bieten.  j,  jj^^^^^ 

Die  analytische  Form  der  Blätter.  Von  B.  Habenicht.   Mit  148  Figuren. 
Quedlinburg  1895.     Selbstverlag.    18  S.    Mk.  2. 

Es  ist  ein  interessanter  Versuch,  die  analytische  Form  der  Blätter  zu 
bestimmen,  den  der  Verfasser  angestellt  hat,  um  daraus  Schlüsse  auf  die 
treibenden  Kräfte  zu  ziehen.  „Wie  nämlich  aus  der  mathematisch  be- 
stimmten Bahn  eines  Körpers  auf  die  treibenden  Kräfte  geschlossen  wird, 
so  müssen  diese  auch  aus  der  analytisch  festgelegten  Blattform  zu  ent- 
wickeln sein.'*  Nun,  bei  einem  Versuche,  dieses  Problem  anzugreifen,  würde 
der  Verfasser  vermutlich  auf  grosse  Schwierigkeiten  stossen 

Unter  den  Blättern,  deren  analytischer  Ausdruck  mitgeteilt  wird,  seien 
folgende  hervorgehoben: 

Das  Blatt  vom  Sauerklee: 

r  •==  4  (1  +  cos  3  g))  -f  4  sin*  3  g>^ 
das  Blatt  vom  Steinklee: 

r  «=  4  (1  +  cos  3  9^)  —  4  sin'  3  % 
das  Blatt  der  Bosskastanie:  ^  ^ 

Digitized  by  CjOOQiC 


Bezensionen.  69 

r  =-  2  (cos  9)  +  V3  +  cos»  —  6  sin*  ^^  —  0,3  sin*  60  g), 
das  Blatt  des  Epheus: 

r  =  8(1  +  cos^cp)  +  2  cos  9?  +  sin* 9^  —  2  sin*  3 (p  cos*  -|^ » 
das  Blatt  des  spitzblättrigen  Ahorns: 

r  =  10}/l  +  cosg)  -  5  (l  +  sin*^cos*|j  +  2sin*ll9C0S*-|- 

E.  Jahnke. 

Der  verjfingtc  Magister  Matheseos.    Von  K.  Traub.    Ein  Beitrag  zur 
Sphärik  und  absoluten  Geometrie.    Lahr  1896,  M.  Schauenburg.   12  S. 

Der  Verfasser  weist  die  Giltigkeit  des  Pythagoreischen  Satzes  in  der 
Form:  „Tm  rechtwinkligen  Dreieck  ist  der  Inhalt  des  Kreises,  der  mit  der 
Hypotenuse  als  Radius  beschrieben  wird,  das  arithmetische  Mittel  aus  den 
zwei  Kreisen,  welche  bezüglich  mit  Summe  und  Differenz  der  Katheten  als 
Radien  konstruiert  werden^^  auch  fOr  die  Sphttrik  und  absolute  Geometrie  nach. 

Referent  erlaubt  sich  den  Herrn  Verfasser  auf  V.  Schlegel,  Der 
Pythagoreische  Lehrsatz  in  mehrdimensionalen  Räumen.  From-  the  Congress 
Mathematical  Papers,  aufmerksam  machen.  E.  Jahnke. 


Praktische  Geometrie  auf  dem  Gymnasium.   Von  6.  Deoenhardt.  Frank- 
furt a.M.  1896,  Chr.  Hermann.    30  S. 

Es  ist  ein  „Versuch,  elementare  Aufgaben  aus  der  Feldmesskunde  in 
den  Gymnasialunterricht  aufzunehmen,  um  durch  dieselben  namentlich  in 
den  Unter-  und  Mittelklassen  des  Gymnasiums  eine  Belebung  des  geo- 
metrischen Unterrichtes  herbeizuführen.  Wenn  auch  schon  bisher  hier  und 
da  die  praktische  Geometrie  in  der  Schule  Berücksichtigung  gefunden  haben 
dürfte,  so  fehlt  es  doch  an  einer  Auswahl  und  Zusammenstellung  des  für 
das  Gymnasium  passenden  Stoffes/*  Die  hier  gebotene  Sammlung,  der  vier 
Figurentafeln  angehängt  sind,  muss  als  recht  brauchbar  bezeichnet  werden. 
Sie  wird  auch  solchen  Fachgenossen  willkommen  sein  und  manches  Neue 
bieten,  welche  seit  langem  gewöhnt  sind,  Beispiele  aus  der  praktischen 
Geometrie  zur  Belebung  des  geometrischen  Unterrichts  heranzuziehen. 
Die  Mannigfaltigkeit  der  Aufgaben  geht  aus  der  beifolgenden  Inhalts- 
übersicht hervor:  Markieren  und  Messen  von  geraden  Linien,  Loten, 
Parallelen  und  Winkeln  (Ohmanns  Feld -Winkelmesser),  Abstecken  einer 
Geraden  zwischen  Hindernissen,  Errichten  von  Loten  und  Dreiteilung  des 
Winkels  ohne  Winkelinstrument,  Anwendungen  der  Proportionalität  von 
Linien,  Flachenmessungen,  Trigonometrische  Aufgaben,  Nivellierung,  Meß- 
tischaufnahme, Aufzeichnen  von  Plänen  im  verjüngten  Maßstabe,  Spiegel- 
sextant, Vermessung  in  Stadt,  Provinz  und  Staat. 

Referent  erlaubt  sich,  den  Herrn  Verfasser  auf  die  Martussche 
Sammlung  trigonometrischer  Vermessungsaufgaben  aufmerksam  zu  machen. 
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Zur  Theorie  der  reellen  Kurven  einer  rationalen  Funktion  ♦»*•"  Grades 
für  komplexe  Variable.  Von  H.  Suhle.  XIV.  Jahresbericht  des 
Herzoglichen  Friedrichs -Bealgymnasinms.  Dessau  1896.  C.  Dünn- 
haupt.   16  S. 

Die  vorliegende  Arbeit  bildet  eine  Ergänzung  und  Fortsetzung  von  früheren 
Programmabhandlungen  desselben  Verfassers  aus  den  Jahren  1893,  1894. 
Macht  man  in  der  Gleichung: 

;er  =  M*  +  a^  li*  —^  +  •  •  '  +  ötji 
die  Substitution:  ,    . 

werden.    Dann  betrachtet  der  Verfasser  einerseits  die  Flächen 
g  =  U{x,  y)     und    ;er  =  F(a?,  y), 

anderseits  die  reellen  Kurven: 

Der  erste  und  zweite  Abschnitt  handeln  von  den  Asymptoten  der  zur 
Fläche  U{x^  y)  bezw.  7(ar,  y)  gehörigen  Niveaulinien  «*•"  Grades,  der  dritte 
von  den  Beziehungen  der  reellen  Nebenkurven  zu  den  Asymptoten  der 
Niveaulinien  jener  Flächen  und  der  vierte  von  dem  reellen  Kurvensystem 
der  Funktion:  ^  ==  (^  +  ,-^)» 

und  der  geometrischen  Darstellung  der  w**°  Einheitswurzeln. 

Die  ersten  Abschnitte  dürften  an  Übersicht  und  Einfachheit  gewinnen, 
wenn  von  vornherein  in 

der  zweite  Term  durch  die  Substitution: 

'     n 

zum  Verschwinden  gebracht  wird.     Das  Gleiche  gilt  vom  vierten  Abschnitt, 
wenn  von  vornherein  Polarkoordinaten  eingeführt  werden.        jj   Jahnke 


Le^ons  de  ciuematiqne  profess^es  k  la  Sorbonne  par  Gabriel  Koemigs, 
avec  des  notes  par  M.  G.  Darboux  et  par  MM.  E.  et  F.  Cosserat. 
Erster  Teil:  Cin^matique  th^orique.  Paris  1897.  A.  Hennann. 
X  und  499  S. 

Die  Kinematik,  d.i.  die  Lehre  von  der  Bewegung  ohne  Rücksicht  auf 
die  wirkenden  Kräfte,  hat  in  den  letzten  Jahren  von  verschiedenen  Ge- 
sichtspunkten aus  eine  Reihe  hervorragender  Bearbeitungen  gefunden.  Die 
Werke  von  Schoen flies  und  Mannheim  untersuchen  auf  synthetischem 
Wege    und    ohne  Benutzung    des   Zeitbegriffs    die  Eigenschaften  der  durch 
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Bewegung  erzengten  Baumgebilde.  In  Verbindung  mit  dieser  reinen  ,^  Geo- 
metrie der  Bewegung ^^  wird  z.B.  in  Schell s  „Theorie  der  Bewegung  und 
der  Kräfte ^^  auch  der  Geschwindigkeits  -  und  Beschleunigungszusfcand,  und 
zwar  teilweise  analjüsch,  behandelt,  und  damit  erscheint,  obwohl  nur  in 
der  Rolle  einer  Hilfsvariabeln^  die  Zeit  als  ein  der  Geometrie  fremdes 
Element.  Auch  in  Burmesters  noch  unvollendetem  Lehrbuche  begegnen 
wir  den  Geschwindigkeiten  als  einem  viel  gebrauchten  Hilfsmittel  zur  Lösung 
geometrischer  Aufgaben;  hier  wird  ausserdem  das  Forschungsgebiet  durch 
Heranziehung  von  Problemen  der  Maschinentechnik  beträchtlich  erweitert. 

Gegenüber  der  anfangs  erwähnten  streng  geometrischen  Auffassung 
bilden  in  den  vorliegenden  Vorlesungen  über  Kinematik  die  Formeln  für 
die  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  die  eigentliche  Grundlage  und 
somit  auch  die  Quelle  für  die  geometrischen  Eigenschaften  der  von  dem 
bewegten  System  erzeugten  Linien  tmd  Flächen.  In  der  völlig  folge- 
richtigen und  einheitlichen  Durchführung  dieses  Standpunktes,  sowie  in  der 
vorwiegend  analytischen  Darstellung  erblicken  wir  die  charakteristische 
Eigenart  des  reichhaltigen  Werkes,  das  wir  als  eine  wertvolle  und  will- 
kommene Ergänzung  der  kinematischen  Litteratur  begrüssen.  In  Anord- 
nung und  Behandlungsweise  des  vorgetragenen  Lehrstoffes  steht  es  in 
seinen  ersten  zehn  Kapiteln  dem  Buche  Schells  verhältnismässig  am 
nächsten,  wenn  es  auch  in  seinen  Ergebnissen  über  dieses  häufig  hinausgeht. 

Die  folgende  Übersicht  versucht  den  wesentlichen  Inhalt  in  kurzen 
Zügen  zu  kennzeichnen,  ohne  bei  der  Fülle  des  vorhandenen  Stoffes  auf 
Vollständigkeit  irgendwie  Anspruch  zu  erheben. 

Im  ersten  vorbereitenden  Kapitel  entwickelt  der  Verfasser  im  Anschluss 
an  Möbins  und  Chasles  die  Geometrie  der  Streckensysteme,  ungefähr  in 
demselben  Umfange  wie  in  der  zweiten  Auflage  des  Seh  eil  sehen  Werkes, 
aber  in  vielfach  selbständiger  Gestaltung. 

Das  zweite  Kapitel  enthält  die  Definitionen  der  Geschwindigkeit  und 
der  Beschleunigung  eines  Punktes  (Formeln  für  krummlinige  Koordinaten  etc.). 
Das  dritte  handelt  von  der  relativen  Bewegung  und  der  Zusammensetzung 
der  Geschwindigkeiten  und  giebt  u.a.  die  wichtigen  Formeln  für  die  Pro- 
jektionen der  Geschwindigkeit  auf  die  Axen  des  bewegten  Koordinaten- 
systems. In  der  Anwendung  solcher  Koordinatensysteme,  deren  Axen  nach 
dem  von  Darboux  gegebenen  Vorbilde  in  jedem  einzelnen  Falle  passend 
gewählt  werden,  erkennt  der  Verfasser  das  sicherste  und  bequemste  Werk- 
zeug der  kinematischen  Untersuchung,  und  er  macht  davon  in  den  folgenden 
Kapiteln  ausgiebigen  Gebrauch. 

Im  vierten  Kapitel  wird  der  Fundamentalsatz  über  die  momentane 
Bewegung  eines  starren  Körpers  in  eigenartiger  Weise  abgeleitet:  Aus  den 
im  vorigen  Kapitel  erhaltenen  Formeln  folgt  zunächst,  dass  zu  jeder  Lage 
des  bewegten  Körpers  ein  Streckensystem  gehört,  dessen  Moment  in  Bezug 
auf  irgend  einen  Punkt  des  Körpers  die  augenblickliche  Geschwindigkeit  des 
Punktes  darstellt.  Dieses  Streckensystem  kann  in  bestimmter  Weise  ersetzt 
werden  durch  eine  Einzelstrecke  und  ein  Streckenpaar,    dessen  Ebene  aufi 
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jener  senkrecht  steht.  Die  Einzelstrecke  ist  gleichbedeutend  mit  eins 
Drehung  des  Körpers  um  die  durch  die  Strecke  gehende  Axe,  vjAh 
Paar  bewirkt  eine  Verschiebung  parallel  zu  dieser  Axe;  der  Körper  tüI 
führt  also  augenblicklich  eine  unendlich  kleine  Schraubenbewegung.  Jk 
so  gefundene  Satz  wird  nachträglich  in  herkömmlicher  Weise  geometiki 
bewiesen;  hieran  schliessen  sich  die  bekannten  Eigenschaften  über  k 
Nullsystem,  welches  die  Punkte  des  Körpers  mit  den  Normalebenen  h: 
Bahnkurven  bilden  etc. 

Es  folgt  ein  Kapitel  über  die  Beschleunigung  der  relativen  Bewepü 
(Formeln  für  die  Projektionen  der  Beschleunigung  auf  die  Axen  desir 
wegten  Koordinatensystems,  Satz  von  Ooriolis,  Beschleunigungszostis^ 
eines  starren  Körpers). 

Die  beiden  nächsten  Kapitel  beziehen  sich  auf  die  Bewegung  f3i& 
starren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene.  Die  allgemeinen  Foim^ 
für  die  Geschwindigkeit  der  Systempunkte  führen,  angewendet  aof  k 
speziellen  Fall  der  ebenen  Bewegung,  zur  Auffindung  des  Pols  nnd  ^ 
Rollkurven ;  die  entsprechenden  Formeln  für  die  Beschleunigung  liefet  cs 
Savary  (Euler)sche  Gleichung  für  die  Krümmungsmittelpnnkte  der  t:^ 
den  Systempunkten  erzeugten  Bahnkurven.  Auf  S.  152  begegnen  vir  ^' 
etwas  voreiligen  Behauptung,  dass  ein  gewisser  Systempunkt  monecx 
eine  Inflexionsstelle  beschreibt,  weil  der  zugehörige  Krümmungsmittelpc^' 
unendlich  fem  liegt.  Dass  ein  bestimmter  Punkt  des  Wendekreises  in  ^' 
Begel  einen  Undulationspunkt  durchschreitet,  bleibt  unbeachtet;  dsmn  ^' 
natürlich  auch  auf  die  Punkte  stationärer  Krünunung  und  verwandte  Disf 
nicht  eingegangen.  —  Der  Verfasser  betrachtet  (S.  154)  den  singo^"^ 
Fall,  dass  die  Rollkurven  einander  oskulieren,  aber  die  schönen  3< 
wesentlich  allgemeineren  Untersuchungen  von  Mehmke  im  35.  Bandet 
Zeitschrift  finden  hierbei  keine  Erwähnung.  Die  auf  S.  163  angeg«^^ 
Einteilung  der  cyklischen  Kurven  ist  nicht  ganz  zutreffend;  hier  fehlt  ^- 
Satz  von  der  doppelten  Erzeugungs weise  dieser  Kurven.  Auf  S.  167  fi*^ 
wir  die  Aufgabe,  für  einen  beliebigen  Systempunkt  den  Krümmnngsmit^ 
punkt  seiner  Bahnkurve  zu  konstruieren,  wenn  zu  zwei  anderen  Sjsts 
punkten  die  entsprechenden  Krümmungsmittelpunkte  gegeben  sind,  l^-' 
mitgeteilte  Lösung,  bei  welcher  zunächst  der  Wendepol  bestimmt  wii^^^ 
scheint  uns  umständlicher  als  die  bekannte  Bobil Her  sehe  Konstrnktioii^ 
Recht  ansprechend  ist  dagegen  am  Schlüsse  des  7.  Kapitels  der  Absc^" 
über  den  Inhalt  der  Flächenstücke,  die  von  einer  starren  oder  yerissr 
liehen  Strecke  bestrichen  werden. 

Das  achte  Kapitel  giebt  die  bekannten  Sätze  und  Formeln  über  - 
sphärische  Bewegung;  das  neunte  nimmt  die  im  vierten  Kapitel  abgebroebz^ 
Betrachtung  wieder  auf  und  beschäftigt  sich  mit  der  aUgemeinsteo  ^^ 
wegung  eines  starren  räumlichen  Systems,  dargestellt  durch  das  Bollen" 
Gleiten  zweier  geradlinigen  Flächen.  Besondere  Beachtung  verdien»  ^* 
Abschnitte  über  solche  Systemkurven,  die  eine  Hüllbahnkurve  W^ 
sowie  über  zwei  Sonderfälle  der  allgemeinen  Bewegung^Im  ersten  sib^*^ 
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windschiefen  Axenflftchen  aufeinander  abwickelbar,  im  zweiten  sind  sie 
abwickelbare   Flächen,  deren  Bückkehrkanten  einander   beständig  berühren. 

Das  zehnte  Kapitel  handelt  von  den  Graden  der  Bewegung  sfreiheit. 
Wir  heben  hervor  die  allgemeinen  Untersuchungen  über  die  Bewegung 
eines  starren  Eöipers^  dessen  Freiheit  grösser  ist  als  Eins. 

Die  beiden  letzten  Kapitel  stehen  mit  den  vorhergehenden  in  loserem 
Zusammenhang.  Das  elfte  —  das  umfangreichste  von  allen  —  ist  den  Ge- 
lenkmechanismen gewidmet.  Es  umfasst  das  Gelenkviereck  —  jedoch  ohne 
die  aUgemeine  Theorie  der  Koppelkurve  —  die  Mechanismen  zur  Umwand- 
lung einer  Bewegung  in  eine  gesetzmässig  entsprechende,  die  angenäherten 
Geradführungen  von  Watt  und  Evans,  Mechanismen  zur  genauen  Gerad- 
führung,  sowie  einige  unebene  Gelenkmechanismen.  Der  Kempesche  Satz, 
nach  welchem  jede  ebene  algebraische  Kurve  durch  einen  Gelenkmechanis- 
mus erzeugt  werden  kann,  wird  dahin  erweitert,  dass  überhaupt  jede  alge- 
braische Verbindung  zwischen  n  gegebenen  Punkten  im  Baume  sich  durch 
einen  solchen  Mechanismus  verwirklichen  lässt. 

Das  zwölfte  Kapitel  betrachtet  die  komplane  Bewegung  eines  starren 
ebenen  Systems  als  speziellen  Fall  der  Kollineationen  einer  Ebene  in  sich, 
sowie  ihre  Beziehungen  zu  den  imaginären  Kreispunkten  der  Ebene.  Hieran 
schliessen  sich  die  entsprechenden  Untersuchungen  über  die  Bewegung 
eines  starren  Körpers  im  Baume.  Auf  diese  folgt  endlich  die  analytische 
Darstellung  der  ebenen,  sowie  der  sphärischen  Bewegung  durch  lineare 
ganze,  bez.  gebrochene  Substitutionen  einer  komplexen  Yariabeln,  mit  einem 
Hinweise  auf  die  gruppentheoretische  Auffassung. 

Die  Zusätze  von  Darboux  (47  S.)  betreffen: 

1.  eine  neue  Ableitung  der  Transformationsformeln  von  Euler  und 
Ol.  Bodriques  (Kap.  8), 

2.  die  Lehre  von  den  Umwendungen  und  ebenen  Spiegelungen,  an- 
gewendet auf  den  Fundamentalsatz  von  der  Momentanbewegung 
eines  starren  Körpers  (Kap.  4), 

3.  eine  inhaltreiche  Untersuchung  über  algebraische  Bewegungen. 
Als    Beitrag    von  E  und   F.      Cosserat  finden    wir   eine   anziehende 

Arbeit  über  die  Kinematik  eines  kontinuierlichen  (veränderlichen)  Mittels 
(27  S.). 

Den  Schluss  des  Werkes  bildet  eine  Beihe  von  Anmerkungen  des  Ver- 
fassers, in  denen  einzelne  Abschnitte  weiter  ausgeführt  und  gewisse 
Nachbargebiete,  wie  Balls  Schraubentheorie  und  Hamiltons  Qnatemionen 
kurz  gestreift  werden  (71  S.).  In  der  siebenten  Anmerkung  (S.  446)  scheint 
ein  Irrtum  vorzuliegen,  wenn  bezüglich  des  Beschleunigungszustandes  eines 
starren  Körpers  auf  Schoen flies  „Geometrie  der  Bewegung ^^  verwiesen 
wird.  Übrigens  sind  auch  an  einigen  anderen  Stellen  die  Litteraturangaben 
recht  unbestimmt,  z.B.  S.  13: 

„On   pourra  consulter  a  ce  sujet  un  Memoire  de  M.  Linde- 
mann ins^ri  dans  les  Mathematische  Annalen.'^  ^  i 

Hist.-litt.  Abt.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  n.  Phys.  4S.  Jahrg.  1898.  8.  Heft.  Digitiz|d  by  VjOVJ^  IL 
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Die  Darstellung  ist  in  dem  ganzen  Werke  klar  und  leicht  fasslich, 
dabei  anregend  und  geschmackvoll.  Dem  Erscheinen  des  zweiten  Bandes, 
der  die  Anwendungen  der  Kinematik  enthalten  soll,  sehen  wir  mit  berech- 
tigter Spannung  entgegen.  ß  Müller. 

Allgemeine  Untersnchangen  Aber  das  Newtonsche  Prinzip  der  Fera- 
wirknngen  mit  besonderer  Mcksicht  anf  die  elektriseben 
Wirkungen.    Von  C.  Nbumann.    Leipzig  1896,  B.G.Teubner. 

Die  C.  Neumann  sehen  Bücher  zeichnen  sich  bekanntlich,  trotzdem  sie 
zumeist  eigene  Untersuchungen  des  Verfassers  behandeln,  durch  eine  klare  und 
ausführliche  (für  manche  Tieser  fast  zu  ausführliche)  Exposition  aus.  Dies  gilt 
insbesondere  auch  von  den  Vorreden,  in  denen  der  Verfasser  die  Stellung 
seiner  Untersuchungen  gegenüber  den  verwandten  anderer  Forscher  mit  aller 
Freimütigkeit  fixiert,  es  aber  auch  nicht  verschmäht,  die  Tragweite  und  den 
Giltigkeitsbereich  seiner  Sätze  und  Methoden  einer  unparteiischen  Selbstkritik 
zu  unterziehen.  Damit  sind  dem  Bezensenten  schon  im  voraus,  so  zu  sagen, 
die  Waffen  aus  den  Händen  gewunden,  und  er  darf  sich  im  wesentlichen  dar- 
auf beschränken,  das  Positive  und  Neue  zu  betonen. 

Von  Green    stammt    eine    merkwürdige  Arbeit  aus  dem  ^ahi*e  1832 
in  der  an  die  Stelle  der  Newton  sehen  Potentialfanktion 

die  allgemeinere  i/;  (r)  -  r^  -  «  (O  ^  i><  1) 

gesetzt  wird.  Das  auffallendste  (wenigstens  implizite  bei  Green  vor- 
kommende) Besultat  dieser  Substitution  ist,  dass  die  elektrische  Verteilung 
in  einer  isolierten  Metallkugel  —  im  Gegensatz  zu  der  Newtonschen 
Theorie  —  in  einer  räumlichen  Ausbreitung  der  elektrischen  Materie  im 
Innenraum  der  Kugel  besteht,  ohne  dass  dabei  noch  eine  besondere  Ober- 
flächenbelegung vorhanden  y^^e.  Nähert  sich  p  der  Einheit,  so  wird  sich 
die  räumliche  Ausbreitung  der  elektrischen  Materie  in  der  Nähe  der  Ober- 
fläche mehr  und  mehr  verdichten.  Nähme  man  also  p  nur  wenig  von  der 
Einheit  verschieden  an,  so  würde  man  zu  einer  Theorie  gelangen,  die  von 
der  gewöhnlichen  Theorie  nur  äusserst  wenig  abweicht,  den  Beobachtungs- 
erfahrungen gut  entspricht,  und  dabei  doch  jene  unendlich  dünne  Aus- 
breitung einer  Schicht  auf  der  Kugeloberfläche  vermeidet,  die  von  jeher 
auf  mehr  oder  weniger  Misstrauen  gestossen  ist. 

Die  Schwierigkeiten,  mit  denen  Green  bei  der  näheren  Untersuchung 
der  Potentialfixnktion  •!;  M  =  ••p  —  2 

zu  kämpfen  hatte,  scheinen  zuerst  Herrn  C.  Neumann  veranlasst  zu  haben, 
die  Greensche  Funktion  ij;(r)  wiederum  als  Grenzfall  einer  noch  all- 
gemeineren Funktion  0{r)  anzusehen,  um  auf  diese  Weise  die  neue  Theorie 
von  all  dem  Fremdartigen,  was  ihr  anhaftete,  zu  befreien,  und  ihren 
Horizont  zu  erweitem.  ^-^  ^ 
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Es  Iftsst  sich  nämlich  das  Produkt  aus  r^~~'  und  r  mit  Hilfe  von  Inte- 
gralbetrachtungen (S.  86)  in  eine  Reihe  nach  Exponentialfunktionen  ent- 
wickeln, wie  folgt: 

1)  r  ^rP-^ ^  Ä^e-^''^  +  A^e""^*-  +  A^e-'^*'+  *  ", 

wo  die  er,  wie  die  Ä  alle  reell  und  positiT  sind. 

Der  Gedanke,  durch  Einführung  derartiger  Exponentialfunktionen  die 
gewöhnliche  Potentialtheorie  zu  modifizieren,  findet  sich,  wie  es  scheint, 
zuerst  bei  Laplace  (S.  114).    An  einer  klassischen  Stelle  seiner  Mecanique 

Celeste  ändert  Laplace  den  Newtonschen  Ausdruck       ,      (für  die  Kraft, 

mit  der  zwei  Massenpunkte  tn^,  m^  im  Abstände  r  aufeinander  wirken)  dahin 
ab,  dass  er  noch  den  yerkleinemden  Faktor  e"""*"  («r  positiv)  hinzufügt. 
Nach  einer  wichtigen,  neueren  Beobachtung  von  Seeliger  scheint  diese 
La  place  sehe  Korrektion  in  der  That  geeignet,  eine  gewisse,  schon  von 
Leverrier  untersuchte  Vorwärtsbewegung  des  Perihels  des  Merkur  zu  er- 
klären. 

Aus  diesen  wenigen  Bruchstücken  hat  der  Verfasser  eine  ganze,  um- 
fassende Theorie  geschaffen,  indem  er  eine  Potentialfunktion  (Z>(r)  nach 
Analogie  von  1),  nur  in  Form  einer  endlichen  Beihe: 

2)  0(r)  f=^— —  (Äiy  Ui  reell  und  positiv) 

zu  Omnde  legt. 

unzweifelhaft  liegt  zunächst  in  dem  Ansätze  2)  eine  gewisse  Will- 
ktbr;  man  wird  fragen,  welche  Vorzüge,  oder  gar  welche  innere  Notwendig- 
keit der  Ansatz  2)  gegenüber  anderen  aufweist,  und  in  zweiter  Linie, 
wenn  die  Vorteile  der  Form  0{f)  wirklich  zu  Tage  liegen  sollten,  welche 
physikalische  Bedeutung  die  über  die  Konstanten  A^  u  getroffenen  Fest- 
setzungen besitzen? 

Der  Verfasser  hat  das  elektrische  Gebiet  als  Ausgangspunkt  gewählt 
und  hat  hier  nach  einem  Prinzip  oder  Axiom  gesucht,  welches  sich  gegen- 
über allen  Abänderungen  der  Newtonschen  Potentialfnnktion 

invariant  verhielte. 

Nun  wird  allgemein  zugegeben,  dass  man  aus  der  Annahme  der  Form 

die  Existenz  eines  elektrostatischen  Gleichgewichtszustandes  (für  ein  beliebiges 
System  elektrisch  geladener  Konduktoren)  einwandsfrei  herleiten  kann. 
Da  auch  von  physikalischer  Seite  her  an  der  Vorstellung  eines  derartigen 
Gleichgewichtszustandes  nichts  wesentliches  ausgesetzt  wird,  so  hat  der 
Verfasser  dies  „Prinzip  des  elektrostatischen  Gleichgewichts"  zum  Leitstern 
genommen. 
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Sollte  man  nun  wirklich  annehmen,  dass  das  genannte  Prinsdp  einen 
so  bestimmenden  Einfloss  auf  die  Form  einer  im  übrigen  willkürlichen 
Potentialfonktion  ausüben  möchte? 

Der  Verfasser  hat  dies  schwierige  Problem  zonächst  von  negativer  Seite 
her  in  Angriff  genommen  und  hat  nach  Beispielen  von  Potentialfonktionen 
gesucht,  bei  deren  Annahme  ein  elektrischer  Gleichgewichtszustand  aus- 
geschlossen sei.  Ein  solches  merkwürdiges  Beispiel  —  und  das  scheint 
die  primäre  Entdeckung  gewesen  zu  sein,  die  den  Gang  der  weiteren  Unter- 
suchung veranlasst  hat  —  bot  sich  ihm  in  der  Funktion: 

WO  die  Konstante  a  positiv  und  sehr  gross  sein  soll. 

Es  sei  eine  isolierte  Metallkugel  mit  der  Elektrizit&tsmenge  M  '^l 
geladen,  die  man  sich  teils  im  Innern  der  Eugel^  teils  an  ihrer  Oberfläche 
beliebig  verteilt  denke.  Das  von  dieser  Verteilung  auf  irgend  einen  innem 
Punkt  ausgeübte  Potential  V  werde  aufgestellt,  sowie,  nach  Entwickelung 
von  f(r)  nach  Potenzen  von  a  und  r,  die  Ausdrücke  AF  und  AAF. 

Dann  ergiebt  sich  die  einfache  Relation: 

4)  A  AF-  a»AF  -  Anah  =  0, 

wo  s  die  (variable)  räumliche  Dichtigkeit  bezeichne. 

Lässt  man  nunmehr  noch  die  —  allerdings  wesentlich  beschränkende  — 
Voraussetzung  Platz  greifen,  dass  der  der  Zeit  t  =^  0  entsprechende  An- 
fangszustand in  Bezug  auf  das  Kugelzentrum  symmetrisch  sei,  so  folgt 
aus  4),  mit  Bücksicht  auf  frühere,  von  Laplace  und  Bertrand  her- 
rührende Sätze,  dass  die  Elektrizität  der  Kugel  niemals  zur  Buhe 
kommen  kann,  sondern  sich  in  unaufhörlicher  Bewegung  (die  sogar  nie- 
mals stationär  werden  kann)  befinden  muss. 

Und  solcher  Beispiele  kann  man  leicht  noch  mehrere  aufstellen. 

Umgekehrt  beweist  nun  der  Verfasser  in  der  That  den  Fundamental- 
satz,  dass  alle  mit  dem  Prinzip  des  elektrostatischen  Gleichgewichtszustandes 
verträglichen  Potentialfunktionen  <^(r)  die  Gestalt  2)  besitzen  müssen.  Das 
ist  sein  „Exponenti algesetz ^',  das  je  nach  der  Anzahl  der  Glieder  von 
0(r)  ein  eingliedriges,  zweigliedriges  u.  s.f.  heisst. 

Die  Hauptformeln  dieser  allgemeinen  Potentialtheorie  haben  eine  weit- 
gehende Analogie  mit  denen  der  gewöhnlichen  Theorie;  die  Laplacesche 
Gleichung  AF=0  nioimt  jedoch  eine  wesentlich  andere  Gestalt  an,  indem 

z.B.  für  das  eingliedrige   Exponentialgesetz  <P(r)  «= gilt: 

5)  AF-a^F. 

Wirken  auf  einen  isolierten  Konduktor  elektrische  Massen  von 
aussen  her,  so  ist  im  Gleichgewichtszustande  neben  einer  elektrischen 
Oberflächenbelegung  noch  eine  räumliche  Ausbreitung  der  Elektrizität  im 
Innern  des  Konduktors  vorhanden,  die  ein  einfaches  Gesetz  befolgt 

Der  oben  berührte  singulare  Vorteil  des  Greenschen  Grenzfalles  1) 
würde  also  damit  im  allgemeineren  Falle  wieder  verloren  gehen. 
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Besondere  Beachtung  verdient  es,  was  übrigens  nach  anderen  Erfahr- 
ungen zu  erwarten  war,  dass  sich  der  Beweis  des  sogenannten  „Existenz- 
theoremes^^  der  Potentialtheorie,  unter  Zugrundelegung  der  C.  Neumann- 
schen  Methode  des  arithmetischen  Mittels,  mit  Hilfe  von  5)  weit  einfacher 
und  durchsichtiger  führen  lässt,  als  im  extremen  Falle  der  Newtonschen 
Potentialfunktion. 

Bei  aUen  diesen  Untersuchungen  war  bisher  stillschweigend,  nach 
Newton,  die  Hypothese  der  momentanen  Femwirkung  vorausgesetzt. 

In  einem  kurzen,  aber  höchst  interessanten  Kapitel  (Nr.  VIII  S.  222  bis 
251)  lässt  der  Verfasser  jene  Hypothese  fallen,  ohne  übrigens  von  seinem 
Exponentialgesetz  weiterhin  Gebrauch  zu  machen. 

Er  denkt  sich  wiederum  zwei  Massenpunkte  m,  m^,  von  denen  der 
eine  dem  anderen  zur  Zeit  ^q,  wo  sie  den  Abstand  Tq  haben  mögen,  das 
gewöhnliche  Potential  W  ^  nimj^fp(rQ)  „zuseDdet".  Diese  Zusendung  soll 
aber,  einer  ersten  Hypothese  zufolge,  einer  gewissen,  wenn  auch  sehr 
kleinen  Zeit  t  —  tQ  bedürfen,  nach  deren  Ablauf  die  —  in  irgend  welcher 
Bewegung  befindlichen  —  Punkte  die  Entfernung  r  besitzen;  zudem  soll 
die  Zusendung  mit  konstanter  (sehr  grosser)  Geschwindigkeit  erfolgen. 

Der  Verfasser  macht  dann  die  weitere  Hypothese,  das  Potential  W 
habe  in  Wirklichkeit  die  zur  Zeit  t  vorhandene  Entfernung  r  durchlaufen, 
wozu  also  die  Zeit 

erforderlich  sei. 

Ob  und  inwieweit  sich  diese  zweite  Hypothese  mit  der  ersten  in 
Übereinstinunung  befindet,  mag  dahingestellt  sein. 

Durch  einfache  Rechnung  ergiebt  sich  so  ein  Ausdruck  für  TF,  der 
alsdann  dem  Hamilton  sehen  Prinzip  —  das  der  Verfasser  als  suprema 
lex  hinstellt  —  unterworfen  wird.  Man  kann  auch  sagen,  dass  der  Aus- 
druck W  nach  den  Koordinaten  variiert  werde,  sodass  W  eigentlich  den 
Namen  eines  „Variations- Potentials"  verdiente  (im  Gegensatz  zu  dem  ge- 
wöhnlichen „Diflferentiations- Potential"). 

Nimmt  man  noch  im  besonderen 

so  fahrt  das  angedeutete  Verfahren  auf  den  merkwürdigen  Satz: 

„Die  gegenseitige  Einwirkung  der  beiden  Punkte  wird  von 
solcher  Art  sein,  als  fände  zwischen  ihnen  eine  gewisse  repulsive 
Kraft  B  statt.  Diese  Kraft  i?,  die  geradezu  durch  Variation 
von  W  entsteht,  ist  identisch  mit  der  durch  das  Weber  sehe 
Gesetz  definierten  Kraft: 

6)  n^J!^[l-^y^+^r"], 

falls   man   nur  jene  konstante  Transmissionsgeschwindigkeit  c  als 
identisch  sich  denkt  mit  der  Weberschen  Konstanten  c."^  j 
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Alsdann  ISsst  sich  auch  ein  Theorem  der  lebendigen  Kraft  aufstellen, 
das  dem  gewöhnlichen  nahe  verwandt  ist. 

Danach  wäre  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  in  den  F&llen,  wo  Kräfte 
ein  gewöhnliches  Potential  nicht  besitzen,  wenigstens  ein  derartiges 
„Yariationspotential''  existiert,  dessen  innerer  Grund  eben  durch  die  Hypo- 
these einer  zeitlichen  Transmission  der  Kräfte  aufgedeckt  sein  würde. 

Für  weitere  Forschungen  wäre  damit  ein  weites  Feld  eröffnet. 

W.  Franz  Meter. 
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Preisaufgabe. 

Die  Fürstlich  Jablonowskiscfae  Gesellschaft  schlägt  für  das  Jahr  1901 
als  Freisaafgabe  vor: 

Die  Theorie   der   quadratischen   Differentialformen  in 
einem  wesentlichen  Punkte  zu  vervollkommnen. 

Die  Theorie  der  quadratischen  Differentialformen,  welche  von  Rie- 
mann  angebahnt  und  namentlich  von  Christoffel  and  Lipschitz  weiter- 
geführt worden  ist,  hat  durch  neuere  Untersuchungen  in  der  Geometrie, 
der  Dynamik  und  der  Theorie  der  Transformationsgruppen  eine  erhebliche 
Bedeutung  gewonnen,  und  jeder  Fortschritt  in  jener  Theorie  würde  auch 
hier  einen  Gewinn  bedeuten.  Indem  die  Gesellschaft  wünscht,  dass  die 
Theorie  der  quadratischen  Differentialformen  in  einem  wesentlichen  Punkte 
vervollständigt  werde,  lenkt  sie  die  Aufmerksamkeit  der  Bewerber  be- 
sonders auf  die  durch  Lies  Forschungen  angeregte  Frage  nach  der  Natur 
und  den  Eigenschaften  der  Formen,  welche  kontinuierliche  Gruppen  von 
Transformationen  gestatten.  Für  den  Spezialfall  n  =  S  hat  neuerdings 
Bianchi*  wertvolle  Beiträge  geliefert:  es  ist  zu  hoffen,  dass  die  Dar- 
stellung der  Kriterien  für  die  Zugehörigkeit  einer  gegebenen  Form  zu 
einem  bestimmten  Typus  in  invarianter  Form  gelingen,  und  dass  das 
Stadium  der  in  den  betreffenden  Räumen  herrschenden  Geometrien  sich  als 
lohnend  erweisen  werde. 

Preis  1000  Mark.  

Die  anonym  einzureichenden  Bewerbungsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besondem  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer  anderen 
Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer 
Sprache  zu  verfassen,  müssen  einseitig  geschrieben  und  paginiert,  fem  er 
mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  versiegelten  Umschlage 
begleitet  sein,  welcher  auf  der  Aussen seite  das  Motto  der  Arbeit  trägt,  in- 
wendig den  Namen  und  Wohnort  des  Verfassers  angiebt.  Jede  Bewerbungs- 
schrifb  muss  auf  dem  Titelblatte  die  Angabe  einer  Adresse  enthalten^  an 
welche  die  Arbeit  für  den  Fall,  dass  sie  nicht  preiswürdig  befunden  wird, 


*  Memorie  della  Societä  Italiana  delle  Scienze,  Ser.  IIIaT.  XI,  1897.  ^  j 
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zurückzusenden  ist.  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  mit  dem  30.  November  1901, 
und  die  Zusendung  ist  an  den  derzeitigen  Sekretär  der  Gesellschaft  (für 
das  Jahr  1898  Professor  Dr.  August  Leskien,  Stephanstrasse  Nr.  10)  zu 
richten.  Die  Resultate  der  Prüfung  der  eingegangenen  Schriften  werden 
durch  die  Leipziger  Zeitung  im  März  oder  April  des  folgenden  Jahres  be- 
kannt gemacht.  Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  werden  Eigentum  der 
Gesellschaft. 

W.  Scheibner«  Präs. 

A.  Leskien.    E.  Sievers.    E.  Lampreoht,    H.  Lipsius. 
K.  Bücher,    F.  Zirkel.    W.  Pfeffer.    W.  Hankel. 


Rezensionen. 


Zur  Entdeckung  des  Elektromagnetismus.  Abhandlungen  von  Hans 
Christian  Örsted  und  Thomas  Johann  Seebeck  (1820 — 1821). 
Herausgegeben  von  A.  J.  Öttinoen.  [Ostwalds  Klassiker  der  exakten 
Wissenschafben  Nr.  63.]  Mit  30  Textfiguren.  Leipzig  1895.  Verlag 
von  Wilhelm  Engelmann.    83  S.     Preis  1.40M. 

Die  Örsted  sehe  Abhandlung  umfasst  nur  acht  Seiten  und  führt  den 
Titel :  Versuche  über  die  Wirkung  des  elektrischen  Konflikts  auf  die  Magnet- 
nadel. Sie  erschien  in  lateinischer  Sprache  und  wurde  von  Gilbert  ins 
Deutsche  übersetzt 

Seebecks  Arbeit  lautet:  Über  den  Magnetismus  der  galvanischen  Kette 
und  ist  65  Seiten  gross.     Sie  verdankt  ihre  Entstehung  zweien  Vorlesungen. 

Den  Schluss  bilden  Anmerkungen,  in  welchen  uns  die  beiden  Gelehrten 
persönlich  näher  bekannt  gemacht  werden.  ü  jj^-bpl 


Über  Paradays  Kraftlinien.  Von  James  Clerk  Maxwell  (1855—1856). 
Herausgegeben  von  L.  Boltzmann.  [Ostwalds  Klassiker  der  exakten 
Wissenschaften  Nr.  69.]  Leipzig  1895.  Verlag  von  Wilhelm  Engel- 
mann.   130  S.    Preis  2  M. 

Der  Inhalt  zerfallt  in  drei  Teile,  von  denen  der  erste  lautet:  An- 
wendung auf  statische  Zustände  imd  stationäre  Strömung.  Der  zweite  be- 
handelt Farad ays  elektrotonischen  Zustand,  während  der  dritte  eine  Reihe 
von  Beispielen  mathematisch  löst. 

Die  Anmerkungen  erstrecken  sich  über  32  Seiten  und  lassen  erkennen, 
yde  sehr  der  Herausgeber  bemüht  ist,  die  knappe  und  deshalb  schwer 
verständliche  Ausdrucksweise  Maxwells   einem   grösseren   Leserkreis   nuind- 
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gerecht  zn  machen;  denn  nur  auf  solche  Weise  ist  es  möglich,  die  moderne 
Theorie  über  die  Elektrizität  rasch  einzuführen  und  die  alten,  seit  dem 
Aufschwung  der  Elektrotechnik  nicht  mehr  ausreichenden  Anschauungen 
zu  verdrangen.  B  ^^^^^ 

Magnetische  Polarisation  der  Metalle  nnd  Erze  durch  Temperatur- 
Differenz.  Von  Th.  J.  Sbebeck  (1822—1823).  Herausgegeben  von 
A.  J.  VON  Öttingbx.  [Ostwalds  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften 
Nr.  70.]  Mit  33  Figuren.  Leipzig  1895.  Verlag  von  Wilhelm  Engel- 
mann.   120  S.     Preis  2  M. 

Die  vorliegende  Arbeit  Seebecks  ist  an  Inhalt  wichtiger,  als  die  in 
Nr.  63  dieser  Sammlung  wiedergegebene.  Jedoch  ist  es  der  Ausdrucks- 
weise wegen  nötig  auch  diese  zu  lesen.  Da  der  Lebensgang  des  Autors  in 
die  Anmerkungen  von  Nr.  63  aufgenommen  ist,  so  beziehen  sich  die  jetzigen 
Zusätze  lediglich  auf  die  Abhandlung  selbst,  die  einen  Auszug  aus  vier 
Vorlesungen  bildet.  ß  ^^^^^ 

Chemische  Analyse  durch  Spektralbeohachtnngen.  Von  G.  Kirchhoff 
und  ß.  BüNSEN  (1860).  Herausgegeben  von  W.  Ostwald.  [Ostwalds 
Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  Nr.  72.]  Mit  2  Tafeln  und 
7  Figuren  im  Text.  Leipzig  1895.  Verlag  von  Wilhelm  Engel- 
mann.    74  S.     Preis  1. 40  M. 

In  diesem  Bändchen  sind  zwei  Abhandlungen  aus  Poggendorffs 
Annalen  abgedruckt,  welche  das  Fundament  der  nunmehr  unentbehrlich 
gewordenen  Spektralanalyse  bilden.  Obwohl  Text  und  Inhalt  wesentlich 
von  Bunsen  herrühren,  so  wird  das  Verdienst  Kirchhof fs  bei  dieser  wich- 
tigen Entdeckung  keineswegs  geschmälert.  Der  Herausgeber  teilt  in  den 
Anmerkungen  mit,  wie  Bunsen  den  Hergang  der  Entdeckung  schildert, 
die    namentlich    der  Chemie    zu   einem   ungemein  wichtigen  Hilfsmittel   ge- 

^^'^^'^  ''^-  B.  Nebel. 

Untersnehnngen  über  die  Gesetze  der  Verwandtschaft.  Von  Claude 
Louis  Berthollet  (1801).  Herausgegeben  von  W.  Ostwald,  [Ost- 
walds Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  Nr.  74.]  Leipzig  1896. 
Verlag  von  Wilhelm  Engelmann.     113  S.     Preis  1.  80  M. 

Wir  haben  es  hier  lediglich  mit  einem  Neudruck  einer  im  Jahre  1802  in 
Berlin  erschienenen  Übersetzung  von  Bertholle ts  französischer  Ausgabe  zu 
thnn.  In  den  Anmerkungen  wird  zunächst  der  interessante  Lebenslauf  des 
Verfassers  mitgeteilt,  an  den  sich  einige  kritische  Bemerkungen  anschliessen. 

B.  Nebel. 

Abhandlung  fiber  die  Herleitnng  aller  kristallographischen  Systeme 

mit  ihren  Unterabteilungen  aus  einem  einzigen  Prinzipe.    Von  Axel 
Gadolin  (1867).    Deutsch  herausgegeben  von  P.  Groth.     [Ostwalds  t 
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Klassiker   der   exakten  Wissenschalten  Nr.  75.]     Mit  26  Textfiguren 

und   3    Tafeln.     Leipsdg  1896.     Verlag    von  Wilhelm  Engelmann. 

92  S.    Preis  1.  50  M. 

Gadolin    führte    auf  Grund    des    von  Hauy   entdeckten  Erfahnmga- 

gesetzes   der  Rationalität   der   Indices,   ohne   irgend  welche  Annahme  über 

die   Molekularstruktnr  der  Kristalle,  den  Nachweis,  dass  es  nur  32  Klassen 

von  Kristallen    geben   könne,   die  sich  durch  ihre  ganz  bestimmte  Art  der 

Synmietrie  von  einander  unterscheiden.     Zu   dieser  Erkenntnis   kam  schon 

1830  der  deutsche  Mineralog  Hesse  1.    Seine  Arbeit  ist  aber  60  Jahre  lang* 

nicht   berücksichtigt   worden.     Die    eleganteste  Ableitung  rührt  doch   von 

Oadolin  her. 

Hier  zeigt  sich  wieder  deutlich  der  Nutzen,  welcher  durch  die  Heraus- 
gabe dieser  Sammlung  von  Klassikern  der  exakten  Wissenschaften  gestiftet 
wird.  Werke,  welche  in  einer  dem  Gelehrten  nicht  geläufigen  Sprache  und 
in  einer  dazu  noch  weniger  verbreiteten  Zeitschrift  erschienen  sind^  kommen 
auf  diese  Weise  in  den  Besitz  der  Allgemeinheit,  wodurch  aach  das  unab- 
hängige Arbeiten  über  denselben  Gegenstand  vermieden  wird,     p  Nebel 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1893.    Dargestellt   von   der  Physi- 
kalischen Gesellschaft  zu  Berlin.    49.  Jahrgang: 

Zweite  Abteilung,  enthaltend:   Physik   des  Äthers.    Redigiert  von 
Richard  Börnstein.      Braunschweig   1896.      Druck   und 
Verlag  von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn.   900  S.   Preis  30  M. 
Dritte  Abteilung,  enthaltend:   Kosmische  Physik.     Redigiert   von 
Richard  Assmann.      Braunschweig    1895.      Druck    und 
Verlag  von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn.  727  S.  Preis  25  M. 
Die  Portsehritte  der  Physik  im  Jahre  1894.     Dargestellt  von   der  Physi- 
kalischen Gesellschaft  zu  Berlin.    50.  Jahrgang: 

Erste  Abteilung,  enthaltend:  Physik  der  Materie.     Redigiert  von 

T^ ICHARD  BÖRNSTBiN.      Bniunschweig   1896.      Druck  und 

Verlag   von    Friedrich  Vieweg  und   Sohn.    600  S.    Preis 

22.60M. 

Zweite  Abteilung,  enthaltend:   Physik  des  Äthers.     Redigiert  von 

Richard  Börnstein.     Braunschweig   1896.      Druck   und 

Verlag  von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn.   853  S.  Preis  30  M. 

Dritte  Abteilung,   enthaltend:   Kosmische   Physik.     Redigiert   von 

Richard    Assmann.       Braunschweig    1895.      Druck    und 

Verlag  von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn.  716  S.   Preis  25  M. 

Über  den  Nutzen  der  Fortschritte  der  Physik  für  den  thätigen  Physiker 

zu    sprechen,  Messe:    Eulen    nach    Athen    tragen.      Aber    gerade    weil    die 

Physiker  zu  thfitig  waren,    so    mangelte    ihnen    die  Zeit,    die  Referate    so 

schnell  wie  möglich  zu  liefern.    Daher    kam  eine    solche  Verschleppung  in 

dem  Erscheinen  der  Bände,  dass  der  Vorteil    doch    sehr    fraglich  erschien. 

Schon  sahen  Einige  den  Untergang,  bis    es    der  Tüchtigkeit    zweier    neuer 

Redakteure  gelang,  dass  der  50.  Band  zum  50jährigen  Jubilämn^  der  Physi- 
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kaiischen  Gesellschaft  erscheinen  konnte ,  also  die  Zeit  innehielt,  welche 
▼on  den  Gründern  als  Ideal  angesehen  wurde.  Dieses  Ergebnis  ist  um  so 
höher  anzuschlagen,  als  auch  die  restierenden  Jahrgänge  noch  in  Angriff 
genommen  werden  mossten.  Stolz  können  jene  Männer  anf  ihre  Thätig- 
keit  zurückblicken,  denn  jetzt  ist  nur  noch  ein  Jahrgang  einzuholen, 
während  die  laufende  Arbeit  keine  Verzögerung  dadurch  erleidet.  In 
Kurzem  wird  alles  normal  gehen,  und  die  Wiedergeburt  ist  glücklich  voll- 
zogen. Möge  eine  derartige  Erisis  nie  mehr  eintreten,  damit  auch  der 
100.  Band  dereinst  rechtzeitig  erscheinen  kann!  -n  -k^^j.^ 

Die  Lehre  von  der  ElektrizitJlt  von  Gustav  Wiedemann.  Zweite  um- 
gearbeitete und  vermehrte  Auflage.  Zugleich  als  vierte  Auflage 
der  Lehre  vom  Galvanismus  und  Elektromagnetismus.  Dritter  Band. 
Mit  320  eingedruckten  Holzstichen.  Braunschweig  1895.  Druck  und 
Verlag  von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn.    1139  S.    Preis  28  M. 

Die  Gruppierung  des  Inhalts  ist  im  grossen  und  ganzen  dieselbe  ge- 
blieben, wie  in  dem  entsprechenden  Bande  der  früheren  Auflage;  jedoch 
bemerkt  man  überall  die  unermüdliche  Thätigkeit  des  Verfassers,  dessen 
Streben  es  ist,  dem  Physiker  ein  Werk  an  die  Hand  zu  geben,  ohne  das 
er  nicht  mehr  erfolgreich  arbeiten  kann.  Wiedemanns  Lehre  von  der 
Elektrizität  ist  aber  schon  dem  jüngsten  Physiker  derart  bekannt,  dass 
es  nur  eines  Hinweises  bedarf,  dass  wieder  ein  neuer  Band  erschienen  sei. 
Es  gehört  ein  immenser  Bienenfleiss  dazu,  das  täglich  rasch  anwachsende 
Material  sorgfältig  zu  sammeln  und  es  in  solcher  Weise  zu  vereinigen, 
dass  es  als  Ganzes  ein  Bild  liefert  von  dem  Stande  der  Wissenschaft,  dessen 
Grenze  in  dem  vorliegenden  Falle  der  Anfang  des  Jahres  1895  bildet.  — 
Mögen  auch  die  beiden  letzten  Bände  in  Bälde  erscheinen!       -g  j^jjbjjl 

Lehrbnch  der  Experimentalphysik  von  Adolph  Wüixner.  Fünfte  vielfach 
umgearbeitete  und  verbesserte  Auflage.  Zweiter  Band:  Die  Lehre 
von  der  Wärme.  Mit  131  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen 
und  Figuren.  Leipzig  1896,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner. 
935  S. 

Die  elektromagnetische  Lichttheorie  gab  die  Veranlassung,  in  dem 
zweiten  Band  nunmehr  die  Wärmelehre  zu  behandeln,  während  die  Lehre 
vom  Lichte  den  vierten  Band  umfassen  soll.  —  Begonnen  wird  die  Lehre 
von  der  Wärme  wieder  mit  der  Thermometrie  und  der  Ausdehnung  der 
Körper  durch  die  Wärme.  Bei  dieser  Inhaltseinteilung  war  es  erforderlich, 
die  Temperaturmeseungen  mit  Thermoströmen  in  diesen  Band  aufzunehmen, 
während  die  Thermoströme  selbst  erst  im  nächsten  Band  eingehender  be- 
rücksichtigt werden.  Die  wichtigen  Ergebnisse  der  experimentellen  Er- 
forschung der  Gase  sind  voll  gewürdigt  worden.  Da  die  Strahlung  einen 
wesentlichen  Teil  der  Optik  ausmacht,  so  wurde  in  dem  zweiten  Kapitel 
nach  Besprechung   der  Messinstrumente   nur   die  Emission   und  Absorption 

Digitized  by  CjOOQIC 


86  Historisch -litterarische  Abteilung. 

aufgenommen.  Die  mechanische  Theorie  der  Wärme  ist  im  wesentlichen 
unverändert  geblieben.  Obwohl  die  spezifische  Wärme  über  ein  reiches 
experimentelles  Material  zu  verfügen  hat,  so  sind  die  Schlüsse  daraus  noch 
nicht  befriedigend.  Von  den  grossen  Errungenschaften  auf  dem  Gebiete 
der  physikalischen  Chemie  durch  yan  t'Hofif  und  seine  Mitarbeiter  haben 
diejenigen  Aufnahme  gefunden,  welche  mehr  die  Physik  streifen.  So 
kommt  es  auch,  dass  die  Wärmeentwicklung  durch  chemische  Prozesse 
nicht  auf  Grund  der  neueren  Untersuchungen  behandelt  wird,  obwohl  diese 
für  den  Chemiker  so  überaus  fruchtbar  geworden  sind,  sondern  sich  auf- 
baut auf  die  physikalischen  Grundsätze,  die  ihre  Entstehung  den  älteren 
Untersuchungen  verdanken.  Dieses  Verfahren  mag  ja  jetzt  noch  hingehen, 
bis  die  physikalische  Chemie  weiter  ausgebaut  ist.  —  Das  Buch  eignet  sich 
insbesondere  für  den  jungen  Physiker,  der  sich  im  Laboratorium  selbst- 
ständig machen  wül.  ^   ^^^^^ 

Lehrbuch  der  Experimentalphysik  von  E.  von  Lommbl.  Mit  430  Figuren 
im  Text  und  einer  Spektraltafel.  Dritte  Auflage.  Leipzig  1896. 
Verlag  von  Johann  Ambrosius  Barth  (Arthur  Meiner).    556  S. 

Die  rasche  Aufeinanderfolge  der  drei  Auflagen  spricht  dafür,  wie 
sehr  es  der  Verfasser  verstanden  hat,  ein  Buch  zu  schaffen,  welches  den 
Bedürfidssen  der  Studierenden  in  jeder  Hinsicht  entspricht.  Ein  Grund  za 
wesentlichen  Änderungen  lag  somit  nicht  vor,  gleichwohl  hat  der  Verfasser 
da  und  dort  seine  bessernde  Hand  angelegt.  —  Die  seit  dem  Erscheinen 
der  letzten  Auflage  erfolgte  wichtige  Entdeckung  der  Röntgen -Strahlen  ist 
entsprechend  berücksichtigt  worden.  Die  Beigabe  einer  schönen  Spektral- 
tafel darf  als  besonders  willkommen  bezeichnet  werden.  —  Auch  diese 
Auflage  begleite  unser  „Glück  auf"!  -g   jq^jj^g^ 

Mfiller-Pouillets  Lehrbnch  der  Physik  und  Meteorologie.  Neunte  um- 
gearbeitete und  vermehrte  Auflage  von  Leop.  Pfaundler,  unter  Mit- 
wirkung von  Otto  Lummer.  In  drei  Bänden.  Mit  gegen  2000  Holz- 
stichen, Tafeln,  zum  Teil  in  Farbendruck.  Zweiter  Band.  Erste 
Abteilung.  Zweite  Lieferung.  Braunschweig  1896.  Druck  und  Ver- 
lag von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn.    608  S.    Preis  4. 60  M. 

Die  vorliegende  zweite  Lieferung  beginnt  mit  dem  fünften  Kapitel, 
der  Spektralanalyse.  Li  einem  besonderen  Kapitel  werden  die  Umwandlungs- 
produkte oder  Wirkungen  des  absorbierten  Lichtes  behandelt,  also  die 
Fluorescenz,  Phosphorescenz  und  Photographie.  Die  Wellenlehre  des  Lichtes 
wird  durch  einen  geschichtlichen  Überblick  eingeleitet,  worauf  dann  zur 
Ableitung  der  Grundgesetze  der  geometrischen  Optik  übergegangen  wird. 
Den  centrierten  optischen  Systemen  ist  wegen  ihrer  Wichtigkeit  in  der 
praktischen  Optik  ein  besonderes  Kapitel  gewidmet,  in  welchem  die  bei 
der  Abbildung  auftretenden  Fehler  und  die  Mittel  zu  deren  Hebung  ein- 
gehend  behandelt  werden.     Den  Abschluss  dieser  Lieferung  bildet  der  An- 
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fan^  des  elften  Kapitels:  Das  Ange  und  die  Gesichtsempfindringen.  —  Die 
Fehler  der  Linsensysteme  wurden  früher  meistens  nur  kurz  erw&hnt;  erst 
*.lie  allgemeine  Verbreitung  der  Photographie  spornte  die  Optiker  zum  Auf- 
tinden  der  besten  Linsensysteme  an,  womit  natürlich  eine  eingehende 
Kenntnis  der  Abbildungsfehler  verbunden  war.  Das  Streben,  diese 
sch-wierigen  Teile  der  Optik  so  deutlich  wie  möglich  darzustellen,  giebt 
sich  schon  in  dem  äusseren  Umstände  zu  erkennen,  dass  in  den  Figuren 
die  roten  und  blauen  Strahlen  farbig  wiedergegeben  sind,  was  von  sehr 
grossem  Wert  ist.  —  Auch  dieser  Teil   des  Werkes  sei  bestens  empfohlen. 

.  B^  Nebel. 

Das     Mikroskop    und    seine    Anwendung.      Von    Dippel.      Zweite    um- 
gearbeitete  Auflage.      Zweiter  Teil.      Anwendung  des    Mikroskopes 
auf  die  Histologie   der  Gewächse.     Erste  Abteilung.     Mit  302   ein- 
gedruckten Holzstichen   und   drei   Tafeln   in    Farbendruck.      Braun- 
schweig 1896.     Druck  und  Verlag  von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn. 
443  S.     Preis  24  M. 
Seit    dem   Erscheinen    der    früheren    Auflage    ist    die    mikroskopische 
Untersuchung  der  Pflanzen  wesentlich  gesteigert  worden.     Dabei  sind  auch 
die   Methoden    teils  verbessert,   teils   neu  geschaffen  worden.     Dies   gilt  be- 
sonders   von    den    Polarisationserscheinungen.       Der    erste    Abschnitt    des 
Werkes   beschäftigt   sich   ausschliesslich   mit   den  Untersuchungen  über  den 
Bau  der  Zelle,  während  der  zweite  die  Gewebe  der  höheren  Gewächse  zum 
Gegenstand    hat.      Der    dritte    und  vierte   Abschnitt    sind   der  zweiten  Ab- 
teilung  des  Werkes  vorbehalten   und   sollen   die  Untersuchungen   der  vege- 
tativen   Organe    der  höheren    Gewächse    und    die    aus    der    Entwickelungs- 
geschichte   umfassen.     Die  zahlreichen,    zum    Teil   farbigen  Figuren   tragen 
wesentlich   zum   leichteren  Verständnis  bei  und  entheben   den  Verfasser  von 
weitschweifigen    und    sehr    oft    doch    ungenügenden    Beschreibungen.      Das 
Entgegenkonunen   hierin  von  Seiten  der  Verlagsbuchhandlung  sei  besonders 
anerkannt.      Bezüglich    der    äusseren    Ausstattung    wäre    die   Wahl    eines 
solchen   Papiers    zu    wünschen,    bei   welchem    die    Rückseite    nicht    durch- 
schlägt.   Wie  unschön  sind  z.  B.  Seite  178,  249,  253  und  andere  mehr!  — 
Von    welcher   Wichtigkeit    die    mikroskopischen    Untersuchungen    der    or- 
ganischen Substanzen,  speziell   auch   die  in   der  Botanik  für  das  praktische 
Leben   sind,    dafür   sprechen   die  durch   das  Mikroskop   in    Kürze   feststell- 
baren Verfälschungen  von  Mehl  und  anderen  Lebensmitteln.     Ein  derartiges 
Handbuch  wird  daher  nicht  nur  dem  Gelehrten,  sondern  auch  dem  gericht- 
lichen Sachverständigen  ein  wichtiges  Werkzeug  sein.  ü   \,,j,ej 

Vorlesungen  über  tfasthcorie.     Von  LimwK}  Boltzmann.     L  Teil:  Theorie 
der  Gase  mit  einatomigen  Molekülen,  deren  Dimensionen  gegen  die 
mittlere  Weglänge  verschwinden.    Leipzig  1895.    Verlag  von  Johann 
Ambrosius  Barth  (Arthur  Meiner).     204  S. 
Auch    die  Wissenschaft   hat   ihre   Mode,  und   wer   dieselbe    nicht  mit- 
macht,   wird  von  seinen  Fachgenossen   ebenso  beurteilt,   wie  wenn  er  kein 
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modernes  Gewand  trägt.  Lächerlich  ist  es,  aber  leider  wahr.  Verfasser  em- 
pfindet dies  auch  und  erläutert  in  seinem  Vorwort,  wie  er  eigentlich  dazu 
konmit,  der  Ö£fentlichkeit  ein  Werk  über  Gastheorie  zu  übergeben.  Dies 
kann  aber  nur  als  ein  Zug  von  Bescheidenheit  angesehen  werden;  denn  der 
Verfasser  gehört  zu  den  Menschen,  die  sich  unabhängig  von  der  Mode 
kleiden  können  und  doch  nicht  unmodern  sind.  Während  die  kinetische 
Gastheorie  von  0.  E.  Meyer  mehr  für  Chemiker  ist,  die  auf  dem  Grenz- 
gebiet zwischen  Physik  und  Chemie  thätig  sind,  so  existieren  doch  nur 
die  Kirchhoff  sehen  Vorlesungen  über  Wärmetheorie,  denen  die  Gas- 
theorie als  Anhang  folgt.  Angeregt  durch  die  Kirchhoffsche  Gastheoiie, 
war  der  Verfasser  bestrebt,  die  vielen  Lücken  darin  auszufallen  und  die 
Arbeiten  von  Clausius  und  Maxwell  im  Zusammenhang  wiederzugeben. 
Nach  einer  Einleitung  über  die  mechanische  Analogie  fOr  das  Verhalten 
der  Gase  und  der  Berechnung  des  Druckes  eines  Gases  werden  im  ersten 
Abschnitt  die  Moleküle  als  elastische  Kugeln  aufgefasst,  wobei  äussere 
Kräfte  und  sichtbare  Massenbewegungen  fehlen.  In  dem  zweiten  Abschnitt 
werden  die  Moleküle  als  Kraftcentra  angesehen  und  äussere  Kräfte  und 
sichtbare  Bewegungen  des  Gases  der  Betrachtung  unterworfen.  Ln  dritten 
und  letzten  Abschnitt  wird  der  Nachweis  geliefert,  dass  die  Moleküle  sich 
mit  einer  der  fünften  Potenz  der  Entfernung  verkehrt  proportionalen  Kraft 
abstossen.  Der  zweite  Teil  soll  die  van  der  Wa  als  sehe  Theorie,  die 
Gase  mit  mehratomigen  Molekülen  und  die  Dissociation  zum  Gegenstand 
haben.  _  _  B.  Nebel. 

Magnetische  Kraftfelder.  Die  Erscheinungen  des  Magnetismus,  Elektro- 
magnetismus und  der  Induktion,  dargestellt  auf  Grund  des  Kraft- 
linienbegriffes. Von  H.  Edert.  I.  Teil.  Mit  93  Abbildungen  im 
Text  und  auf  zwei  Tafeln.  Leipzig  1896.  Verlag  von  Johann  Am- 
brosius  Barth.    223  S. 

Durch  die  genialen  experimentellen  Untersuchungen  von  Heinrich 
Hertz  wurde  der  Faraday-Maxwellschen  Theorie  über  die  Elektrizität  der 
wichtigste  Stützpunkt  geliefert,  so  dass  die  früheren  Anschauungen  plötzlich 
verdrängt  wurden.  Dies  geschah  in  so  unglaublich  kurzer  Zeit,  dass  z.  B. 
die  Elektrotechnik  sofort  mit  den  Kraftlinien  rechnete.  In  der  Physik  wurde 
in  dem  Unterricht  auch  der  Kraftlinienbegriff  eingeführt,  jedoch  bildete  er 
noch  nicht  allgemein  die  Basis  für  die  Elektrizitätslehre,  zumal  noch  kein 
Lehrbuch  für  den  ersten  Physikunterricht  an  Hochschulen  existierte,  in 
welchem  der  ganze  Stoff  vom  Standpunkt  der  Kraftlinientheorie  aus  ein- 
heitlich zur  Darstellung  gelangte.  Das  vorliegende,  dem  Andenken  von 
Heinrich  Hertz  gewidmete  Werk  soll  diese  Lücke  ausfüllen.  Zunächst  ist 
nur  der  erste  Teil  erschienen,  welcher  einen  mehr  vorbereitenden  Charakter 
besitzt.  Die  neuen  Begriffe  werden  an  den  längst  bekannten  Beispielen 
aus  dem  ersten  Physikunterricht  erläutert  und  durch  Einüben  geläufig  ge- 
macht. So  werden  schon  bei  dem  natürlichen  Magnet  das  magnetische 
Kraftfeld    und    die    Kraftlinien    eingeführt.      Der    zweite  Teil    soll    die    In- 
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duktion  im  weitesten  Sinne  des  Wortes  umfassen.  Dahin  gehören  zunächst 
die  Erscheinungen  der  Induktion  in  qualitativer  und  quantitativer  Hinsicht, 
sodann  diejenigen  der  Selbstinduktion,  der  ein-  und  mehrphasigen  Wechsel- 
ströme und  der  magnetischen  Drehfelder.  Mittels  der  Helmholtzschen 
Cykeltheorie  sollen  auch  die  Erscheinungen  der  Transformation  der  elektro- 
magnetischen Energie  in  Wärme  und  auch  die  Energieansammlung  bei  un- 
geschlossenen Strömen  behandelt  werden.  Sehr  wichtig  wird  dann  das 
Kapitel  über  Elektrooptik  sein,  in  welchem  neben  den  Leuchterscheinungen 
auch  die  Kathoden-  und  Röntgenstrahlen  ihren  Platz  finden  werden.  Aus 
diesen  kurzen  Andeutungen  folgt  schon,  welche  Fülle  von  Material  unter 
dem  einen  Gesichtspunkt  der  Kraftlinien  behandelt  werden  soll.  —  Es  be- 
darf wohl  kaum  des  Hinweises,  dass  sich  ein  solches  Buch  sehr  rasch  in 
dem  Unterricht  über  Experimentalphysik  einbürgern  wird,  um  die  neue 
Generation  nicht  zu  sehr  mit  dem  leidigen  Übergangsstadium  von  der  alten 
zur  neuen  Theorie  zu  belästigen.  —  Auch  die  äussere  Ausstattung  ent- 
spricht ganz  dem  gediegenen  Inhalt  des  Werkes.  B^  Nebel. 


Popnlär-wissenschaftliche  Vorlesungen.  Von  E.  Mach.  Mit  46  Abbild- 
ungen.   Leipzig  1896.    Verlag  von  Johann  Ambrosius  Barth.     135  S. 

Die  15  populär -wissenschaftlichen  Vorlesungen  sind  zuerst  in  Chicago 
in  englischer  Sprache  erschienen,  verdanken  aber  ihre  Entstehung  nicht, 
wie  dies  so  häufig  der  Fall  ist,  einem  Vortragscyklus  in  einem  kürzeren 
Zeitraum;  ihr  Erscheinen  erstreckt  sich  über  einen  Zeitraum  von  mehr  als 
30  Jahren,  und  schon  daraus  folgt,  dass  sie  vollständig  unabhängig  von 
einander  sind.  Auch  der  Charakter  des  Inhalts  ist  durchaus  verschieden, 
bald  wird  ein  ganz  spezieller  Gegenstand  behandelt,  wie  z.  B.  über  die 
Geschwindigkeit  des  Lichtes,  bald  eine  allgemeine,  das  heutige  Leben  leb- 
haft beschäftigende  Schulfrage,  wie  z.  B.  über  den  relativen  Bildungswert 
der  philologischen  und  der  mathematisch  -  naturwissenschaftlichen  Unter- 
richtsfacher der  höheren  Schulen.  Bei  dieser  unabhängigen  Stoffauswahl 
kann  der  Leser  seinem  Geschmack  folgen  und  ist  nicht  genötigt,  schritt- 
weise vorzugehen,  was  gerade  dem  Laien,  der  sich  mehr  belehrend  unter- 
halten will,  nur  zu  schwer  wird.  Alle  aus  dem  Gebiet  der  Naturwissen- 
schaften stanunenden  populären  Vorlesungen  begrüssen  wir  mit  besonderer 
Freude;  denn  sie  tragen  dazu  bei,  dem  klassischen  Philologen  seinen  bisher 
dominierenden  Platz  in  der  Schule  auf  das  richtige  Maß  zu  beschränken. 

B.  Nebel. 

Grandriss  der  Wärme  für  Studierende  und  Schüler.  Von  R.  T.  Glazebrook. 
Deutsch  herausgegeben  von  Otto  Schönrock.  Mit  88  Figuren  im 
Text.  Berlin  1896.  Verlag  von  S.  Calvar>'  &  Co.  280  S.  Preis 
3.  60  M. 

Das  kleine  Werk  ist  sehr  nett  und  äusserst  praktisch  eingerichtet. 
Hinter  den  mit  Zahlen  versehenen  Abschnitten  ist  in  fettem  Druck  das  den 
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Inhalt  angebende  Stichwort  gesetzt.  Handelt  es  sich  um  eine  Definition, 
so  föUt  sie  änsserlich  schon  durch  den  Dmck  in  Kursivschrift  auf.  Durch 
kleinen  Druck  werden  Aufgaben  und  Fehlerquellen  bei  Experimenten  an- 
gedeutet. Dabei  war  der  Verfasser  bestrebt,  so  knapp  und  präzis  wie 
möglich  zu  sein.  Kurz  gesagt,  es  ist  ein  Vademecum  für  den  angehenden 
Physiker,  sei  er  mit  Experimentieren,  sei  er  mit  Examensvorbereitungen 
beschäftigt.  B.  Nebel. 

firundgesetze  der  Molekularphysik.  Von  Th.  Scuwartze.  Mit  25  in 
den  Text  gedruckten  Abbildungen.  Leipzig  1896.  Verlagsbuchhand- 
lung von  J.  J.  Weber.     209  S.     Preis  2  M. 

Durch  die  überraschenden  experimentellen  Ergebnisse  von  Heinrich 
Hertz  machten  sich  die  Faraday-Maxwellschen  Anschauungen  über  die 
elektrischen  Vorgänge  derart  schnell  geltend,  dass  man  zunächst  noch  m 
Verlegenheit  kam,  da  die  Ausdrucksweise  der  alten  Lehre  mit  derjenigen 
der  neuen  bei  der  Behandlung  der  gesamten  Elektrizitätslehre  in  Kollision 
geriet.  Verfasser  ist  mit  seiner  Lehre  von  der  Elektrizität  und  deren 
praktische  Verwendung  als  ein  Apostel  der  neuen  Lehre  anzusehen,  da  die 
Darstellung  ganz  im  Sinne  Faradays  erfolgte.  —  Der  Umschwung  auf  dem 
Gebiet  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus  ist  aber  ein  solch  gewaltiger, 
dass  auch  die  Mechanik  hiervon  ergriffen  wird.  Längst  hat  man  es  em- 
pfunden, dass  es  mit  dieser  in  dem  bisherigen  Geleise  nicht  weiter  gehen 
kann.  Schon  Lagrange  und  Hamilton  waren  der  Ansicht,  dass  sich 
die  mechanischen  Grundprinzipien  von  einem  Gesichtspunkt  aus  behandeln 
lassen  müssen.  Verfasser  sucht  dieses  Ziel  dadurch  zu  erreichen,  dass  er 
das  dem  Wechselspiel  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  Ausdruck  gebende 
Prinzip  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  nach  dem  Parallelogrammgesetz 
zur  Grundlage  der  physikalischen  Mechanik  macht.  Durch  die  Aufstellung 
einer  allgemeinen,  für  Statik  und  Dynamik  giltigen  Grundformel,  analog 
der  Max  well  sehen  elektrodynamischen  Grundgleichung  gelingt  es,  die  ge- 
samte Statik  und  Dynamik  in  eine  systematische  Gestalt  zu  bringen.  — 
Den  Anhang  bildet  eine  auf  neuere  Beobachtungen  gegründete  Farbentheorie, 
die  mit  der  Newtonschen  Hypothese,  dass  weisses  Licht  zugleich  viel- 
farbiges Licht  sei,  im  Widerspruch  steht.  .  ^   -NjpBj.^ 

Repetitorinm  der  Experimentalphysik  für  Studierende  auf  Hochschalen. 
Mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Bedürfnisse  der  Mediziner  und 
Pharmazeuten.  Von  L.  Weber.  Mit  121  in  den  Text  gedruckten 
Abbildungen.  München  und  Leipzig  1895.  Wissenschaftiicher  Verlag 
von  Dr.  E.  Wolf.     266  S.     Preis  4.  20  M. 

Gewöhnlich  wird  in  den  Vorträgen  über  Experimentalphysik  auf  die 
speziellen  Bedürfhisse  einzelner  Studentenkategorien  keine  Rücksicht  ge- 
nonmien,  so  dass  namentlich  den  Chemikern ,  Medizinern  und  Pharmazeuten 
in  vielen  Teilen  der  Physik  die  Vorträge  allzu  eingehend  erscheinen.  Da- 
durch wird  die  für  das  Examen  zu  treffende  Auswahl  recht  schwer,  zumal 
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die  grösseren  Lehrbücher  zu  viel,  die  kleineren  zu  wenig  bringen.  Ver- 
fasser hat  es  verstanden,  ein  nicht  zu  umfangreiches  Werk  zu  schaffen, 
welches  die  wesentlichen  Grundlagen  der  Experimentalphysik  in  solchem 
Umfang  enthält,  wie  sie  für  ein  erfolgreiches  physikalisches  Praktikum 
speziell  für  Mediziner  und  Pharmazeuten  ausreichen.  Die  in  diesen  Kreisen 
so  häufig  gefürchtete  Mathematik  tritt  völlig  zurück  und  beschränkt  sich 
nur  auf  die  einfachsten  Mittel.  Zur  schnelleren  Orientierung  sind  auf  den 
Rand  die  Stichwörter  gedruckt.  Die  Figuren  sind  nur  schematisch  an- 
gedeutet, setzen  also  die  Bekanntschaft  mit  den  Apparaten  aus  der  Ex- 
perimentalphysik voraus.  —  Sicherlich  wird  dieses  Repetitorium  der  Ex- 
perimentalphysik bei  den  Studenten  sehr  willkommen  geheissen. 

B.  Nebel. 

L'icole   pratique    de    physique.     Cours    elementaire    de    manipulations    de 
physique,   a   Tusage   des   candidats   aux   ecoles   et   au  certificat  des 
etudes  physiques  et  naturelles.     Par  Am^  Witz.     Deuxieme  Edition 
revue  de  augment^e.     Paris  1895.    Gauthier -Villars  et  fils.     218  S. 
Preis  5  Fr. 
Obwohl   der  Charakter  des  Buches  gegenüber  der  ersten  Auflage  sich 
nicht    geändert  hat,   so    hat   es  doch  darin    eine  wesentliche  Änderung    er- 
fahren,   als    es    in    zwei  Bände    geteilt    worden   ist.      Äussere   Rücksichten 
gaben  hierzu  die  Veranlassung.     Der  erste  Band  ist  für  Schulamtskandidaten, 
Mediziner   und  Pharmazeuten    bestimmt,    er   ist    daher    elementar  gehalten. 
Zugleich  dient  er  auch  als  Vorbereitung  für  den  zweiten  Band,  welcher  die 
jungen  Leute   zu  tüchtigen  Physikern  heranziehen   soll,    indem  sie  mit  den 
genauen  Messungen  schwierigerer  Versuche  vertraut  gemacht  werden  sollen. 
Jedem  Abschnitt  geht  ein  theoretischer  Teil  vor,  in  welchem  das  Wichtigste 
zum  Verständnis    der   anzustellenden  Versuche   kurz   zusammengestellt  wird. 
Sodann  folgt  eine  Beschreibung  der  zu  benützenden  Apparate  und  erst  dann 
werden    die    von    dem   Schüler    durchzuführenden    praktischen  Übungen   be- 
sprochen.     Den  Schluss   bildet  jedes  Mal    eine  Zusammenstellung    der  Er- 
gebnisse und  der  daraus  zu  ziehenden  Folgerungen.     Diese  Einteilung  weicht 
wesentlich  von    derjenigen   unserer   deutschen  Bücher  für  das   physikalische 
Praktikum   ab.      Durch  jene  Anordnung  wird   dem  Studierenden   die  ganze 
Arbeit  sehr  erleichtert  und  das  Selbststudium  ermöglicht.  B.  Nebel. 


Conrs  de  physique  de  Fecole  polytechniqne  par  J.  Jamin.  Premier 
Supplement  par  Bouty.  Chaleur.  —  Acoustique.  —  Optique. 
Paris  1896.     Gauthier -Villars  et  fils.    182  S. 

In  dem  vorliegenden  Ergänzungsband  zu  dem  Jaminschen  Werk 
werden  die  neueren  Fortschritte  der  Physik  in  Bezug  auf  die  Wärme, 
Akustik  und  Optik  behandelt.  Um  aber  das  Ganze  in  zusammenhängender 
Form  darstellen  zu  können,  konnten  nicht  alle  Einzelheiten  bis  in  die 
neueste  Zeit  aufgenommen  werden,  sondern  nur  solche^  welche  seit  einigen 
Jahren  eine  gewisse  Entwicklung  erfahren  haben,  wie  z.  B.  der  osmotische 
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Druck  und  dergleichen  mehr.  —  Auf  diese  Weise  werden  auch  die  Besitzer 
der  letzten  Auflage  mit  dem  heutigen  Stand  der  Physik  bekannt  gemacht. 

B.  Nebel. 

Die    Erhaltung   der    Arbeit.       Von    Richard  Heger.       Hannover   1896. 
Helwingsche  Verlagsbuchhandlung.     306  S.    Preis  8  M. 

In  dem  vorliegenden  Buch  sollen  die  Naturerscheinungen  vom  Stand- 
punkte der  Erhaltung  der  Arbeit  aus  wissenschaftlich  behandelt  werden, 
ein  Streben,  das  schon  sehr  viele  Anhänger  gewonnen  hat.  Wenn  nun  auch 
dieser  Standpunkt  nicht  allgemein  angenommen  wird,  so  ist  es  doch  ein 
nützliches  Werk,  die  Wichtigkeit  des  Prinzipes  von  der  Erhaltung  der 
Arbeit  an  der  Hand  der  physikalischen  Erscheinungen  nachgewiesen  und 
die  Bedeutung  dieses  Gesetzes  durch  eine  leichtverständliche  Darstellung 
den  weitesten  Kreisen  zugänglich  gemacht  zu  haben.  Je  grösser  die  Ver- 
breitung dieses  den  Haushalt  der  Natur  betreffenden  Gesetzes  ist,  um  so 
grösser^  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  neue  Gedanken  imd  neue  Gesichts- 
punkte auftreten  zu  der  schnelleren  Klärung  über  die  künftige  Behandlung 
der  Physik;  denn  die  sich  mehr  und  mehr  bahnbrechenden  Anschauungen 
in  der  Elektrizitätslehre  erheischen  immer  energischer  eine  baldige  Um- 
gestaltung der  Mechanik  und  daher  der  ganzen  übrigen  Physik.  —  Figuren, 
wie  z  B.  Fig.  53  ohne  weitere  Buchstabenbezeichnung,  sind  für  solche,  die 
sich  erst  belehren  lassen  wollen,  von  geringem  Nutzen.  B.  Nebel. 


Die  Luftwiderstaiiis-Gesetze,  der  Fall  durch  die  Luft  und  der  Vogel- 
flng.  Mathematisch -mechanische  Klärung  auf  experimenteller  Grund- 
lage entwickelt  von  Friediuch  Ritter  von  Loessl.  Wien  1896. 
Alfred  Holder.    304  S. 

Die  Lüfte  zu  durcheilen,  war  schon  jeher  das  Bestreben  der  Menschen, 
und  es  fehlte  nicht  an  Versuchen,  diesem  Ziel  näher  zu  kommen.  Zwei 
Kichtungen  sind  es  hauptsächlich,  welche  eingeschlagen  werden,  einmal  das 
Bestreben,  den  Luftballon  lenkbar  zu  machen  und  sodann  das  grossartigere 
Problem,  den  Vogelflug  nachzuahmen.  Um  dieses  Ziel  zu  erreichen,  sind 
aufmerksame  Naturstudien  erforderlich.  Dazu  gehören  nun  nicht  nur  eifrige 
Beobachtungen  des  Vogelfluges,  sondern  auch  eine  eingehende  Kenntnis 
von  den  Gesetzen  des  Luftwiderstandes,  um  richtige  Konsequenzen  für  den 
künstlichen  Vogelflug  ziehen  zu  können.  Die  seit  einer  Reihe  von  Jahren 
angestellten  Experimente  und  teilweise  auch  schon  veröffentlichten  Resul- 
tate hat  der  Verfasser  in  dem  vorliegenden  Buche  zu  einem  Ganzen  ver- 
einigt. Nachdem  die  verschiedenen  Ansichten  über  das  Verhalten  der  Luft 
gegen  eine  bewegte  Fläche  einander  gegenüber  gestellt  worden  sind,  wird 
auf  das  nach  Ansicht  des  Verfassers  thatsächliche  Verhalten  der  Luft  hin- 
gewiesen, das  in  einer  Lufthügelbildung  bestehen  soll.  Diese  wird  nun 
der  eingehendsten  experimentellen  und  rechnerischen  Untersuchung  unter- 
worfen, und  dabei  die  Ergebnisse  erforscht,  wenn  die  Versuchsbedingungen 
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entsprechend  geändert  werden.  Dies  fährt  schliesslich  za  dem  Frohlem  des 
Vogelflages,  wohei  aach  die  bisherigen  Vorstellnngen  über  diesen  nicht 
unerwähnt  bleiben.  Aus  den  speziellen  Betrachtungen  des  Taubenfloges 
nnd  den  rechnerisch  ergründeten  Arbeitsleistungen  glaubt  der  Verfasser  die 
gewonnenen  Resultate  sinngemäss  auf  jede  Vogelgattung  übertragen  zu 
dürfen,  weshalb  von  einer  weiteren  Betrachtung  abgesehen  wird.  Dass  die 
mathematischen  Ergebnisse  nur  Annäherungswerte  sein  können,  dessen 
ist  sich  auch  der  Verfasser  bewusst;  denn  für  eine  durchsichtige  mathe- 
matische Behandlung  müssen  zunächst  die  Bedingungen  so  einfach  wie 
möglich  gewählt  werden.  Daher  sind  die  Probleme  über  den  Stimwider- 
stand  schwach  gebogener  dünner  Flächen,  sowie  der  Widerstand  parallel 
gestellter  Flächen,  insbesondere  der  von  Gittern  und  Sieben  wegen  ihres 
bedeutenden  Umfanges  künftigen  selbständigen  Abhandlungen  vorbehalten 
worden.  B.  Nebbl. 

Les  radiations  nonvelles.  Les  rajons  X  et  la  Photographie  ä  travers  les 
Corps  opaques  par  Ch.-Ed.  Guillaume.  Deuxi&me  edition.  Paris  1896. 
Gauthier -Villars  et  fils.    144  S.    Preis  3  Frcs. 

Seit  dem  Erscheinen  der  ersten  Auflage  dieses  Buches  ist  in  theo- 
retischer Hinsicht  über  die  Natur  der  X-Strahlen  oder  Böntgen- Strahlen, 
wie  sie  in  Deutschland  nur  noch  bezeichnet  werden,  kein  Fortschritt  zu 
verzeichnen,  der  uns  die  Lösung  für  das  immer  noch  unbekannte  X  ge- 
bracht hätte.  Der  Verfasser  verzichtet  daher,  die  verschiedenen  Vermutungen 
über  das  Wesen  dieses  neuen  Phänomens  in  dieses  Buch  aufzunehmen, 
sondern  begnügt  sich  mit  den  bedeutenden  Ergebnissen  in  praktischer  Hin- 
sicht. Wer  sich  daher  Aufklärung  hierüber  verschaffen  will  und  selbst 
erfolgreiche  Versuche  anzustellen  wünscht,  dem  kann  dieses  Buch  nur  bestens 
empfohlen  sein.  Der  erste  Teil  und  die  beiden  ersten  Kapitel  des  zweiten 
Teiles  betreffen  diejenigen  Kapitel  der  Physik,  welche  zum  Verständnis  der 
Röntgen -Strahlen  erforderlich  sind.  Die  Figuren  einer  Ratte,  mit  natür- 
lichen und  Röntgen  -  Strahlen  aufgenommen,  liefern  den  deutlichsten  Beweis 
über  den  Unterschied  dieser  Strahlengattungen.  Die  übrigen  Tafeln  geben 
ausgezeichnete  Röntgen -Photographien  wieder.  B.  Nebel. 


UntersQchiingen  über  die  Qaellung  der  Starke  von  H.  Rodewald. 
Kiel  und  Leipzig  1896.  Verlag  von  Lipsius  und  Tischer.  87  S. 
Preis  2. 40  M. 

Verfasser  beschäftigt  sich  zanächt  mit  der  Bestimmung  des  Aus- 
dehnungskoeffizienten der  Stärke  und  sodann  eingehend  mit  Wärmemessungen. 
Hier  werden  die  spezifischen  Wärmen  der  trockenen,  gequollenen  Stärke 
und  des  Stärkekleisters  gemessen,  dann  erst  wird  die  Quellungswärme  der 
Stärke  im  Eiskalorimeter  und  bei  Zimmertemperatur  ermittelt.  Der  Be- 
stimmung der  spezifischen  Volumina  der  Stärke  folgt  diejenige  des  Wasser- 
gehaltes der   Stärke   im  Qaellungsmaximum.     Nach   diesen   experimentellen 

Digitized  by  VjOOQIC 


94  Historisch -litterarische  Abteilung. 

Untersuchungen  wird  in  Kürze  die  mechanische  Wärmetheorie  auf  die 
Quellung  angewendet,  und  aus  den  zusammengestellten,  auf  experimentellem 
Wege  gefundenen  Resultaten  noch  eine  Beihe  von  Grössen  abgeleitet,  unter 
anderem  auch  die  bei  der  Quellung  auftretende  Arbeitsleistung.  —  Durch 
diese  Spezialarbeit  ist  aber  auch  das  Interesse  auf  andere  Gebiete  gelenkt 
worden,  erwähnt  sei  niu-  die  Physiologie  bezüglich  der  Muskelthätigkeit. 

B.  Nebbl. 

Barometrische  Höhentafeln  fOr  Tiefland  und  ffir  grosse  HShen  von 
W.  Jordan.  Hannover  1896.  Helwingsche  Verlagsbuchhandlung. 
48  S.    Preis  2  M. 

Diese  Tafeln  bilden  die  Ergänzung  der  zweiten  Auflage  der  im  Jahre 
1886  im  Verlage  von  J.  B.  Metzler,  Stuttgart,  erschienenen  barometrischen 
Höhentafeln  nach  Unten  und  Oben,  so  dass  nunmehr  ein  barometrisches 
Tabellen  werk  existiert,  welches  bei  barometrischen  Höhenmessungen  im 
Tiefland,  im  Mittelgebirge,  im  Hochgebirge  und  auf  Ballonfahrten  bis 
8000  m  Höhe  benutzt  werden  kann.  —  Sicherlich  wird  auch  diese  Arbeit 
des  ungemein  thätigen  Verfassers  in  den  beteiligten  Kreisen  grossen  An- 
klang finden.  B  ^^^3^^ 

IsENKRAHE,  Du.  C.  Dhs  Verfahren  der  Fnnktionswiederholnng,  seine 
geometrische  Veranschanlichnng  nnd  algebraische  Anwendung:. 

Leipzig  1897.    Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.     113  S. 

Die  sogenannte  Funktionswiederholung  oder  Iteration,  welche  darin 
besteht,  dass  man  auf  eine  Grösse  z^  die  Operation  f  wiederholt  ausübt^ 
also  aus  ^t=f(^o),  weiter  ^s'g  = /X*i)  = /*[/*(^^o)l  ==  A  (•^'o)  bildet  u.  s.  f.  bis 
^«  =  /*/t('2'o)i  ist  nicht  neu.  Verfasser  selbst  weist  auf  Archimedes, 
Newton,  Gauss,  Günther,  E.  Hoffmann,  Netto  hin,  Namen,  welchen 
unter  anderen  noch  Stern,  Schlömilch,  Schröder,  Schapira  und 
V.  Schaewen  beigefügt  werden  können. 

Die  Frage  der  Anwendung  iterierter  Funktionen  auf  Algebra  hat 
eigentlich  so  recht  Günther  in  der  mathematisch -naturwissenschaftlichen 
Section  der  34.  Versammlung  deutscher  Philologen  und  Schulmänner  zu 
Trier  (Sept.  1879)  in  Fluss  gebracht.  Man  vergleiche  J.  C.  V.  Hoffmanns 
Zeitschr.,  11.  Jahrg.,  S.  68:  „Eine  didaktisch  wichtige  Auflösung 
trinomischer  Gleichungen".  Denn  der  Güntherschen  Fragestellung 
folgte  noch  in  demselben  Bande  dieser  Zeitschrift  eine  entsprechende  Ab- 
handlung von  V.  Schaewen,  sodann  eine  verwandte  Arbeit  von  E.  Hoff- 
mann  im  Archiv  d.  Math,,  66.  Teil,  S.  33  (1881).  Etwas  später  er- 
schienen zwei  Abhandlungen  von  Netto  im  29.  Bd.  der  Math.  Annalen 
(1887),  S.  141  u.  148  und-  an  diese  anschliessend  eine  Arbeit  von  Isen- 
krahe,  Math.  Annalen,  Bd.  31,  S.  309  (1888),  welche  als  der  Vorläufer 
seines  jetzt  erschienenen  Buches  bezeichnet  werden  kann. 

In  allen  diesen  Arbeiten  fehlt,  von  einigen  sehr  unbestimmt  ge- 
haltenen   Äusserungen    abgesehen,    die    geometrische    Deutung    des   ana- 
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lytischen  Vorganges  bei  dem  Iteraüonsprozess,  und  diese  Lücke  soll  nun 
im  wesentlichen  dorch  das  uns  vorliegende  Buch  ausgefüllt  werden. 

Der  Verfasser  zerfällt  eine  Gleichung  F(x)  =  0  iii  f{x)^g{x)  und 
betrachtet  die  Kurven  y^f(x)  und  y  =  9{x).  Von  der  einen  Kurve  nach 
der  anderen  schlägt  er  sodann  eine  „Brücke",  d.h.  er  fügt  eine  die  ge- 
nannten Kurven  schneidende  Kurve  y  =  k(x)  hinzu  und  sucht  mittelst 
solcher  sich  aneinander  schliessender  Brücken  den  Schnittpunkt  der 
ersten  beiden  Kui-ven  zu  erreichen.  Die  Abscisse  jenes  Schnittpunktes 
kommt  dann  offenbar  mit  einer  reellen  Wurzel  der  vorgelegten  Gleichung 
überein.  Die  aufeinander  folgenden  Brücken  bilden,  wie  leicht  ersichtlich, 
je  nach  der  Neigung  der  Kurven  gegen  die  a;-Axe,  entweder  einen 
treppenartigen  „Brückenzickzack",  kurz  eine  „Treppe"  oder  auch  eine 
„eckige  Spirale",  ein  Ausdruck,  welcher  allerdings  an  „eckiger  Kreis" 
u,  dergl.  erinnert.  —  Nach  Einführung  dieser  allgemeinen  Begriffe  wird  die 
Kurve  y^k(x)  spezialisiert,  genauer  gesprochen:  es  werden  die  auf- 
einander folgenden  Brücken  durch  Strecken  ersetzt,  welche  abwechselnd 
parallel  den  Koordinatenaien  verlaufen;  es  entsteht  so  zwischen  den 
Kurven  ein  geradliniger,  gebrochener  Zug.  Aber  auch  die  Kurve  y'^gix) 
wird  spezialisiert;  an  ihrer  Stelle  wird  einfach  die  Gerade  y^x  eingeführt. 
Diese  Gerade  nennt  Verfasser  „Würze laxe",  und  er  legt  ihr  eine  prin- 
zipielle Bedeutung  bei,  welche  sie  indessen  keineswegs  besitzt.  Gerade 
dadurch,  dass  er  jene  Axe  auswählt  und  ^^  =  a;  an  Stelle  einer  noch 
passend  auszusuchenden,  leicht  umkehrbaren  Funktion  y^g(x)  setzt,  be- 
raubt er  sich  der  Bewegungsfreiheit  und  gestaltet  die  geometrischen  Bilder 
unnötig  verwickelt. 

Bei  der  Neuheit  und  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  halten  wir  uns  für 
verpflichtet,  diesen  genauer  darzulegen. 

Nehmen  wir  die  kubische  Gleichung: 

«0  +  «1  ^  +  :i^  -=  0, 
welche  Verfasser  auf  Seite  61  behandelt.     Er  bildet: 

1)  .  =  _^'=^(.); 

2)  a?  =  ^—  ÜQ  —  a^x  =  v{x) 

und  legt  somit  die  Gerade  y  =  x  fest,  während  die  kubischen  Parabeln: 

«0  +  •'^'' 


y  =  —  -^   ,     resp.     x=y  —  a^-  a^y 

mit  wechselnden  Werten  der  Parameter  a^  und  a,  in  veränderlicher  Ge- 
stalt und  Lage  die  Ebene  durchsetzen.  Man  vergl.  die  Figuren  52—55, 
von  denen  die  erste,  welche  sich  auf  eine  quadratische  Gleichung  bezieht, 
nicht  weniger  als  sechzehn  verschiedene  Parabeln  aufweist. 

Bringt  man  dagegen  die  vorgelegte  Gleichung  auf  die  Form: 
o;*  +  flj  —  c  -=  0, 
was  mittelst  einer  einfachen  Substitution  immer  möglich  ist,  und  spaltet  sie 
in  y^x^  und  ?/  =  c±a;,    so   hat   man    eine   feste   kubische  Parabel   von 
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unveränderlicher  Gestalt,  während  das  wechselnde  Element  in  einer 
Geraden  i/^^c  +  x  oder  y^^c  —  x  besteht,  welche  für  verschiedene  Werte 
von  c  parallel  zu  sich  selbst  zu  verschieben  ist.  —  Dieselbe  Bemerkung 
gilt  far  trinomische  Gleichungen  überhaupt,  denn  die  Gleichung 

X«  q:  ajP  —  c  =  0 
kann  in  eine  solche  mit  ^=1  verwandelt  werden,  nur  ist  dann  n  als  ge- 
brochen zu  denken,  was  keinerlei  Störung  in  dem  Iterationsprozess  herbei- 
führt. 

Betrachten  wir  weiter  eine  biquadratische  Gleichung  der  Form 
x^  —  a  x^  -  ß  X  —  y  <=»  0. 

Mit  Herrn  Isenkrahe  müssten  wir  dieselbe  etwa  spalten  in  ^  — a;  und 


1)     y  = -p -,    resp.    2)     x=y  -^±y  -^  +  ßtj  +  y, 

sodann  aber  wären  die  letzten  Gleichungen  als  Kurven  vierter  Ordnung 
zu  deuten,  welche  mit  den  Konstanten  or,  /?,  /  nicht  nur  ihre  Lage,  sondern 
auch  ihre  Gestalt  wechselten.  —  Verzichten  wir  dagegen  auf  die  Wurzel- 
aze  y  ^^  X  und  transformieren  die  vorgelegte  Gleichung  so,  dass  sie  durch 
die  beiden  Gleichungen  x^  =  a  +  y  und  y^  =  h  +  x  ersetzt  werden  kann, 
d.  h.  dass  sie  übereinkommt  mit 

(x^-ay-x-h=^0, 

so  erreichen  wir  eine  beträchtliche  Vereinfachung.  Die  hier  auftretenden 
Parabeln  sind  vom  zweiten  Grade  und  kongruent,  denn  sie  besitzen  den- 
selben Parameter  und  unterscheiden  sich  nur  durch  ihre  Lage.  Ihre 
Gleichungen  sind  überdies  leicht  umkehrbar  und  liefern  daher  folgende  ein- 
fache Kettenlösungen: 


x^V  a+Vh^Va 


1)  x^Va+yh^ya  + 


\^-<..r 


2)  x^-h+W    -  a+   y -h+'-^ 

welche  in  der  That  sämtliche  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  zur 
Darstellung  bringen.  —  Ähnliche  Bemerkungen  gelten  für  quadrinomische 
Gleichungen  der  Form: 

x^'^  —  a  x^  —  ß  X  —  y  ^  0     und     x"^  —  a  x^  —  ß  x  —  y  =^  0, 

Wenn  also  Herr  Isenkrahe  auf  gewisse  merkwürdige  und  einfache 
Algorithmen  nicht  verzichten  will,  so  muss  er  die  Beschränkung,  welche  er 
durch  die  Wurzelaxe  y  =  x  einführt,  von  vornherein  fallen  lassen.  Mit 
dieser  Axe  scheiden  natürlich  auch  die  „Oktanten"  aus,  deren  er  bei 
seiner  Darstellung  bedarf.  Solange  er  aber  die  Funktion  y  =^  g  (x)  ein- 
fach durch  y  =  X  ersetzt,  so  geschieht   das    eben    auf  Kosten    der   anderen 
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y  =  f(x)j  welche  unnötig  kompliziert  wird,  sodass  sie  sich  schwer  oder 
gamicht  invertieren  lässt.  Nun  braucht  zwar  die  Umkehrbarkeit  von  f  (a?) 
nicht  unbedingt  gefordert  zu  werden,  wenn  man  eine  Iterationsmethode 
wie  etwa  die  Newtonsche  in  Anwendung  bringt;  aber  dann  bewegt  man 
sich  in  ausgefahrenen  Gleisen. 

Und  weiter:  Die  iterierten  Funktionen  sind  geeignet  in  der  an- 
gewandten Mathematik  eine  hervorragende  Eolle  zu  spielen.  Dort  kommt 
es  darauf  an,  möglichst  schnell  die  definitiven  numerischen  Lösungen  zu 
erhalten,  und  man  wird  deswegen  die  Iteration  mit  einem  recht  günstigen 
Anfangswert  beginnen  wollen.  Solche  Anfangswerte  können  aber  auf  geo- 
metrischen Wege  sehr  leicht  gefunden  werden;  wir  wollen  das  durch  ein 
Beispiel  klar  machen. 

Um  eine  beliebig  vorgelegte  biquadratische  Qleichung  zu  lösen,  bringe 
man  sie  zunächst  auf  die  Form: 

was,  wie  bemerkt,  durch  einfache  Substitution  stets  möglich  ist.    Nun  kon- 
struiere man  sich   ein  fOr  alle  Mal  auf  eine  durchscheinende  Tafel  (Fliess- 
papier) die  Parabel  v  =  w^  in  zwei  Exemplaren  und  bringe  dieselben  durch 
Aufeinanderlegen  zu  Schnitt  nach  Maßgabe  der  beiden  Gleichungen 
x^=  a  +  y    und    y^  =  6  +  a;. 

Die  Abscissen  der  unmittelbar  erkennbaren  Schnittpunkte  sind  selbst- 
verständlich angenäherte  Lösungen  der  oben  angeschriebenen  Gleichung  vierten 
Grades,  und  die  nun  vorzunehmende  Iteration  führt  von  diesen  günstig  ge- 
wählten Anfangslösungen  zu  solchen  mit  beliebig  grosser  Genauigkeit. 
Sobald  also  die  Eonstanten  der  Gleichungen  derartig  reduziert  werden,  dass 
sie  keinen  Einfluss  mehr  auf  die  Gestalt  der  Kurven  haben,  reicht  ein 
fertiges  Eurvenpaar,  ein  in  allen  Fällen  brauchbarer  mechanischer  Apparat 
zu  einer  angenäherten  Bestimmung  der  Wurzeln  aus;  andernfalls  müsste 
man  die  Eurven  für  jedes  Beispiel  besonders  zeichnen. 

Auf  eine  solche  Reduktion  geht  aber  Herr  Isen krähe  nicht  ein, 
er  würde  sie  bei  quadrinomischen  Gleichungen  auch  gar  nicht  mehr  erzwingen 
können,  weil  er  durch  die  einseitige  Entlastung  der  Eurvengleichung 

y  =  9(^)^ 
d.  h.  durch  ihre  Verwandlung  in  y  =  ä,  die  andere  Gleichung  y  =  f(x)  mit 
Konstanten  überlastet.  Aber  abgesehen  von  allen  Spezialitäten  muss  ganz 
allgemein  folgendes  konstatiert  werden.  Das  gewöhnliche  rechtwinklige 
Koordinatensystem  mit  seinen  zwei  Axen  und  vier  Quadranten  reicht 
zur  geometrischen  Interpretation  der  analytischen  Vorgänge  bei  der  Iteration 
völlig  aus  und  ist  zugleich  das  zweckmässigste.  unter  Umständen 
kann  es  bequem  sein,  die  auftretenden  Gleichungen  auch  in  Polarkoordinaten 
zu  deuten,  und  dann  treten  an  Stelle  der  horizontalen  Brücken  einfach 
Kreisbögen. 

Trotz  all'  der  Einwände,  die  wir  gemacht,  möchten  wir  die  Schrift 
des  Herrn  Isenkrahe  doch  zur  Lektüre  empfehlen,  denn  sie  ist  die  einzige 

Hist.  - Utt.  Abt.  d.  Zeitsohr.  f.  Math.  u.  Phyt.  48.  Jahrg.  1898.  3.  Heft.  ®  /^  T 
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Quelle  —  abgesehen  von  Legendres  Zahlentheorie  und  zwei  noch  za 
nennenden  Abhandlungen,  welche  eine  geometriische  Illustration  der  Iterations- 
theorie liefert.  —  Was  Legendre  betriflEt,  so  teilt  mir  Herr  Mehmke 
soeben  geMliger  Weise  mit,  dass  in  dem  Werke  über  Zahlentheorie  (An- 
hang des  zweiten  Bandes)  die  Iterationsmethode  auf  numerische  Gleichungen 
angewendet  und  der  analytische  Prozess  an  sich  schneidenden  Kurven  ver- 
folgt wird.  Immerhin  wird  man  finden,  dass  der  geometrische  Teil  bei 
Legendre  beträchtlich  zurücktritt,  feinere  Unterscheidungen  fehlen  ganz, 
sind  wahrscheinlich  auch  nicht  beabsichtigt,  und  die  Untersuchung  kann 
keineswegs  als  abgeschlossen  angesehen  werden. 

Zum  Schlüsse  muss  Referent,  so  ungern  er  es  auch  an  dieser  Stelle 
thut,  auf  die  eigenen  einschlägigen  Arbeiten  zu  sprechen  kommen,  welche 
im  Jahre  1894  erschienen  sind.  Die  erste  findet  sich  in  dieser  Zeitschrift, 
39.  Jahrg,  und  sie  bringt  auf  Seite  321—354  eine  umfängliche  geo- 
metrische Theorie  der  Kettenfunktionen.  Die  andere  wurde  im  Journal 
für  Mathematik  Bd.  113,  S.  267—302  publiziert  und  führt  den  Titel 
„Theorie  der  An-  und  Umläufe  und  Auflösung  der  Gleichungen  vom 
vierten,  fünften  und  sechsten  Grade  mittelst  goniometrischer  und  hyper- 
bolischer Funktionen."  In  diesen  Arbeiten  wird  man  manche  der  Gesichts- 
punkte, die  Herr  Isenkrahe  einnimmt,  bereits  vorfinden.  Ich  führte  da- 
mals die  Begriffe  „Anlauf"  und  „Umlauf"  ein  und  sprach  von  Anläufen, 
welche  um  den  Schnittpunkt  konvergent,  divergent  und  indifferent  (in 
sich  zurückkehrend)  verlaufen.  Herr  Isenkrahe  benutzt  für  die  gleichen 
Begriffe  die  bereits  erwähnten  Bezeichungen  „Brückenzickzack,  Treppe, 
eckige  Spirale".  —  Da  der  Herr  Verfasser  bei  Ausarbeitung  seiner  schon 
vor  ca.  10  Jahren  angekündigten  Schrift  die  neueste  mathematische 
Litteratur  nicht  eingesehen  oder  wenigstens  meine  umfangreichen  ein- 
schlägigen Arbeiten  völlig  ignoriert  hat,  so  blieb  mir  nichts  anderes  übrig, 
als  auf  dieselben  selbst  hinzuweisen.  jy     Heymaiin 

Poggendorffs  Biographisch-litterariselies  HandwSrterbnch  zur  Geschichte 
der  exakten  Wissenschaften,  enthaltend  Nach  Weisungen  über  Lebens- 
verhältnisse und  Leistungen  von  Mathematikern,  Astronomen,  Phy- 
sikern, Chemikern,  Mineralogen,  Geologen^  Geographen  u. s.w.  aller 
Völker  und  Zeiten.  IE.  Band  (die  Jahre  1858  bis  1883  umfassend). 
Herausgegeben  von  Dr.B.W.FEDDBRSEN  und  Prof.  Dr.  A.  J  v.  Oettingen. 
Leipzig  1896  — 1898  bei  Johann  Ambrosius  Barth.  15  Lieferungen. 
1496  S. 

Seit  wir  im  41.  Bande  dieser  Zeitschrift,  Hist.  -  litter.  Abtlg.  S.  181  bis 
182,  die  erste  Lieferung  der  Fortsetzung  des  längst  klassisch  gewordenen 
Poggendorffschen  Wörterbuchs  angezeigt  haben,  sind  in  ununterbrochener 
Reihenfolge  weitere  14  Lieferungen  erschienen,  und  hat  mit  der  15.  Lieferang 
der  Band  abgeschlossen  werden  können.  So  ist  das  vorausgeschickte  Pro- 
gramm nach  jeder  Richtung  eingehalten  worden,    das   deutlichste  Zeichen, 
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wie  umfassend  die  Vorbereitung  des  Bandes  gewesen  ist.  Ein  solches  Werk 
liest  man  nicht,  man  benutzt  es,  und  w&hrend  des  Benatzens  kann  man 
sich  erst  von  der  Zuverlässigkeit  und  Vollständigkeit  überzeugen.  Wir  sind 
daher  heute  nur  in  der  Lage,  die  Vollendung  des  Bandes  zu  melden  und 
die  Erklärung  hinzuzufügen,  dass  mehrfache  Stichproben  uns  mit  grosser 
Befriedigung  erfüllt  haben.  Cantor 


Das  Delische  Problem  von  Prof.  Ambros  Sturm  (Schluss).    Programm  des 
E.  K.  Gymnasiums  Seitenstetten  1897.    42  S. 

Mit  der  dritten  Programmabhandlung  hat  Herr  Sturm  seine  Unter- 
suchungen über  die  Geschichte  des  Delischen  Problems  abgeschlossen, 
welche  bei  fortlaufender  Seitenz&hlung  von  1  bis  zu  140  sich  leicht  zu 
einem  kleinen  Bändchen  vereinigen  lassen.  Mit  freudiger  Überraschung 
hatten  wir  unsere  Leser  auf  manches  Neue  hinweisen  können,  welches  der 
Verfasser  auf  dem  Felde,  welches  für  längst  abgegrast  galt,  zu  finden 
und  in  den  beiden  ersten  Abhandlungen  mitzuteilen  wusste.  Einige  Nach- 
träge sind  auch  in  der  dritten  Abhandlung  vorhanden,  zu  welchen  ein  den 
meisten,  wenn  nicht  allen  Mathematikern  unbekannt  gebliebener  Aufsatz 
von  U.  von  Wilamowitz-Moellendorff,  ein  Weihgeschenk  des  Eratosthenes 
(Nachrichten  der  königl.  Gesellsch.  der  Wissenschaften  zu  Göttingen.  Phil.- 
hist.  Klasse  1894.  Göttingen  1895)  Veranlassung  bot.  Schade,  dass  Herr 
Sturm  sein  Progranmi  erscheinen  lassen  musste,  bevor  im  4.  Hefte  1897 
dieser  Zeitschrift  Herons  Eubikwurzelausziehnng  durch  Maximilian  Curtze  be- 
kannt gemacht  worden  ist.  Sein  Scharfsinn  hätte  sich  an  dem  Rätsel  des 
Heronischen  Verfahrens  erproben  können.  Den  Hauptinhalt  der  dritten 
Abhandlung  bildet  die  Geschichte  des  Delischen  Problems  in  Indien  und 
dem  fernen  Osten,  bei  den  Arabern  und  in  Europa  seit  der  Zeit  des 
Wiederaufblühens  der  Mathematik.  Zu  den  Völkern  des  fernen  Ostens, 
von  deren  erfolgreicher  Beschäftigung  mit  mathematischen  Aufgaben  die 
allerletzten  Jahre  uns  Kenntnis  verschafft  haben,  gehören  die  Japaner,  und 
Herr  Sturm  hat  sich  diese  Vermehrung  unseres  Wissens  nicht  entgehen 
lassen.  Von  europäischen  Arbeiten  hat  er  solche  des  durch  seine  Bezieh- 
ungen zu  Galilei  bekannten  Paters  Grienberger  der  Vergessenheit  entrissen. 
Dieselben  finden  sich  in  einer  Schrift  über  den  Salomonischen  Tempel  von 
Js.  B.  Villalpandus,  einem  Ordensgenossen  Grienbergers.  Cantor 
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vom  14  April  bis  9.  Juni  1898. 


Feriodisolie  Schriften. 
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höhen und  Azimut -Bestimmungen.  M.  16. 
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B.  G.  Teubner.  M.  3. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  im  Jahre  1892.  48.  Jahrg.  2.Abtlg.  Physik 
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und  Sohn.  M.30. 
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Schriften  der  Gesellschaft  zur  Beförderung  der  gesamten  Naturwissenschaften 
zu  Marburg.  Xni.  Stein,  Jos.,  Die  Regenverhältnisse  yon  Marburg 
auf  Grund  30 jähriger  Beobachtungen  an  der  meteorologischen  Station 
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Angewandte  Mathematik. 

Bach,  C,  Elastizität  und  Festigkeit.    3.  Aufl.    Berlin,  Springer,     geb. M.  16. 

DiESTERWEOs  populärc  Himmelskunde  u.  Mathem.  Geographie.  Neu  bearb.  v. 
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Glinzer,  E.,  Grundriss  d.  Festigkeitslehre.  2.  Aufl.  Dresden,  Kühtmann.  M.  2.  80. 

Heün,  ICarl,  Die  Vektoren  der  Geschwindigkeit*  und  der  Beschleunigung  des 
Punktes  und  der  geraden  Linie.    Programm.     Berlin,  Gärtner.        M.  1. 
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Kants  allgem.  Naturgesch.  u.  Theorie  des  Himmels,  oder  Versuch  von  der  Ver- 
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Physik  und  Meteorologie. 

Bendt,  Frz.,  Techn.  Aufsätze  IL    Die  Hertzschen  Versuche.    Teslas Versuche. 

Schwachstrom  u.  Starkstrom.  Die  Ozeantelegraph.  Die  Herstellung  d.  elektr. 
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Erste  Hälfte:  1.  Januar  bis  30.  Juni. 


A. 

Abelsolle  Transoendenten. 

1.  Sur  les  fonctions  aböliennes.    H.  Poincar^.    Compt.  Rend. XXTV,  1407. 

2.  Sur   une   classe   de    fonctions  hyperab^liennes.     IL  Bourget.     Compt.  Rend. 

CXXrV,  1428. 

3.  Sur   les  fonctions  uniformes   quadruplement  p^riodiques   de  deux  variables. 

fi  m.  P  i  c  a  r  d.     Compt.  Rend.  CXXIV,  1490. 

4.  Zur  Reduktion  Abelscher  Integrale   auf  elliptische.     0.  Biermann.    Wien. 

Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa)  CV,  924. 

5.  Sulla  ricerca  del  secondo  termine  dello  sviluppo  in  serie  delle  fiinzioni  sigma 

abeliane  pari  di  genere  tre.  Ern.  Pascal.  Annali  mat.  Ser.  2,XXrV,  193. 

Absolute  Geometrie. 

6.  Sur  une  m^thode  äl^mentaire  d^exposition  des  principes  de  la  g^omätrie  non 

Euclidienne.    P.  Mansion.    Mathesis,  S^r.  2,  Vn,  112,  134,  168. 

7.  Identit^   des   plans   de   Riemann    et   des  sph^res  d'Euclide.     G.  Lechalas. 

Mathesis,  S^r.  2,  Vü,  Suppltoent. 

8.  Sur  la  non-identitä  du  plan  Riemannien  et  de  la  Sphäre  Euclidienne.  P. Mansion. 

Mathesis,  S^r.  2,  VII,  Supplement. 

9.  Relations   entre  les   distances   de  5  et  de  6  points  en  gäomätrie  EucHdienne 
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10.  Th^orämes  fondamentaux  de  la  g^omätrie  sph^rique.  V.  Sikstel.  Grün.  Archiv 

2.R.XV,  169,  403. 
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Ärodynamik« 
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chowski.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtl^.  Ua)  CHI,  739. 
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20.  Die   Sekanten    und  Tangenten    des  Folium    Cartesii.    A.  Himstedt.    Grim. 

Archiv  2.  R.  XV,  1 29.  (^  r^r^n\o 
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21.  Kreuzcurve  enveloppe  d'une  ßörie  d'hjperboles.    Cristesco.   Mathesis,  S^r.  2, 

VII,  267. 

22.  üne  courbe  oubliäe,  la  conchoTde  de  R.  de  Blase.   G.  Loria.   Mathesis,  S^r  2, 

vn,  6. 

23.  üne  courbe  du  quatri^me  degrä.  Cristesco,  Petresco,  Bastin,  J.  Jonesco. 

Mathesis,  S^r.2,  VII,  145. 

24.  Sur  une  quartique  se  däcomposant  dans  certains  cas  en  deox  ellipses.    D^- 

prez.    Mathesis,  Sär.  2,  VH,  268. 
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S^r.2,  VII,  206. 
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Mathesis,  S^r.2,  VII,  168. 

27.  Sur  la  recherche  de  certains  lieux  gäom^triques.  A.C.  Mathesis,  S^r.2,  VH.llO. 

Verffl.  Determinanten  62,  63.     Ellipse.     Hyperbel.     Kegelschnitte.    Kreis. 
Normale.    Parabel.    Quadratur. 

Analytisohe  Geometrie  des  Baumes. 

28.  Elementare  Bestimmung  der  Punkttransformationen  des  Raumes,  welche  alle 

Flächeninhalte  invariant  lassen.  K.  Carda.  Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.IIa) 
CV,  787. 

29.  Zur  Theorie  der  Kurven  in  analytischer  Behandlungsweise.   A.  zur  Kammer. 

Grün.  Archiv  2.  R.  XV,  14. 

30.  Zur  analytischen  Kurventheorie.    R.  Hoppe.     Grün.  Archiv  2.  R.  XV,  124. 

81.  Über  die  charakteristische  Differentialgleichung  der  Raumkurven.    R.  Hoppe. 

Grün.  Archiv  2.  R.  XV,  244. 

82.  Die  Krümmung  der  Raumkurven  in  singulären  Punkten  derselben.    E.  Wölf- 

fing.    Grün.  Archiv  2.  R.  XV,  146. 

33.  Erweiterung  der  Kurvenklasse  von  konstanter  Krümmung.    R.  Hoppe.   Gnm. 

Archiv  2.  R.  XV,  447. 

34.  Sur  les  congruences  associ^es.    C.  Guichard.    Compt.  Rend.  CXXFV,  669. 
36.  Sur  les  courbes  dont  les  tangentes  appartiennent  ^  un  complexe.  A.  Demoulin. 

Compt.  Rend.  CXXIV,  1077. 

36.  Sur  quelques  applications  de  la  th^orie  des  syst^mes  cycliques.    C.  Guichard. 

Compt.  Rend.  CXXIV,  1079. 

37.  Sur  une  cubique  gauche.    E.  Duporcq.    Mathesis,  S^r.  2,  VII,  97. 

Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  19.    Cubatur.    Ellipsoid.    Ober- 
flächen.   Oberflächen  zweiter  Ordnung.    Tetraeder. 

Astronomie. 

38.  Distances   du   Systeme   solaire.      Delauney.     Compt.  Rend.  CXXIV,  71.    — 

E.  Roger  ibid.  219. 

39.  Remarque   sur  la  mdthode  de  Gauss  pour  la  d^termination  des  orbites  des 

petites  planstes.    J.  Perchot.    Compt.  Rend.  CXXIV,  69. 

40.  Sur  les  quadratures  möcaniques.    6.  Baillaud.    Compt.  Rend.  XXIV,  787. 
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mend.   Compt.  Rend.  CXXIV,  941. 

42.  Sur  les  pdriodes  des  int^^rales  doubles  et  le  d^veloppement  de  la  fonction 

perturbatrice.    H.  Pomcarä.    Compt.  Rend.  CXXlv,  1259. 
43    Sur  le   mouvement  des   p^ritölies    de  Mercure   et  de  Mars  et  du  noeud  de 

V^nus.    Simonin.    Compt.  Rend.  CXXIV,  1428. 
44.  Zur  Frage  der  Perihelsbewegung  des  Planeten  Merkur.    Ed.  v.  Ha  er  dt  1.  Wien. 

Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ha)  CIH,  713. 
46.  Notiz  betreffend  die  Säkularacceleration  des  Mondes.    Ed.  v.  Haerdtl.  Wien. 

Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ua)  CV,  8. 
46.  Sur  la  däsagrägation   des  comötes.   Röle  de  Jupiter  ä  l'^gard  des  comätes  k 

courte  Periode.    0.  Callandreau.    Compt.  Rend.  CÖIV,  1193. 
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47.  Über  die  Beziehung  zwischen  Helligkeit  und  Eigenbewegung   der  Fixsterne. 

G.  Jäger.     Wien.  Akad.  Ber.  (AhÜg,  Ha)  Cm,  146. 
Vergl.  Qeschichte  der  MathematiK  156,  157. 

B. 

Bemoiillisohe  Zahlen. 

48.  Propriätä  des  nombres  de  Bemoulli.     Stuyvaert.    Mathesis,  S^r.  2,  VII,  94. 

Bestiminte  Integrale. 

49.  Sur  les  r^sidus  des  integrales  doubles  de  fonctions  rationnelles.    Em.  Picard. 

Compt.  Rend.  CXXTVr,  433. 

50.  Ein  Mittelwertsatz  für  ein  System  von  n  Integralen.  G.Eowalewski.  Zeitschr. 

Math.  Phys.XLn,  153. 
Vergl.  Elliptische  Transcendenten  121.    Reihen  853.    Umkehrungsproblem. 
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Combinatorüc. 

51.  Sur  les  combinaisons.    Barbette.    Mathesis,  S^r.  2,  VII,  85.  —  Stuyvaert 

ibid.  227. 

52.  üne   dämcnstration   du   th^orfeme  de  Wilson.     A.  Cayley.    Mathesis,   Sär.  2, 

Vn,  168. 

53.  Sur  la   marche  d'un  pion  du  jeu  de  dames.    R.H.  Van  Dorsten.    Mathesis, 

Sär.  2,  vn,  117. 

54.  Nombre   des  mani^res   de  däcomposition  d'un  polygone  de  (j?  — 2)n4-2  cötäs 

en  n  polygones  de  p  cOt^s.     Stuyvaert.    Mathesis,  S3r.  2,  VII,  164. 

55.  Über  Nachbargmete  im  Raum.    P.  Stäckel.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XLÜ,  276. 

Cubatnr. 

56.  Sur  la  formule  des  trois  niveaux.     Goulard.    Mathesis,  S^r.  2,  VH,  105. 

Cyllnderfunktionen. 

67.  Sur  quelques   propriät^s   des   fonctions  Bess^liennes ,  tir^es  de  la  thäorie  des 
fractions  continues.    L.  Crelier.    Annali  mat.  S^r.  2j  XXIV,  131. 

D. 

Determinanten. 

58.  Über  Beziehungen   zwischen   den  Determinanten   einer  Matrix.    W.  Ahrens. 

Zeitschr.  Math. Phys.XLn,  65.    [Vergl.  Bd. XLI  Nr.  30.] 

59.  Sülle  varie  forme  che  possono  darsi  alle  relazioni  fra  i  determinanti  di  una 

matrice  rettangolare.    Ern.  Pascal.    Annali  mat.  Ser.  2,  XXIV,  241. 

60.  Eine  Determinantenformel.     E.  Schulze.     Zeitschr.  Math.  Phys  XLII,  313. 

61.  Demonstration  de  la  propri^t^  fondamentale  des  Wronskiens.     A.  Demoulin. 

Mathesis,  S^r.  2,  VII,  62. 

62.  D^composition  en   facteurs  rationnels   d'un   däterminant   du  troisi^me  ordre. 

Hacken.    J.  Neuberg.     Mathesis,  Sdr.  2,  VII,  232. 

63.  On  Lagrange's  determinantal  equation  Thom.  M  u  i  r.  Phü.  Mag.  Ser.  5,  XLIII ,  220. 

Dlfferentialgleiohun^ren. 

64.  Sur  la  r^duction  du  probläme  g^n^ral  de  Tint^gration.    Riquier.    Compt. 

Rend.  GXXIV,  490. 

65.  Sur  rint^gration  de  certaines  ^quations  diff^rentielles  par  des  säries.    Em.  Pi- 

card.   Compt.  Rend.  CXXIV,  214. 

66.  Le  equazioni  differenziali  lineari  equivalenti  alle  rispettive  equazioni  differenziali 

aggiimte  di  Lagrange.  Franc.  Brioschi.  Aiinali  mat.  Ser.  2,  XXIV,  339. 

67.  Sur  les  integrales  premiäres  des  syst^mes  diffärentiels.   P.  Painlevä.    Compt. 

Rend.  CXXIV,  136. 

68.  Sur  rintägration  alg^brique  des  äquations  differenüelles  linäaires  du  troisi^me 

ordre.    A.  Boulanger.    Compt.  Rend.  CXXIV,  1011. 

69.  Sur  les  singularit^s  des  äquations  aux  deriv^es  partielles.    J.  Beudon.    Compt. 

Rend.  CXXIV,  671.  ^  i 
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70.  Sur  la  m^thode  des  approximations  successives  de  M.  Picard.    S.  Zaremba. 

Compt.  Rend.  CXXlV,  Ö54. 

71.  Zur  Theorie    der   partiellen  Differentialgleichungen   erster  Ordnung.     Em  an. 
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CXXIV,  1488. 
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Dreieoksgeometrie. 

80.  Thäorömes  sur  le  triangle.    Franc.  Ferrati.    Mathesis,  S^r.  2,  VII,  241. 

81.  Sur  la  ligne  d'Euler  d'un  triangle.    Francq,  Colette,  Ddprez,  Seligmann. 

Mathesis,  Ser.  2,  VII,  71. 

82.  Sur  la  ligne  d'Euler  dans  le  cas  qu'un  des  angles  du  triangle  est  de  60°  ou 

de  120^    A.  Droz-Farny.     Mathesis,  S^r.  2,  VH,  77. 

83.  Sur  le  point  de  Tarry  et  le  point  de  Steiner  d'un  triangle.     A.  Droz-Farny. 

Mathesis,  Sör.  2,  VII,  174. 

84.  Quatre   cercles  par  rapport  auxquels   Torthocentre  d'un  triangle  est  d'^gale 

puissance.    Däprez.    Mathesis,  S^r.  2,  VII,  73. 

85.  Konstruktion  der  Trägheitsaxen  eines  Dreiecks.    0.  Richter.    Zeitschr.  Math. 

Phys.  XLII,  338. 

86.  Sur  le  centre  des  transversales  angulaires  ägales.    D(§prez.    Mathesis,  S^r. 2, 

Vn,  166.    [Vergl.  Bd.  XLH  Nr.  93.] 

87.  Th^oräme   sur  les  triangles    rectangles  sur  la  meme  hypotänuse.     Retali. 

Mathesis,  S^r.  2,  VII,  234. 

88.  Propri^t^s  d'un  triangle  sur  les  cöt^s  duquel  on  construit  extörieurement  des 

rectangles  semblables.    P.  Bastin.    Mathesis,  S^r.  2,  VII,  21. 
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89.  Zum  Gesetz  der  elastisch.  Dehnungen.  R.Mehmke.  Zeitschr. Math. Phys. XLII,  327. 

90.  Das  Potential  der  inneren  Kräffe  und  die  inneren  Beziehungen  zwischen  den 

Deformationen  und  den  Spannungen  in  elastisch  isotropen  Körpern  bei 
Berücksichtigung  von  Gliedern,  die  bezüglich  der  Deformationselemente 
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Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa)  cm,  163,  231. 
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Digitized  by  viiOOQlC 


Abhandlungsregister.  107 

BlektriBitftt. 

94.  Gdn^ralisation   de   formules  d'älectromagnetisme.     Vaschy.      Compt.  Rend. 

CXXIV,  226.    [Ver^l.  Bd.XLIINr.612.] 
96.  On  the  electro-magnetic   theory  of  movinff  charges.    W.  B.  Morton.    Phil. 

Mag.  Ser.  5,  XLI,  488.  —  J.  Larmor  ihid.  XLII,  201. 
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Phil.  Mag  Ser.ö.XLin,  1. 

97.  Über  eine  neue  Folgerung  ans   der  Maxwellschen  Theorie  der  elektrischen 

Erscheinungen.    A.  Scheye.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XLII,  157. 

98.  On  the  wave-surface   and   rotation    of  polarization  plane  in   an  aelotropic 

electromagnetic  medium.    A.  MoAulay.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XLII,  224. 
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Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa)  CIV,  227. 
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deren  Abhän«gkeit  von  der  Temperatur.  G.  Jäger.  Wien.  Akad. Ber. 
(Abtig.  Ha)  CIX,  408. 

103.  Über  die  wechselseitige  Induktion  zweier   auf  Kugelschalen  gleichmässig  ge- 

wickelter Windungslagen.  Ose.  Singer.  Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  fla) 
CV,  166. 

104.  Zur  Theorie   der  Dielektrica.   Ant.  Lampa.     Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa) 

Ciy,  681. 
106.  Über  die  Bestimmung  der  DielektrizitHtskonstante   eines   anisotropen  Stoffes 
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den  Hauptrichtungen.       Ant.  Lampa.      Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ha) 
CIV,  1179. 

106.  On  the   passage   of  electric  waves   through    tubes,    or    the    vibrations    of 
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107.  A  method  of  determining  the  angle  of  lag  Arth.   L.  Clark.   Phil.  Mag.  Ser.  6, 

XLI,  369. 

108.  On  the  measurement  of  altemate  currents  by  means  of  an  obliquely  situated 

galvanometer  needle,  with  a  method  of  determining  the  angle  of  lag. 
Lord  Rayleigh.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XLIH,  348. 

109.  Sur  les  moteurs  asynchrones.    A.  Potier.     Compt.  Rend.  CXXIV,  638,  642. 

110.  A  theory  of  the  synchronous  motor.    W.  G.Rhode s.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XL, 

66,  196. 

111.  Admittance  and  impedance  loci.    Fred.  Bedell.   Phil.  Mag.  Ser.  6,  XLII,  300. 

112.  Discussion  of  the  currents  in  the  branches  of  a  Wheatstones  bridge,  where 

each  brauch  contains  resistance  and  inductance,  and  there  is  an  har- 
monic  impressed  electromotive  force.  A.  C.  Crehore  and  G.O.  Sanier. 
Phil.  Mag.  Ser.  5,  XLIU,  161. 

113.  Sur  la  decharge  des  conducteurs  ä  capacit^,  resistance  et  coefficient  de  self- 

induction  variables.     M.  Pätrovitch.     Compt.  Rend.  CXXTV,  452. 

114.  Zur  Theorie  der  elektrischen  Erscheinungen  unserer  Atmosphäre.  W.  Trab  er  t. 

Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  üa)  CHI,  1023. 

Ellipse. 

116.  Über    die    Ellipse    vom    kleinsten    Umfange    durch    3    gegebene  Punkte. 

V.  v.  Dantscher.  Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa)  CIV,  801.  [Vergl. 
Bd.  XXXVn  Nr.  449.] 

116.  R^sum^   des  propri^t^s   concemant   les    triangles    d*aire  maximum  inscrits 

dans  rellipse.  E.  N.  Barisien.  Mathesis,  S^r.  2,  VII,  88.  [Vergl. 
Bd.  XLI  Nr.  66.] 

117.  Sur  une  gön^ration  connue  de  Tellipse.     E.  N.  Barisien.     Mathesis,  Sär.  2, 
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Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  24.    Normalen  284,  286.   r^ ^^^1^ 
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Ellipsoid. 

118.  Relations  entre  trois  demi-diam^tres  d^un  ellipsoYde.    Stuyvaert.    Mathesis, 

Sär.2,  VII,  252. 

119.  Sur  Tenveloppe  d'un  ellipsoide  variable.  Mandart.  Mathesis,  S^r.  2,  YTL,  198. 

Elliptisohe  Transcendenten. 
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Mathesis,  S^r.  2,  VE,  236. 
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Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ua)  CIV,  108. 
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129.  Sur  les  propriät^s  des  fonctions  entiferes.    D esaint.    Compt. Rend. CXXIV,  746. 
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XLII,  214. 

131.  Sur  les  z^ros  de  certaines  fonctions  analytiques,     Desaint.     Compt.  Rend. 

CXXIV,  276. 

132.  Über   die   Transcendenz  der  Zahlen  e  und  «.    F.  Mertens.      Wien.  Akad. 

Ber.  (Abtlg.  Ha)  CV,  889. 

133.  Über  die  Diiferentiation  empirischer  Funktionen.    C.Runge.    Zeitschr. Math. 

Phys.  XLn,  206. 

134.  Remarks  upon  the  analytical  representation   of  the  periodic   system  of  the 

elements.     A.  Goldhammer.    Phil.  Ma^.  Ser.  5,  XLII,  277. 
136.  Sur  certaines  ^quations  analogues  aux  ^quations  differentielles.    C.  Bourlet. 
Compt.  Rend.  CXXIV,  1431.  —  Appell  ibid.  1483. 

136.  Sur  les  pöles  des   fonctions  uniformes  k  plusieurs  variables  ind^pendantes. 

A  u  1 0  n  n  e.     Compt.  Rend.  CXXIV,  189. 

137.  Über  eine  von  Abel  untersuchte  Funktionsgleichung.    P.  Stacke  1.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XLH,  323. 
Vergl.  Abelsche  Transcendenten.  BemouUische  Zahlen.  Bestimmte  Inte- 
grale. Combinatorik.  Cylinderfunktionen.  Determinanten.  Differential- 
gleichungen. Differentialquotient.  Elliptische  Transcendenten.  Faktoren- 
folge. Formen.  Gleichungen.  Imaginäres.  Kettenbrüche.  Logarithmen. 
Maxima  und  Minima.  Reihen.  Substitution.  Thetafunktionen.  Trans- 
formation sgruppen.    IJmkehrungsproblem. 

G. 

Q^odäsie. 

138.  Über   das    Einstellen    der    dreiteiligen   Fluchtpunktschiene.      R.  Mehmke. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XLII  ,99.  r^  T 
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Geometrie  (descriptive). 

139.  Eine  Aufgabe  aus   der  Schattenlehre.    Chr.  Beyel.    Zeitschr.  Math.  Phjs, 

XLn,  111. 

140.  Darstellung    der    scheinbaren  Beleuchtung    krummer  Flächen    (durch  Kon- 

struktion der  Isophengen).    Jul.  Man  dl.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa) 
CV,  807. 
Vergl.  Perspektive. 

Geometrie  (höhere). 

141.  Eine  Methode,    aus  gegebenen  Konfigurationen  andere   abzuleiten.    Konr. 

Zindler,    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa)  CV,  311. 

142.  Zur  perspektivischen  Lage  kollinearer  ebener  Felder.   Kilbinger.   Zeitschr. 

Math.Phys.XLII,  104. 

143.  Curve  Ä;-gonali  di  1»  e  di  2»  specie.   F.  Amodeo.    Annali  mat.  Ser.  2,  XXIV,  1 

[Vergl.  Bd.  XL  Nr.  97.] 

144.  Über  einen  symbolischen  Aalkul  auf  Trägem  vom  Geschlechte  Eins  und  seine 

Anwendung.    Em.  Weyr.  Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa)  Cm,  866. 

145.  Die  homogenen  Koordinaten  als  Wurfkoordinaten.     Q.  Kohn.     Wien.  Akad. 

Ber.  (Abtlg.  na)CrV,  1166. 

146.  Zur  synthetischen  Theorie  der  Kreis-  und  Kugelsysteme.    0.  Rupp.    Wien. 

Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ha)  CIV,  623. 

147.  Zur    Konstruktion    von    Krnmmungskugeln    an    Raumkurven.     J.  Sobotka. 

Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ha)  CIV,  144. 

148.  über   die   kubischen  Raumkurven,    welche   die   Tangentenfläche   einer   vor- 

gelegten kubischen  Raumkurve  in  4,5  oder  6  Punkten  berühren.     Gust. 
Kohn.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ha)  CV,  1035. 

149.  Zu  den  Bemerkungen  über  doppeltcentrische  Vierecke.  Chr.  Beyel.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XLU,  63.    [Vergl.  Bd.  XLI  Nr.  97.] 

150.  Der  kubische   Kreis  mit  Doppelpunkt.     Chr.  Beyel.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XLn,  281. 

151.  Th^orämes    sur    les    triangles    trihomologiques.    H.  Van  Anbei.     Mathesis, 

Sär.2,  Vn,  53. 

152.  Sur  un  rapport  anharmonique  de  valeur  constante.    R.  Buysens  et  Solle r- 

tinsky.    Mathesis,  Sär.  2,  VII,  101. 

153.  Sur  la  cubique ^ -» i— ? Retali.    Mathesis,  S^r.2,  VE,  74. 

154.  über  Kurven  5.  Ordnung  mit  4  Doppelpunkten.    J.  de  Vries.    Wien.  Akad. 

Ber.  (Abtlg  Ha)  CIV,  46.  

155.  Lieu    des  points   d'inflexion  des  conrbes  jy  » c08]/a'  — ^^   lorsque  a  varie. 

E.  N.  Barisien.    Mathesis,  S^r.  2,  VU,  236. 
Vergl.  Absolute  Geometrie.    Mehrdimensionale  Geometrie. 

G^esohiohte  der  Mathezaatik« 

156.  Die  Apisperiode  der  alten  Ägypter.  Ed.  Mahl  er.  Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa). 

cm,  832. 

157.  Über   eine  unter   den  Ausgrabungen  auf  Rhodos  gefundene  astronomische 

Inschrift.    Norb.  Hera.   Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa)  Oll,  1135. 

158.  Die  Schlussau^^be  in  Diophant's  Schrift  über  Polygonalzahlen.  G.  Wertheim. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XLH,  Hist.  Utter.  Abtlg.  121. 

159.  Quadrat-  und  Kubikwurzeln  bei  den  Griechen  nachHerons  neu  aufgefundenen 

Me%Qi%d.   M.  Curtze.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XLII,  Hist.  litter.  Abtlg.  113; 
ebenda  nicht  paginiertes  Blatt. 

160.  Die  Quadratwurzeliormel  des  Heron  bei  den  Arabern  und  bei  Regiomontan 

und  damit  Zusammenhängendes.   M.  Curtze.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XLH, 
Hist.  litter.  Abtlg.  145. 

161.  Sur  le  sens  exact  du  mot  „al-djebr'^    Carra  deVaux.    Biblioth.  math. 

1897,  1. 

162.  Einige  BeitiUge  zur  Geschichte  der  arabischen  Mathematiker  und  Astronomen. 

H.  Suter.    Biblioth.  math.  1897,  83. 

163.  Die  Mathematik  bei  den  Juden.    M.  Steinschneider.    Biblioth.  math.  1897, 

13,  35,  73,  103.     [Vergl.  Bd.  XLH  Nr.  170.]  ^  t 
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164.  Magister   Robertus  Anglicus    in  Montepessulano.     P.  Tannerj.     Biblioth. 

math.  1897,  8. 
166.  Sur  le  mot  „theca".     G.  Eneström.    Biblioth.  math.  1897,  95. 

166.  Sur    les    neuf    „limites"'    mentionnäs    dans    rAlgorismus    de    Sacrobosco. 

G.  Eneström     Biblioth.  math.  1897,  97. 

167.  Sur  le  nom  de  la  „regula  coeci^^    Garra  de  Yaux.    Biblioth.  math.  1897,  32. 

168.  Eppur  si  muove.     G.   Berthold.      Zeitschr.  Math.  Phys.  XLII  Hist.  litter. 

Abtig.  6. 

169.  über  den  angeblichen  Ausspruch  Galileis  „Eppur  si  muove^S    G.  Bert  hold. 

Biblioth.  math.  1897,  67. 

170.  £ditions  de  John  Wilkins,   The  discoverj  of  a  world  in  the  moon  de  1638 

et  de  1640.     G.  Eneström.    Biblioth.  math.  1897,  96. 

171.  Versiera,  Visiera  e  Pseudo-versiera.     G,  Loria.     Bibliotii.  math  1897,  7,  33. 

172.  Sur  les  lettres  de  Leonard  Euler  ä  Jean  I  Bernoulli.    G.  Eneström.    Biblioth. 

math.  1897,  51. 
178.  Sur    la    däcouverte    de    Tint^grale   compläte    des    ^quations    di£F(^rentielles 

lin^aires  ä  coeffecients  constants.  G.  Eneström.  Biblioth.  math.  1897,43. 
174.  Sur  Jean  Henry  Bürmann.    M.  Cantor.    Biblioth.  math.  1897,  31. 
176.  Sur  le   s^jour  du  g^nöral  Poncelet  k  Saratow.      G.  Bapst.     Compt    Rend. 

CXXrV,  1136. 

176.  Sur  Wolfjfang  et  Jean  Bolyai.    P.  Mansion.     Mathesis,  Sär.  2,  VH,  194. 

177.  Inauguration   du  monument  de   N.  Lobatschevsky  ä  Eazan.    G.  Darboux. 

Comjpt.  Rend.  CXXIV,  936. 

178.  Cinquantieme   anniversaire    de    la    nomination    de   Mr.   Paye   k  TAcad^mie 

(25. 1. 1897).    A.  Chatin.    Compt.  Rend.  CXXIV,  166.  —  F&je  ibid.  167 

179.  Wilhelm  Schrentzel  f  26.  I.  1896.    Ludwig  Schlesinger.     Zeitschr.  Math. 

Phys.  XLII.  Hist.  litter.  Abtlg.  1. 

180.  Benj.  Gould  (27.  XL  1824-  26.  XI.  1896).  Loewy.   Compt.  Rend.  CXXIV,  57. 

181.  Mort  de  Weierstrass  (31.  X.  1815  —  19.  H.  1897).     Mathesis,  S^r.  2,  VII,  62. 

182.  Notice  sur  Weierstrass.     Hermite.     Compt.  Rend.  CXXIV,  4?{0 

183.  Karl  Weierstrass.    M.  d*Ocagne.    Mathesis,  S^r.  2,Vn,  Supplement. 

184.  J.  J.  Sylvester  (3.  IX.  1814  —  16.  IH  1897).     P.  Mansion.     Mathesis,   S^r.  2, 

Vn,  246. 

185.  Mathematisch -historische  Vorlesungen  und  Seminarübungen    an    der  tech- 

nischen Hochschule  zu  München.  A.  v.  Braunmühl.  Biblioth.  math. 
1897.  113. 

186.  über  die  neuesten  mathemat.-bibliog^ph.  Unternehmungen.   G.  Eneström. 

Biblioth.  math.  1897,  66. 

187.  Internationaler    Mathematiker- Eongress    in    Zürich    1897.      Zeitschr.  Math. 

Phys.  XLII.  Hist.  litter.  Abtlg.  73.    Vergl.  Cubatur.    Rechnen  347. 

Gleichungen. 

188.  Über    die    Fundamentalgleichungen    eines   Gattnngsbereiches    algebraischer 

Zahlen.    F.  Mertens.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtig.  Ha)  CHI,  6. 

189.  Sur  la  transformation   des   ^quations   alg^briques.     F.  Brioschi.      Compt. 

Rend.  CXXIV,  661. 

190.  über  das  Problem  der  Winkelhalbierenden.    A.  Kor  seit.     Zeitschr.  Math. 

Phys.XLE,  304. 

191.  Condition  de  r^alit^  des  racines  de  T^quaüon  du  3^   degr^   dont  dopend  la 

räsolution  d'un  triangle  connaissant  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  la 
surface  et  celle  du  triangle  forma  par  les  centres  des  cercles  ex-inscrits. 
Retali.     Mathesis,  Sdr.  2,  VE,  230. 

192.  ZerleRung   der  Gleichung  4.  Grades.    Heilermann.     Zeitschr.  Math.  Phys. 

XLII,  60,  112. 

193.  Die  Transformation   und  Auflösung  der  Gleichung  6.  Grades  in  elementarer 

Darstellung.  W.  Hey  mann.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XLH,  81, 113. 

194.  Resolution  d'un  Systeme  de  trois  ^quations  cubiques.  V.  Cristesco.   Mathesis, 

Sör.2,  vn,  260. 

195.  Condition  näcessaire  pour  qu^un  Systeme  de  3  ^quations  homogenes  admette 

une  Solution  autre  que  x~y=>z  =  0.  Colart.  Mathesis,  S6r. 2,VII, 
211.  —  Delahaye  ibid.  212. 
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Graphisohes  Beolmen. 

196.  The  radial   Cursor;   a  new  addition  to  the  slide-rule.    F.  W.  Lanchester. 

Phil.  Mag  Ser  6,  XLI,  62. 

197.  Anwendung  der  Integralkurve  zur  Volumteilung.    £.  Brauer.   Zeitschr.  Math. 

Phys.XLH,  272. 

198.  Sur  un  procedö  d'int^gration  graphique  des  ^quations  diffärentielles.  M.  Petro- 

vitch.    Compt.  Rend.  CXXIV,  1081. 

H. 

Hydrodynamik. 

199.  Expression    des    petites    composantes    transversales    de  la  vitesse   dans   les 

^coulements  graduellement  variäs  des  liquides.   J.  Boussinesq.    Compt. 

Rend.  CXXIV,  1411. 
!00.  Parties  toumantes   des  composantes   transversales   de  la  vitesse,    dans   un 

^coulement   permanent  graduellement  vari^.    J.  Boussinesq.     Compt. 

Rend.  CXXIV,  1492.  * 

101.  On   an   error  in  the  method  of  determining  the  mean  depth  of  the  ocean 

from  the  velocity  of  seismic  sea-waves.   Ch.  Davison.   Phil.  Mag.  Ser.  6, 

XLIII,  33. 

02.  Applications   of  physics   and  mathematics  to   seismology.    C.  Chree.    Phil. 

Mag.  Ser.  6,  XLEI,  173. 

03.  Über   die  innere  Reibung  der  Lösungen.     Gust.  Jäger.    Wien.  Akad.  Ber. 

(Abtlg.  IIa)  CHI,  261.    [Vergl.  Bd.XLI  Nr.  425.] 

04.  Surle  mouvement  d'un  solide  dans  un  liquide  indäfini,   R.  Liouville.    Compt. 

Rend  CXXIV,  72.    fVergl.  Bd.  XLH  Nr.  699.] 

05.  High  tensions  in  moving  liquids.   W.  Sutherlan  d.  Phil.  Mag.  S^r.  6,  XLII,  111. 

06.  ficoulement  graduellement  vari^  des  liquides  dans  les  lits  k  grande  section; 

^quations  fondamentales.     J.  B o u s s in e s q.     Compt.  Rend.  CXXIV,  1 196. 

07.  V^rification  expärimentale  de  la  th^orie  de  IMcoulement  graduellement  variö 

dans  les  canauxdöcouverts.    J.  Boussinesq.    Compt.  Rend.  CXXIV,  1827. 

Hyperbel. 

)8.  On  a  method  of  drawing hyperbolas    G.J.  Burch.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XLI,  72. 
—  F.L.O.Wadsworth  ibid.  372. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  21.  Dreiecksgeometrie  88.  Parabel  324. 

I. 

Imagin&res. 
»9.  Strecken-  und  Punktrechnung,  insbesondere   die   Rechnung  mit  parallelen 
Strecken.    Fr.  Graefe.    Grün.  Archiv  2. R. XV,  34. 

0.  Sur  les  syst^mes  de  nombres  complezes.  E.  Cartan.  Compt.  Rend.  CXXIV,  1217. 

1.  Sur  les   syst^mes  reels   de  nombres   complezes.    E.  Cartan.    Compt.  Rend. 

XXIV,  1296. 

Interpolation. 

2.  Sur  Tinterpolation.     Em.  Borel.    Compt.  Rend. CXXTV,  673. 

K. 

Kegelschnitte. 

3.  l5quation  focale  des  coniques.     E.  N.  Barisien.     Mathesis,  Sär.  2,  VTE,  193. 

4.  Axes  de  sym^trie  des  coniques.   £quation  du  couple  des  asymptotes.  H.Man- 

dart.    Mathesis,  Sär.  2,  VII,  38. 

5.  Über  orthoaxiale  Kegelschnitte.     Alfr.  Salomon.     Grun.Archiv2.  R.,XV,  1. 
ß.   Sur  les   Cordes  de  courbure  concourantes   dans  les  coniques.    Cl.  Servais. 

Mathesis,  S^r.  2,  VII,  222. 
7    Propri^tä    focale    des   coniques    k   centre.      Stuyvaert.     Mathesis,  Sär.  2, 

vn,  195. 

5  Sur  une  conique  inscrite  on  circonscrite  ä  un  triangle.  Stuyvaert.  Ma- 
thesis ,  Sär.  2,  vn,  68, 81. 

^  Sur  les  coniques  circonscrites  ä  un  triangle.  A.  Erahe.  Mathesis ,  Sär.  2^ 
vn,  33. 
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220.  Relation   entre   les   perpendiculaires    qu'on    abaisse   de  chaque   point  d'une 

conique   sur   les   c6täs    d'un    tri  angle    rectangle.     D^prez.     Matheds, 
S^r.  2,  Vn,  272. 

221.  Sur  les  triangles   semiconjugu^s.    J.  Neuberg.    Mathesis ,  S^r.  2,  VU,  59.  — 

Retali  ibid.  142.  —  Lorent  ibid.  142. 

222.  üne  propri^tö  des  coniques.    J.  Waste  eis.    Mathesis,  Sör.  2,  VII,  13. 

223.  Propriätä  des  coniques.     E.  Buisseret.    Mathesis,  Ser.  2,  VÜ,  122. 

224.  Extension  aux  coniques  d'une  propri^t^  de  cercles  remarquäe  par  M.     Mann- 

heim.   J.  Neuberg.   Mathesis,  S^r.  2,  VII,  16.  —  Droz-Farny  ibid. 87. 

225.  Conique  lieu  du  point  de  rencontre  des  cötds  non  paralleles  d'un  trap^ze  de 

base  fixe   en  grandeur  et  position,   de  hauten  r  constante   et  dont  les 
diagonales  sont  rectangulaires.    Retali  etc.    Mathesis,  S^r.  2,  VÜ,  173. 

226.  Intersection  d'une  conique  avec  une  ou  deux  circonförences.     A.  Grob.    Ma- 

thesis, S^r.2,Vn,202. 

227.  Cercle   orthoptique   mutuel   de   deux    coniques   homofocales.     J.  Neuberg. 

Mathesis,  S^r.  2,  VH,  227. 
Vergl.  Ellipse.    HyperbeL    Kreis.    Parabel. 

Kettenbrüohe. 

228.  Sur  les  fractions  continues.    Mme.  Prime.    Mathesis,  Ser.  2,  YU,  108. 

229.  D^veloppement  de  '^x  en  fraction   continue.    A.  Boutin.    Mathesis,  Ser. 2, 


Bloppem 


230.  RMuire  Va'  — 2   en  fraction   continue    p^riodique.     A.  Droz-Parny.     Ma- 

thesis, S^r.  2,  VII,  101. 
Vergl.  Cylinderfunktionen. 

Kinematik. 

231.  Ein  Beitrag  zur  Kinematik  der  Ebene.    Fried r.  Proch&zka.    Wien.  Akad. 

Ber.  (Äbtlg.  Ha),  CIV,  606. 

232.  Die  kinematische  Theorie  der  Hyperboloidenreibungsräder.     Fr.  Schilling. 

Zeitechr.  Math.  Phys.  XLII,  37. 

Kreis. 

233.  Sur  les  cercles  radicaux  et  antiradicaux.    J.  J.  Duran  Loriga.     Mathesis, 

S^r.  2,  VII,  189.   [Vergl.  Bd.  XLII,  Nr.  236.] 

234.  Über  Radikalkreise.    J.  Duran  Loriga.     Grün. Archiv  2.  R.  XV,  117,  232. 

235.  Tangentes    communes    k    deux    cercles.       Stuyvaert.       Mathesis,   S^r.  2, 

vn,  194. 

236.  Cercle  tangent  ä  trois  autres.    L.  G^rard.     Mathesis,  S^r.  2,  VE,  248. 

237.  Sur   quatre   cercles    tangents   deux   ä    deux.      Mathot.     Mathesis,    S^r.  2, 

vn,  193. 

238.  Sur  deux  points   d'un  triangle   däcrivant  conjointement  des  circonförences. 

Droz-Farny  etc.    Mathesis,  S^r.  2,  VII,  235. 

239.  Th^or^me  sur  deux  circonf^rences.     J.  Jonesco  etc.     Mathesis,  S^r.  2,  \TI, 

147.    Vergl.  Dreiecksgeometrie  84. 

Kristallographie. 

240.  Über   die    Symetrieverhältnisse    der    Kristalle.      V.  v.  Lang.      Wien.  Akad. 

Ber.(Abtlg.na),CV,362. 

241.  On  the  use  of  the  globe  in  the  study  of  crystallog^phy.     J.  Y.  Buchanan. 

Phü.  Mag.  Ser.  5,  XL,  153. 

Iiogarithjnen. 

242.  Druckfehler  in   S.  Gundelfinger    —   A.M,  Neils  Tafeln  zur   Berechnung 

9 stelliger  Logarithmen.    Jos.  B 1  a t e r.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XLII,  64. 

M. 

Magnetismus. 

243.  On  magnetic  tractive  force.     E.  Tayl.  Jones.    Phil.  Mag.  Ser.  6, XLI,  153. 

244.  On  the   eifects   of  magnetic  stress  in  magnetostriction.     H.  Nagaoka  and 

E.  Tayl.  Jones.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XLI,  464. 
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245.  Über    die   Gestalt    der   Kraftlinien    eines   magnetiBchen   Drehfeldes.      Max 

JüUig.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa)  Cin,  691. 

246.  The  magnetic  field  of  any  cylindrical  coil.    W.  H.  Everett.    Phil.  Mag.  Ser.  6, 

XLI,  367. 

247.  On  the  magnetic  field   due  to  an  ellix)tical  current  at  a  point  in  its  plane 

within  it.    J.  Vi  r.  J  o  n  e  s.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XLII,  107. 

248.  On  the  possibility  of  explaining  the  phenomena  of  magnetism  by  the  hypo- 

ihesis  of  participation  of  matter  in  the  motion  of  the  magnetic  field. 
B.  Rosing.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XLII,  314. 

MAxima  und  Minima. 

249.  Maximum  de  xy-\-yz  -\-  zx  sachant  que  x-\-y-\-  z=:2p.    D^prez.    Mathesis, 

Sär.  2,  Vn,  271. 
260.  Sur  certaines  aires  minima.     Stuyvaert.    Mathesis,  Sdr.  2,  VU,  45. 
Vergl.  Ellipse  115, 116. 

Meohanlk. 

251.  On  the  laws  of  irreversible  phenomena.     Lad.  Natanson.    Phil.  Mag.  XLI,  385. 

252.  The  hypotheses  of  abstract  dynamics  and  the  question  of  the  number  of  the 

elastic  constants.    J.  G.  MacGregor.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XLU,  240. 
263.  Herleitung  des  Gesetzes   vom  Kräfteparallelogramm  aus  der  Bewegung  eines 

Körpers  im  widerstehenden   Mittel   und  Aufstellung  einer    allgemeinen 

Gleichung    für    dynamische    Kraftwirkung.      Th.   Schwartze.      Grün. 

Archiv  2.  R.  XV,  421. 
854.  Über  die  Transformation  des  Zwanges  in  allgemeinen  Koordinaten.    A.  Wass- 

muth.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ha)  CIV,  281. 
256.  Von   der  elliptischen  Bewegung   eines  freibeweglichen  Massenpunktes  unter 

der  Wirkung  von  Attraktionskräft^n.      P.  Kinde  1.      Grün.  Archiv  2.  R. 

XV,  262. 
256.  Sugli   integrali   primi    quadratici   delle    equazioni   della  meccanica.     G.  Di 

Pirro.     Annali  mat.  Ser.  2,  XXIV,  315. 
267.  Über  quadratische  Integrale   der  Differentialgleichungen    der   Dynamik.    P. 

Staeckel.     Annali  mat.  S^r.  2,  XXV,  55. 

258.  Sur   les  integrales  premi^res   de  la  Dynamique   et  sur  le   probl^me   des  n 

Corps.     P.  Painlevä.     Compt.  Rend.,  CXXIV,  173. 

259.  Sur  les  integrales  quadratiques  des   ^quations  de  la  Dynamique.    P.  Pain- 

lev^.     Compt.  Rend.  CXXIV,  221. 

260.  Sur  les   integrales   quadratiques  des  equations   de   la  M^canique.     T.  L^vi- 

Civita.     Compt.  Rend.  CXXIV,  392.  —  Appell  ibid.  895. 

261.  Sulla   trasformazioni   della   equazioni  dinamiche.     T.  Lävi-Civita.    Annali 

mat.  ser.  2,  XXIV,  266. 

262.  Sur  une   classe  de   ds*  ä.  trois  variables.     T.  Levi-Civita.     Compt.  Rend. 

CXXIV,  1434. 

263.  Zur  Theorie  der  Bewegung  eines  starren  Systems.     Ed.  Weyr.    Wien  Akad. 

Ber.  (Abtlg.  Ha)  CIV,  292. 

264.  Les   Solutions   periodiques  et  le  principe   de  moindre  action.    H.  Poincare. 

Compt.  Rend  CXXIV,  713. 

265.  Sur  les  petits  mouvements  periodiques  des  syst^mes.    P.  Painleve.     Compt. 

Rend.  CXXTV,  1222. 

266.  Sur  les  petits  mouvements  periodiques   des  syst^mes  ä.  longue  periode.     P. 

Painleve.     Compt.  Rend.  CXXTV,  1340. 

267.  Sulla  rotazione  di  un  corpo  in  cui  esistono  sistemi  policiclici.     V.Vol terra. 

Annali  mat.  Ser.  2,  XXIV,  29. 

268.  Ein  mechanisches  Polycykel  als  Analogon   der  Induktionswirkungen  beliebig 

vieler    Kreisströme.      F.  Hasenoehrl.      Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa), 
CV  900. 

269.  Über  einen  Satz  der  Satik.     K.  Th.  Vahlen.      Zeitschr.  Math.  Phys.  XLII,  160. 

270.  Über  ein  Problem  der   Mechanik.     A.Karl.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XLII,  105. 

271.  Beiträge   zur   Theorie   der   ebenen    Gelenkvierecke.     R.  Müller.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XLU,  247. 

272.  Grundzüge  einer  Grapho- Ballistik  auf  Grund  der  Kruppschen  Tabelle.     C. 


Cranz.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XLU,  183. 

Hi>t.-litt.  Abt.  d.  Zeitochr.  f.  Mftth.  u.  Phjn.  48.  Jahrg.  1898.   3.  Heft. 
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273.  Aufgabe   ober   Druckverhältnisse    im   Innern   eines    durch   einen   gewölbten 

Boden  abgeschlossenen  Hohlcy linders.  C.B.  Zeitschr.  Math.  Phys.XLII,  280. 

274.  Über   Schraubengeschwindigkeiten   eines    festen   Körpers    bei   verschiedener 

Zahl  von  Stützflächen.     P.  Somoff.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XLII,  133, 161. 
276.  Sur  le  rendement  des  engrenages.    L.  Lecornu.    Compt.  Rend.  CXXIV,  1225. 

276.  Sur  Taction   locomotrice   des  membres   antörieurs   du  cheval.     P.  Le  Hello. 

Compt.  Rend.  CXXIV,  918. 
Vergl.  Aerodynamik.     Akustik.      Astronomie.      Differentialgleichungen  75. 
Elastizität.     Elektrizität.     Funktionen  128.     Hydrodynamik.     Kinematik. 
Magnetismus.  Molekularphysik.   Optik.  Potential.  Schwerpunkt.  Wärme- 
lehre.   Wellenbewegung.     Winkelteilung  416. 

Mehrdiinensionale  Geometrie. 

277.  Sur   Temploi   de   Tespace   ä   quatre   dimensions    dans   T^tude    des    surfaces 

algdbriques   admettant  plusieurs   s^ries   de   coniques.     Eug.  Cosserat. 
Compt.  Rend.  CXXIV,  1004. 

278.  Sidla  equazione  A^Ü-\-k*U^O  in  uno  spazio  di  n  dimensioni.     R.  Marco - 

longo.    Annali  mat.  Ser.  2,  XXIV,  801. 

MolekolarphyBik. 

279.  Über   die    Cfnentbehrlichkeit   der   Atomistik   in   der   Naturwissenschaft.     L. 

Boltzmann.    Wien.  Akad  Ber.  (Abtlg.  IIa),  CV,  907. 

280.  Molecular   force    and   the    surface-tension   of    Solutions.     W.  Sutherland. 

Phil.  Mag.  Ser.  5,  XL,  477. 

281.  On  the  Variation   of  the  dissociation   coefficient  with  temperature.    S.  Ros- 

lington  Milner.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XLITE,  286. 

N. 

Normaleii. 

282.  Lieu  d*un  point  tel  que  les  trois  normales  menäes  de  ce  point  ä  une  para* 

hole   donn^e  jouissent  de   certaines  propriätds.     Cristescu.     Mathesis, 
Sdr.  2,VII,19.  —  D^prez  ibid.  20. 

283.  Propriät^  des  deux  autres  normales  menöes  ä.  une  parabole  d'un  point  quel- 

conque  d'une  normale  fixe.    A.  Gob  et  Colart.    Mathesis,  S^r.  2,  VII,  124. 

284.  Construction  d^une  normale  ä  une  ellipse.    P.  Bastin  et  Cl.  Servais.    Ma- 

thesis, S^r.  2,  Vn,  120. 

285.  Lieu   se  rapportant  au  quatre  normales  menäes  d^un  point  variable  ä  une 

ellipse  donn^e.    A.  Droz-Farny.     Mathesis,  Sär.  2,  VII,  68, 109. 

O. 

Oberflächen. 

286.  Sur  la  th^orie  des  surfaces.    A.  Pellet.    Compt.  Rend.  CXXIV,  451. 

287.  Sur  la  th^orie  des  surfaces  alg^briques  au  point  de  vue  de  la  G^om^trie  de 

Situation   et  sur  les   integrales  de  diflFärentielles  totales.     Em.  Picard, 
Compt.  Rend.  CXXIV,  582. 

288.  Sur  la  th^orie  g^n^rale  des  surfaces.     A.  Pellet.     Compt.  Rend.  CXXIV,  739. 

289.  Sur  les  syst^mes  de  surfaces  orthogonales  et  isothermes.    A.  Pellet.    Compt. 

Rend.  CXXIV,  552. 
2p0.  Sur  les  surfaces  ayant  möme  repr^sentation  sph^rique.     A.  Pellet.     Compt. 
Rend.  CXXIV,  1291. 

291.  Sur  les  surfaces  isom^triques.    A.  Pellet.     Compt.  Rend.  CXXTV,  18S7. 

292.  Nuove  ricerche   suUe  superficie  pseudo-sferiche.    L.  Bianchi.     Annali  mat. 

Ser.  2,  XXIV,  347. 

293.  Alcune  proprietä  fondamentali  dei  sistemi    lineari  di  curve  tracciati  sopra 

una  superficie  algebrica.  G.  Castelnuovo.   Annali  mat.  Ser.  2,  XXV,  235. 

294.  Sulla  scomposizione  dei  punti  singolari  delle  superficie  algebriche.    C.  Segre. 

Annali  mat.  Ser.  2,  XXV,  1. 

295.  Sulla  riduzione  delle  singolarita  di  una  superficie  algebrica  per  mezzo  di  tras-* 

formazioni  birazionali  dello  spazio.    M.  Pannelli.    Ajmali  mat.  Ser.  2, 
XXV,  67. 

296.  Die  singulären  Punkte  der  Flächen,  E.Wölffing.  Zeitschr.  Alath.  Phys.XLII,  14. 
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297.  Regelfläche,    deren   Striktionslinie    auch  ErümmungBlixiie  ist.     R.  Hoppe. 

Gran.  Archiv  2.  R.  XV,  250. 

298.  Sur  les  lignes  g^odäsiques  des  surfaces  d.  courbures  oppos^es.    Hadamard. 

Compt.  Rend.  CXXIV,  1603. 

299.  SuUe  vanetd.  a  tre  dimensioni  con  una  curvatura  nuUa  e  due  -eguali.    Rem. 

Banal.  Annali  mat.  Ser.  2,  XXIV,  213. 

300.  Das  erweiterte  Theorem  von  Bour.   F.  Ebner.    Zeitechr.  Math.  Phys.  XLII,  216. 

301.  Die  Invarianten  der  allgemeinen  Fläche  dritter  Ordnung.    E.  Bobek.   Wien. 

Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ua)  CHI,  187. 

302.  Sur  la  d^formation  de  certains  paraboloYdes  et  sur  le  th^oröme  de  M.  Wein- 

garten.   Eng.  Cosserat.    Compt  Rend.  CXXIV,  741, 

303.  SuUe  intersezioni  di  tre  superficie  algebriche.    L.  Berzolari.    Annali   mat. 

Ser.  2,  XXIV,  166. 

304.  Einige  Konstruktionen  bezüglich  der  Schnittkurven  von  Umdrehungsflächen 

mit  Ebenen.    J.  Sobotka.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ha)  CV,  871. 

305.  Sur  les  surfaces  qui  peuvent,  dans  plusieurs  mouvements  diffi^rents,  engendrer 

une  famille  de  Lamö.    Eng.  Cosserat.    Compt.  Rend.  CXXIV,  1426.  — 
Darboux  ibid.  1428. 

306.  Sur  les  centres   de  gravit^   des   surfaces   paralleles  ä  une  surface  ferm^e. 

Em.  Duporcq.    Compt.  Rend.  CXXIV;  492. 

307.  Aufgabe  über  ein  Kugelballon -Netz.    S.  Finsterwalder.    Zeitschr.  Math. 

Phys.  XLII,  63. 

308.  Una  questione  geometrica.    Gem.  Pirondini.    Annali  mat.  Ser.  2,  XXV,  61.        ♦ 

Vergl.  Absolute  Geometrie  7,  8,  11. 

Oberflächen  srw^eiter  Ordnung^. 

309.  Über  das  Kriterien  der  Koaxialitilt  zweier  Mittelpunktsflächen  zweiter  Ord- 

nung.   Jos.  Finger.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa)  CHI,  1061. 
Vergl.  Ellipsoid. 

Optik. 

310.  On  the  lonffitudinal   component  in   light.    G.  Fr.  Fitz  Gerald.    Phil.  Mag. 

Ser.  5,  XLII,  260. 

311.  Longitudinales  Licht.    G.  Jaumann.   Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ha)  CIV,  747. 

312.  Graphical  method  for  finding  the  focal  lengths  of  mirrors  and  lenses.    Edw. 

H.  Barton.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XLI,  69. 

313.  Graphical  method  for  lenses.    R.  S.  Cole.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XLI,  216. 

314.  On  a  simple  geometrical  construction  for  finding  the  intensity  of  Illumination 

at   any   point  of  a  plane  due  to  a  small  source  of  light  symmetrical 
about  an  axis  perpendicular  to   that  plane.    Ch.  H.  Lees.    Phil.  Mag. 
Ser.  6,  XL,  463. 
316.  On  the  relation  between  the  brightness  of  an  object   and  that  of  its  image. 
W.  T.  A.  Emtage.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XLI,  604. 

316.  über  die  Helligkeit  des  verfinsterten  Mondes  und  die  scheinbare  Vergrösserung 

des  Erdschattens.    J.  v.  H e  p  p  e  r g e  r.  Wien.  Akad  Ber.  (Abtlg.  II  a)  CIV,  189. 

317.  On  the  theory  of  optical  images  with   special  reference  to  the  microscope. 

Lord  Rayleigh.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XLII,  167.  —   G.  Johnst.  Stoney 
ibid.  332,  423,  499;  XLIII,  139,  273,  368.     [Vergl.  Nr.  360.] 

318.  Die  Laplacesche   und  die  Salmonsche  Schattentheorie   und  das    Satumring- 

Schattenproblem.  H.  Buchholz.   Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ha)  CIV,  863. 

319.  On  the  division  of  energy  in  the  Omission -spectrum  of  a  black  body.  W.Wien. 

Phil.  Ma^.  Ser.  6,  XLIII,  214. 

320.  On  the  resolving  power  of  telescopes   and   spectroscopes   for  lines   of  finite 

width.     F.  L.  0.  Wadsworth.     Phil.  Mag.  Ser.  5,  XLIH,  317. 

321.  Über  den  Einfluss  der  selektiven  Absorption  auf  die  Extinction  des  Lichtes 

in  der  Atmosphäre.     J.  v.  Hepperger.     Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa) 
CV    173 
Vergl.  Elektrizität  98. 

P. 
Parabel. 

322.  Propri^t^s  de  la  parabolc.     E.  Colart.     Mathesis,  Sdr.  2,  VE,  26. 

323.  Th^rämes  sur  la  parabole.    E.  N.  Barisien.    Mathesis,  Sdr.  2, VE,  272>  j 
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324.  On  consid^re  les  paraboles  dont  Taxe  passe  par  un  point  donn^  P  et  qni 

touchent  une  droite  donn^e  AB&u  mtee  point  Ä.  Le  foyer  d^crit 
une  hyperbole  ^quilat^re,  la  tangente  au  sommet  enveloppe  nne  parabole. 
Droz-Farny.    Libert.    Mathesis,  S^r.  2,  VH,  276. 

325.  Parabole  enveloppe  de  la  hauteur  d'un  triangle  variable.     A.  Droz-Farny. 

Mathesis,  S^r.  2,  VII,  142.  —  Barisien  ibid.  144. 

326.  Parabole  enveloppe  d*une  droite.    Retali.    Mathesis,  Sär.  2,  VII,  212. 

327.  Lieu  des  sommets  de  paraboles  tangentes  k  denx  normales  rectangulaires 

d*une  parabole  donn^e  et  ayant  le  möme  foyer  que  cette  conique. 
R.  Buysens.    Droz-Farny.    Mathesis,  S^r.  2,  VlI,  266. 

328.  Cardio'ide  Heu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  ä  une  hypocycloide.    Gob. 

Mathesis,  S^r.  2,  VII,  256. 
Vergl.  Dreiecksgeometrie  88.    Normalen  282,  283. 

Perspektive. 
829.  Zur  Perspektive  des  Kreises.    Rud.  Schüssler.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XLII, 
107.    [Vergl.  Bd.  XLI  Nr.  207  und  208.] 

Planimetrie. 

330.  R^sum^  de  la  th^orie  de  Täquivalence.  L.  G^rard.  Mathesis,  S^r.2,Vn,265. 

331.  Une    nouvelle    dämonstration    du    postulatum    d'Euclide.      J.  M.    Joubin. 

Mathesis,  S^r.  2,  VII,  226.  —  P.Barbarin,  Sollertinsky  ibid.  266. 

332.  Trois  droites  concourent  en  un  möme  point.     Collette,  Gob,  Kompers. 

Mathesis,  Sär.  2,  VII,  69.   —  J.  Jonesco,  Mandart,  D^prez  ibid.  70. 

333.  Thöor^me  sur  les  bissectrices  d'un  angle  et  de  son  suppläment.     D^prez. 

Mathesis,  S^r.  2,  VII,  271. 
834.  Sur  6  droites  qui  concourent  dans   un  mßme  point  chaque  fois  qu'un  angle 

est  arctg  2.    E.  Colart.    Mathesis,  S^r.  2,  VII,  77. 
336.  Sur  le  th^or^me  relatif  au  carrä   de  Thypot^nuse  et  le   cinqui^me  postulat 

d'Euclide.     V.  Reyes.    Mathesis,  Sär.  2,  VII,  86. 

336.  Construire  un  triangle  ABC^  connaissant  ÄB^  ÄC  et  sachant  que   Tangle 

C  =  2JB  ou  C  =  3JB.   Colart.   Droz-Farny  etc.  Mathesis,  Ser.2,VII,  171. 

337.  Sur  un  triangle  tirant  son  origine  d'un  triangle  ^quilatäral  ^JBC  en  prenant 

sur  ces  cötds  des  segments  AM=x^  BN=^2Xy  CP=3x  et  r^unis- 
sant  M,N,P.    H.  Mandart.     Mathesis,  S^r.  2,  VII,  98. 

338.  Sur  les  pseudocarr^s.    J.  Jonesco.    Mathesis,  S^r.  2,  VII,  48. 

339.  Construction  d'un  pseudocarrä  connaissant  un  cöte   et  les   angles   adjacents. 

Droz-Farny  etc.    Mathesis,  Sdr.  2,  VE,  209. 

340.  Sur  trois  quadrilat^res  dont  deux  ddrivent  du  troisifeme.    Bastin.   Mathesis, 

S^r.  2,  VII,  119. 

341.  Construction  du  pentagone  regulier.   A.  Cayley.    Mathesis,  S(5r.  2,  VTI,  194. 

342.  Th^or^me  sur  Thexagone  inscrit  ä>  un  cercle  et  tel  que  trois  diagonales  qui 

joignent  des  sommets  opposds  concourent  en  un  m^me  point.  E.  Mathot. 
Mathesis,  S^r.  2,  VH,  139. 
Vergl.  Dreiecksgeometrie.    Gleichungen  190,  191. 

Potential. 

343.  Über    eine   Eigenschaft    des    Potentials    unter   Annahme    eines   Greenschen 

Wirkungsgesetzes.  W.  Wirtinger.  Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  11  a)  CV,  575. 

344.  Sur  le  problöme  de  Dirichlet.     S.  Zaremba.    Compt.  Rend.  CXXIV,  940. 

Vergl.  Elastizität.    Elektrizität.    Magnetismus.    Wärmelehre. 

<!• 

Quadratur. 

345.  Aire   d'une   courbe  ferm^e   engendr^e   ä  Taide   d'une   cissoide.    Mandart. 

Mathesis,  S6r.  2,  VII,  199.  —  J.  Neuberg  ibid.  201. 

Beohnen. 

346.  Sur  la  d(5finition  de  la  multij)lication.    A.  Listray.    Mathesis,  Ser.  2,VII,  17. 

[Vergl.  Bd.  XLII  Nr.  343.] 

347.  La  multix)lication  egyptienne  et  russe.    Plakhovo.    Mathesia,^ S^r.  2,  JVII,  86. 
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348.  Sur  les  calculs  approch^s.    L.  G^rard.    Mathesis,  Ser.  2,  VTI,  248. 
Vergl.  Wurzelausziehung.    Zinseszins. 

Beihen. 
849.  Über  den  Konvergenzkreis  der  umgekehrten  Reihe.    0.  Stolz.    Wien.  Akad. 
Ber.  (Abtlff.  fla)  CIV,  486. 

360.  Thöoräme  sur  les  s^ries  entiöres.    Hadamart.    Compt.  Rend.  CXXTV,  492. 

361.  Remarques  utiles  dans  les  calculs  de  limites.    E.  Cesaro.    Mathesis,  Ser.  2, 

Vn,  177. 

362.  Sur  les  s^ries  de  Taylor.    Eug.  Fabry.    Compt.  Rend.  CXXIV,  142.    [Vergl. 

Bd.  XLII  Nr.  687.1 

363.  Studie    zu   Raabes    Monographie    über    die    Jacob -Bemoullische    Funktion. 

L.  Saalschütz.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XLII,  1. 

364.  Si  Q^.p  d^signe  la  somme  des  produits  «  k  p  des  fractions  — ,  — ,  — , . . .  — 

p=:n  ^      '-  1      2     3  n 

on  a  la  formule  ^2P§/i,p  =  — (n*+3«).   Audibert.   Mathesis ,  S^r.  2, 
vn,  276.  ^,  2 

366.  Sur  deux  sdries  convergentes.    Stuyvaert.    Mathesis,  S^r.  2,  VII,  42. 

366.  Über  Dirichlets  Reihen.     F.  Mertens.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ha)  CIV, 

1093,  1168. 

367.  Die  Summierung  einer  Gattung  trigonometrischer  Reihen.   Fr.  Rogel.    Grün. 

Archiv  2.  R.  XV,  266. 

368.  The  development  of  arbitrary  functions.     J.  Perry  and  H.  F.  Hunt.    Phil. 

Mag.  Ser.  6,  XL,  606. 

369.  On  the   convergency  of  Fourier's   series.    W.  Williams.    Phil.  Mag.  Ser  6, 

XLII,  126. 

360.  On  the  general  extension  of  Fourier's  theorem.    Thom.  Presto n.    Phil.  Mag. 

Sdr.6,XLin,  281,  468.    fVergl.  Nr.  816.) 

361.  Systeme  von  arithmetischen  Reihen  n^'  Ordnung.    G.  Speckmann.    Grün. 

Archiv  2.  R.  XV,  332. 

362.  Sur  quelques  progressions  arithmätiques.    Mathesis,  Sär.  2,  Vn,  14. 

363.  Sur  une  ibrmule  de  Newton.    E.  Lampe.    Mathesis,  S^r.  2,  VII,  109. 

364.  Sur    quelques   formules   qui  repr^sentent  par   approximation  Tarc   dont  on 

connait  les  sinus  et  le  cosmus.    £.  Lampe.    Mathesis,  S^r.  2,  VII,  129, 
163,  188. 
366.  Eine    besondere   Gattung    goniometrischer    Nulldarstellungen.     Fr.  Rogel. 
Grün.  Archiv  2.  R.  XV,  431. 
Vergl.  Abelsche  Transcendenten  6.    Interpolation. 

S. 

Schwerpunkt. 

366.  Sur  le  centre  de  gravit^  de  Taire  limitee  par  une  courbe  ferm^e  donn^e  et 

une  certaine  autre  courbe  ferm^e  variable.  Gob.  Mathesis,  S^r.  2,Vn,  229. 
Vergl.  Oberflächen  306. 

Stereometrie. 

367.  Demonstration  nouvelle  relative  ä.  la  perpendiculaire  k  un  plan.    Dubonis. 

Mathesis,  Sdr.  2,  VII,  248. 

Subfltitatioiieii. 

368.  The  Substitution  group  whose  order  is  four.    G.A.Miller.    Phil.  Mag.  Ser.  5, 

XLI,  431. 

369.  The  Operation  groups  of  order  8^,  p  being  any  prime  number.   G.  A.  Miller. 

Phil.  Mag.  Ser.  6,  XLII,  195. 

370.  The  transitive  Substitution  groups  of  order  8j},  p  being  any  prime  number. 

G.  A.  Miller.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XLIH,  117. 

371.  Sur  r^num^ration   des   groupes  primitifs   dont  le   degr^  est  infärieur  k  17. 

J.  A.  Miller.    Compt.  R^nd.  CXXIV,  1606. 

372.  Sur  une  s^rie  de  groupes  primitifs  holoddriquement  isomorphes  k  des  groupes 

plusieurs  fois  transitifs.    Ed.  Maillet.    Compt.  Rend.  CXXIV,  361^^ ^T^ 
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T. 

Tetraeder. 

373.  Conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  arßtes  d'un  tdtra^dre  afin  que  cer- 

taiues  droites  partant  de  quatre  de  ses  angles  soient  les  g^n^ratrices 
d*un  hyperboloMe.    R.  B.    Mathesis,  S^r.  2,  VII,  23. 

Thetafunktionen. 

374.  Sopra  due  relazioni  rimarchevoli  fra  i  valori  delle  deiivate  delle  fnnzioni  9 

ellittiche  per  argomento  zero.   Em.  Pascal.  Annali  mat.  Ser. 2, XXTV, 23. 

Transformationsgruppen. 

375.  Sur  la  d^termination  du  groupe  de  transformation  d'une  ^quation  diffärentielle 

lin^aire.    F.Marotte.    Compt.  Rend.  CXXIV,  608. 

376.  Sulla  teoria  dei  gruppi  infiniti  continui.   P.  Medolaghi.    Annali  mat.  Ser.2, 

XXV,  179. 

377.  Des  groupes  transitifs  de  classe  ef  (e  et  /  ^tant  premiers  avec  6<c</)  et 

de  degrä  e/  +  Ä  (*  ^tant  <e).   Ed.  Maillet.  Annali  mat.  Ser. 2,'^V, 219. 

Trigonometrie. 

378.  Relation  entre  les   angles  a,  ß,  y,  d  se  däduisant  d'une  ^quation  entre  les 

sinus  et  les  cosinus  de  ces  memes  angles.  A.  Droz-Farny.  Audibert. 
Mathesis,  S^r.2,  VII,  260. 

379.  Über  die  pythagoreischen  Dreiecke  und  ihre  Anwendung  auf  die  Teilung  des 

Kreisumfangs.    G  r  a e b  e r.    Grün.  Archiv  2.  R.  XV,  337, 489. 

380.  Relationen  bei  regulären,  dem  Kreise  ein-  und  umbeschriebenen  Polygonen. 

E.  Dolezal.    Grün.  Archiv  2.  R.  XV,  172. 

381.  Sur  une  relation  dans  le  triangle.    E.  Colart  etc.   Mathesis,  8<$r. 2,  \TI,  26. 

382.  Si  du  pied  Z>  de  la  haut^ur  AD  d\in  triangle  ABC  on  abaisse  des  per- 

pendiculaires  DE^  DF  sur  les  cöt^s  AB^  ^C  la  distance  EF  est  moitiä 
du  perim^tre  du  triangle  form^  en  joignant  les  pieds  des  hauteurs  de 
ABG.    Döprez.     Mathesis,  S^r.2,  VII,  271. 

383.  Calculer  le  cöt^  d'un  triangle  ^quilat^ral,   connaissant   les   distances  d^nn 

point  de  son  plan  ä  ses  sommets.  Probleme  analogue  pour  un  t^tra^dre 
regulier.    Retali.    Mathesis,  S^r.  2,  VII,  207. 

384.  Relation   ayant  Heu   dans  un  triangle  sphärique.      Cristesco.     Mathesis, 

S^r.  2,  VII,  43.  —  J.  Neuberg  ibid.  44. 

385.  Th^orfeme  de   trigonometrie   sph^rique.      J.   Neuberg.      Mathesis,    S^r.  2, 

Vn,  61. 
Vergl.  Reihen  363,  864. 

U. 
Umkehrungsprobleiii. 

386.  Sur  un  mode  d'inversion  des  integrales  multiples.    P.  Appell.   Compt.  Rend. 

CXXIV,  213. 

387.  Sopra  alcune  questioni   di    inversione   di   integrali   defiuiti.    V.  Volterra. 

Annali  mat.  Ser.  2,  XXV,  189. 

W. 

"Wärmelehre. 

388.  Über  die  mechanische  Analogie  des  Wärmegleichgewichtes   zweier   sich  be- 

rührender Körper.  G.  H.  Bryan  und  L.  Boltzmann.  Wien.  Akad. 
Ber.  (Abtlg.  üa)  Cm,  1125. 

889.  Über  die  Temperaturverteilung  längs   eines  dünnen  Drahtes,  der  von  einem 

konstanten  Strome  durchflössen  wird.  P.  Czermak.  Wien.  Akad.  Ber. 
(Abtlg.  üa)  cm,  1107. 

890.  Sul  problema  della  temperatura  neir  ellissoide.    C.  Somigliana.    Annali 

mat.  Ser.  2,  XXIV,  59. 

891.  Of  the  kinetic  theory  of  gas  regarded  as  illustrating  nature.    G.  J.  Stoney. 

Phil.  Mag.  Ser.  6,  XL,  362. 
392.  Weiterföhning  der  Annäherungsrechnung  in  der  Maxwellschen  Gastheorie. 
H.  Benndorf.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa)  CV,  646.^^ 
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398.  Sur  les  relations  exprimant  que  les  divers  coSfficients  considör^s  en  Thermo- 
djnamique  satisfont  ä  la  loi  des  ^tats  correspondents.  E.  H.  Amagat. 
Compt.  Rend.  CXXIV,  647. 

394.  Folgerungen  aus  Amagats  Versuchen.  C.  Puschl.  Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ha) 

cm,  343. 

395.  Aktinische  Wärmetheorie    und   chemische  Äquivalenz.     C.  Puschl.    Wien. 

Akad.  Ber.  (Abtlg.  HaJ  CIH,  809. 

396.  Bemerkungen  über  Wärmeleitung.   C.  Puschl.  Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa) 

cm,  989. 

397.  Zur  Theorie  der  Dissociation   der   Gase..     G.   Jäger       Wien.   Akad.  Ber. 

(Abtlg.  Ha)  CIV,  671. 

398.  Die  Gasdrackformel  mit  Berücksichtigung  des  Molekularvolums.    G.  Jäger. 

Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ha)  CV,  15. 

399.  über  den  Einfluss   des   Molekularvolumens   auf  die  mittlere  Weglänge   der 

Gasmolekule.    G.  Jäger.   Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa)  CV,  97. 

400.  Zur  Theorie  der  Zustandsgieichung  der  Gase.     G.  Jäger.    Wien.  Akad.  Ber. 

(Abtig.  üa)  CV,  791. 

401.  Die  Erstarrungs wärme  in  Lösungen.  0.  Tumlirz.  Wien.  Akad.  Ber.  (Abtig.  11  a) 

CIV,  246. 

402.  über  die  Verdampfungswärme  von  Lösungen.   0.  Tumlirz.  Wien.  Akad.  Bei*. 

(Abtlg.  Ha)  CIV,  827. 

403.  Thermal  transpiration  and  radiometer  motion.    W.  Sutherland.    Phil.  Mag. 

Ser.  6,  XLH,  373,  476. 

404.  Thermal  transpiration  and  radiometer  motion.    Osb.  Reynolds.    Phil.  Mag. 

Ser.  6,  XLm,  142. 
406.  Boyle's   law  at  very  low  pressures.    W.   Sutherland.     Phil.  Mag.  Ser.  5, 
XLm,  11. 

406.  Über  die  Berechnung  der  Abweichungen   der  Gase  vom  Boyle-Charlesschen 

Gesetz  und  der  Dissociation   derselben.    L.  Boltzmann.    Wien.  Akad. 
Ber.  (Abtlg.  IIa)  CV,  695. 

407.  On  the  continuiiy  of  isothermal  transformation  from  the  liquid  to  the  gaseous 

State.    Th.  Preston.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XLII,  231. 

408.  On  the  straining  of  the  earth  resulting  from  secular  cooling.    Ch.  Davison. 

Phil.  Mag.  Ser.  6,  XLI,  133. 

409.  Über    die    Zusammensetzung     der    gesättigten    Dämpfe     von    Mischungen. 

M.  Margules.    Wien  Akad.  Ber.  (Abtig.  Ha)  CIV,  1243. 

410.  On  the  properties  of  a   mixture   of  liquids.     R   A.  L  eh  fei  dt.     Phil.  Mag. 

Ser  6,  XL,  397. 

411.  Theoretical  considerations  respecting  the   Separation   of  gases  by   diffusion 

and  similar  processes.    Lord  Rayleigh.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XLII,  493. 

412.  Sur  la  dynamique   des   röactionschimiques  homogenes^  avec  d^gagement  ou 
orptf 

Vergl.  Elektrizität  102. 

Wahrsoheinliohkeitflreohnun^. 

413.  The  asymmetrical  probability-curve.    F.  Y.  Edgeworth.    Phil.  Mag.  Ser.  6, 

XLI,  90. 

414.  The  Compound  law  of  error.    F.  Y.  Edgeworth     Phil.  Mag.  Ser.  6,  XLI,  207. 

Wellenbewegung. 

416.  On  the  passage  of  waves  through  apertures   in  plane   screens  and  allied 

Problems.    Lord  Rayleigh.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XLm,  269. 

Wlnkelteilnng. 

416.  Über  einen  Mechanismus,  durch  den  ein  beliebiger  Winkel  in  eine  beliebige 

ungerade  Anzahl    gleicher   Teile    geteilt    werden    kann.    A.  Korselt. 
Zeitschr.  Math.  Phys.  XLH,  276. 

417.  Eine  approximative   Winkeldreiteilung.     C.  F.  E.  Björling.     Grün.  Archiv 

2.  R.  XV,  223. 

WurzelausBiehnng. 

418.  Sur  Textraction  de  la  racine  carr^e  des  nombres.    E.  Barbette.    Mathesis, 

s^r.  2,  vn,  69.  r^         T 
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419.  Extraction   de   la  racine  carrc^e  d'un  nombre  eutier.    Stuyvaert.     Mathesis, 

S6r.  2,  VII,  161.    [Vergl.  Bd.  XLH,  Nr.  413.] 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  169,  160.    Kettenbrüche  229,  230. 

Z. 

Zahlentheorie. 

420.  Zum  Beweise    des  Satzes,   dass  jede   unbegrenzte    arithmetische  Keihe,   in 

welcher  das  Anfangsglied  zur  Differenz  relativ  prim  ist ,  unendlich  viele 
Primzahlen  enthält.  G.  Speckmann.  Grün.  Archiv  2.  R.  XV,  326. 
[Vergl.  Bd.  XL,  Nr.  276.] 

421.  Lineare  Relationen  zwischen  Mengen  relativer  Primzahlen.    Fr.  Rogel.    Grün. 

Archiv  2.  R.  XV,  315. 

422.  Dyadische    Koordination    der     bis    100000    vorkommenden    Primzahlen    zur 

Reihe  der  ungeraden  Zahlen  E.Suchanek.  Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  ü  a) 
cm,  443. 

423.  Zur  additiven  Erzeugung  der  ganzen  Zahlen.    R.  Daublebsky  v.  Sterneck, 

Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  Il  a),  CV,  876. 

424.  Über  die  Zerlegung  der  Zahlen  in  Quadrate.    G.  Speckmann.     Grün.  Archiv 

2.  R.  XV,  328. 

425.  Über  die  Anzahl  der  Darstellungen  einer  ganzen  Zahl  durch  gewisse  Formen. 

L.  Gegenbauer.     Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa),  Cin,  116. 

426.  über    die    Äquivalenz   der  reduzierten   binären  quadratischen   Formen   von 

positiver  Determinante.  F.  Mertens.  Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa) 
cm,  995. 

427.  Einige   Bemerkungen   zum   quadratischen   Reziprozitätsgesetze.     L.  Gegen- 

b  a u  e  r.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  II  a),  Cm,  285. 

428.  über   den   quadratischen  Reziprozitätssatz  und   die  Summen  von  Gauss.    F. 

Mertens.     Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa)  Cm,  1005. 

429.  Über  die   Anzahl   derjenigen  ganzen   ganzzahligen  Funktionen   nten  Grades 

von  rc,  welche  in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Primzahlmodul  eine  vor- 
geschriebene Anzahl  von  Wurzeln  besitzen.  K.  Zsigmondy.  Wien. 
Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa),  Cm,  135. 

430.  Über  die  Auflösung  der  Kongruenz  Ä'  =  a(mod.^).     G.  Speckmann.    Gnm. 

Archiv  2.  R.  XV,  335. 

431.  Über  Potenzreihen.    G.  Speckmann.     Grün.  Archiv  2.  R.  XV,  334. 

432.  Sur   certains   points    de  la  th^orie  des  räsidus    des   puissances.     Caractäres 

distinctifs  des  nombres,  ou  racines,  d'ou  proviement  les  residus  g^n^ra- 
teurs.     De  Jonquiöres.     Compt.  Rend.  CxXIV,  334. 

433.  Th^or^me  sur  les  fractions  d^cimales  p^riodiques.     Mathesis,  S^r.  2,  VII,  228. 

—  Stuyvaert  ibid.  249.  —  L.  Meurice  ibid.  268. 

434.  Le  quotient  de  (2  w  --  1) !  par  ml  (w  —  1) l  est  un  nombre  pair  except^  quand  m 

est une puissance de 2.   Brien,  Colart,  Soons.    Mathesis,  Sär.  2,YII,  231. 

435.  Questions  d'arithmologie.    De  Rocquigny.    Mathesis,  Sdr.  2,VT[,  217. 

436.  tiber  rationale  Richtungscosinus.    R.  Hoppe.     Grün.  Archiv  2.  R.  XV,  323. 

437.  Forme   des  nombres  qui,   divis^s  par  a,  &,  c...   laissent  respectivement  les 

restes  a\b\c',..    E.  Colart.    Mathesis,  S^r.2,  VU,  149. 

438.  Sur  certains  carr^s  parfaits.    Van  D euren  etc.     Mathesis,  Sär.2,  VE,  196. 
439   Sur  les  nombres  triangulaires  carr^s  parfaits.    L.Collette.    Mathesis,  S^r.  2, 

VII,  40. 

440.  D^composition  de  (a'+fe'J^en  trois,  quatre  ou  cinq  carr^s.  G.  de  Rocquigny- 

Adanson.    Mathesis,  S^r.  2,  VII,  18. 

441.  Sur  r^quation  '    -  -| — ^*    —    =  y\    x    et   y    ^tant  des   fonctions   de  n. 

2  2 

A.  Boutin.     Mathesis,  Sär.2,  VII,  269. 

442.  Tout  cube  est  la  diff^rence  de  deux  carr^s,  dont  Tun  au  moins  est  diviaible 

par  9.     E.  Fauquembergue.     Mathesis,  Sär.  2,  VII,  50. 

443.  Solutions  entieres  de  Tequation  ^'i'+^j'+^s'H ■\-Zi^={hn-\-i)z^,   E. Fau- 

quembergue.    Mathesis,  Sfer.2,  VII,  27. 
Vergl.  Combinatorik  52.     Formen.    Funktionen  130.    Geschichte  der  Mathe- 
matik 158.     Gleichungen  188.    Reihen  355,  356. 
ZinBeBzins* 

444.  Sur  les  lois  de  l'inte'r^t.     Enr.  de  Montel.     Compt.'Rend.CXXIV,  244. 
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Historisch-litterarische  Abteilung. 


Prix  Lobatohefsky 

(Premier  Coneonrs  1897). 

La  Soci^te  Physico-matliematique  de  Kasan  a  Fhonneur 
d'informer  qu'elle  a  deceme  dans  sa  seance  solennelle  de  3  Novembre 
(22  Octobre)  1897  le  prix  de  N.  I.  Lobatchefsky  ä.  M.  Sophus  Lie, 
professeur  ordi|iaire  ä  rUniversite  de  Leipzig,  pour  son  ouvrage: 
„Theorie  der  Transformationsgruppen.   Band.  IIL  Leipzig  1893/* 

Les  mentions  honorables  sont  d^cemees 

ä  M.  L.  Gerard;  professeur  au  Lycee  Ampfere  (Lyon),  pour  son 
ouvrage:  „These  sur  la  geometrie  non  Euclidienne.   Paris  1892" 

a  M.  E.  Oesaro,  professeur  ordinaire  a  ITJniversite  Royale  de 
Naples,  pour  son  ouvrage:  „Lezioni  di  Geometria  intrinseca. 
Napoli  1896", 

et  ä  M.  G.  Fontene,  professeur  au  coU^ge  Rollin,  pour  son  ouvrage: 
„L'hyperespace  ä  w  — 1  dimensions.    Paris  1892". 

La  medaille  d'or  de  N.  L  Lobatchefsky,  destinee  selon  le  §  16  du 
reglement  du  prix  Lobatchefsky  ä  recompenser  le  travail  des  personnes 
qui  aident  a  la  Societe  physico-math^matique  de  Kasan  ä  examiner 
les  ouvrages,  pr&entes  au  concours  ä  ete  decem^e  dans  la  meme 
seance  solennelle  de  3  Novembre  1897  ä  M.  Felix  Klein,  professeur 
ordinaire  ä  TUniversite  de  Gottingue,  pour  son  rapport  sur  Touvrage 
de  M.  Lie.  Le  rapport  de  M.  Klein  vient  d'etre  imprim^  ä  Kasan  sous 
le  titre:  „Zur  ersten  Verteilung  des  Lobatschewsky-Preises 
(Gutachten,  betreflFend  den  dritten  Band  der  Theorie  der  Transformations- 
gruppen von  S.  Lie)." 

Les  rapports  sur  les  ouvrages  de  M.  Gerard,  Cesaro  et  Fon- 
tene  ont  6t6  donnes  par  M-rs  prof.  T.  Souvorof,  D.  Seiliger  et 
P.  Nasimof,  membres  de  la  commission.  En  outre  ont  pris  part  aux 
travaux  de  la  commisson  M-rs  prof.  D.  Doubiago,  A.  Kotelnikof, 
D.  Sintzof  (secretaire  de  la  commission). 

Le  nombre  total  des  ouvrages  presentes  au  concours  ä  ^te  egal 
ä  neuf. 

Hlst.  -  Utk.  Abt.  d.  Zeitsohr.  f.  Math.  u.  Phy«.  48.  Jahrg.  1898.  4.  u.  5.  Heft.  10  ^^  j 
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Extrait  du  Reglement  du  Prix  Lobatehefskf. 

Le  prix  Lobatchefsky  est  decem^  tous  les  trois  ans.  II  est  d'une 
valeur  de  500  roubles  papiers.  II  reste  k  la  volonte  de  la  Society  d'en 
augmenter  avec  le  temps  la  valeur^  si  Fätat  du  capital  le  lui  pennet 

(§4). 

Le  prix  Lobatchefsky  est  destin6  aux  ouvrages  relatifs  ä  la  geo- 
m^trie^  et  de  pr^fi^rence  ä  la  g^ometrie  non  —  Eudidienne  (§  5). 

Sont  admis  ä  concourir  ä  ce  prix  les  ouvrages  imprimes  en  russe, 
franfais^  allemand,  anglais,  italien  et  latin,  adress^s  ä  la  Societe 
Physico-mathematique  par  leurs  auteurs  et  publies  dans  le  cours  des 
six  annees  qui  auront  prec^de  le  jugement  de  la  Societe  concemant 
le  prix  (§  6). 

Dans  aucun  cas  le  prix  ne  peut  ^tre  partage  entre  deux  ou 
plusieurs  auteurs  concurrents.  Dans  le  cas  oü  se  pr&enteront  plusieurs 
ouvrages  d'6gale  valeur,  c'est  le  tirage  au  sort  qui  en  decidera  (§  7). 


Le  prix  sera  deceme  pour  la  seconde  fois  le  3  Novembre  1900. 
Selon  le  §  11  du  r^glement,  les  ouvrages  destin^s  au  concours  doivent 
etre  adress^s  ä  la  Soci^t^  Physico-mathematique  de  Kasan  jusqu'ä 
3  Novembre  1899. 

President  de  la  Societe  Physico-mathematique 

20  Decembre  1897.  A.  Vassilief. 


Ein  „Traotatus  de  Abaco*'  aus  der  Wende 
des  Xn.  und  xm.  Jahrhunderts. 

Nach  Codex  Vindobonensis  Palatinus  901,  f.  87—96 

herausgegeben  von 

Maximilian  Curtze 

in  Thorn. 


Der  nachfolgend  abgedruckte  Tractatus  de  Abaco  ist  in  mehr- 
facher Hinsicht  von  Interesse.  Er  stammt  aus  jener  Zeit,  wo  das 
Abacusrechnen  mit  dem  Algorismus  im  Streite  lag,  und  wo,  das  zeigt 
unsere  Abhandlung  deutlich,  beide  noch  nebeneinander  geübt  und  ge- 
lehrt wurden.  Er  zeigt  ferner,  dass  der  Verfasser  wenigstens  das 
Abacusrechnen  auf  die  Römer  zurückführt  und  dasselbe  im  Gegensatz 
zu  dem  arabischen  Rechnen  stellt.  Er  ist  sich  der  Verschiedenheit 
beider  Methoden  ebenso  bewusst  als  des  Gemeinsamen  derselben,  und 
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erläutert  das  Verfahren  der  Araber  durch  das  des  Lateinischen  Abacus. 
Bei  dem  arabischen  Diyidieren  der  Brüche  benutzt  er^  so  wenigstens 
glaube  ich  kann  man  seine  Darlegung  nur  auffassen^  Dezimalbrüche^ 
während  er  auch  das  System  der  römischen  Minutien  genau  auseinander- 
setzt. Die  Zeichen  des  Abacus  unterscheidet  er  von  denen  des  Algoris- 
mus^  und  aus  seinen  Zeichen  kann  man  sehen ,  wie  die  beiden  Formen 
If  \-  für  3  sich  entwickelt  haben.  Dasa  die  Form  h  statt }  der  leich- 
teren Schreibart  halber  in  der  spätem  flüchtigeren  Schrift  das  alleinige 
Becht  behielt,  ist  nicht  zu  yerwundem,  aber  gerade  die  Verwendung 
beider  Zeichen  nebeneinander  spricht  dafür,  dass  die  Niederschrift 
dem  Ende  des  XII.  oder  dem  Anfange  des  XIIL  Jahrhunderts  an- 
gehört, da  die  Benutzung  der  Form  h  niit  dem  Xm.  Jahrhundert  ab- 
solut aufhört.  Das  Charakteristische  des  Abacusrechnens,  dass  nur 
Multiplikation  und  Division  gelehrt  werden,  nirgends  aber  Addition 
und  Subtraktion,  findet  sich  auch  hier,  und  zwar  für  beide  Rechnungs- 
arten. Von  der  komplementären  Division  ist  keine  Spur  mehr  vor- 
handen, wohl  aber  in  dem  arabischen  Teile  von  der  komplementären 
Multiplikation.     Möge  nun  die  Abhandlung  für  sich  selber  sprechen. 

Tractatns  de  abaco. 

I  Quia  de  quantitate,  que  numerus  est,  acturi  sumus,  primo  viden-  87 
dum  est,  quid  sit  numerus,  et  que  eins  species.  Est  autem  numerus, 
per  quem  numeramus;  sie  diffinitur,  sie  autem  dividitur.  Numerus  autem 
alius  digitus,  alius  articulus.  Digitus  appellatur  omnis  numerus  ille, 
qui  continetur  infra  limitem'),  scilicet  unus,  duo,  III,  IUI,  et  ita  usque 
ad  X.  Ipsum  autem  X,  primum  scilicet  limitem,  appellamus  articulum. 
Et  sciendum  est,  quod  ultra  predictum  articulum^)  nullus  est  novus 
numerus,  sed  predictos  digitos  cum  predicto  articulo  iungimus^),  et  nu- 
merando  dicimus:  undecim,  duodecim  tredecim,  et  sie  usque  ad  viginti,  qui 
est  secundus  articulus.  Item  sciendum  est,  quod  ultra  primum  articulum^) 
non  est  novus  articulus  usque  ad  centum;  scilicet  ipsum  primum  diverse 
modo  multiplicantes®)  articulum  facimus  istos  articulos  viginti,  trigint% 
quadraginta  et  ceteros  usque  ad  centum.  ünde  etiam  dicitur  viginti 
quasi  bis  geniti,  quia  a  bis  X  generatur,  et  triginta  a  ter  decem.  Item 
supra  G  non  est  novus  articulus  usque  ad  miriadem,  id  est  ad  mille,  {  sed  87' 
diversitates')  multiplicationis  centenarii  faciunt  istos  articulos:  ducenti, 
trecenti  et  sie  usque  ad  miriadem^),  super  quam  nee  est  aliquis  novus 
digitus,  nee  articulus,  sed  per  adiunctionem  miriadis  tam  cum  digitis 
quam  cum  articulis  ascendimus  numerando  et  facimus  duo  milia  et 
trecenta  etc.  Hie  de  numero,  et  quisquis  pro  suo  ingenio  plura 
concipiet. 

Nunc  videndum  est,  quid  sint  arcus  tabule  cum  nominibus  et 
figuris  ipsos  representantes.^)  Appellantur  autem  sie:  singularis,  de- 
cenus,  centenus,  millenus.  Nunc  videndum  est,  quid  arcus,  ex  quibus 
numeris,  et  qualiter  ex   illis  formantur.    Et  nota,   quod  solus  singu- 
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laris  formatur  tantum  a  digitis  et  non  ab  articuliS;  reliqui  yero  omnes 
ab  articulis  tantum  et  non  a  digitis.  Unde  etiam  evenit,  caracteres  in 
singulari  arcu  positos  nichil  nisi  tantum  digitos  representare/)  in  reli- 
quis  yero  omnibus  arcubus  semper  articulos  et  nunquam  digitos  signi- 

88  ficare,  si  nullum  super  se  habent  arcuum  caracterem.  |  Nam,  si  super 
se  habeat  caracterem,  digitum  et  non  articulum  significat  collatas 
superiori;  si  collatus  ex  latere^  articulum  et  non  digitum.  Porro  seien- 
dum  est  forma,  proprietates  et  continentie  arcuum,  que  intellecte  et 
diligenter  annotate,  formas  etiam  arcuum  nos  yidere  facient,  scilicet^^ 
qualiter  ipsi  arcus  inter  se  et  a  se  ipsts  formentur,  scilicet  qualiter 
proximus^)  formetur  a  proximo,  et  tercius  a  tercio,  et  quartus  a  quarto, 
et  sie  de  ceteris.  Est  igitur  proprietas  quedam  communis  omnibus, 
hec  scilicet,  quod  proximus  ad  proximum  est  decenus,  quia  decies  con- 
tinet  eum;  et  hinc  est,  quod  proximus  a  proximo  nascitur,  quia  quilibet 
et  inferiorum  decuplatus  facit  suum  superiorem,  id  est  proximum.  Item 
alia  proprietas,  quod  quilibet  tercius  ad  tercium  est  centenus,  quartus 
ad  quartum  millenus;  et  sie  proprietates  assignando  formas  etiam 
quorumlibet  inyenies. 

Dehinc  sciendum  est  nomina  caracterum  cum  figuris  et  nominibus, 

et  quod   quilibet  caracter  in   quolibet   arcu   positus   tociens    significat 

88'  superscriptum   numerum,   quotus   ipse   est.  i  Verbi   gratia.     XJnitas   in 

singulari   arcu   unum   tantum,   in  deceno  positus  decem,  in  centeno  C, 

in  milleno  M  significat,  et  sie  de  ceteris. 

Porro  bis  omnibus  yisis  sciendum  est,  si  quid  multiplicare  yolueris, 
primo  rem  multiplicandam  in  suprema  tabule  linea,  scilicet  sub  figuris 
arcuum,  colloca,  et  id,  per  quod  rem  multiplicandam  multiplicare 
yolueris,  scilicet  multiplicatores,  in  infima  tabule  linea  colloca.  Deinde 
per  inferiores  numeros,  quos  multiplicatores  constat  esse,  adyerbialiter 
prolatos  multiplica  superiores,  et  numerum  yel  numeros,  qui  ex  illa 
multiplicatione  surgunt,  in  mediam  lineam  tabule  compone  secundum 
regulas  arcuum,  quarum  prima  de  singulari  talis  est: 

Si"^  singularis  arcus  quemcumque  arcuum  multiplicat,  in  eundem, 
quem  multiplicat,  pone  digitum,  in  ulteriori  articulum. 

Item  regula  deceni: 

Si**)  decenus  arcus  quemcumque  arcum  multiplicat,  in  secundum 
ab  eo,  quem  multiplicat,  pone  digitum,  in  ulteriori  articulum. 

89  Item  regula  centeni!  et  milleni.  Hoc  tamen  diligenter  obseryans, 
quod  quilibet  arcus,  quoto  loco  distat  a  singulari,  in  talem  ab  eo, 
quem  multiplicat,  ponit  digitum,  in  ulteriori  articulum. 

Ita  dico,  si°)  fiunt  articuli,  quia  quandoque  ex  multiplicatione 
premissorum  numerorum  surgit  digitus  tantum,  quandoque  articulus 
tantum,  quandoque  digitus  et  articulus.  Hec  retenta  et  diligenter  con- 
siderata  sufficiant  de  multiplicatione  dicta.  Hec  tamen  adicimus,  quod 
in   coUectioneP)  facta  multiplicatione'')  articuli  sunt  transferendi,   digiti 
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relinquendi,   unde  sepe  evenit,   quod  in  medio  arcus  imus  vel  duo  vel 
tres  relinquitur  vacuus. 

Cum  yero  multiplicandi  scientiam  habeamus^  conveniens  est,  ut 
etiam  dividendi  scientiam  non  ammittamus,  cuius  fit  talis  diyisio. 
Divisio  alia  simplex,  alia  multiplex.  Simplex ;  in  qua  tantum  unus 
caracter  est  divisor;  multiplex  in  qua  plures  divisores  ponuntur.  Item 
muljtiplex  alia  continua,  alia  interrupta.  Gontinua^  in  qua  divisores,  89' 
in  quibuscunque  arcubus  positi  fuerunt,  inyicem  continuantur;  interrupta, 
in  qua  non  continuantur  divisores,  sed  interrupti  ponuntur,  ita  scilicet, 
quod  quandoque  unus  arcus,  qui  interiacet,  vacuus  est,  quandoque 
plures.  Et  notandum,  quod  continuatio  sive  interruptio  dividendorum 
non  det  nomen  continue  vel  interrupte  divisioni,  sed  contiuuatio  vel 
interruptio  divisorum,  sicut  ötiam  simplex  divisio  accipit  nomen  a 
simplici  divisore,  id  est  ab  uno  caractere  divisoris,  id  est  divisorem') 
representante,  et  non  a  caractere  rem  dividendam  representante,  quia^) 
in  simplici  divisione  quandoque  dividitur  unus  caracter,  quandoque 
plures,  et  possunt  illi  etiam  esse  continui  vel  interrupti,  et  tamen 
simplex  erit  pro  simplici  divisore. 

Porro  divisurus  aliquid  divisores  pone  in  superiore  linea  tabule, 
res  dividendas  in  medio,  denomina^tiones  autem,  que  ab  his  surgunt,  90 
in  extrema  et  infima  linea  compone.  Cuius  rei  conversa  observasti  in 
multiplicatione:  ibi  enim  multiplicatores,  id  est,  per  quos  multiplicatur, 
in  infimo;  res  multiplicandas,  id  est  numerum,  qui  multiplicatur,  in 
supremo;  et  quod  inde  surrexit,  in  medio  coUocasti. 

Ad  dividenda  igitur  hec  est  generalis  et  communis  regula:  Divisor, 
si  minor  yel  equalis  fuerit  rei  dividende,  superponatur,  si  maior  trans- 
feratur  in  proximum.  Collocato  itaque  divisore,  ita  scilicet,  ut  dili- 
genter  annotes,  unde  transferatur  divisor,  scilicet  a  deceno  vel  a 
centeno  aut  a  milleno,  et  quod  sequentes  divisores  etiam  secum  trans- 
ferantur  servata  continuatione  eorum  priori,  si  fuerint  continui,  vel 
interruptione  eorum  priori,  si  fuerint  interrupti,  sicut  et  ubi  hec  regula 
precipit,  querere  debes,  quotiens  divisor  continebitur  in  dividendo; 
et  quotiens  continebitur  in  eo,  numerum  illum  appellabis  denomina-  90' 
tionem,  quam  coUocabis  in  diversis  locis  secundum  diversas  quarum- 
libet  arcuum  regulas,  quarum  diversitatem  subscriptam  diligenter  animum 
adverte. 

Singularis  divisor,  quocumque  translatus  fuerit,  subponet  sibi 
denominationem,  et  qui  remanet,  sub  eo  ponetur;  ita  dico,  si  aliquid 
remanet,  quia  quandoque  nichil  remanet.  Yerbi  gratia:  quotiens  est 
binarius  in  senario?     Ter.    Ecce  nichil  remanet. 

Decenus  divisor,  quocumque  translatus  fuerit,  secundabit  a  se 
denominationem,  et  quod  remanet,  sub  ipso  ponetur;  centenus  tercia- 
bit;  millenus  quartabit,  et  sie  de  ceteris:  quoto  loco  distabit  a  singu- 
lari,  in  totum  arcum  a  se  denominationem  coUocabit,  post  se  tamen. 
Quid,   sicut  in   multiplicatione^)  numerando   ascenditur  ab  infeiioribus   t 
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et  minoribus  numeris  ad  ßuperiores  et  maiores,  ita  converso  in  divi- 
sionibus  de  superioribus  descenditur  ad  inferiores.  In  simplici  autem, 
posita  ita^  sicut  regula  precipit^   denominatione^),   si  aliquid  superest, 

91'  quod  diyidi  potest  |  per  integros,  iterum  dicas  generalem  regulam: 
Divisor,  si  minor  vel  equalis  faerit  rei  dividende,  superponatur,  si 
maior  transferatur  in  proximum;  et  dividendum^)  sicut  prius  dividebis, 
usque  dum  nichil  remaneat,  yel  dum  non  possit  dividi.  Et  nota,  diyi- 
sores  ante  se  yel  sub  se  tantum  dividere  et  in  suum  locum,  si  trans- 
feruntur,  redire.    Hec  de  simplici  sufficiant. 

In  continua  vero  et  interrupta  aliter  operabis.  Posita  enim  deno- 
minatione  primi  divisioris^)  per  eandem  multiplica  sequentes  omnes, 
et  numerum,  qui^^  inde  surgit,  non  pones,  sicut  in  simplici  solet  fieri^ 
sed  auferes  a  re  dividenda,  que  in  medio  locata  est,  et  nota,  quod^^ 
quandoque  aufertur  a  re  locata  ante  diyisorem,  qui  multiplieatur  per 
denominationem,  quandoque  sub  ipso  divisore,  et  digitus  est  trans- 
ferenduS;  articulus  relinquendus;  ita  dico,  si  erit  ibi  digitus  et  articulus. 
Hoc  facto,  si  id,  quod  remanet,  adhuc  diyidi  potest,  iterum  die 
generalem  illam  regulam:  Diyisor,  si  minor  etc.,  et  de  nominatione 
posita  per  eandem  multiplicabis.  diyisores,  qui  sequuntur  primum.   Et  sie 

91'  comple  I  ta  diyisione  si  scire  yolueris,  si  yera  yel  falsa  fuerit,  multiplica 
diyisorem  yel  diyisores  superpositos  per  denominationes  inferiores,  et 
nota,  quod  unam  pro  pluribus  ponas,  que  eundem  representet  numerum, 
et  si  res  diyisa  redierit  ad  summam,  yera  erat  diyisio,  sin  autem, 
falsa.  Hie  notandum  est,  quod  generalis  illa  regula,  quam  premisi- 
mus,  neeessitatis  causa  quandoque  infringitur.  Tunc  yidelicet,  quando 
diyisor  par  erit  rei  diyidende,  et  quando  per  positam  denominationem 
multiplicatis  diyisoribus  nichil  in  medio  remanet,  unde  multiplicatio 
illa  auferri  possit.  Tunc  demum  diyisor,  qui  par  est  rei  diyidende, 
contra  regulam  transfertur  in  proximum,  si  potest  transferri.  Nam 
infra  proprium  arcum  non  transfertur,  ita  ut  centenus  fiat  decenus, 
yel  decenus  fiat  singularis.  Et  si  adhuc  non  habes,  unde  in  medio 
auferatur  multiplicatio,  diyisor,  qui  fit  per  denominationem,  minuetur. 

92  Videlicet  si  diyisor  sexies  contineatur  in  re  diyidenda  et  nichil  |  aut  par 
remansit,  tu  die,  eum  quater  yel  quinquies  contineri,  ut  remaneat, 
unde  sequens  multiplicatio  auferri  possit.  Item  notandum,  si  quando- 
que ipsa  denominatio  in  articulum  ineidit,  tunc  minui  debet,  yel  si 
excesserit  articulum,  yidelicet  si  duodecies  yel  amplius  diyisor  in  re 
diyidenda,  tunc  iterum  minuetur  denominatio  infira  articulum,  et  quod 
remanet,  sub  eo  ponetur.   (Siehe  die  Figur  auf  folgender  Seite.) 

92'  Quando  yidimus  multiplicationem  atque ')  diyisio  |  nem  latini  abaci, 

nunc  pulchrum  est,  atque  utile  yidetur  esse,  multiplicationem  atque 
diyisionem  cognoscere  arabici  abaci.'*^) 

Multiplicaturus  aliquid  hunc  ordinem  debes  obsenrare.  Numerum 
multiplicandum,  cuius  summam  yolueris  scire  per  multiplicationem, 
pone  quandoque  in  suo  arcu  pro  libito,  nam,  quamyis  nqn  scnbuntur, 
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tarnen  intelliguntur.  Quorum  si  aliquem  eorum  vacuum  volueris  relin- 
quere^  in  loco  eiusdem  scifre  debes  ponere^  ut  notet  arcum  ibi  esse. 
Quo  si  post  ex  multiplicatione  aliqua  erit  numerus  ponendus^  scifre 
deletur  et  numerus  inscribitur.  Porro  multiplicatores  sub  numerum 
multiplicandum  ponere  debes  tali  ordine  conservato,  ut  primus  multi- 
plicatorum,  id  est  caracterum^  ponatur  sub  ultimo  caractere  multipli- 
candorum.  Verbi  gratia.  Si  singularis  et  decenus  et  centenus  ponerentur 
multiplicatores  deceni^  centeni^  milleni^  singularis^  qui  est  primus,  sub^^) 
decenum,  et  decenus  sub  centenum  et^^)  centenus  sub  millenum,  qui 
est  ultimus  |  deceni  et  centeni,  ponatur*^''),  et  unusquisque  superior  93 
cum  Omnibus  inferioribus  conferatur  hoc  ordine  servato^  ut  ultimus 
multiplicandorum  primo  cum  unoquoque  multiplicatorum  conferatur, 
et  si®^)  numerus,  qui  surgit  de  multiplicatione  uniuscuiusque  figure, 
numerus  esf^  prime  speciei,  quod  idem  est,  quasi  diceret  digitus, 
super  ipsum,  qui  est  coUatus,  ponitur.  Si  vero  numerus  secunde 
speciei,  quod  idem  est,  qui  dicitur  articulus,  in  secundo  ab  eo  ponatur 
loco,  id  est  arcu.  Ultimo  multiplicandorum  sie  collato  cum  unoquoque 
multiplicatorum  deleatur,  et  in  locum  eins  scifre  ponatur,  si  nullus 
ibi  positus  est  numerus,  et  iterum  multiplicatores  apponunter  multipli- 
candis  secundum  regulam,  et  ultimus  superiorum  conferatur  omnibus 
inferioribus.  Et  hie  ordo  erit  observandus  in^^^  multiplicatione  abaci 
arabici  inter  quantosvis  multiplicandos  et  multiplicatores,  ut  semper 
primus  multiplicatorum  sub  ultimo  multiplicandorum  ponatur,  et  unus- 
quisque superiorum  cum  omnibus  inferio  j  ribus  primo  conferatur.  Hec  93' 
dicta  et  diligenter  considerata  sufficiant  de  multiplicatione  arabica. 
Est  tamen  sciendum,  hec  omnia  cum  certis  regulis  esse  ponenda, 
quarum  hec  est  una.     Inferiorum  differentiarum,  id  est  numerorum^^), 
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prima  sub  superioris  numeri  dispositionis  ultima  ponitur,  et  unaqueqne 
superior  cum  omnibus  inferioribus  confertur.  In  qua  collatione  cum 
quis  prime  speciei  creverit,  super  presentialiter  collatam  locetur,  si 
vero  secunde,  ad  secundam  transferatur  conveniat. 

1.7.  hj.  )^.S.  6K4.  8.9.  scifreO, 

Si  quis  prime  speciei  aliquem  eiusdem  multiplicaverit,  differentiam 
minoris  de  maiori  demere,  et  de  reliquo  denominationem  facere,  et 
iterum  differentias  eorum  ad  denarium  inter  se  ductas  eidem  addere 
oportet. 

Visa  multiplicatione  restat  de  divisione  pauca  adiungere.  Divisurus 
quemlibet  numerum  inter  quantoscunque  volueris,  hoc  ordine  dis- 
ponendi  sunt  caracteres  dividendorum  et  dividentium.  Verbi  gratia. 
Divisurus  quingentos  sexaginta  inter  centum  viginti,  ultimus  divisorum 
sub")  ultimo  dividendorum  ponitur,  ita  scilicet,  ut  centenus,  qui  est 
ultimus    divisorum^   locetur   sub    quingentiS;    qui   ultimus  est  dividen- 

94  dorum.  Deinde  restat  querendum^^\  quotiens  divisor  sit  in  |  dividendo. 
Inde  denominatione  facta  super  primam  divisoris  ponitur^  et  sequentes 
omnes  per  denominationem  positam  multiplicantur,  et  numerus  con- 
surgens  inde  non  ponitur,  sed  aufertur,  ut  solet  fieri  in  latino  abaco 
et  si  adhuc  restat,  quod  dividendum,  fit  dispositio  divisorum  et  divi- 
dendorum secundum  regulam  dividendorum,  que  est  talis:  quotiens 
ultima  divisoris  in  ultima  vel  ultimis  dividendi  fiierit,  denominatione 
super  primam  divisoris  posita  tociens  de  reliquo  sequentes  aufenintur.*^> 
Notandum  est,  quod  in  hoc  abaco  ut  in  latino  divisores  vel  divisor 
transferendi  sunt  de  suis  arcubus  ad  superiores.  Ut  si  sit  aliquis  centena- 
rius  et  alter  decenus,  transfertur  centenarius  ad  millenum,  decenus  ad 
centenum,  et  facta  divisione  redeunt,  unde  translati  sunt.  Nee  hoc 
est  negligendum,  sed  diligenter  considerandum,  in  quo  arcu  ponatur 
denominatio,  scilicet  in  centeno  vel  in  deceno  aut  in  singulari. 

94'  Hoc™"*)  superioribus  adiciendum  est,    quod  si  divisor  maior  est 

dividendo,  non  ultima  divisoris  sub^)  ultima  dividendi  ponitur,  sed 
regula  latini  abaci  servatur,  que  est:  Divisor,  si  minor  vel  equalis 
fuerit  rei  dividende,  superponatur,  si  maior  transferatur  in  proximum. 
Notandum  est  in  divisione,  quod  si  divisor  multiplicatus  per  denomi- 
nationem non  habuerit  ex  priori  multiplicatione  sufficientem  quem*^) 
possit  auferre  numerum,  licet  sibi  numerum  per  denominationem  multipli- 
catum  subplere  ex  numero  sub  se  posito,  et  tunc  auferre;  ita  dico,  si 
posteriori  relinquitur,  unde  eins  multiplicatio  auferatur,  si  est  posterior. 

95  De  divismie  \  mimUmrum, 

As  quando  dividendus  est,  vel  etiam  si  plures  sint  asses  dividendi, 
diligenter  debes   attendere,   que   partes  eorum  sint,   quia  semper  per 

Digitized  by  C3OOQIC 


Ein  „Tractatus  de  Abaco"  etc.  129 

decem  partes  suas  transferendi  erunt,  et  per  pauciores  nuUo  modo  trans- 
feretur,  quidquid  per  minutias  dividendum  erit.  Sed  quidquid  illud 
erit,  quod  tali  modo  transtuleris,  per  superiores  sursum  multiplicatum 
in  insequentem  transponetur^  et  illud  denominationem  esse  dicimus. 
Denominationem  vero  illam  iterum  cum  suo  superiori  confer,  et  se- 
cundum  eonsuetum  modum  multiplicationis,  que  fit  per  denominationem, 
quidquid  inde  surrexerit,  auferes.  Et  nota,  quod  in  minutiis  a  maiori 
ad  minus  semper  quodammodo  descendendo  pervenimus;  sed  si  in 
tantum  descendimus^  quod  decem  partes  ex  eo  efficere  non  possumus, 
indivisibile  remanet. 

De  continentiis  minutiarum. 

Uncia  continet  11  semuncias;  III  duellas;  Uli  sicilicos;  VI  sextulas; 
Vin  dracmas;  XII  emiseclas;  XVI  tremisses;  XXTTTI  scripulos. 

Semuncia  duellam  et  dimidiam^  |  quod  est  sextula  una;  II  sicilicos;  95' 
III  sextulas;  Uli  dracmas;  VI  emiseclas;  VIII  tremisses;  Xu  scripulos. 

DuMla  continet  sicilicum  et  terciam  eiuspartem^  quod  est  emisecla; 
II  sextulas;  V dracmas  et  II  scripulos^  quod  est  una  emisecla;  IIII  emiseclas; 
V  tremisses  et  tertiam  partem  tremissis,  quod  est  obolus;  VIII  scri- 
pulos. 

Porro  sieilicus  continet  unam  sextulam  et  dimidiam,  quod  est  una 
emisecla;  II  dracmas;  III  emiseclas;  IUI  tremisses;  VI  scripulos. 

Sexttda  continet  unam  dracmam  et  sextam  partem  duarum,  scilicet 
scripulum^  quia  due  dracme  continent  VI  scripulos;  et  continet  11  emi- 
seclass;  II  tremisses  et  sextam  partem  IUI  tremissium^  scilicet  scripulum 
tantum,  quia  valent  due  dracme  quantum  UU  tremisses;  continet  etiam 
IUI  scripulos. 

Porro  dracma  continet  unam  emiseclam  et  dimidiam,  quod  est 
Bcripulus;  U  tremisses;  et  UI  scripulos. 

Porro   emi  seda   continet  tremissem   et  duodecimam  partem  IUI  96 
tremissium,  quod  est  unus  obolus;  et  II  scripulos. 

Porro  tremissis  continet  scripulum  et  obolum. 

Scripulus  continet  duos  obolos;  lU  bissiliquas;  IUI  zerates;  VI  sili- 
quas;  VÜl  calcos. 

Obolus  continet  bissiliquam  et  dimidiam,  quod  est  siliqua;  II  zerates; 
UI  siliquas;  IUI  calcos. 

Bissüiqtia  continet  zeratem  et  eins  terciam  partem,  cuius  figuram 
et  nomen  non  habemus;  II  siliquas;  U  caleos  et  duas  tercias  partes 
calci,  cuius  item  figuram  et  nomen  non  habemus. 

Zerates  continet  siliquam  et  dimidiam;  et  duos  calcos. 

a)  id  est  X  über  der  Zeile.  —  b)  id  est  X  über  der  Zeile.  —  c)  iunigimus 
Mscpt.  —  d)  id  est  X  über  der  Zeile.  —  e)  multipUcans  Mscpt.  —  f)  diversitas 
Mscpt.  —  g)  id  est  M  über  der  Zeile.  —  h)  presentantes  Mscpt.  —  i)  presentare 
Mscpt.  —  k)  sed  Mscpt.  —  1)  proximum  Mscpt.  —  m)  Si  fehlt  im  Mscpt.  —  n)  Si 
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fehlt  im  Mscpt.  —  o)  9%  fehlt  im  Mscpt.  —  p)  Collutumem  Mscpt  —  q)  mvUipU- 
cationem  Mscpt  —  r)  divisores  Mscpt.  —  s)  presentante,  qui  Mscpt.  —  t)  sicut 
muUiplicationem  Mscpt.  —  u)  denomtncUionem  Mscpt.  —  v)  dimdendus  Mscpt.  — 
w)  divisores  Mscpt.  —  x)  quod  Mscpt.  —  y)  gut  Mscpt.  —  z)  adque  Mscpt.  — 
aa)  ahtci  Mscpt.  —  bb)  in  Mscpt.  —  cc)  et  dtcenus  mb  centenum  fehlt  im  Mscpt. 

—  dd)  ponatur  fehlt  im  Mscpt.  —  ee)  si  fehlt  im  Mscpt.  —  W)  est  fehlt  im  Mscpt. 

—  gg)  »w  fehlt  im  Mscpt.  —  hh)  id  est  numerorum  über  der  Zeile.  —  ii)  in  Mscpt.  — 
kk)  querendus  Mscpt.  —  11)  se^u,entis  aufertur  Mscpt.  —  mm)  Hec  Mscpt.  — 
nn)  in  Mscpt.  —  oo)  quod  Mscpt. 


Denis  Papin. 

Von 

Prof.  Dr.  E.  Heydenreich 

in  Marburg  i.  H. 


Eine  Säkularerinnerang. 

1698  studierte  Denis  Papin  eifrig  an  der  YeryoUkommnung  seiner 
grossen  Erfindung^  der  Dampfmaschine.  Hatte  er  bis  jetzt;  seit  1690, 
das  Wasser  im  Gylinder  selbst  zu  Dampf  verwandelt;  so  projektierte 
er  nun  einen  besonderen  Dampfkessel.  Diese  Erfindung  hielt  er^  wie 
er  sich  1698  brieflich  äussert,  fär  nützlich  „pour  produire  les  grands 
effets  que  j'attens  de  la  force  du  feu";  „je  suis  persuadÄ  que  cette 
invention,  si  on  la  pousse  comme  il  faut,  pourra  produire  des  utilitez 
tres  considerables'^.  Diese  Prophezeiung  fand  ihre  Erfilllung  be- 
sonders seitdem  J.  Watt  an  Papin  anknüpfte  und  den  Dampf  nicht 
bloss,  wie  das  von  Papin  geschah,  zur  teilweise  bewegenden,  sondern 
zur  alleinig  treibenden  Kraft  machte.'^ 

Dfeis  Papin  wurde  am  22.  August  1647  zu  Blois  von  reformierten 
Eltern  geboren.  Sein  Vater  war  „conseiller  de  roi  et  receveur  genenJ 
des  domaines  du  comte  de  Blois  ^*  und  zugleich  Altester  der  reformierten 


*  Stegmann:  Über  den  ersten  Erfinder  der  vortrefflichen  Fenermaschine. 
Kassel  1780  Progr.  —  B(anni8ter):  D^nis  Papin.  Blois  1847.  —  De  la  Saus- 
saye  et  A.  P^au:  La  vie  et  les  ouvrages  de  D^nis  Papin.  Paris  et  Blois  1869. 
2.  Aufl.  von  Belenet.  Blois  1894;  bis  jetzt  erschienen  Band  I,  HI,  IV,  VII,  VlIL  — 
Ernouf:  D^nis  Papin.  Sa  vie  et  ses  oeuvres.  Paris  1874.  —  De  Police:  Denis 
Papin  de  Blois.  Blois  1879.  —  Gerland:  Leibnizens  und  Huygens  Briefwechsel 
mit  Papin  nebst  einer  Biographie  Papins,  bearbeitet  auf  Kosten  der  königl. 
preuss.  Akademie  der  Wissenschaften.  Berlin  1881.  —  Wintzer:  D^nis  Papins 
Erlebnisse  in  Marburg.  Marburg,  Elwert  1898.  —  Die  umfangreiche  Litteratnr 
über  Papin  in  Zeitschriften  oder  gelegentliche  Notizen  über  ihn  in  Mono- 
graphien über  andere  Gegenstände  verzeichnet  Gerland  S.  140  flg. 
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Kirche.  Über  seine  Jugend  und  wissenschaftliche  Vorbildung  ist  fast 
nichts  bekannt.  1661  oder  1662  bezog  er  die  Universität  Angers  und 
promovierte  1669  daselbst  zum  Doktor  der  Medizin.  1671 — 74  lebte 
er  in  Paris  mit  Huygens  zusammen.  Dieser  war  seit  der  Gründung  der 
Akademie  der  Wissenschaften  ihr  Mitglied  und  hatte  seine  Wohnung 
in  den  ftLr  die  königliche  Bibliothek  bestimmten  Räumlichkeiten. 
Dort,  so  erzählt  Papin  selbst^  ;Je  travaillaj  beaucoup  ä  faire  cette 
machine  (gemeint  ist  eine  Pulvermaschine)  et  ce  fiit  moy  qui  en  fis 
l'experience  en  presence  de  M.  Colbert."  Die  ersten  wichtigen  Ent- 
deckungen Papins  betrafen  Verbesserungen  an  der  neuen  Erfindung  der 
Luftpumpe.  1674  veröffentlichte  er  eine  Beschreibung  der  Huygenschen 
und  der  ersten  von  ihm.  selbst  angegebenen  Luftpumpe  und  Versuche 
mit  denselben  in  dem  jetzt  äusserst  selten  gewordenen  Werke  ,;Ex- 
periences  du  vuide  avec  la  description  des  machines  qui  servent  ä  les 
faire.'^  Paris  1674.  4.  Hubin  legte  dieselbe  der  acad^mie  des  sciences 
vor  und  das  Journal  des  savants  erwähnte  sie  zweimal  mit  grossen 
Lobeserhebungen.  Kurz  darauf  ging  Papin  nach  England  ^^spe  quadam 
inductus  ut  conditionem  hie  loci  genio  suo  accomodam  nancisceretur% 
wie  Boyle  (Experimentorum  novorum  physico-mechanicorum  continuatio 
IX  Genevae  1682  praef.)  hörte.  Mit  Freude  begrüsste  ihn  dieser  und 
nahm  den  geschickten  Experimentator  um  so  lieber  als  Hilfsarbeiter 
an,  als  er  von  schmerzhaftesten  Steinbeschwerden  befallen  war.  Femer 
half  Papin  Boyle  bei  dessen  Publikationen;  doch  arbeitete  er  auch 
selbständig  und  erÜEuid  eine  neue  Luftpumpe  und  eine  Windbüchse. 
1680  wurde  Papin  Mitglied  der  Royal  Society.  Er  dankte,  indem  er 
ihr  1681  sein  neues  Werk  „A  new  Digester"  etc.  widmete.  Die  hier  be- 
kannt gemachte  Erfindung  des  Digestors  oder  Kochtopfes  hat  seinen 
Namen  ganz  besonders  bekannt  gemacht.  Dieser  Topf  ist  jetzt  in  Fa- 
milien und  Laboratorien  langst  bekannt  und  geschätzt.  Emouf  nannte 
Papin  um  dieser  Erfindung  willen  einen  bienfaiteur  de  Fhumanite  und 
schon  zu  Lebzeiten  Papins  diente  sein  Digestor  zur  Erleichterung  der 
Lage  der  Armen.  Die  französische  Ausgabe  des  Jahres  1688  bezeichnete 
mit  Recht  als  das  Wesentliche  der  neuen  Erfindung  la  mani^re  d'amolir  les 
OS  et  de  faire  cuire  toutes  sortes  de  viandes  en  fort  peu  de  temps  et  ä 
peu  de  frais.  Der  Kochtopf  machte  schon  damals  Sensation.  König 
Karl  U.  von  England  verlangte  sofort  einen  fElr  sein  Laboratorium  in 
Whitehall.  Leibniz  machte  sich  zum  Echo  der  allgemeinen  Be- 
wunderung mit  den  Worten:  ^,un  de  mes  amis  me  mande  avoir  mang^ 
un  päte  de  pigeonneaux^  pr^par^'  de  la  sorte  par  le  Digesteur  et  qui 
s'est  trouve  excellent^^  Seitdem  hat  mit  wechselnder  Gunst  aber 
immer  wieder  aufs  neue  diese  Erfindung  sich  bewährt.  Die  Wissen- 
schaftliche Gesellschaft  zu  Glermont-Ferrand  veröffentlichte  1761  eine 
besondere  Schrift  Sur  Tusage  oeconomique  du  digesteur  de  Papin^  und 
die  berühmte  Erfindung  Watts  schloss  sich  auch  an  den  Digestor  an. 
„In  1761  or  1762",  so  erzahlt  Watt  selbst,  „i  made  some  experiments 
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on  the  force  of  steam  in  a  Papin's  digester,  and  formed  a  species  of 
the  steam  engine,  by  fixing  upon  it  a  syringe  one  third  of  an  inch 
in  diameter." 

Der  Sekretär  Sarotti  des  Senates  der  Bepublik  Venedig  gründete 
damals  eine  ^^accademia  publica  di  scienzo  filosofiche  e  matematiche^ 
und  veranlasste  Papin  zu  einem  zweijährigen  Aufenthalte  in  Venedig. 
Die  Neuheit  und  das  glückliche  Ergebnis  seiner  Experimente  schufen 
ihm  auch  in  Italien  einen  grossen  Namen.  Ein  Florentiner  Physiker 
z.  B.  stützte  sich  auf  seinen  Digestor,  um  die  Ursachen  der  Vulkane 
und  Erdbeben  zu  ergründen. 

Nach  London  zurückgekehrt,  nahm  er  nicht  wieder  die  frühere 
Stellung  zu  Boyle  ein,  sondern  wurde  am  2.  April  1684  „temporary 
curator  of  experiments"  imd  bezog  dafür,  dass  er  für  jede  Sitzung 
Experimente  bereit  hielt  und  im  Bedarfsfall  dem  Sekretär  behilflich 
war,  30  Pfund  Sterling.  Wie  sehr  ihm  diese  Stellung  zusagte,  ist 
aus  der  grossen  Menge  Experimente  zu  sehen,  die  in  dieser  Zeit  in 
den  Protokollen  der  Royal  Society  niedergelegt  sind. 

Die  Aufhebung  des  Ediktes  von  Nantes,  18.  Oktober  1685,  be- 
raubte ihn  der  Möglichkeit,  in  seine  Heimat  zurückzukehren.  Wie  der 
grosse  Kurfürst  von  Brandenburg  nahm  sich  auch  Landgraf  Karl  von 
Hessen  der  vertriebenen  Hugenotten  an.  Es  bildeten  sich  aus  ihnen 
daselbst  reformierte  Gemeinden  mit  der  französischen  Eirchenverfassung. 
Professor  Maliveme,  seit  1686  als  Professor  der  Heraldik  in  Marburg 
angestellt,  war  es  vermutlich,  der  zuerst  die  Aufmerksamkeit  seines 
Beschützers,  des  Landgrafen,  auf  die  bedeutenden  Leistungen  seines 
Cousin  Papin  gelenkt  hat.  Das  Projekt  einer  Centrifugal-Saugpumpe, 
an  dem  Papin  schon  vorher  in  London  gearbeitet  hatte,  interessierte 
den  Landgrafen  mächtig  zum  Zwecke  der  Entwässerung  der  neu- 
angelegten Karlsau.  1688,  14.  Februar,  ernannte  dieser  Papin  zum 
„professore  matheseos"  und  verordnete  „ihme  auch  zu  jahrlicher  Be- 
soldung Einhundert  und  fünffzig  GKilden  imd  was  darbeneben  an 
fruchten  die  übrige  professores  philosophiae  gegen  bezahlung  etwas  an 
geld  geniessen".  Papin  hielt  seine  Antrittsrede  über  den  Nutzen  der 
Mathematik  namentlich  für  die  Mechanik  und  die  Hydraulik.  Es 
heisst  darin,  die  Hydraulik  sei  jetzt  für  ihn  und  seine  patriotischen 
Zuhörer  die  wichtigste  Wissenschaft,  da  es  darauf  ankomme,  mit  ihrer 
Hilfe  die  Anlage  der  Karlsaue  durch  Entwässerung  durchführen  zu 
helfen.  Auch  in  den  folgenden  Semestern  beschränkte  er  sich  in 
seinen  Vorlesungen  nicht  auf  reine  Mathematik,  sondern  zog  auch  die 
angewandte  vielfach  heran.  So  erbot  er  sich  zu  Vorträgen  über 
Kriegsbaukunst,  Astronomie,  über  das  Werfen  von  mit  Pulver  ge- 
füllten Kugeln,  Chronologie,  Geographie,  Optik,  Feldmesskunst  u.  a. 

Der  von  Papin  konstruierte  Centrifugal -Ventilator,  „hessischer 
Blasebalg'^  genannt,  der  sich  drehte,  „avec  une  fort  grande  facilite  en 
Sorte   que   avec  le  bout   de   doigt   on  luy  donne  un  mouvement   tres 
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rapide'^,  that  in  einem  Kohlenbergwerk  in  Allendorf  treffliche  Dienste, 
indem  er  den  Aufenthalt  daselbst  durch  Zuführung  frischer  Luft  wieder 
•ermöglichte.  War  Papin  bereits  durch  die  Anerkennung  eines  Huygens, 
Boyle,  Leibniz  bestens  empfohlen,  so  wurde  er  1689  durch  die  Er- 
nennimg zum  korrespondierenden  Mitgliede  der  französischen  Akademie 
der  Wissenschaften  in  Paris  ausgezeichnet. 

Papin  war  mit  seiner  Stellung  in  Marburg  nicht  zufrieden.  Les 
princes  ont  tant  de  sortes  d'occupations  qu'ils  ne  pensent  gueres  aux 
sciences  et  deplus  la  cour  n'est  presque  jamais  icy.  Er  kann  also  von 
dieser  Seite  wenig  hoffen  und  ebensowenig  von  der  Akademie.  Der  Pro- 
fessor der  Mathematik  findet,  so  klagt  er  weiter  an  Huygens,  wenig  Gel- 
tung hier,  weil  nur  eine  kleine  Anzahl  von  Studenten  herkommt  und  ihr 
Brotstudium  der  Theologie,  Rechtswissenschaft  und  Medizin  hier  be- 
treibt et  de  la  mani^re,  que  ces  sciences  se  traittent  jusques  äpresent, 
les  mathematiques  n'y  sont  point  necessaires:  ainsi  cette  jeunesse  ne 
veut  pas  s'en  embarrasser.  Femer  sind  die  Einkünfte  der  Uniyersität 
sehr  mittelmässig  und  der  Krieg  macht  ihre  Zusammenbringung  noch 
schwieriger,  so  dass  er  glaubt,  es  werde  den  Herren  ein  Vergnügen 
machen,  ihnen  ein  Mittel  zu  zeigen,  wie  sie  sich  seiner  ganz  entledigen 
und  sein  Fach  mit  dem  eines  der  anderen  Professoren  verbinden  könnten, 
der  dadurch  eine  nur  geringe  Vermehrung  seines  Gehaltes  erhalten 
würde.  Auch  er  würde  sehr  frph  sein,  an  einem  Orte  zu  leben,  wo 
er  an  neuen  Versuchen  arbeiten  könne,  was  in  Marburg  nicht  zu 
hoffen  sei,  wo  er  kaum  genug  zu  leben  habe  und  wo  man  die  meisten 
Annehmlichkeiten  entbehren  müsse,  die  sich  mit  Leichtigkeit  in  grossen 
Handelsstädten  finden.  So  bat  er  Huygens,  ihm  in  Holland  eine  An- 
stellung zu  verschaffen.  Die  Bitte  hatte  keinen  Erfolg.  Aber  der 
Kampf  ums  Dasein  hatte  zugleich  Papins  höchste  Leistungsföhigkeit 
angespannt.  Denn  in  demselben  Jahre,  in  dem  er  sich  verstimmt  an 
Huygens  wandte,  hat  er  auch  die  Dampfinaschine  erfunden,  wodurch 
sein  Name  unsterblich  geworden  ist. 

Papin  war  der  erste,  der  auf  Grund  der  Entdeckimgen  von 
Torricelli,  Pascal,  Otto  von  Guerike,  Huygens  und  Boyle  über  den 
Luftdruck  erkannte,  dass  der  Wasserdampf  ein  einfaches  und  vor- 
zügliches Mittel  sei,  um  grosse  luftleere  Räume  durch  Kondensation 
herbeizuführen  und  vermittelst  derselben  die  gewaltige  Kraft  der  darüber 
befindlichen  atmosphärischen  Luft  nutzbar  zu  machen.  Er  kam  auf 
die  Erfindung  einer  Maschine  mit  Dampf  dadurch,  dass  er  eine  Pulver- 
maschine verbessern  und  namentlich  den  Übelstand  beseitigen  wollte, 
dass  man  damit  nur  einen  sehr  unvollkommen  lüftleeren  Raum  er- 
halten konnte.  Er  brachte  also  statt  des  Schiesspulvers  etwas  Wasser 
in  den  Cy linder  und  war  sich  der  weittragenden  Folgen  dessen,  was 
er  nunmehr  beobachtete,  voll  bewusst.  Als  er  in  den  Acta  Eru- 
ditorum  von  1690  seine  „nova  methodus  ad  vires  motrices  validissimas 
levi    pretio    comparandas"    veröffentlichte,    gab    er    als    Zweck^inen   ^ 
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mannigfaltigen  an:  z.  B.  Wasser  aus  den  Bergwerken  auszupumpen, 
Bomben  zu  werfen^  gegen  den  Wind  zu  rudern.  Insbesondere  bespricht 
er  den  Vorteil  der  Anwendung  seiner  Maschine  bei  Schiffen  gegenüber 
der  Verwendung  von  Galeerensklaven.  Dieser  ersten  .Maschine  folgte 
die  bereits  1693  ausgearbeitete^  aber  erst  1695  veröfiPentlichte  Maschine 
zu  dem  besonderen  Zweck^  die  Grubenwasser  aus  einem  Bergwerk  d^ 
Grafen  von  Sintzendorf  zu  entfernen.  Diese  Maschine  wurde  durch 
einen  besonders  konstruierten  Sparofen  und  durch  den  Papinschen 
Blasebalg  wirksamst  unterstützt.  Wohl  gelungen  war  auch  der  Ver- 
such mit  einem  Taucherschiff.  Das  Herabsinken  imd  Emporsteigen 
mit  Hilfe  der  in  ledernen  Ärmeln  steckenden  Ruder  gelang  vor- 
züglich. Ein  von  Papin  mit  herabgenommenes  angezündetes  Licht 
brachte  er  noch  brennend  wieder  mit  empor.  Durchaus  richtige  Be- 
obachtungen führten  Papin  fast  100  Jahre  vor  Entdeckung  des  Sauer- 
stoffes auf  Ofenkonstruktionen,  welche  noch  gegenwärtig  hochgeschätzt 
sind.  Eine  Reihe  der  wichtigsten  Abhandlungen  dieser  Jahre  ver- 
einigte Papin  1695  in  dem  Buch:  ^^Recueil  de  diverses  Pieces  tou- 
chant  quelques  nouvelles  Machines  ^^  Papins  Maschinenerfindung  be- 
ruht darauf;  dass  er  vermittelst  der  Dampfkraft  die  Kräfte  der  atmo- 
sphärischen und  der  komprimierten  Lufb  in  Wirksamkeit  setzt;  Watt 
aber  erfand  die  erste  Dampfmaschine,  an  welcher  die  Dampfkraft  zur 
alleinigen  vollen  Geltung  gelangt. 

Der  Zweifel  an  allem  und  das  Leugnen  der  Gewissheit  der 
äusseren  Sinne  waren  der  Ausgangspunkt  für  die  Angriffe  der  Theo- 
logen gegen  den  Gartesianismus,  da  dadurch  auch  die  Wahrheit  und 
Gewissheit  der  christlichen  Religion  in  Gefahr  gesetzt  schien.  Wie 
anderwärts,  so  trat  auch  in  Marburg  die  theologische  Fakultät  unter 
ihrem  Dekan  Gautier  gegen  einige  Professoren  der  philosophischen  auf, 
deren  Dekan  damals  Papin  war,  Klage  fahrend,  weil  gewisse  neo- 
philosopiiie  (darunter  Papin  selbst)  gewisse  neuerliche,  der  christlichen 
Religion  zuwiderlaufende  Grundsätze  zu  behaupten  imd  zu  lehren  sich 
unterständen.  Ein  Erlass  des  Landgrafen  an  der  Universität  verfügte, 
dass  den  Philosophen  nicht  zu  gestatten  sei,  dergleichen  Ärgernis 
gebende  Lehren  vorzutragen  und  sich  in  theologische  Dinge  ein- 
zumischen, doch  solle  sich  die  theologische  Fakultät  mit  der  philo- 
sophischen vertragen.  Es  kamen  persönliche  Reibereien  zwischen 
Gautier  und  Papin  und  namentlich  zwischen  den  beiderseitigen  Frauen 
hinzu  und  ein  Streit  zwischen  Papins  Frau  und  der  eines  französischen 
Perückenmachers.  Papin  liess  für  seine  Familie  eigenmächtig  die 
Stühle  in  der  Kirche  höher  hinau&ücken,  es  kam  schliesslich  so  weit, 
dass  Papin  von  seinem  Ältestenamt  in  der  französischen  Gemeinde 
enthoben  imd  von  den  Sakramenten  ausgeschlossen  wurde.  Yerschiedene 
Friedensversuche  schlugen  fehl.  Der  Vizekanzler  beantragte  aber  die 
Ernennung  einer  Kommission  zur  Entscheidung  der  Sache  und  eine 
EntSchliessung  darüber,  ob  überhaupt  von  der  französischen  Gemeinde 
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nach  Maßgabe  der  früher  in  Frankreich  geltenden  Kirchenordnung 
durch  Presbyterien  oder  selbstgesetzte  synodale  Veranstaltungen  bindende 
Beschlüsse  gefasst  werden  dürften  oder  ob  nach  der  hessischen  Landes- 
kirchenordnung verfahren  werden  müsse.  Indem  aber  der  Vizekanzler 
diese  prinzipielle  Frage  zur  Entscheidung  stellte^  erhielt  die  an  sich 
unbedeutende  persönliche  Sache  eine  Bedeutung  f&r  die  ganze  Zukunft 
der  französisch -reformierten  Kirche  in  Hessen.  Alle  Instanzen  der  fran- 
zösischen Ejirche  Hessens  schlössen  sich^  um  diese  Verfassung  zu  be- 
haupten^ fest  zusammen^  unterlagen  aber  dem  monarchischen  Staats- 
kirchenregiment. Dieses  erzwang  die  Wiederzulassung  Papins  zu  den 
Sakramenten. 

Der  Landgraf  Karl  war  damals  voller  Pläne.  Ein  neuer  Hafen, 
ein  Kanaly  Wasserkünste  und  andere  zahlreiche  Projekte  machten  ihm 
die  Anwesenheit  Papins  in  Kassel  erwünscht.  Dieser  blieb  seit  1695 
trotz  wiederholten  Einspruchs  der  Universität  daselbst  mit  Gehalt  und 
Titel  des  Universitöts-Professors,  zu  dem  1699  noch  der  eines 
Hessischen  Bates  hinzukam.  Papin  besprach  alle  seine  wissenschaft- 
lichen Pläne,  insbesondere  auch  seine  Versuche,  die  Dampfmaschine 
zu  verbessern,  mit  Leibniz.  Der  Briefwechsel  zwischen  beiden  gewährt 
einen  Einblick  auch  in  die  technischen  Leistungen  dieses  grossen 
Philosophen.  Dieser  überliess  freilich  die  Ausführung  der  Experimente 
jenem,  eignete  sich  aber  die  Resultate  der  Experimente  sofort  an  und 
schlug  neue  vor,  so  dass  bis  zu  einem  gewissen  Grade  beide  zusammen- 
arbeiteten. Mit  Staunen  erkennen  wir  den  Anteil,  den  der  Mann, 
welchem  die  Naturwissenschaft  die  Erfindung  der  Infinitesimalrechnung 
verdankt,  auch  an  der  Erfindimg  der  Dampfmaschine  genommen  hat. 
—  Eine  Reihe  der  verschiedenartigsten  Versuche  Papins  lösten  sich 
ab,  so  solche,  Glas  und  andere  Körper  zu  schmelzen,  Schwefel  zu 
verbrennen.  Fleisch  und  Früchte  zu  konservieren.  Auch  Fische  wollte 
er  konservieren.  „Si  cela  reussit,  schrieb  er  1697,  il  nous  sera  facile 
d'avoir  en  tout  temps  de  la  mar^e  fraische  ä  Gassell.^^  Diese  Versuche 
mussten  auf  Befehl  des  Landgrafen  solchen  weichen,  die  den  Zweck 
verfolgten  „tacher  de  penetrer  les  causes  des  efiPets  surprenants  de  la 
poudre  ä  canon.'^  Dann  wünschte  der  Landgraf  zu  wissen  d'oü  vient 
la  salure  des  fontaines  salees.  Zur  Beantwortimg  dieser  Frage  waren 
grössere  Wassermassen  auf  eine  beträchtliche  Höhe  zu  heben  und 
^lazu  schien  am  geeignetsten  la  force  du  feu.  Damit  eröffiieten  sich 
für  Papin  die  Aussichten  zur  Erfüllung  längst  gehegter  Wünsche. 
Mit  um  so  grösserem  Eifer  ging  er  ans  Werk,  als  er  wohl  erkannte 
^,les  difficultez  qui  se  rencontrent  tousjours  dans  de  telles  entreprises 
et  qui  ne  se  peuvent  surmonter  que  par  une  assiduite  extraordinaire.^^ 
Zunächst  baute  er  einen  Ofen  zur  Herstellung  eiserner  Retorten. 
Diese  aber  benötigte  er  für  die  Form,  die  er  der  Dampfinaschine 
nunmehr  zu  geben  gedachte.  Nicht  allein  der  Saugkraft  des  sich 
niederschlagenden  Dampfes    wollte    er    sich    bei    derselben    bedienen, 
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sondern  er  wollte  nunmehr  auch  ,,la  force  de  la  pression  que  Teau 
exerce  sur  les  autres  corps  en  se  dilatant  dont  les  effets  ne  sont  pas 
bome  comme  sont  ceux  de  la  suction^^  benutzen.  Damit  sprach  er 
den  Gedanken^  der  der  Hochdruckmaschine  zu  Grunde  liegt,  zuerst 
aus.  Mitten  in  diesem  SchaflFen  und  Planen  erhielt  Papin  von  den 
Mitgliedern  der  Londoner  Royal  Society  die  Berufung  zum  Kurator 
ihrer  Experimente.  Papin  liess  sich  durch  die  Versprechungen  des 
Landgrafen  und  dadurch,  dass  ihn  dieser  zu  seinem  Bäte  ernannte,  in 
Kassel  halten.  Allein  die  günstigen  Verhältnisse  liessen  für  Papin  b^d 
nach.  Zuerst  trat  eine  Reise  des  Landgrafen  nach  Italien,  dann  eine 
Papins  selbst  nach  Holland  hindernd  dazwischen.  Dazu  brachten 
Papins  Versuche  nach  einer  neuen  Wurfinaschine  diesen  in  den  im- 
verdienten  Geruch  des  Schwindlers.  Femer  wurde  der  Fürst  nur  aU- 
zusehr  durch  die  äussere  Politik  von  den  Künsten  des  Friedens  ab- 
gehalten. Schliesslich  stellte  Papin  mit  einer  neuen  Maschine  im 
Treppenhause  des  vom  Landgrafen  Karl  1695  erbauten  Kunsthauses 
Versuche  an.  Aber  es  war  gegen  seine  ausdrückliche  Vorhersage 
schlechter  Kitt  verwendet  und  es  drang  Wasser  ein,  dann  liessen  die 
Arbeiter  das  Rohr  verstopfen.  Abwesenheit  des  Landgrafen  trat 
hindernd  dazwischen,  ein  neugefertigtes  Rohr  wurde  Papin  wieder 
weggenommen  —  da  riss  ihm  die  mühsam  bewahrte  Geduld.  Sein 
Entlassungsgesuch  hatte  diesmal  Erfolg. 

Mit  Eifer  begann  er  nun  sofort  die  Vorbereitungen  zu  seiner  Ab- 
reise. Doch  hatte  er  noch  mancherlei  abzuwickeln.  Glücksgüter  hatte 
er  ja  nicht  gesammelt.  Aber  sein  wertvollstes  Besitztum,  ein  kleines 
Schiff,  auf  welches  er  für  sein  Fortkommen  in  England  die  gr5ssten 
Hoffiiungen  baute,  musste  er  mitnehmen.  Es  ist  dies  ein  Apparat^ 
mit  welchem  Papin  die  letzten  grösseren  Versuche  anstellte  und  der 
zu  der  ganz  unbegründeten  Annahme  Veranlassung  gegeben  hat^ 
Papin  sei  bereits  im  Besitz  eines  Dampfschiffes  gewesen.  Das  Schiff 
war  1703—1704  für  eine  Belastung  von  4000  Pfund  erbaut.  „Je  n\v 
point'',  berichtet  er  13.  März  1704  ganz  ausdrücklich,  „prepare  celuy  ci 
pour  y  emploier  la  force  du  feu  parce  que  ce  n'est  pas  ä  moy  d'entre- 
prendre  trop  de  choses  a  la  fois".  um  das  Schiff  nach  England  zu 
schaffen,  wusste  er  keinen  anderen  Rat  als  mit  ihm  das  Wasser  her- 
unter bis  Bremen  zu  fahren,  es  dort  auf  ein  Seeschiff  laden  und  so 
über  die  Nordsee  bringen  zu  lassen.  Dazu  waren  aber  einige  weitere 
Vorbereitungen  nötig.  Zunächst  war  es  auf  der  Fulda  zu  prüfen  und 
dies  auch  schon  deshalb,  weil  der  Landgraf  noch  die  Versuche  damit 
zu  sehen  wünschte.  Diese  fielen  höchst  befriedigend  aus.  Die  Ruder- 
räder bewährten  sich  vortrefflich.  Das  Schiff  fuhr  mit  gleicher  Ge- 
schwindigkeit gegen  den  Strom  wie  mit  demselben,  und  das  Gelingen 
dieser  Versuche  war  die  letzte  Freude,  die  Papin  erlebte.  Der  miss- 
lichste Punkt  der  Vorbereitimgen  waren  die  Verhandlungen  mit  Münden. 
Die    dortige   Schiffergilde   hatte   vermöge   ihres   ausgedehnten    Stapel- 
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rechtes  die  Befugnis ,  jedem  fremden  Schifif  die  Yorüberfahrt  an  ihrer 
Stadt  zu  verweigern.  Der  Versuch,  einen  Passierschein  för  Münden 
zu  erlangen,  schlug  fehl.  Auf  die  Erlaubnis  des  Drosten  von  Zeuner 
in  Münden  allein  wagte  Papin  die  Reise  nicht;  aber  aus  Münden  selbst 
erhielt  er  die  widersprechendsten  Nachrichten:  ein  Mündener  Schiffer 
Namens  Lodwig  erbot  sich  Papins  Schiff  ins  Schlepptau  zu  nehmen. 
Die  Akten  des  Amtes  Münden  bringen  über  das  Weitere  folgenden 
Bericht  von  Zeuners  vom  27.  September  1707:  „Nachdem  ein  hiesiger 
Schiffer,  nahmens  Lodwig,  vor  etwa  3  Jahren  bey  mir  angemeldet, 
dass  ein  gewißer  Frantzoß  zu  Gassei  eine  kleine  Maschine  gemachet 
und  inventirt,  womach  große  Schiffe  ohne  Mast  und  Segel  könnten 
gebauet  und  mit  bloßen  Rädern  regii*et  werden,  dannenher  sich  bey 
mir  erkundiget,  ob  er  eß  mit  seinem  Schiffe  herunter  bringen  dürffte, 
hinzusetzend,  daß  es  ein  Werk  von  keiner  Importanz  und  ein  rein 
Kinderwerk  wäre;  habe  ich  es  erlaubet.  Ich  habe  auch  als  es  vor- 
gestern über  der  Schlacht  angekommen  und  gedachter  Schiffer  es  bei 
mir  angezeiget,  es  selbst  in  Augenschein  genommen,  den  Mann, 
welcher  es  inventirt  und  bisher  Medicus  zu  Gassei  gewesen,  nahmens 
Papin  gesprochen,  seine  Päße  und  einen  Brieff  von  Hm.  Oeheimen 
Hofrath  Leibniz  gesehen  und  wahrgenommen,  daß  es  ein  bloßes 
Model  zu  obgedachten  Schiffbau  und  gar  kein  Schiff  sey,  mit  welchen 
man  ohne  Gefahr  nur  bis  Gimbte  fahren  können,  auch  daß  sein  Vor- 
haben, es  danägst  auf  ein  großes  Schiff  laden  zu  lassen  und  seine 
Kunst  und  Invention  der  Königin  von  Engelland  dadurch  sehen  zu 
lassen  und  sich  zu  recommendiren.  Ich  habe  darauf  keine  Gedanken 
mir  machen  können,  dass  diese  Machine  dem  Privilegio  so  hiesige 
Schiffer- Gilde  hat,  praeiudiciren  könne.  Dehm  ohngeachtet  sind  die 
von  der  Schiffer- Gilde  ohnbefugt  und  ohne  sich  deß wegen  beim  Ambt 
anzumelden  zugefahren,  haben  die  Machine  arrestiret  und  ist  auch  dem 
Medico  Papin  so  wenig  recht  wiederfahren,  dass  er  selbige  zurücklassen 
und  davon  reisen  müßen^^  Es  blieb  auch  nicht  bei  blosser  Konfis- 
kation des  Fahrzeuges,  es  wurde  auch  „vorheert'^;  die  Schiffer  liessen 
sich  wohl  zu  diesem  Vorgehen,  zu  dem  sie  schwerlich  berechtigt 
waren,  durch  den  von  Papin  geleisteten  Widerstand  verleiten.  Mit 
dem  Verlust  des  Schiffes  hat  Papins  Leben  Schiffbruch  gelitten. 

Papin  reiste  nun  zu  Fuss  weiter  und  kam  schliesslich  glücklich 
nach  England.  In  London  machte  er  die  grössten  Anstrengungen, 
durch  neue  Vorschläge  oder  durch  Zurückgehen  auf  bereits  früher 
bearbeitete  Ideen  nicht  etwa  seine  Lage  zu  verbessern,  sondern  seine 
Existenz  zu  fristen.  Es  ist  der  härteste  Kampf  ums  Dasein,  den  zu 
führen  er  gezwui^en  ist  und  in  welchem  er  unterliegt.  Einen  sicheren 
Untergang  sah  er  vor  sich,  wenn  ihm  die  Royal  Society  nicht  half^ 
und  diese  verweigerte  ihre  Hilfe  und  bereitete  ihm  allerhand  Demütig- 
ungen. So  erfand  Papin  ein  unaufschliessbares  Schloss;  nachdem  aber 
die  Handwerker   aus  Zorn  die  Kassette  zerstört  hatten,    kam  er   um 
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seinen  Lohn.  Und  ähnlich  erging  es  ihm  auch  sonst.  Papin  scheint 
1711  in  London  gestorben  zu  sein.  In  seinem  letzten  uns  erhaltenen 
Brief  sagt  er:  ^^Je  suis  dans  une  triste  position  puisque,  meme  en 
faisant  bien,  je  soul^ve  des  ennemis  contre  moi;  cependant  mal^e 
tout  cela  je  ne  crains  rien,  parce  que  je  me  confie  au  Dieu  tout-puissant." 
Wenn  wir  bedenken,  welcher  Mut,  welche  enorme  Ausdauer  dazu 
gehörten,  mit  den  Hilfsmitteln  der  damaligen  Zeit,  die  ihm  aberdies 
meist  nur  unvollkommen  zu  Gebote  standen,  seine  Experimente  anzu- 
stellen, wenn  wir  weiter  im  Auge  behalten,  unter  welchen  schwierigen 
äusseren  Veihältnissen  dies  geschehen  musste,  wie  den  Experimentator 
oft  genug  Nahrungssorgen,  immer  unverständiger  Widerstand  hemmte, 
dann  werden  wir  wohl  dem  UrteU  Gerlands  beipflichten,  dass  es  wenig 
Männer  gegeben  hat,  die  es  ihm  gleichzuthun  im  stände  gewesen 
wären.  Dabei  ist  keines  seiner  Resultate  durch  Zufall  erhalten,  alle 
sind  Früchte  angestrengter  geistiger  Arbeit.  Es  zog  ihn  nicht  wie 
einen  Abenteurer  von  einer  Aufgabe  beliebig  zur  anderen,  in  kon- 
sequenter Folge  schloss  sich  die  folgende  Arbeit  an  die  früheren  an; 
wurde  er  dadurch  auf  theoretische  Erörterungen  geführt,  so  wich  er 
ihnen  nicht  aus,  kehrte  aber  sobald  als  möglich  auf  seinen  eigentlichen 
Platz  im  Laboratorium  zurück.  In  der  Gesamtheit  aller  dieser  Um- 
stände lag  gleichzeitig  das  tn^ische  Moment  seines  Lebens.  Der 
Standpunkt  der  Technik  des  17.  Jahrhunderts  sowie  die  Unmöglichkeit 
der  Verwirklichung  seiner  Ideen,  für  die  sich  erst  unser  Jahrhundert 
reif  gezeigt  hat,  hätten  ihm  nie  erlaubt  sie  so  auszuführen,  wie  er 
sie  im  Geiste  sah. 


Kezensionen. 


über  eine  neue  graphische  Methode  der  Zusammensetzung  von  Kräften 

und   ihre   Anwendung   zur    graphischen   Bestimmung  von   Inhalten, 
Schwerpunkten,  Statischen  Momenten  und  Trägheitsmomenten  ebener 
Gebilde  von  Herm.  Jos.  Hollendbr.    Mit  vier  lithographierten  Tafehi. 
Leipzig  1896,  Verlag  von  B.  G.  Teubner.    44  S. 
Vielfach  wird  zur  Bestinunung  statischer  Momente  beliebig  in  der  Ebene 
zerstreut  liegender  Kräfte  eine  Methode  angewendet,  wobei  die  £[räfte  in  Kom- 
ponenten zerlegt  werden,  von  denen  die  einen  durch  den  Punkt  der  Ebene 
gehen,   für  welchen  das  Moment  bestimmt  werden  soll,  und  von  denen  die 
anderen  entweder  in  eine  Gerade  oder  einen  um  jenen  Momentenpunkt  mit 
beliebig  gewähltem  Radius  gezogenen  Kreis  berühren.     Da  nun  die  Summe 
der   statischen   Momente   der   durch   den   Momentenpunkt    gehenden    Kom- 
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ponenten  Null  ist,  so  ist  die  Summe  der  statischen  Momente  der  ge- 
gebenen Eräffce  gleich  dem  Produkte  aus  der  Summe  der  übrigen  Kom- 
ponenten in  die  Entfernung  des  Momentenpunktes  von  der  Geraden,  oder 
von  der  Peripherie  des  Ejreises.  Diese  Methode,  allgemein  angewendet 
auf  beliebig  in  der  Ebene  zerstreut  liegende  Er&fte,  liefert  nun  ein 
Kr&fte-  und  ein  sogenanntes  „Eomponentenpoljgon'^  welche  an  Stelle  des 
Kräfte-  und  Seilpoljgons  der  graphischen  Statik  treten.  Da  die  Poljgon- 
seiten  den  gegebenen  Kräffcekomponenten  entsprechen,  so  wurde  dafür  der 
Name  „  Komponentenpolygon  ^*  gewählt.  Das  Übergewicht  der  neuen  Methode 
gegenüber  der  graphischen  Statik  liegt  in  der  konstanten  Polentfemung 
auch  für  beliebig  in  der  Ebene  gerichtete  Kräfte,  was  bei  dem  Seilpol jgon 
nur  bei  parallel  gerichteten  Kräften  stattfindet. 

Im  ersten  Abschnitt  werden  die  Hilfsmittel  vorausgeschickt,  die  auch 
die  graphische  Statik  bedarf.  Statt  aber  auf  diese  einzugehen,  setzt  der 
Verfasser  das  Zustandekommen  des  Komponentenpoljgons  auseinander,  und 
zwar  unter  Annahme  verschiedener  Bedingungen*  In  dem  letzten  Ab- 
schnitt wird  die  Nützlichkeit  der  neuen  Methode  an  der  Hand  praktischer 
Beispiele  dargethan.  Wie  gross  der  Wert  solcher  graphischer  Methoden,  das 
empfindet  derjenige  am  besten,  welcher  sich  lange  damit  beschäftigt  hat. 

B.  Nebel. 

Alessandro  Sandrucci.  Le  teorie  sn  Tefflasso  dei  gas  e  gli  esperi- 
menti  di  G.  A.  Hiri^.  Firenze  1895.  Tipografia  minori  corrigendL 
60  S. 

In  dem  kleinen  Schriftchen  wird  die  Theorie  zu  dem  Hirn  sehen  Ex- 
periment gegeben  und  södanu  die  Übereinstimmung  der  Theorie  mit  der 
Praxis  geprüft.  B.  Nebel; 

Energie.  —  Arbeit.  —  Schnelles  Arbeiten  ist  teurer  als  langsames 
Arbeiten.  —  Die  Krftftediagramme.  —  Die  spezifische  WSrme 
der  Luft  (der  Gase).  —  Der  Vorgang,  wenn  Luft  infolge  von 
Erwärmung  sich  auf  grSsseres  Volumen  ansdehni—  ,,  Energie  ^^ 
im  allgemeinen.  Von  Paul  Käuffbr.  Mainz  1896,  Verlag  von 
Viktor  von  Zabem.     50  S. 

Es  handelt  sich  um  eine  populäre  Darstellung  der  im  Titel  angegebenen 
Arbeitsvorgänge,  insbesondere  bei  der  Wärme,  unter  Ausschluss  jedweder 
Mathematik.  ^  ^^^^ 

Streiflichter  auf  eine  neue  Weltanschauung  in  Bezug  auf  die  Beleuchtung, 
Erwärmung  und  Bewohnbarkeit  der  Himmelskörper,  eine  astrophysisch- 
metaphjsische  Hypothese  über  das  innere  Walten  der  Natur  und  die 
sich  daraus  ergebenden  Eonsequenzen  auf  die  Ethik  und  Beligion 
nebst  einer  Plauderei  über  die  Möglichkeit  eines  „Weltunterganges". 
Von   Wilhelm   Zenker.      Siebente   (lOOO)   erweiterte  Auflage    mit 
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einer    Beihe     offiziell    wissenschaftlicher     Zustimmungen.       Braun- 
schweig 1895,  C.  A.  Schwetschke  und  Sohn.    88  S.    Preis  M.  1. 
Bei   dem    grossen   Titel  kann  sich  die  Rezension  beschränken  auf  das 
Wesen   der  Theorie,    welches    in    einer   Annahme   von  positivem  (Sonnen-) 
Magnetismus  und  negativem  (Erd-)  Magnetismus  besteht.  -g   Kebk-l 


Principes  de  la  theorie  des  fonctions  elliptiqnes  et  applications.    Par 

P.  Appell  et  E.  Lacoür.  Paris  1897,  Gauthier -Villars.  IX  und  421  S. 

Das  Bedürfnis;  ein  in  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  ein- 
führendes Buch  zu  besitzen,  ist  seit  längerem  oft  wiederholt  geäussert 
Das  seinerzeit  vorzügliche  Buch  von  Durege,  welches  dem  Zwecke  der 
elementaren  Einfuhrung  in  die  genannte  Theorie  entsprach,  ist  heute  nicht 
mehr  recht  brauchbar,  nachdem  sich  jetzt  Weierstrass'  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  allgemeiner  eingebürgert  hat.  Eben  deshalb  sind 
neuerdings  von  verschiedenen  Seiten  Bücher  geplant,  welche  einen  den  moder- 
nen Ansprüchen  entsprechenden  Ersatz  des  Dur  fege  sehen  Werkes  zum  Ziele 
haben. 

Diesseits  gab  vor  wenigen  Wochen  Herr  Burkhardt  einen  ersten  Band 
seiner  funktionentheoretischen  Vorlesungen  heraus,  welcher  eine  Einführung 
in  die  Theorie  der  analytischen  Funktionen  liefert,  und  zwar  unter  direktem 
"Hinblick  auf  eine  im  zweiten  Bande  zu  entwickelnde  Einführung  in  die 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen.  Ungefähr  zu  gleicher  Zeit  mit  Burk- 
hardts  erstem  Bande  Hessen  die  Herren  Appell  und  Lacour  in  einem 
Bande  ihre  „Prinzipien  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen ^^  erscheinen. 
Die  beiderseitigen  Werke  kOnnen  aber  sehr  wohl  neben  einander  bestehen;  denn 
sie  weichen  in  ihren  Grundauffassungen  und  Methoden  stark  von  einander  ab. 

Die  Herren  Appell  und  Lacour  haben  sich  betreffs  der  allgemeinen 
funktionentheoretischen  Sätze,  welche  sie  beim  Leser  voraussetzen,  auf  das 
allemotwendigste  beschränkt.  Sie  entwickeln  diese  Grundsätze  im  Kapitel  I 
und  grenzen  dadurch  die  Mittel  ab,  mit  denen  die  späteren  Untersuchungen 
zu  arbeiten  haben.  Das  Charakteristische  ist  gänzliche  Vermeidung  der 
„konformen  Abbildung'^  und  alleiniger  Aufbau  der  funktionentheoretischen 
Begriffe  auf  Grund  der  Potenzreihen entwickelungen.  Es  darf  dieser  Stand- 
punkt in  einem  französischen  Lehrbuche  nicht  Wunder  nehmen,  und  er  ist 
überdies  bei  dem  didaktischen  Zwecke  des  Buches  (von  dem  gleich  noch 
die  Rede  sein  wird)  gewiss  zu  verteidigen.  Gleichwohl  hat  die  Ausschaltung 
der  konformen  Abbildung  (oder,  wenn  wir  noch  deutlicher  sein  sollen,  der 
Bie  mann  sehen  Anschauungsweisen)  auch  ihre  fatalen  Folgen;  vornehmlich 
werden  letztere  fühlbar  bei^  den  Realitätsbetrachtungen,  von  denen  noch 
berichtet  werden  wird.  Als  wichtiges  funktionentheoretisches  Werkzeug 
werden  im  Kapitel  I  die  Sätze  über  Definition  der  Funktionen  aus  hin- 
reichenden und  notwendigen  Bedingungen  (z.  B.  Eindeutigkeit,  singulären 
Punkten  etc.)  unabhängig  vom  analytischen  Ausdruck  entwickelt.  Eben 
auf  dieser   Grundlage    erwächst   der   später   so   häufig   angewandte  ^chluss 
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auf  die  Identität  zweier  in  verschiedenen  Gestalten  vorgelegten  Funktionen. 
Beim  Beweise  der  fraglichen  Grundsätze  benützen  die  Verfasser  den  Satz 
von  der  Existenz  des  wahren  Konvergenzkreises  einer  Potenzreihe  als  wich- 
tigstes Fundament.  Aber  diesen  letzteren  Satz  geben  sie  einfach  ohne  Be- 
weis an.  Ich  glaube  nicht,  dass  die  Mehrzahl  der  Leser  diesem  Verfahren 
an  einer  so  wichtigen  Stelle  des  Buches  beistimmen  werden.  Es  hätten 
doch,  wenn  die  Parstellung  des  Kapitels  I  an  dieser  Stelle  nicht  unter- 
brochen werden  sollte,  dem  späteren  Brauche  entsprechend  in  einer  Note 
am  Schlüsse  des  Buches  weitere  Aufklärungen  gegeben  werden  können. 

Übrigens  soll  diese  letztere  Bemerkung  die  allgemeine  Anerkennung 
nicht  hindern,  dass  die  Verfasser  den  didaktischen  Zweck  ihres  Buches  als 
vor  allem  maßgeblich  angesehen  haben.  In  dieser  Hinsicht  ist  zu  bemerken, 
dass  das  Buch  nicht  ausschliesslich,  ja  nicht  einmal  vornehmlich  f&r  die 
Studierenden  der  Mathematik  im  engeren  Sinne  bestimmt  ist.  Für  solche 
kann  das  Buch  nur  eine  Vorübung  geben  zum  Studium  ausführlicher  Werke. 
Die  Theorie  der  Teilung  und  Transformation  mit  allen  ihren  interessanten 
algebraischen  und  zahlentheoretischen  Anwendungen  bleibt  hier  fast  ganz 
ausserhalb;  denn  was  über  die  Landen  sehe  Transformation  sowie  über  die 
lineare  Transformation  im  zehnten  und  dreizehnten  Kapitel  ausgeführt  wird, 
ist  nur  als  Beigabe  anzusehen  und  gehört  nicht  mehr  dem  inneren  Wesen 
des  Buches  an.  Auf  der  anderen  Seite  aber  ist  das  Buch  vornehmlich  für 
solche  Studierende  bestimmt^  welche  die  Kenntnis  der  elliptischen  Funktionen 
bei  Problemen  der  Geometrie,  Physik,  Mechanik  etc.  zu  verwerten  wünschen. 
Von  hier  rührt  die  starke  Beschränkung  in  den  theoretischen  Grundlagen; 
und  vor  allem  soll  dem  gedachten  Zwecke  auch  die  Beigabe  zahlreicher 
und  interessanter  Beispiele  aus  den  genannten  Gebieten  dienen.  Auch  aus- 
führliche Berücksichtigung  von  Bealitätsbetraohtungen  entspricht  den  Zwecken 
der  Anwendungen.  Die  Verfasser  sprechen  die  Hoffnung  aus^  dass  sich 
der  Leser  nach  Studium  des  Buches  der  elliptischen  Funktionen  mit  der 
gleichen  Leichtigkeit  bedienen  könne,  wie  der  trigonometrischen  Funktionen. 
An  Reichhaltigkeit  der  Beispiele  wird  unser  Buch  übrigens  noch  von  Green- 
hills  „Applications  of  elliptic  fnnctions^^  übertroffen,  wo  sich  Theorie  und 
Praxis  fast  vollständig  durchdringen.  Endlich  sei  noch  erwähnt,  dass 
durch  Übungsaufgaben,  welche  den  grundlegenden  Kapiteln  jedesmal  am 
Schlüsse  angefQgt  sind,  Gewandtheit  im  Rechnen  mit  den  elliptischen 
Funktionen  erzielt  werden  soll. 

Was  den  Eotwickelungsgang  des  vorliegenden  Buches  im  einzelnen 
angeht,  so  erwächst  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  hier  auf  Grund- 
lage des  „Begriffs  der  doppelten  Periodizität,'*  Die  Funktionen  <t(u),  p(u) 
und  i>'(ti)  werden  eben  dieserhalb  durch  ihre  Produkt-  bez.  Partialbruch- 
entwickelungen  definiert;  und  die  im  einleitenden  Kapitel  gesammelten 
fanktionentheoretischen  Hilfsmittel  gestatten,  weiter  in  die  Natur  dieser 
Funktionen,  sowie  allgemeiner  der  doppeltperiodischen  Funktionen  ein- 
zudringen. Dieser  Eingang  in  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  hat 
etwas  besonders  Elegantes  (obschon  er  die  algebraische  Seite  und  di^  Um-  ^ 
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kehrtheoreme  stark  zurückdrängt).  Besonders  zu  bemerken  ist  noch,  dass 
die  Verfasser  die  Analogie  zwischen  den  rationalen,  trigonometrischen  und 
elliptischen  Funktionen  in  Ansehung  ihrer  Zerlegungen  in  Faktoren  einer- 
seits und  Partialbrüche  anderseits  überall  hervortreten  lassen.  Hier- 
durch wird  für  das  einführende  Studium  die  Auffassung  sehr  erleichtert. 

Bealitatsbetrachtungen  werden  erstlich  für  den  Fall  ausgeführt,  dass 
das  Periodenparallelogramm  ein  Rechteck  ist,  sodann  aber  auch  (in  einem 
sehr  weit  hinausgeschobenen  Kapitel)  für  den  Fall  eines  rhombischen 
Periodenparallelogramms.  Die  Werte  von  w,  für  welche  p(u)  und  jp'(i<)  reell 
ausfallen,  werden  der  Grundanlage  des  Buches  entsprechend,  nicht  ohne 
mühsame  Betrachtungen,  aus  den  Partialbruch entwickelungen  der  Funktionen 
entnommen.  Hierbei  wird  überdies  noch  nicht  einmal  die  Vollständigkeit 
»der  gemachten  Angaben  recht  ersichtlich.  Hier  hätte  sich  die  konforme 
Abbildung  des  Periodenparallelogramms  auf  eine  synmietrische  zweiblättrige 
Biemannsche  Fläche  als  ein  weit  zugkräftigeres  Hilfsmittel  der  Untersuch- 
ung erwiesen. 

Ein  besonderes  Kapitel  ist  dem  Studium  der  Jacobischen  „Bezeich- 
nungen" gewidmet.  Man  darf  hier  aber  nicht  ein  tieferes  Eingehen  auf 
die  wesentlichen  Beziehungen  der  Theorien  von  Jacobi  und  Weierstrass 
erwarten.  Dieser  übrigens  besonders  interessante  Gegenstand  hätte  sich  nur 
durch  ausführliche  Heranziehung  algebraischer  Betrachtungen,  sowie  der 
Transformationstheorie  durchführen  lassen.  Der  erste  Teil  des  in  Rede 
stehenden  Kapitels  ist  dadurch  sehr  beschwerlich  geworden,  dass  Jacobis 
ursprüngliche  in  den  „Fundamenta  nova"  gebrauchte  Bezeichnungsweise 
und  nicht  (wie  es  Jacobi  in  den  Vorlesungen  that)  die  vier  ^-Reihen  an 
die  Spitze  gestellt  werden. 

Die  Realitätsbetrachtungen  der  Jacobischen  Funktionen  beziehen  sich 
auf  den  Fall  eines  rechtwinkligen  Periodenparallelogramms. 

An  die  bisher  besprochenen  Kapitel  schliessen  sich  in  der  ganzen 
Anlage  und  Methode  am  engsten  die  Kapitel  XI  und  XII  an,  welche  die 
doppeltperiodischen  Funktionen  zweiter  und  dritter  Art  behandeln ,  d.  h.  die- 
jenigen, welche  bei  Vermehrungen  des  Argumentes  um  Perioden  sich  um 
konstante  Faktoren  bez.  Ezponentialfaktoren  ändern.  Diese  Funktionen 
werden  ganz  nach  dem  Vorbild  der  doppeltperiodischen  Funktionen  im 
engeren  Sinne  näher  untersucht,  in  Produkte  entwickelt,  in  Partialbmch- 
reihen  zerlegt  u.  s.  w.  Von  den  Funktionen  zweiter  Art  wird  eine  sehr 
interessante  Anwendung  entwickelt  auf  die  Integration  der  nach  Lame 
und  Picard  benannten  Differentialgleichungen.  Es  sind  dies  homogene 
lineare  Differentialgleichungen  der  zweiten  bez.  der  w*®°  Ordnung  zwischen 
X  und  ^,  wo  die  von  x  abhängenden  Koeffizienten  der  Differentialgleichungen 
doppeltperiodische  Funktionen  gewisser  Bauart  sind. 

Etwas  mehr  fElr  sich  stehen  die  Kapitel  VII  und  VIH ,  welche  den 
elliptischen  Integralen  und  speziell  der  Weierstrass  sehen  Normalform 
(Kapitel  VHI)  gewidmet  sind. 
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Endlich  sollen  hier  noch  die  zum  Teil  sehr  elegant  entwickelten  An- 
wendungen charakterisiert  werden ,  welche  die  Herren  Verfasser  in  ihrem 
Buche  (und  zwar  jedesmal  in  unmittelbarem  Anschluss  an  die  zugehörigen 
theoretischen  Entwickelungen)  behandeln. 

Um  etwa  die  Anwendungen  auf  die  analytische  Geometrie  voran- 
zustellen, so  ist  die  Theorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung,  der 
Raumkurven  vierter  Ordnung  erster  Spezies,  sowie  eine  sehr  interessante 
Theorie  der  WellenflSche  entwickelt.  Die  kurventheoretischen  Untersuchungen 
schliessen  sich  jedesmal  an  die  Realitätsdiskussionen,  so  dass  den  reellen 
Zügen  der  Kurven  spezielle  Beachtung  geschenkt  wird.  Auch  ist  ein  be- 
sonderer Abschnitt  den  konfokalen  Flächen  zweiten  Grades  und  den  ellip- 
tischen Koordinaten  gewidmet. 

Eine  reichhaltige  und  sehr  geschickte  Auswahl  ist  aus  den  Problemen 
der  analytischen  Mechanik  getroffen. 

Neben  den  natürlich  stets  wiederkehrenden  Beispielen  des  einfachen 
und  des  sphärischen  Pendels  finden  wir  hier  eine  Reihe  von  Aufgaben  aus 
der  Elastizitätstheorie  behandelt;  so  wird  vor  allem  die  Theorie  der  elasti- 
schen Kurve  sowie  Fläche  entwickelt. 

Die  elliptischen  Koordinaten  werden  zu  Betrachtungen  aus  der  Theorie 
der  Wärmeleitung  in  Anwendung  gebracht. 

Die  vorstehenden  kurzen  Andeutungen  werden  genügen,  um  die  Viel- 
seitigkeit des  hiermit  angezeigten  Werkes  zu  bezeugen.  ^  Frtcke 


Differeuzenrechllling.  Von  A.  A.  Markofp,  autorisierte  deutsche  Über- 
setzung von  T.  Friesendorf  und  E.  Prümm,  mit  einem  Vorwort  von 
R.  Mehmke.    Leipzig  1896,  B.  G.  Teubner.    VI  und  194  S. 

Durch  sinnreiche  Kunstgriffe  numerische  Rechnungen  zu  kürzen,  ist 
jedenfalls  einer  der  ursprünglichsten  Antriebe  zum  mathematischen  Denken 
gewesen.  Und  wenn  auch  die  Rechnung  im  Verfolg  der  Entwickelung  weder 
die  einzige  noch  die  vornehmste  Grundlage  mathematischer  Forschung  blieb, 
so  wird  doch  ein  Werk,  welches  mit  interessanten  mathematischen  Grund- 
sätzen an  die  Technik  des  Zahlenrechnens  herangeht,  allgemeine  Beachtung 
zumal  in  der  gegenwärtigen  Zeit  gewinnen,  in  welcher  die  Mathematik  ohne- 
hin bestrebt  ist,  im  Gebiete  ihrer  praktischen  Verwendung  an  Wirksamkeit 
and  Bedeutung  zu  steigen. 

Die  „Rechnung  mit  endlichen  Differenzen'^  des  bekannten  Peters- 
burger Mathematikers  wurde  auf  Anregung  der  Leiter  des  Göttinger  Mathe- 
matischen Seminars  darch  die  Heiren  Friesendorf  und  Prümm,  welche 
diesem  Seminar  im  Vorjahr  angehörten,  ins  Deutsche  übertragen.  Und 
Herr  Mehmke,  welcher  die  Obersetzung  mit  dem  Original  verglichen 
hat,  rühmt  in  einem  dem  Buche  mitgegebenen  Begleitwort  die  Güte  und 
Korrektheit  der  Übersetzung. 

Es  ist  der  Begriff  der  „endlichen  Differenzen  der  verschiedeuien  Ord- 
nungen''   einer   Funktion    f{z)^    welcher    die    Grundlage    des    vorliegenden 
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Werkes  bildet.    Diese  Differenzen  werden  symbolisch  durch  ^f{z)^  ^^f{ß)t  -  •  • 
bezeichnet,  und  sie  sind  bekanntlich  definiert  durch 

^f{z)  ^  f{z  +  h)  -  f{z\ 
J^fiz)  ^  Jf(z  +  Ä)  -  ^/-W, . . ., 
wo  h  ein  jendlicher  Zuwachs  des  Argumentes  ist.  Die  Verwendbarkeit 
dieses  Begriffis  der  endlichen  Diffierenz  wird  nach  den  verschiedensten 
Richtungen  hin  dargelegt.  Dabei  wird  der  ganze  Stoff  in  zwei  charak- 
teristisch verschiedene  Abschnitte  zerlegt.  Der  erste  Abschnitt  enthält  die 
Mehrzahl  der  Anwendungen  auf  die  Technik  des  numerischen  Bechnens, 
auf  Interpolation,  angenäherte  Berechnung  bestimmter  Integrale,  Herstellung 
und  Benutzung  mathematischer  Tafeln  etc.  Der  zweite  Abschnitt  wird  dem 
grösseren  Teile  nach  mehr  den  Theoretiker  interessieren.  Es  wird  hier 
von  der  „Summation  der  Differenzengleichungen '^  gehandelt,  wobei  die  ele- 
mentare Theorie  der  „Integration  der  Differentialgleichungen '^  bis  in  die 
Einzelheiten  hinein  vorbildlich  gewesen  ist. 

Äusserlich  wird  nicht  der  Begriff  der  Differenzen  ^f{z\  jd^fiz)^... 
der  Funktionen  vorangestellt,  sondern  den  Eingang  bildet  ein  Kapitel 
über  Interpolation. 

Das  Problem  ist:  Gegeben  sind  von  einer  Funktion  f{z)  die  Werte 
für  m  reelle  Argumente  a^,  a^^  .  .  .  amt  sowie  überdies  die  Werte  der  za- 
gehörigen Ableitungen  bis  zu  den  Ordnungen 

(«1-1),  (or, -!),...(«„- 1); 
hieraus  ist  die  Funktion  für  ein  neues  reelles  Argument  x  zu  berechnen. 
Die  Lösung  wird  in  der  Art  vollzogen,  dass  man  f{z)  durch  eine  ganze 
rationale  Funktion  F{z)  möglichst  niederen  Grades  approximiert  und  als- 
dann F{x)  als  Näherungswert  von  f{x)  angiebt.  Die  Tajlorsche  Reihe, 
die  Lagrange  sehe  Interpolationsformel  und  die  Newtonsche  Formel  fOr 
die  ,Jnterpolation  durch  äquidistante  Intervalle ''  ordnen  sich  dem  all- 
gemeinen Ansätze  unter.  Die  letztere  Formel  giebt  den  Anlass  ab  zur 
Einführung  der  Differenzen  ^f{z\  J^f(z)^,,.^  welche  demnächst  insbeson- 
dere für  ganze  und  rationale  Funktionen  spezieller  Bauart,  sowie  allgemein 
in  ihrem  Zusammenhange  mit  den  Differentialquotienten  der  näheren  Dis- 
kussion unterzogen  werden. 

Eine  erste  und  besonders  wichtige  Anwendung  der  Differenzenrechnung, 
nämlich  die  auf  Herstellung  und  Benutzung  mathematischer  Tabellen ,  ent- 
wickelt das  vierte  Kapitel.  Eine  ganze  Funktion  f(z)  vom  n**^  Grade  hat 
die  Eigenschaft,  dass  für  sie  die  Differenzen 

sämtlich  verschwinden.     Gilt  es  eine  Tabelle  der  Werte 

anzulegen,  so  braucht  man  nur  die  (n  -f  l)  Werte  f{ä)^  ^/"(ö)?  •  •  •  ^^f{ß\ 
zu  kennen ,  um  leicht  ersichtlich  durch  einfache  Additionen  und  Subtraktionen 
alle  unbegrenzt  vielen  Werte  /"(«),   f{a  ±  //))..  .  zu  berechnen.     Hat  man 
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eine  Funktion;  für  welche  ^+^/*,  .  .  .  nicht  verschwinden,  so  gelangt  man 
durch  die  eben  gekennzeichnete  Methode  nur  erst  zu  Näherungswerten. 
Abel:  die  Stärke  der  Differenzenrechnung  besteht  darin,  dass  sie  in  einem 
solchen  Fall  immer  gleich  durch  einige  wenige,  und  zwar  ganz  elementare 
algebraische  Schlüsse  eine  Formel  zur  Eontrolle  des  Fehlers  entwickelt, 
wobei  im  vorliegenden  Falle  Newtons  Formel  für  die  Interpolation  durch 
äquidistante  Intervalle  die  Grundlage  abgiebt.  Die  gegebenen  Entwicke- 
lungen,  bei  denen  übrigens  zugleich  solche  Fehler  berücksichtigt  werden, 
welche  möglicherweise  den  primär  gegebenen  Werten 

f{a),  Jf{a),...,J-fia) 

anhaften,  dienen  zugleich  zur  Eontrolle  von  Tabellen,  welche  auf  anderem 
Wege  berechnet  sind,  sowie  anderseits  zur  Angabe  von  Funktionswerten 
für  solche  Argumente,  welche  nicht  direkt  in  der  Tabelle  vertreten  sind. 
Es  sind  dem  Eapitel  mehrere  Beispiele  angefügt,  unter  denen  die  Funktion: 


00 


die  Hauptrolle  spielt.  Eine  Tabelle  der  Werte  dieses  Integrals  hat  Herr 
Markoff  bereits  früher  veröffentlicht.     Das  fünfte  Eapitel  handelt  von  der 

d 

angenäherten  Berechnung  bestimmter  Integrale  /  f{x)  dx.    Der  Grundgedanke 

c 

ist,  dass  f{x)  nach  den  am  Anfang  des  Werkes  erörterten  Methoden  der 
Interpolation  näherungsweise  durch  eine  ganze  rationale  Funktion  F(x)  dar- 
gestellt wird,  welche  letztere  leicht  integriert  werden  kann. 

Das  „Bestglied"  der  Interpolationsformel  ermöglicht  auch  hier  die  An- 
gabe einer  Fehlergrenze.  Diese  Methode  der  angenäherten  Quadratur  wird 
als  „Methode  der  Parabeln"  benannt;  an  die  Stelle  der  Eurve  y  «=  f(x) 
tritt  nämlich  y  =  F({c),  welche  eine  „Parabel«**"^  Grades"  darstellt,  falls 
F(x)  eine  ganze  Funktion  dieses  Grades  ist. 

Benutzt  man  insbesondere  die  Lagrange  sehe  Interpolationsformel: 

unter  co (x)  die  ganze  Funktion  {x  —  a^)(x  —  a^)  . . .  (x  —  am)  verstanden, 
so  ergiebt  sich  die  Formel: 

1)  Jf{p)dx  -  AJ{a,)  +  A^fia;)  +  •  •  •  +  A,4{a,n\ 

e 
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wo  die  von  f{x)  unabhängigen  „Qaadraturkoeffizienten^^  Ak   gegeben   sind 
durch:  d 

ai{x)dx 


-J  ixl 


ak)to'(ak) 


Um  die  Genauigkeit  zu  erhöhen,  kann  man  eine  Unterteilung  des  Inte- 
grationsintervalls vornehmen,  und  zwar  liegt  es  hier  am  nächsten,  die 
Teilintervalle  einander  gleich  zu  wählen.  Durch  Kombination  dieser  Maß- 
nahme mit  den  eben  skizzierten  Ansätzen  finden  sich  die  wohlbekannten 
Formeln  ein,  welche  die  „Methode  der  Trapeze"  und  die  „Simpson sehe 
Regel"  darstellen.  Bezieht  man  anderseits  die  eben  unter  1)  angegebene 
Formel  auf  fiquidistante  Teilpunkte: 

so  gelangt  man  zur  „Methode  von  Cot  es",  welche  diesen  Namen  trägt, 
weil  Gotes  die  sich  hier  einstellenden  Quadraturkoeffizienten  für  9n  =  2  bis 
11  berechnet  hat. 

Gauss  Methode  der  angenäherten  Quadratur  beruht  nicht  auf  der 
Auswahl  äquidistanter  Teilpunkte  a^,  o^,-  ■,  am]  vielmehr  erhöht  man  die 
Genauigkeit  durch  eine  andere  Auswahl  der  a^,  .  .  .,  a«,  xuid  zwar  ergiebt 
sich  die  Möglichkeit  einer  derartigen  Auswahl  der^öjt,  dass  die  Formel  1) 
für  jede  den  Grad  (2  m  —  l)  nicht  übersteigende  ganze  Funktion  exakt 
giltig  ist.  Man  hat  zu  diesem  Zwecke  die  ajt  mit  den  Nullpunkten  der 
ganzen  Funktion  tw*"*^  Grades: 

/  \  _  1  d»^(z  —  c)m(z  —  d)m 

®W  —  2m(2m-l)    -.(w+l)  dz^ 

zu  identifizieren,  welche  letztere  bis  auf  einen  numerischen  Faktor  und  eine 
lineare  Substitution  des  Argumentes  die  Kugelfunktion  Pm{^)  vorstellt.  Bas 
interessante  Eingreifen  der  Kugelfunktionen  in  die  Lehre  von  den  angenäherten 
Quadraturen  giebt  Gelegenheit,  auf  einige  hier  in  Betracht  kommende 
Eigenschaften  der  Funktionen  Pm(^)  i^och  besonders  zurückzukommen. 

Übrigens    werden    die    zuletzt    skizzierten    Entwickelungen    noch    ver- 

d  d 

allgemeinert,    indem    an    Stelle    von  1  f(x)dx   das  Integrol  1  g(x)  f(x)  dx 

e  c 

untersucht  wird,  wobei  g(x)  irgend  eine  Funktion  von  x  ist  und  die  Inter- 
polationsformeln auf  f(x)  in  Anwendung  gebracht  werden. 

Nach  diesen  ausführlicheren  Darlegungen  sei  es  erlaubt,  über  den 
Inhalt  des  zweiten  Teiles  des  Marko  ff  sehen  Werkes  nur  einige  kurze  An- 
deutungen zu  geben. 

Das  Problem  der  Berechnung  einer  Funktion  F(x)  bei  gegebener 
DijßFerenz  dF(x)  führt  zur  „Summation",  dem  Gegenstück  der  „Integration^^ 
der  Differentiale;  und  es  bestehen  hier,  wie  die  nächsten  Ausführungen 
(achtes  Kapitel)  zeigen,  mannigfache  Analogien  zwischen  den  beiderseitigen 
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Operationen.  Eine  Menge  interessanter  Reihensummationen  bilden  die 
nächsten  Beispiele.     Des  weiteren  tritt  die  Eni  ersehe  Formel: 

b 

f{a)  +  /•(«  +  Ä)  +  f(a  +  2Ä)  +  •  •  •  +/•(&)  =  {rf{x)dx 
+  A,  [/•(&)  -  /•(«)]  +  Ä,h\f{h)  -  f{a){^- .  • . 

in  den  Mittelpunkt  der  Betrachtung;  hierbei  ist  h  =^ und  iJ^  l>cdeutet 

ein  Restglied,  welches  zunächst  in  Integralgestalt  erscheint;  die  Koeffizienten 
A  sind  numerisch,  und  zwar  ist 

•^**         1.2.3-  ■  .(2ib-l)2Ä 

WO  Bk  die  &*•  Bern oulli sehe  Zahl  ist;  die  A  mit  ungeradem  Index  sind 

indes  gleich  Null   bis   auf  A^^    welches   gleich    —  —  ist.     Die   Eul ersehe 

Formel  gestattet  eine  Reihe  interessanter  Anwendungen  und  zwar  sowohl 
nach  Seiten  der  Reihensummierung  als  zur  Berechnung  von  Näherungs- 
werten bestinmiter  Integrale. 

Des  weiteren  folgen  allgemeine  Erörterungen  über  „Differenzen- 
gleichungen**, sowie  spezielle  Ausführungen  über  „lineare"  Differenzen- 
gleichungen mit  oder  ohne  rechte  Seite.  Hier  ist  überall  die  Analogie  zu 
den  Differentialgleichungen  leitend,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde. 

Im  letzten  Kapitel  wird  von  der  Anwendung  der  Doppelsummen  auf 
Umformung  von  Reihen  gehandelt.  j^  Fricke 


£.  Pascal,  Calcolo  delle  yariazioni  e  ealcolo  delle  differenze  flnite. 

Milano,  U.  Hoepli,  XII  und  330  S. 

In  dem  neusten  Doppelbändchen  der  Ho epli sehen  Sammlung  behandelt 
Herr  Pascal  erstlich  die  Variationsrechnung  und  im  zweiten  Teile  die 
Differenzenrechnung.  Der  erste  Teil,  die  Darstellung  der  Variationsrechnung, 
dürfte  als  besonders  wertvoll  gelten.  Es  sind  nämlich  hier  nicht  nur  die 
Grundprobleme  und  die  Anwendungen  der  Variationsrechnung  behandelt, 
sondern  vor  allem  konmit  die  geschichtliche  Entwickelung  derselben  des 
ausführlichen  zur  Geltung,  wobei  jedoch  zu  erwähnen  ist,  dass  Weier- 
strass'  Vorlesungen  einigermassen  ohne  Wirkung  bleiben.  Auch  hat  Herr 
Pascal  mit  grosser  Sorgfalt  die  Litteratur  jedes  einzelnen  Gegenstandes 
nachgewiesen.  Weniger  wichtig  (für  das  deutsche  Bedürfnis)  ist  der  zweite, 
die  Differenzenrechnung  betreffende  Teil ,  nachdem  erst  vor  kurzem  dj-s  grund- 
legende Werk  Markoffs  über  diesen  Gegenstand  in  deutscher  Übersetzung 
herausgegeben  wurde.  Mit  letzterem  Werke  bleibt  Herr  Pascal  im  wesent- 
lichen in  Übereinstimmung.  Zu  erwähnen  bleibt  jedoch,  dass  die  Litteratur- 
nachweise  etwas  ausführlicher  sind,  als  in  dem  genannten  Marko  ff  sehen 
Werke.  ^ 
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Theorie  der  doppeltperiodischen  Funktionen  einer  TeränderUeheo 
CrrSsse.  Von  Dr.  Martin  Krause,  Professor  der  Mathematik  an 
der  technischen  Hochschule  in  Dresden.  Zweiter  Band.  Leipzig  1897, 
B.  G.  Teubner.   XH  und  306  S. 

Der  Stoff,  welchen  Herr  Krause  im  zweiten  Bande  seines  in  der  Über- 
schrift genannten  Werkes  behandelt,  gruppiert  sich  um  vier  Hauptgesichts- 
punkte. 

Erstlich  gilt  es,  die  bereits  im  1.  Bande  entworfene  Transformations- 
theorie weiter  auszubauen.  In  der  That  bleibt  noch  übrig,  die  mannig- 
fachen nur  von  den  Perioden  abhängenden  Koeffizienten  in  den  Trans- 
formationsgleichungen auf  ihre  gegenseitigen  Beziehungen  zu  untersuchen. 
Die  auf  Grund  des  Hermiteschen  Transformationsprinzips  zu  gewinnenden 
allgemeinen  Additionstheoreme  der  ^-Punktionen  sind  die  Quellen,  aus  denen 
der  Herr  Verfasser  die  gemeinten  Beziehungen  ableitet. 

Die  eleganten  analytischen  Entwickelungen  des  zweiten  Abschnitts 
dürften,  wie  entsprechend  im  Beferat  über  den  ersten  Band  bereits  an- 
gedeutet wurde,  eine  Hauptstärke  des  Buches  ausmachen.  Das  Problem 
ist,  die  doppeltperiodischen  Funktionen  aller  drei  Arten  in  trigonometrische 
Reihen  zu  entwickeln.  Neben  eigenen  Untersuchungen  des  Herrn  Verfassers 
kommen  hier  Arbeiten  von  Appell  und  Halphen  zur  Geltung. 

Um  seine  Untersuchungen  über  die  Picard sehen  Differentialgleichungen 
im  Zusammenhange  vortragen  zu  können,  entwickelt  Herr  Krause  an 
dritter  Stelle  die  Grundsätze  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
w**'  Ordnung.  Es  handelt  sich  um  die  grundlegenden  Untersuchungen  von 
Herrn  Fuchs,  betreffend  die  Existenz  und  Anzahl  der  Integrale,  die  singa- 
lären  Punkte,  die  determinierende  Fundamentalgleichung  u.  s.  w. 

Endlich  kehrt  viertens  der  Herr  Verfasser  zu  seinen  eigenen  Unter- 
suchungen der  letzten  Jahre  zurück,  indem  er  die  allgemeinen  Ansätze  der 
Fuchs  sehen  Theorie  am  Spezialfälle  der  Picard  sehen  Differentialgleichungen, 
deren  Koeffizienten  eindeutige  doppeltperiodische  Funktionen  sind,  zur 
Durchführung  bringt.  Diese  Differentialgleichungen  werden  zumal  för  die 
niedersten  Ordnungen  und  für  kleine  Anzahlen  der  singulären  Punkte 
nach  allen  Richtungen  hin  in  interessanten  Einzeluntersuchungen  durch- 
forscht. 

In  der  Vorrede  benutzt  Herr  Krause  die  Gelegenheit,  gegenüber 
meiner  Besprechung  des  ersten  Bandes  in  gewissen  drei  Punkten  seine 
Anschauungen  nochmals  zur  Geltung  zu  bringen;  und  es  ist  diese  Vorrede 
auszugsweise  auch  in  dem  4.  Hefte  des  42.  Bandes  der  Zeitschrift  für 
Mathematik  und  Physik  veröffentlicht  worden.  Die  Ausführungen  des  Herrn 
Verfassers  betreffen: 

1.  die   Beziehung  der  Weierstrassschen    zur  Jacobischen    Theorie; 

2.  den  Gebrauch  anschaulicher  Hilfsmittel  bei   funktionen theoretischen 
Deduktionen; 

3.  die  Methoden   zur  Ableitung   von   Transformationsgleichungen   und 
'S" -Relationen. 
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Der  Gebrauch  geometrisclier  Methoden  für  wissenschaftliche  oder 
nnterrichtliche  Zwecke  ist  neuerdings  so  oft  zum  Gegenstand  der  Diskussion 
gemacht,  dass  sich  nachgerade  ein  Jeder  seine  feste  Meinung  in  dieser 
Hinsicht  gebildet  haben  wird.  Während  ich  demnach  den  zweiten  Frage- 
pankt  hier  übergehe,  glaube  ich  beim  ersten  und  dritten  noch  durch  ein 
paar  Zeilen  zur  Klärung  der  Diskussion  beitragen  zu  können. 

Die  Beziehung  von  Weierstrass  zu  Jacobi  möchte  ich  weniger  von 
der  historischen  als  sachlichen  Seite  fassen.  Die  Funktionen  der  Weier- 
strassschen  Theorie  sind  gegenüber  allen  linearen  Transformationen  in- 
variant, diejenigen  der  Jacobischen  nur  gegenüber  einem  Teile  aller 
linearen  Transformationen,  während  sie  sich  bei  Ausführung  anderer  Sndern. 
Diese  Änderungen  sind  hinderlich  bei  der  Exposition  der  Transformationen 
höherer  Ordnung,  welche  sich  demnach  im  Anschluss  an  Weierstrass 
weit  durchsichtiger  gestaltet.  Durch  gewisse  rationale  Verbindungen  der 
Grössen  der  Jacobischen  Theorie  entspringen  diejenigen  der  Weierstrass- 
schen  (man  denke  z.  B  an  die  Herstellung  der  Modulformen  erster  Stufe 
aus  den  drei  <^- Nullwerten  Oq,  ^j,  -^g).  Bei  dergleichen  rationalen  Rech- 
nungen werden  die  numerischen  Koeffizienten  in  den  Potenzreihen  nach  q 
ftlr  die  Grössen  der  Weierstrass  sehen  Theorie  vergleichsweise  kompli^ 
zierter  als  fOr  diejenigen  der  Jacobischen.  Bei  der  bekannten  Bolle, 
welche  diese  Potenzreihen  filr  die  Aufstellung  der  Transformationsgleichungen 
spielen,  tritt  die  gleiche  Erscheinung  für  die  numerischen  Koeffizienten 
dieser  letzteren  Gleichungen  in  Kraft.  Aus  dieser  Sachlage  entspringt 
grössere  Durchsichtigkeit  des  prinzipiellen  Einblicks  bei  Weierstrass, 
grössere  formale  Einfachheit  der  Transformationsgleichungen  bei  Jacobi. 

Im  dritten  Fragepunkte  glaube  ich  durch  AusfEihrung  eines  Beispiels 
helfen  zu  können.  Durch  die  Transformation  dritter  Ordnung  ©'«Sw 
mögen  die  drei  ^-Nullwerte  ^q,  Og,  ^^  in  O^,  Oj,  ©j  übergehen.  Die  Quo- 
tienten dieser  sechs  Grössen  mögen  alsdann  als  Funktionen  des  Perioden- 
quotienten 00  in  ihrem  Verhalten  gegenüber  linearen  TrausformatioEen  der 
Perioden  untersucht  werden.  Sie  bleiben  bis  auf  das  Zeichen  oder  bis  auf 
einen  Faktor  ±  i  unverändert  bei  solchen  Transformationen 

r __   ««>  +  P, 

in  welchen  a  =  J  =  l,  /S  =  y=0(mod6)  ist.  Nun  lehrt  die  Theorie  der 
Modulfnnküonen,  dass  die  bei  jenen  Transformationen  invarianten  Funk- 
tionen von  CD  sämtlich  als  algebraische  Funktionen  eines  Gebildes  vom 
Geschlechte  p  =  1  aufgefasst  werden  können,  welches  äquianharmonisch 
und  demnach  durch  eine  Gleichung  y^=^  x^+1  darstellbar  ist.  In  diesen 
X  und  y  würden  dann  alle  jene  Funktionen  rational  darstellbar  sein. 
Speziell  lehrt  das  Periodenverhalten  einer  ganzen  Reihe  von '&- Quotienten^ 
dass  dieselben  bereits  rational  in  y  allein  sind;  hierher  gehören  Formeln  wie: 


^,6».  _  4t/  /^>^«V^     y  +  3 
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Die  zwischen  0^,  ^g,  ^,  S^^  0^^  dg  bestehenden  Belationen  werden  nun 
identische  Gleichungen  in  y\  und  die  allgemeinste  solche  Gleichung  (wenn 
anders  man  diesen  Begriff  znlässig  jQnden  will)  liefert  die  allgemeinste 
•^-Belation  unserer  Art,  deren  Gesamtmannigfaltigkeit  hier  begrifflich  über- 
sehen wird.  Eine  entsprechende  Theorie  besteht  filr  alle  übrigen  Trans- 
formationsgrade, wobei  das  Interesse  weiterhin  durch  Eingreifen  der  Koirespon- 
denztheorie  sich  noch  erheblich  steigert.  Über  den  Wert  dieser  Auffassung 
habe  ich  mich  nicht  nur  beim  Beferat  über  den  ersten  Band  des  Krause- 
sehen  Werkes,  sondern  auch  bereits  bei  verschiedenen  früheren  Gelegen- 
heiten geäussert;  ich  möchte  mich  demnach  in  dieser  Hinsicht  keiner  Wieder- 
holungen schuldig  machen.         o   Ybickb 

Grandzfige  der  Geschichte  der  Naturwissenschaften.  Von  Otto  Jaeger, 
Bektor  der  Eönigl.  Bealanstalt  in  Cannstatt  Stuttgart  1897,  Paul 
Neff  Verlag,  VIH  u.  120  S. 

Wir  können  es  nicht  anders  denn  als  kühn  bezeichnen,  wenn  ein 
Schriftsteller  es  wagt,  auf  7%  Druckbogen  Grundzüge  der  Geschichte  der 
Naturwissenschaften  zu  veröffentlichen.  Es  gehört  dazu  entweder  ein  von 
der  Geschichte  der  Mathematik  bis  zur  Geschichte  der  Medizin  sich  aus- 
dehnendes mehr  als  unheimliches  eigenes  Wissen,  oder  ein  unbedingter 
Glaube  an  die  Unfehlbarkeit  der  benutzten  Geschichtswerke  für  einzelne 
Gebiete.  Ähnliche  Anforderungen  wären  an  einen  Berichterstatter  zu  stellen, 
welcher  sich  erlauben  wollte,  alle  Kapitel  der  kleinen  Schrift  zu  beurteilen, 
und  da  wir  persönlich  diesen  Anforderungen  nicht  zu  genügen  yennogen, 
so  verwahren  wir  uns  dagegen,  als  ob  diesen  Zeilen  auch  Giltigkeit  für 
die  nichtmathematischen  Kapitel  beigelegt  werden  wollte.  Über  die  Ge- 
schichte der  Mathematik  handeln  aber  fünf  Kapitel  S.  2  —  6,  20  —  21, 
28 — 32,  49  —  50,  74  —  76,  im  ganzen  etwa  13  Seiten,  wovon  die  letzten 
27^  der  Geschichte  der  Mathematik  im  XIX.  Jahrhunderte  gewidmet  sind. 
Wir  müssen  zugestehen,  dass  uns  in  dem  ersten  Kapitel  nur  eine,  aller- 
dings ziemlich  kräftige  Unrichtigkeit  aufgefallen  ist:  der  Mathematiker 
Hippokrates  von  Chios  wird  mit  dem  Arzte  Hippokrates  von  Kos  für 
eine  und  dieselbe  Person  gehalten.  Eine  Unrichtigkeit  gleicher  Be- 
deutung ist  es,  wenn  im  vierten  mathematischen  Kapitel  von  der  Taylor- 
schen  Beihe  gesagt  wird,  sie  gehe  auf  Johann  Bemoulli  zurück.  Tajlor 
hat  allerdings  in  seinem  Buche  auch  Bemoullis  Beihe  benutzt,  ohne  deren 
Urheber  zu  nennen,  aber  die  sogenannte  Tajlorsche  Beihe  ist  eine  ganz 
andere.  Über  das  fünfte  mathematische  Kapitel  mag  die  Bemerkung  ge- 
nügen, dass  in  ihm  das  Wort  Funktionentheorie  nicht  vorkommt,  es 
sei  denn,  man  wolle  als  genügenden  Ersatz  den  Ausspruch  betrachten: 
„Charakteristisch  fCbr  die  Fortschritte  der  Analysis  in  unserem  Jahrhundert 
ist  die  von  Legendre,  Jacobi  und  Abel  gegründete  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  und  der  Thetafunktionen ,  welche  durch  Georg  Biemann  (1826  bis 
1866,  aus  Breselenz,  Lüneburger  Heide)  und  andere  zum  Teil  jetzt  noch 
lebende  Mathematiker  nach  verschiedenen  Bichtungen  hin  weiter  ausgebildet 
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vnurde."    Was  soll  der  Professor  der  Mathematik  oder  gar  der  der  Geschichte 
an  einer  Mittelschule  mit  solchen  Gnmdzügen  machen?  Cantor 


Geschichte  der  darstellenden  nnd  projektiven  Geometrie  mit  besonderer 
Berücksichtigung  ihrer  Begründung  in  Frankreich  und  Deutschland 
und  ihrer  wissenschaftlichen  Pflege  in  Österreich.  Von  Prof.  Ferdinand 
JosEP  Obenrauch.    Brunn  1897,  Carl  Winiker.  442  S. 

In  Gestalt  von  drei  aufeinanderfolgenden  Programmabhandlungen  von 
1893,  1894,  1895,  welche  in  der  Histor.- litter.  Abteilung  dieser  Zeitschrift 
Band  39  (S.  187—188),  Band  40  (S.  106),  Band  41  (S.  77—78)  angezeigt 
worden  sind,  hat  Herr  Obenrauch  nach  einer  weit  ausgreifenden  Ein- 
leitung Monges  G^omitHe  d^scriptive  und  dessen  Applkations  de  VAnalyse 
ä  Ja  Geometrie  geschildert  und  eine  besondere  Abhandlung  über  die  wissen- 
schaftliche Pflege  der  darstellenden  und  der  projektiven  Geometrie  in  Aus- 
sicht gestellt.  Jene  drei  Programme,  von  97  S.  auf  164  S.  angewachsen, 
bilden  ein  starkes  Drittel  des  uns  vorliegenden  Bandes.  Man  erkennt  aus 
dieser  stattlichen  Vermehrung,  dass  Herr  Obehrauch,  weit  entfernt  davon 
sich  unserer  Meinung  anzuschliessen ,  ein  Weniger  wäre  mehr  gewesen  und 
>  hätte  Monges  Grösse  deutlicher  hervortreten  lassen,  nur  noch  ausführlicher 
auf  die  Bücher  und  Abhandlungen,  welche  Monges  Gedanken  bis  in  unseren 
Tagen  erweitert,  vervollkommnet,  zum  entfernten  Ausgangspunkte  genommen 
haben,  eingegangen  ist.  Der  Leser  findet  hier  eine  mit  erstaunlichem 
Fleisse,  welchem  Lorias  bekanntes  Buch  über  die  Entwickelung  der  geo- 
metrischen Lehren  einigermaßen  vorgearbeitet  hat,  zusammengetragene 
Bibliographie.  Wir  sagen  absichtlich  er  findet  sie,  denn  die  Bibliographie 
eines  bestinunten  geometrischen  Gegenstandes  hier  unmittelbar  aufzusuchen 
dürfte  sich  als  sehr  schwierig  erweisen.  Nach  den  fönf  ersten  Abschnitten: 
1.  Einleitung,  2.  Die  Gründung  der  Ecole  normale,  3.  Die  Gründung  der 
Ecole  polytechnique,  4.  Monge  als  Begründer  der  Infinitesimalgeometrie, 
5.  Monges  soziale  Stellung  und  sein  Lebensende,  welche  wir  im  Vorstehen- 
den kurz  gekennzeichnet  haben,  beginnt  auf  S.  165  ein  letzter  und  längster 
Abschnitt:  6.  Die  wissenschaftliche  Pflege  der  darstellenden  und  projektiven 
Geometrie  in  Österreich.  Es  ist  die  1895  zum  voraus  angekündigte  be- 
sondere Abhandlung,  jetzt  den  Hauptteil  des  Bandes  bildend.  Was  wir  den 
früheren  Abschnitten  zum  Lobe  nachsagen  durften,  aber  auch  was  wir  an 
ihnen  aussetzten,  das  zeigt  sich  aufe  Neue  in  diesem  sechsten  Abschnitte. 
Herr  Obenrauch  legt  in  demselben  eine  erstaunliche  Belesenheit  an  den 
Tag.  Es  ist  ihm  gelungen,  eine  Fülle  von  Stoff  aus  den  verschiedensten 
Gebieten  zusammenzubringen,  der  uns  persönlich  und  vermutlich  gleich  uns 
den  meisten  Mathematikern  fremd  war,  so  z.B.  eine  eingehende  Schilderung 
des  mittelalterlichen  Bauwesens,  eine  Übersicht  über  die  Gründung  tech- 
nischer Hochschulen,  eine  österreichische  Bibliographie  der  darstellenden 
Geometrie,  wenn  wir  dieser  Wortverbindung  uns  bedienen  dürfen.  Wir 
haben   sehr  vieles   aus  dem  Buche  gelernt,   wovon  wir  in  unseren  eigenen 
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Schriften  Gebrauch  machen  können  und  gern  Gebrauch  machen  werden. 
Aber  nun  kommt  die  Kehrseite.  Wir  vermissen  bei  Herrn  Obenrauch  die 
Übersichtlichkeit,  die  zweckbewusste  und  zweckerfüllende  Anordnung.  Her- 
über und  hinüber  werden  wir  durch  die  Jahrhunderte  geschleift,  ohne  dass 
ein  Grund  dieses  Zickzackweges  deutlich  hervorträte,  und  wir  fürchten, 
der  Verfasser  könnte  dadurch  die  Lesbarkeit  ßeines  Buches  etwas  be- 
einträchtigt haben.  Auf  einzelne  unbedeutende  Unrichtigkeiten  hinzuweisen 
unterlassen  wir.  Es  wBre  kleinlich  herumnörgeln  zu  wollen,  wo  etwa  ein 
unzutreffender  Ausdruck  sich  einschlich,  aber  jene  allgemeine  Bemerkung 
über  die  Darstellungsweise  glaubten  wir  nicht  unterdrücken  zu  dürfen. 

Gantor. 

G.  Darboux.  Le^on  snr  la  th^orie  g^n^rale  des  snrfaces  et  les  appli- 
cations  geom^triqnes  du  calcnl  infinitesimal.  Troisiime  partie. 
Lignes  geodesiques  et  courbure  geodesique.  Parametres  differentiels. 
Deformation  des  surfaces.  Paris  1894,  Gauthier- Villars  et  fils. 
512  S.     15  Pres. 

Entgegen  der  ursprünglichen  Absicht  des  Herrn  Verfassers,  das  Werk 
in  drei  Bänden  abzuschliessen,  erscheint  die  Theorie  der  unendlich  kleinen. 
Deformation  in  einem  besonderen  vierten  Bande,  und  es  schliesst  der 
dritte  Band,  dessen  grösster  Teil  (S.  1  —  444)  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  39 
(1894)  S.  74  flg.  besprochen  ist,  mit  zwei  im  Jahre  1894  herausgegebenen 
Kapiteln  (S.  445  — 512). 

In  dem  ersten  derselben  werden  die  Studien  über  die  Flächen  kon- 
stanter Krümmung  abgeschlossen,  „indem  die  Mittel  angegeben  werden,  einige 
von  ihnen  zu  bestimmen,  d.  h.  indem  die  Anwendung  der  vorhergehenden 
Transformationsmethoden  auf  die  einfachsten  Fälle  gemacht  vrird".  Es 
werden  diejenigen  Flächen  konstanter  Krümmung  gesucht,  deren  Krümmungs- 
linien eben  oder  sphärisch  sind,  also  diejenigen,  mit  denen  sich  wohl 
Enneper  zuerst  eingehender  beschäftigt  hat.  Auch  hier  wird  von  der 
Voraussetzung  ausgegangen,  dass  zunächst  nur  die  Krümmungslinien  der 
einen  Schar  sphärisch  sind.  Anstatt  dass  aber,  wie  von  Herrn  Dobriner, 
der  die  Aufgabe  in  den  Acta  mathematica  IX,  73 — 104  vollständig  gelöst 
hat,  die  Koordinaten  der  Flächen  bestimmt  werden,  wird  nur  gezeigt,  dass 
man  dieselben  durch  einfache  Quadraturen  finden  kann,  um  ans  diesen 
Flächen  neue  zu  erhalten,  werden  auf  dieselben  die  Transformations- 
methoden  der  Herren  Lie  und  Bianchi  angewendet.  Es  werden  zunächst 
zwei  Dififerentialgleichungen  aufgestellt,  von  denen  gezeigt  wird,  dass,  wenn 
eine  derselben  sich  allgemein  lösen  lässt,  die  Anwendung  der  Bianchi- 
sehen  Transformationsmethode  nur  noch  algebraische  Bechnungen  ohne 
Quadraturen  erfordert,  so  z  B.  bei  der  Pseudosphäre.  Ausserdem  findet  sich 
das  bemerkenswerte  Resultat:  Wenn  man  durch  einfache  Quadraturen  eine 
Fläche  konstanter  Krümmung  nebst  ihren  Deri vierten  nach  der  Lieschen 
Transformationsmethode  finden  kann,  so  fordert  die  successive  Anwendung 
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der  Transformationen  der  Herren  Bianchi,  Bäckland  und  Lie  keine 
nene  Qaadratnr. 

Im  letzten  Kapitel  des  dritten  Bandes  werden  gewisse  Analogien  und 
Beziehungen  zwischen  den  Flächen  konstanter  Krümmung  und  den  Minimal- 
flächen aufgestellt,  indem  daran  angeknüpft  wird,  dass  die  Minimalflfichen 
diejenigen  Flächen  sind,  bei  welchen  die  Tangenten  von  der  Länge  Null 
in  jedem  Punkte  der  Fläche  konjugierte  Tangenten  sein  müssen.  Ver- 
allgemeinert man  dies  und  sucht  diejenigen  Flächen  If ,  bei  welchen  von 
jedem  Punkte  aus  die  Tangenten,  die  zugleich  eine  gegebene  Fläche  zweiten 
(jrrades  berühren,  konjugierte  Tangenten  sind,  so  erhalt  man  im  allgemeinen 
Flächen,  die  durch  dieselbe  Differentialgleichung  bestimmt  sind  wie  die 
Flächen  konstanter  Krümmung.  Reduziert  sich  die  Fläche  zweiten  Grades 
auf  den  unendlich  fernen  Kreis,  so  erhält  man  die  Minimalflächen.  Die 
allgemeinen  Flächen  M  haben  in  der  nicht- euclidischen  Geometrie  Gayleys, 
auf  welche  genauer  eingegangen  wird,  gleiche  Krümmungsradien  mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  und  haben  femer  mit  deu  Minimalflächen  der 
euclidischen  Geometrie  gemeinsam,  dass  sie  innerhalb  einer  gegebenen  Um- 
grenzung den  Flächeninhalt,  in  Cajleyscher  Geometrie  gemessen,  zu  einem 
Minimum  machen.  

G.  Darboux.    Qaatri^me  partie.     Deformation   inflniment  petite   et  repre- 
sentation  spherique.     (Premier  fascicule,  1895,  p.  1  —  352.) 

Der  letzte  Band  des  Werkes  beschäftigt  sich  mit  der  Theorie  der 
anendlich  kleinen  Deformation  und  dem  sphärischen  Bilde  der  Flächen.  — 
Vielleicht  dürfte  es  angebracht  sein,  zunächst  den  Begriff  der  unendlich 
kleinen  Deformation  klarzulegen.  Denken  wir  uns  aus  der  Gesamtheit  der 
Flächen,  die  durch  Biegung  einer  Fläche  jS  entstehen,  eine  Schar  heraus- 
genoDunen,  deren  einzelne  Flächen  in  einander  stetig  übergehen,  so  können 
wir  dieselben  durch  die  Gleichung 

1)  tp  (Z,  Y,  Z,  0  «  0 

darstellen.     Sind  für  ^ »  0  die  Koordinaten  der  Fläche  x,  y^  e^  so  ist 

2)  dJ?  +  dY^+dZ^  =  dx^  +  dt/  +  dz, 

and  da  wir  weiter  annehmen  können,  dass  X,  Y,  Z  sich  nach  Potenzen 
von  t  entwickeln  lassen,  so  können  wir,  weil  für  ^  =  0.  X,  Y^  Z  bez.  in 
x^  y,  z  übergehen,  setzen: 

i:  =  ic  +  ^a?!  -f  f*Xj  +  •  •  • 

3)  Y-y  +  iy^  +  ^y.^  +  -- 
Z^z  +  tz^  +  fiz^  +  • . . 

wo  o:^,  oTg, .  . .,  2^1,  1/21 '  *  -1  ^1)  ^ij ' '  '  Funktionen  sind,  die  von  t  unab- 
hängig sind  und  die  von  den  beiden  Variabein  abhängen,  durch  welche  die 
Fläche  bestimmt  ist.  Beschränken  wir  uns  auf  die  erste  Potenz  von  /,  so 
ist  nach  2): 

4)  dx  dxi  +  dy  dy^  -f  dz  dz^  =  0 
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nnd  die  vollständige  LCsmig  dieser  Differentialgleichung  giebt  uns  die 
Lösung  dessen,  was  wir  das  Problem  der  unendlich  kleinen  Deformation 
nennen.     Es  ist  nun 

und  daraus  dX'^  +  d  Y'^  +  dZ'^  =  dx^  +  di/  +  dz^  +  fi  (dx^^  +  dy^^  +  dz^^. 

so  dass,  wenn  der  Parameter  t  unendlich  klein  ist,  sich  die  beiden  Flächen 
S  und  S^  in  der  Weise  Punkt  für  Punkt  entsprechen,  dass  die  lAogen 
entsprechender  Kurven  sich  nur  um  unendlich  kleine  Grössen  zweiter 
Ordnung  in  Bezug  auf  t  unterscheiden. 

Die  Yerbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  M  und  M^  der  beiden 
Flächen  bilden  eine  Kongruenz  von  Geraden,  welche  man  die  Leitlinien 
der  unendlich  kleinen  Deformation  nennt.  Eine  Grösse  proportional  Jlf If 
nennen  wir  den  Modul  der  Deformation 


SO  dass  durch  Modul  und  Direktrix  eine  unendlich  kleine  Deformation 
gegeben  ist.  Ist  übrigens  die  Frage  der  unendlich  kleinen  Deformation 
für  eine  Fläche  vollständig  gelöst,  so  ist  durch  einfache  Quadraturen  die 
Deformation  desselben  mit  einer  Annäherung  beliebig  hohen  Grades  zu 
finden. 

Aus  Gleichung  4)  ist  ersichtlich,  dass  das  Problem  der  unendlich 
kleinen  Deformation  gleichkommt  der  Bestimmung  von  Flächen,  die  sich 
so  entsprechen,  dass  ihre  entsprechenden  Linienelemente  aufeinander  nor- 
mal sind.  Daraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn  man  eine  unendlich  kleine 
Deformation  der  Fläche  8  kennt  und  von  jedem  Punkte  von  8  auf  der  Leit- 
linie der  Deformation  zwei  gleiche  und  entgegengesetzt  gerichtete  Längen 
abträgt,  die  dem  Modul  der  Deformation  proportional  sind,  man  ein  Paar 
aufeinander  abwickelbarer  Flächen  erhält.  Die  Gleichung  4)  wird  nun 
dadurch  transformiert,  dass  man  z  =  pdx  +  qdy  setzt,  und  man  erhält  dann 
durch  die  Integrabilitätsbedingung  zur  Bestimmung  von  z^  die  Gleichung 

rt^+  tr^  =  2s5j  =  0, 
wo  r,  8,    f  die   zweiten   Differentialquotienten    von   z    sind.      Danach    sind 
dann  auch  x^  und  y^  zu  bestimmen.    Diese  Methode  wird  auf  das  Paraboloid 
und  die  Kugel  angewendet. 

Im  allgemeinen  zeigt  sich,  dass  die  Charakteristiken  der  linearen 
Differentialgleichung,  von  welcher  die  Lösung  abhängt,  die  Asjmptotenlinien 
der  gegebenen  Fläche  sind.  Besonders  einfach  wird  daher  die  Gleichxmg  4), 
wenn  man  die  Parameter  der  Asymptotenlinien  als  unabhängige  Yariabele 
einführt.     Kann  man  in  dem  erhaltenen  Systeme 

du  dv 

da  da 

du dv 

dp  ~"      *'Fß 
wo    il,    wie    sich    später   herausstellt,    das    negative   Produkt    der    Haupt- 
krümmungsradien   ist  und   or,  J?  die  Parameter   der  Asymptotenlinien   sind, 
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l  so  bestiminen ,  dass  sich  das  vollständige  Integral  angeben  lässt,  so  er- 
halten wir  unendlich  viele  Flächen,  deren  Asymptotenlinien  wir  bestiminen 
und  fOr  welche  wir  das  Problem  der  unendlich  kleinen  Deformation  lösen 
können.     Bringt  man  die  Gleichmig  der  Fläche  8  auf  die  Form 

wo  Sij  O2,  S^  Lösungen  derselben  partiellen  Differentialgleichung 

and  proportional  den  Bichtungskosinus  der  Normalen  zur  Fläche  S  sind, 
so  sind  die  Koordinaten  der  allgemeinsten  Fläche  5^,  die  der  gegebenen 
durch  Orthogonalität  der  Linienelemente  entspricht,  durch  die  zuerst  von 
Herrn  Lelieuvre  aufgestellten  Formeln  bestimmt: 

/7^  a»       de.\^      f^da>       aöA,^ 

wo  00  die  allgemeinste  Lösung  der  Gleichung 

ist.  Auch  diesen  Formeln  entsprechende  andere  fOr  beliebig  gewählte  un- 
abhängige Yariabele  werden  von  Herrn  Verfasser  abgeleitet. 

Aus  der  vorigen  Lösung  des  Problems  ergiebt  sich  eine  Beihe  geo- 
metrischer Eigenschaften,  unter  denen  hervorzuheben  ist,  dass  den  beiden 
Scharen  der  Asymptotenlinien  auf  jeder  der  beiden  sich  entsprechenden 
Flächen  auf  der  anderen  ein  konjugiertes  System  entspricht,  und  dass  die 
Punktgleichung  in  Beziehung  auf  dieses  konjugierte  System  gleiche  In- 
varianten hat.  Jedem  konjugierten  System  auf  einer  Fläche  mit  gleichen 
Invarianten  entspricht  sonach  eine  völlig  bestimmte  unendlich  kleine  De- 
formation der  Fläche.  Legt  man  durch  alle  Punkte  von  S  Ebenen^ 
welche  zu  den  Leitlinien  der  Deformation  senkrecht  sind,  so  umhüllen  diese 
eine  Fläche  2  für  welche  man  das  Problem  lösen  kann,  wenn  es  sich 
für  8  lösen  lässt.  Da  sich  die  Asymptoten  von  8  und  2  entsprechen, 
80  entspricht  auch  jedem  konjugierten  System  auf  der  einen  ein  konjugiertes 
System  auf  der  anderen  Fläche.  Die  der  Fläche  2!  durch  Orthogonalität 
der  Linienelemente  entsprechende  Fläche  Ä  ist  mit  der  Fläche  8^  durch 
die  Eigenschaften  verbunden,   dass  die  Tangentialebenen  in  entsprechenden 

12» 
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Punkten  parallel  sind  und  das  gemeinsame  konjugierte  System  auf  beiden 
Flächen  gleiche  Invarianten  hat.  Wie  die  Fläche  2  aus  S  entstanden 
ist,  so  kann  man  aus  S^  eine  neue  Fläche  2^  entstehen  lassen,  der  eine 
Fläche  A^  mit  Orthogonalität  entsprechender  Linienelemente  entspricht.  Es 
stellt  sich  dann  heraus,  dass  A  und  Ay  polarreziprok  sind  in  Bezug  auf 
eine  Kugel  vom  Radius  y—l  mit  dem  Anfangspunkt  der  Koordinaten 
als  Mittelpunkt.  Zu  diesen  6  Flächen  erhalt  man  durch  gleiche  Methoden 
noch  6  andere  Flächen,  so  dass  man  im  ganzen  12  Flächen  hat,  die  sich  in 
verschiedener  Weise  paarig  entsprechen:  l)  mit  Orthogonalität  der  Linien- 
elemente, 2)  mit  parallelen  Tangentialebenen,  8)  durch  reziproke  Polare 
und  4)  als  Brennflächen  einer  xmd  derselben  geradlinigen  Kongruenz.  Aus 
diesen  Zusammenhängen  ergeben  sich  verschiedene  Eigenschaften  und  Be- 
ziehungen. 

Als  Beispiel  wird  zunächst  der  Fall  untersucht,  dass  Sj^  eine  Ebene 
ist,  wobei  sich  4  Flächen  auf  Punkte  reduzieren  und  4  Ebenen  sind.  Da 
hierbei  die  Fläche  £  die  Polarreziproke  von  S  ist  in  Beziehung  auf 
einen  linearen  Komplex,  so  wird  anschliessend  die  Aufgabe  behandelt: 
Alle  geradlinigen  Kongruenzen  zu  bestinmien,  für  welche  die  Mittelfläche 
eine  Ebene  ist.  Dieselbe  wird  dahin  specialisiert,  dass  die  Kongruenz  von 
den  Normalen  einer  Fläche  gebildet  wird.  Stellt  man  eine  Beziehung  durch 
Orthogonalität  der  Linienelemente  zwischen  einer  beliebigen  Minimalfläche 
und  einer  Ebene  her  und  ^ihrt  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  eine  Parallele 
zur  Normale  des  entsprechenden  Punktes  der  Minimalfläche,  so  erhält  man 
die  verlangte  Kongruenz.  Allgemeiner  ist  die  Aufgabe:  Alle  Flächen  zu 
bestinmien,  fCLr  welche  die  Abwickelbaren,  die  von  den  Normalen  gebildet 
werden,  auf  der  Evolutenmittenfläche  ein  konjugiertes  System  bilden.  Die 
Evolutenmittenfläche  wird  diejenige  genannt,  welche  der  Mittelpunkt  des 
Normalenstückes  zwischen  den  beiden  Hauptkrümmungsmittelp unkten  be- 
schreibt. Auch  hier  muss  man  von  einer  Minimalfläche  ausgehen  und 
dieses  giebt  Anlass  auf  die  unendlich  kleine  Deformation  der  Minimal- 
flächen einzugehen,  welche  auf  die  Litegration  der  allgemeinsten  harmonischen 
linearen  Differentialgleichung  zurückgeführt  wird.  Als  weitere  Beispiele 
flir  die  Aufsuchung  der  12  Flächen  werden  für  S  die  Kugel  vom  Badius  1 
und  die  Flächen  konstanter  negativer  Krümmung  genommen.  Ohne  aof 
die  Einzelheiten  einzogehen,  sei  bemerkt,  dass  im  zweiten  Falle  auf  den 
Flächen  A^  zwei  Scharen  geodätischer  Linien  ein  konjugiertes  System 
bilden,  Flächen,  die  von  den  Herren  Noss  (1888)  und  Guichard  (1890) 
untersucht  worden  sind,  und  zwar  entstehen  auf  die  angegebene  Art  alle 
Flächen  dieser  Eigenschaft. 

Um  in  die  Theorie  der  aufeinander  abwickelbaren  Flächen  tiefer  ein- 
zudringen, lässt  der  Herr  Verfasser  nun  eine  von  zwei  auf  einander  ab- 
wickelbaren Flächen  auf  der  anderen  rollen,  so  dass  je  zwei  einander  ent- 
sprechende Punkte  zur  Deckung  kommen.  Dabei  dreht  sich  die  Fläche 
um  eine  durch  den  Berührungspunkt  gehende    und   in   der  Tangentialebene 
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liegende  Gerade,  und  diese  aufeinander  folgenden  Geraden  bilden  eine 
Eongmenz,  von  der  eine  Reihe  von  Eigenschaften  abgeleitet  wird.  Das 
-wichtigste  Ergebnis  ist,  dass  sich  ans  einem  Paar  Flächen,  die  aufeinander 
abwickelbar  sind,  unendlich  tiele  Paare  ableiten  lassen,  die  dasselbe  sphä- 
rische Bild  haben,  und  umgekehrt  liefert  jedes  Paar  von  Flächen,  die 
dasselbe  sphärische  Bild  haben,  unendlich  viele  Paare  aufeinander  abwickel- 
barer Flächen,  und  zwar  wird  das  Band  zwischen  den  beiden  einander  so 
entfernt  scheinenden  Theorien  der  Biegung  der  Flächen  und  des  sphärischen 
Bildes  durch  die  cyklischen  Systeme  gebildet,  deren  Betrachtung  infolge- 
dessen ein  besonderes  Kapitel  gewidmet  ist. 

Der  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Theorien  ergiebt  sich  auch 
auf  analjrtischem  Wege.  Sucht  man  alle  Flächen,  die  ein  bestinmites 
sphärisches  Bild  haben,  so  wird  man  auf  eine  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  geführt,  wie  bei  dem  Problem  der  unendlich  kleinen  De- 
formation, mit  dem  unterschiede,  dass  im  letzteren  Falle  die  Charakter- 
istiken der  partiellen  Differentialgleichung  die  Asymptotenlinien  der  Fläche 
sind,  während  sie  hier  die  Krünmiungslinien  darstellen.  Bezieht  man  die 
beiden  Flächen,  welche  in  den  beiden  verschiedenen  Problemen  zu  derselben 
partiellen  Differentialgleichung  föhren,  aufeinander,  so  erhält  man  die  Be- 
rührungstransformation Lies,  von  der  schon  bei  der  Besprechung  des  ersten 
Bandes  die  Rede  war.  Die  Übergangsformeln  von  der  einen  Fläche  zur 
anderen  und  einige  wenige  Eigenschaften  der  Transformation  werden  ab- 
geleitet, insbesondere  die  für  die  Anwendung  wichtigste,  dass  einer  Geraden 
in  dem  ersten  Räume  eine  Kugel  in  dem  zweiten,  einer  geradlinigen  Kon- 
gruenz ein  zweifach  unendliches  System  von  Kugeln  entspricht.  Es  ergiebt 
sich  daraus  sogleich,  dass,  wenn  man  das  Problem  des  sphärischen  Bildes 
für  eine  Fläche  lösen  kann,  man  es  auch  mit  Hilfe  einer  einfachen  Quadratur 
für  alle  Flächen  lösen  kann,  die  sich  aus  der  ersten  durch  Inversion  er- 
geben.    Wendet  man  dieses  Verfahren  auf  diejenigen  Flächen  an,   die  der 

Gleichung  g — -g-  =  0  entsprechen,  so  erhält  man  alle  reellen  Flächen,   für 

welche  man  die  vollständige  Lösung  des  Problems  finden  kann. 
Die  Flächen,  die  derselben  Gleichung 

dx  dy 
genügen  und  für  welche  man  das  Problem  der  sphärischen  Abbildungen 
lösen  kann,  können  auf  folgende  Weise  definiert  werden.  Wenn  man  mit 
r,  y  zwei  beliebige  Lösungen  der  Gleichung  bezeichnet,  in  eine  Form  ge- 
bracht, für  welche  die  konjugierten  imaginären  Funktionen  <T,  </  definiert 
sind  durch  die  Quadraturen 

/y    dz         C(a\  ,         (dz         d<o\  , 
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wobei  CO  immer  die  Lösung  vom  Modul  1  ist,  so  kann  man,  wenn  man 
die  Fläche   auf  das  System   der  Tangential -Koordinaten    a,   ß,    £  bezieht, 

setzen:  ^ 

a  =  — :  /}  =  ax/. 

CO  '  '^ 

Diese  beiden  Formeln  definieren  das  sphärische  Bild  der  Erümmungs- 
linien.     Dann  kann  man  ebenso  nehmen: 

Da  die  Yariabeln  et  und  /}  wie  jp'  und  g'  konjugiert  sind,  so  kann 
man  unendlich  viele  reelle  Lösungen  für  |  erhalten  und  die  Fläche  ist  die 
Enveloppe  der  Ebene 

(«  +  j5)Z  +  i{ß  _  a)  r  +(«/5  -  1)Z  +  5  -  0. 

Die  einfachste  Form  der  Gleichung  a    a    ^^  ä  6  entspricht  denjenigen 

Flächen  mit  ebenen  Erümmungslinien,  bei  denen  die  den  ebenen  Krümmungs- 
linien auf  der  Einheitskugel  entsprechenden  Kreise  durch  einen  festen  Punkt 
gehen.  £s  werden  nun  die  allgemeinsten  Flächen  mit  ebenen  Krümmungs- 
linien  bestimmt.  Um  alle  Flächen  mit  einem  System  ebener  Krümmungs- 
linien zu  erhalten,  konstruiert  man  eine  beliebige  isotrope  abwickelbare 
Fläche  A  und  eine  nicht -isotrope  D^.  Man  biegt  dann  D^  so,  dass  ihre 
Erzeugenden  geradlinig  bleiben  und  dass  ihre  Tangentialebenen  die  Kurven 
mit  sich  führen,  längs  welcher  sie  die  Abwickelbare  A  schneiden.  Die 
Gesamtheit  der  so  fortgeführten  Kurven  erzeugt  die  allgemeinste  Fläche 
mit  einem  System  ebener  Krünamungslinien.  Wenn  man  daraus  auch  nicht 
auf  einfache  Weise  diese  Flächen  finden  kann,  so  ergeben  sich  doch  einige 
Sätze^  so  z.  B.  wenn  eine  der  ebenen  Krümmungslinien  ein  Kreis  ist,  so 
sind  alle  Kreise,  ist  eine  dieser  Kurven  algebraisch^  so  sind  alle  alge- 
braisch, wenn  die  ebenen  Krümmungslinien  Kegelschnitte  sind,  so  müssen 
es  Kreise  sein. 

Von  den  Flächen  mit  einem  System  ebener  Krümmungslinien  werden 
nun  diejenigen  völlig  bestimmt,  welche  isotherm  sind,  und  zwar  hängt  die 
Lösung  von  elliptischen  Funktionen  ab  und  enthält  eine  willkürliche  Funktion. 
Es  ergiebt  sich:  / u  +  tf.-3a,\ 

H(2(o)H'(0)  ^/   u-t-.r.  +  o,  y 


e\<^)\x-\-i{yz--zy')-\ 


H(2o))H'(0)  /    i«-ic,  +  a) 


V      2      ;  e'— -)W 


^[-^~^^^) 


und  für  Y  und  Z  erhält  man  ähnliche  Formeln.    Von  diesen  Flächen  wird 
eine  Reihe  von  Eigenschaften  abgeleitet. 
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Der  nächst  einfache  Fall  ist  derjenige,  dass  das  eine  System  der 
Erümmnngslinien  aus  sphärischen  £urven  besteht.  Zur  Bestimmung  der- 
selben wird  von  dem  Satze  Joachimsthals  ausgegangen:  „Wenn  eine 
Krümmungslinie  sphärisch  ist,  so  muss  die  Abwickelbare,  welche  der  Fläche 
längs  dieser  Krümmungslinie  umschrieben  ist,  auch  einer  Kugel  umschrieben 
sein  und  umgekehrt."  Aus  einer  gegebenen  Fläche  mit  einer  Schar  sphä- 
rischer Krünamungslinien  werden  unendlich  viele  derselben  Art  abgeleitet, 
die  dasselbe  sphärische  Bild  haben.  Sodann  wird  gezeigt,  dass  man  alle 
Flächen  mit  einer  Schar  sphärischer  Krümmungslinien  aus  denen  mit  ebenen 
Krammungslinien  ableiten  kann:  1)  indem  man  die  Inversen  dieser  nimmt, 
2)  indem  man  die  Flächen  mit  sphärischen  £[rümmungslinien  konstruiert, 
die  dasselbe  sphärische  Bild  haben  wie  die  vorher  gefundenen.  Die  all- 
gemeinste Fläche  mit  sphärischen  Krümmungslinien  kann  man  auch  erhalten, 
indem  man  eine  isotrope  Abwickelbare  A  durch  eine  Schar  S  von  Kugeln 
schneidet  und  diese  Kugeln  und  ihre  Enveloppe  2!  einer  bestimmten 
Biegung  unterwirft.  Die  Schnitte  der  Abwickelbaren  A  mit  den  Kugeln 
S  bilden  so  eine  Familie  von  Kurven,  welche  die  gesuchte  Fläche  erzeugen. 
Genauer  werden  diejenigen  Flächen  bestimmt,  deren  beide  Systeme  von 
Krümmungslinien  eben  oder  sphärisch  sind.  Zu  dem  Zwecke  sucht  man 
auf  die  allgemeinste  Weise  6  Funktionen  Ät  von  a  und  6  Funktionen  B; 
von  /?,  welche  die  Relation 

1 
identisch   befriedigen.      Dann    sind  die   beiden   Schalen    der  Enveloppe    der 
variabeln  Kugel  5 

1 
zwei     der    gesuchten    Flächen,    wenn    Xt  pentasph arische    Koordinaten    be- 
zeichnen.    Es  ergiebt  sich  weiter,  dass  die  gesuchten  Flächen  auf  einfache 
Weise  aus  einem  Kegel    entstehen    oder    aus    der  Fläche,   deren  Normalen 
Tangenten  an  einen  Kegel  sind. 

Ohne  auf  die  Verallgemeinerungen  einzugehen,  welche  sich  daran  an- 
schliessend besonders  auf  die  orthogonalen  Systeme  mit  demselben  sphärischen 
Bilde  beziehen,  sei  noch  der  letzten  beiden  Kapitel  gedacht,  die  den  neuen 
Resultaten  gewidmet  sind,  die  wir  Herrn  Weingarten  in  betreff  der 
Abwickelbarkeit  der  Flächen  verdanken.  Wir  haben  früher  gesehen,  dass 
die  Charakteristiken  der  partiellen  Differentialgleichung  der  auf  eine  Fläche 
abwickelbaren  Flächen  die  Asymptotenlinien  dieser  Flächen  sind.  Kann 
man  also  gewisse  besondere  Eigenschaften  dieser  Asymptotenlinien  angeben, 
so  kann  das  Problem  auf  eine  neue  Art  formuliert  und  dadurch  können 
neue  Resultate  gefunden  werden.  Die  Betrachtung  des  zwei  aufeinander 
abwickelbaren  Flächen  gemeinsamen  konjugierten  Systems  erlaubt  diese 
allgemeine  Bemerkung  anzuwenden.  Sind  x^^  y^^  is^  die  Koordinaten 
eines  Punktes  der  gegebenen  Fläche  S^  und  setzen  wir 
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und   wenn    vnr 


^1  =  w;  2/1  + 

iz^^ 

=  v;  y^-iz^'^ 

-2«;, 

so  kann  w 

als 

Funktion 

von  u 

und 

V   betrachtet 

werden, 

schreiben: 

_7  .•  ._ 

j . .    1    -  j  -. 

div  =pdu  +  Q-c^v, 
so  nimmt  das  Linienelement  der  Fläcbe  die  Form  an: 

ds^=  du^+  2dvdw  —  du^+  2pdudv  +  2qdv\ 

und  von  diesem  geht  Herr  Weingarten  aus.  Die  Methode  Weingartens 
lässt  die  Bestimmung  aller  Flächen  ©,  die  auf  diese  Fläche  S^  abvnckelbar 
sind,  abhängen  von  derjenigen  einer  anderen  Fläcbe  U^  die  einer  ge- 
vnssen  Differentialgleichung  genügt,  welche  eine  Beziehung  zwischen  den 
Hauptkrümmungsradien,  den  Entfernungen  eines  festen  Punktes  von  der 
Tangentialebene  und  dem  Berührungspunkte  feststellt.     Setzt  man 

q>  =  up  -\-  vq  —  IV ^ 
so  ergeben  sich  die  Koordinaten  x^  y^  z  der  Fläche  0  aus 


wo   X,   Y,  Z   die   Koordinaten    und    (7,  C,  C"    die    Richtungskosinus    der 
Normalen  von  2  sind.     Das  Linienelement  von  S  wird  ausgedrückt  durch: 

und  die  Fläche  2  genügt  der  Gleichung 

unter  den  Anwendungen  ist  besonders  interessant  die  Aufisuchung 
aller  Flächen,  die  auf  ein  Paraboloid  zweiten  Grades  abwickelbar  sind, 
bei  welchem  eine  der  geradlinigen  Erzeugenden  den  unendlich  fernen  Bereis 
berührt.  Weitere  Untersuchungen  führen  zu  dem  ßchlusssatz:  Ist  eine 
beliebige  Schar  von  Kurven  K  auf  einer  Fläche  6  gegeben,  so  kann  man 
immer  durch  einfache  Quadraturen  alle  Kongruenzen  G  bestimmen,  die 
durch  Tangenten  an  0  so  erzeugt  sind,  dass  die  Regelflächen,  deren  Er- 
zeugende durch  eine  der  Kurven  K  gehen,  diese  Kurve  als  Striktionslinie 
besitzen.  Die  Relation  zwischen  der  Kongruenz  und  der  Fläche  bleibt,  be- 
stehen, wenn  die  Fläche  unter  Mitflihrung  der  Geraden  gebogen  wird. 
Wenn  man  zwei  unabhängige  Variabele  nimmt,  um  die  Richtung  jeder 
Geraden  der  Kongruenz  zu  bestimmen,  so  muss  der  Parameter  der  Schar 
von  Kurven  K  einer  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ge- 
nügen, welche  ausschliesslich  vom  Linienelemente  von  S  abhängt  und  deren 
Integration  infolgedessen  gestattet,  durch  einfache  Quadraturen  alle  Flächen 
zu  bestimmen,  die  auf  0  abwickelbar  sind. 
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Mit  diesen  üntersnchmigeii  schliesst  das  eigentliche  Werk  ab  und  es 
folgen  nun  noch  11  im  Jahre  1896  erschienene  Zusätze,  welche  die 
Seiten  353 — 516  des  vierten  Bandes  einnehmen.  Die  drei  ersten  derselben 
sind  Beiträge  der  Herren  Picard,  Königs  und  Cosserat,  während  die 
übrigen  von  Herrn  Darboux  selbst  geschrieben  sind. 

I.  Über  die  Näherungsmethoden  in  der  Theorie  der  Differen- 
tialgleichungen. Herr  E.  Picard  beschäftigt  sich  in  dieser  Note  mit 
partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  von  hyperbolischem  Typus, 
wie  sie  in  der  Flächentheorie  vorkommen  und  als  deren  allgemeinste  Form 

d^z         ^(  dz     dz\ 

angenommen  wird.  Bei  der  Bestimmung  des  Integrales  durch  Beihen  wird 
auch  der  Grösse  des  Geltungsbereiches  ausgedehnte  Beachtung  zu  teil. 

In  dem  zweiten  Zusätze: 

n.  Über  die  geodätischen  Linien  mit  quadratischen  Inte- 
gralen sucht  Herr  G.Königs  die  vollständige  Lösung  des  Problems  der  geo- 
dätischen Linien,  welche  mehrere  quadratische  Integrale  zulassen,  und  schliesst 
so  an  ein  Kapitel  des  UI.  Bandes  des  Werkes  an.  Er  findet  zunächst,  dass, 
wenn  ein  d^  mehr  als  drei  von  einander  unabhängige  quadratische  Integrale 
in  Bezug  auf  seine  geodätischen  Linien  zulässt,  es  fiinf  quadratische  Inte- 
grale hat,  die  Fläche  also  konstant  ist.  Da  sich  weiter  ergiebt,  dass  die 
ds^  mit  drei  quadratischen  Integralen  für  die  geodätischen  Linien  auf 
Rotationsflächen  fuhren,  so  kehrt  H.  Königs  die  Aufgabe  um  und  sucht 
alle  Formen  ds^  von  Rotationsflächen  mit  quadratischen  Integralen  auf,  die 
in  einer  Tabelle  zusammengestellt  werden.  In  einer  zweiten  Tabelle 
werden  die  Lionvil leschen  Formen  des  Flächenelementes  für  Flächen 
konstanter  Krümmung  gegeben,  bei  denen  die  Krümmung  nicht  Null  ist.  Aus 
diesen  werden  dann  noch  verschiedene  Tabellen  abgeleitet,  die  aus  seiner 
Abhandlung  im  XXXI.  Band  des  Savants  etrangers  genommen  sind,  und 
dann  wird  nachgewiesen,  dass  in  diesen  Tabellen  die  vollständige  Lösung 
des  Problems  enthalten  ist. 

in.  Über  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung.  Herr  Cosserat  beweist  darin  einen  Satz,  welcher 
aus  einer  Arbeit  des  Herrn  Moutard  herrührt,  die  beim  Aufstande  der 
Kommune  im  Jahre  1871  verloren  gegangen  ist.  Dieselbe  beschäftigte 
sich  mit  dem  eingehenden  Studium  der  einfachsten  Form,  deren  das  all- 
gemeine Integral  partieller  Differentialgleichungen  mit  zwei  unabhängigen 
Variabein  fähig  ist,  die  Form,  welche  besteht  aus  einer  einzigen  Relation 
zwischen  den  drei  Variabein,  zwei  expliziten  willkürlichen  Funktionen  der- 
selben, die  aber  nicht  unter  einem  Integralzeichen  vorkommen  dürfen,  und  den 
Derivierten  dieser  Funktionen  in  beschränkter  Zahl.  Der  Satz  nun,  welcher 
hier  abgeleitet  wird,  heisst:  Diejenigen  der  gesuchten  Gleichungen,  welche 
durch  eine  Veränderung  der  Variabein  weder  auf  lineare  Laplacesche 
Gleichungen,   noch   auf   die  Li on vi  11  e sehe  Gleichung   zurückfQhrbar   sjnd, 

Digitized  by  CjOOQiC 


162  Historisch -litterariß  che  Abteilung. 

lassen  sich,  ausgenommen  in  zwei  besonders  einfachen  Fällen,  znrtLckfiUiren 
auf  die  Form  <^t  >>  jj 

dxdy      dx^       ^       dy  ^  ''* 

wo  A  und  B  zwei  Funktionen  der  unabhängigen  Variabein  sind,  die  ge- 
wissen Bedingungen  genügen  müssen;  femer  kann  die  Integration  dieser 
Gleichung  zurückgeführt  werden  auf  diejenige  einer  solchen  von  Laplace, 

nämlich:  oj^  7>\^  a    7^» 

d*z    _  ^Ig^  dz        .j. 

cxoy  ex      cy 

lY.  Über  die  Torsion  der  Linien  doppelter  Krümmung  und 
die  Kurven  konstanter  Torsion.  Nachdem  Herr  Darbouz  auf  die 
wichtigen  unterschiede  zwischen  der  Krümmung  und  der  Torsion  der  Kurven 
doppelter  Krümmung  au6nerksam  gemacht  und  insbesondere  auf  die  Be- 
deutung des  Vorzeichens  der  Torsion  hingewiesen  hat,  giebt  er  die  Resultate, 
die  infolge  seiner  Anregung  im  I.  Bande  dieses  Werkes,  algebraische  Kurven 
mit  konstanter  Torsion  aufzusuchen,  erhalten  worden  sind.  So  verdankt 
man  den  Herren  Fahr 7  und  Fouche  eine  Kenntnis  mehrerer  solcher 
Kurven,  wenn  es  bis  jetzt  anch  noch  nicht  gelungen  ist,    alle  aufzufinden. 

V.  Über  die  Eulerschen  Formeln  und  die  Bewegung  eines 
festen  Körpers.  Die  Eulerschen  Formeln  werden  auf  geometrischem 
Wege  in  sehr  einfacher  Weise  abgeleitet,  wobei  sich  zugleich  unmittelbar 
die  geometrische  Bedeutung  der  in  ihnen  vorkommenden  Grössen  ergiebt 
Die  verschiedenen  endlichen  Bewegungen  werden  sodann  zurückgeführt  auf 
Drehungen  um  180^  (renversement)  verbunden  mit  ebenen  Inversionen; 
jede  Bewegung  einer  endlichen  Figur  lässt  sich  zusammensetzen  aus  zwei 
solcher  Drehungen  um  zwei  Gerade. 

VI.  Note  über  eine  Differentialgleichung  und  über  die  Spiral- 
flächen. Aus  den  Gleichungen  der  Spiralflächen  wird  deren  Differential- 
gleichung abgeleitet  und  an  Stelle  derselben  die  allgemeinere 

My'+2Nyy'+Ty''=l 

betrachtet  und  gezeigt ,  wie  man  sie  in  verschiedenen  Fällen  integrieren 
kann. 

Vn.  Über  die  Form  der  Krümmungslinien  in  der  Nähe  eines 
I^Tabelpunktes.  Die  Resultate  dieser  Note  sind  vom  Verfasser  im  Jahre  1883 
der  Akademie  mitgeteilt  worden.  Nimmt  man  den  Nabelpunkt  als  Ko- 
ordinaten-Anfang und  die  Tangentialebene  in  diesem  Funkte  als  XY-Ebene, 
so  lässt  sich  die  entstehende  Differentialgleichung  dadurch  vereinfachen, 
dass  man  zu  den  Polarreziproken  der  Integralkurven  übergeht.  Diese  ge- 
nügen der  Gleichung 

Der  besondere  Fall,  dass  der  Nenner  ^  0  ist,  wird  zunächst  ausgeschlossen, 
die  sich  ergebenden  ünterfälle  werden  diskutiert  und  die  gefundenen  Re- 
sultate  auf   die    Wellenfläche   angewendet,     wobei    sich    ergiebt,    dass   die 
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Srünunnngslinieu  derselben  in  der  Nähe  eines  Nabelpunktes  einer  Kurve 
10.  Grades  und  5.  Klasse  ähnlich  sind.  Sodann  erföhrt  auch  der  besondere 
Fall  eine  eingehende  Behandlung. 

VUL  Über  die  Asjmptotenlinien  und  die  Krümmungslinien 
der  Fresnelschen  Wellenfläche.  Die  Wellenfläche  wird  als  Apsidal- 
fläche  eines  EUipsoids  betrachtet.  Werden  entsprechende  Punkte  beider 
Flächen  analytisch  in  Verbindung  gebracht,  so  erhält  man  die  apsidale 
Transformation,  deren  Eigenschaften  entwickelt  werden.  Nach  Ableitung 
bekannterer  Eigenschaften  wird  gezeigt,  dass  die  Asymptotenlinien  der 
Wellenfläche  algebraische  Kurven  sind  (Sophus  Lie,  1870,  Comptes 
rendus)  und  dass  man  auf  ähnliche  Weise  auch  die  Asjmptotenlinien  der 
tetraedralen  Flächen  erhalten  kann.  Die  Gleichung  der  Krümmungslinien 
der  allgemeinen  Wellenfläche  ist  bis  jetzt  noch  nicht  gefonden,  doch  wird 
hier  die  Bestimmung  derselben  für  die  beiden  Spezialfälle  durchgeführt: 
1.  dass  die  Wellenfläche  die  Apsidalfläche  eines  elliptischen  Cjlinders  ist 
und  2.  dass  sie  wenig  von  der  Kugel  abweicht.  Da  die  Wellenflächen  der 
Kristalle  von  der  Kugel  wenig  verschieden  sind,  so  können  wir  ihre 
Krümmungslinien  mit  genügender  Genauigkeit  berechnen.  Aus  diesen  beiden 
Spezialfällen  ergiebt  sich  zugleich,  dass  die  Krümmungslinien  nicht  alge- 
braische Kurven  sind. 

IX.  Über  die  Caylejsche  Geometrie  und  über  eine  Eigen- 
schaft der  Flächen  mit  kreisförmigen  Erzeugenden.  Schon  aus 
der  Form  des  Linienelementes  in  Caylejscher  Geometrie  erkennt  man, 
dass  man  in  ihr  die  geodätischen  Linien  jeder  Fläche  zweiten  Grades  finden 
kann.     Das    Linienelement   der  Begelflächen   in    dieser  Geometrie    hat   die 

dS^=^  (lti^+  (Fcos^w  +  2Fi  cos M sin w  +  V^sin^u)dv, 

Da  die  Kegelflächen  durch  eine  Punkt -Transformation,  die  schon  am  Schlüsse 
des  3.  Bandes  behandelt  wurde,  in  solche  cyklische  Flächen  übergehen,  bei 
denen  die  erzeugenden  Kreise  auf  einer  festen  Kugel  senkrecht  stehen,  so 
können  von  diesen  gewisse  Eigenschaften  abgeleitet  werden,  von  denen 
einige  auf  alle  Flächen   mit    kreisförmigen  Erzeugenden    erweitert   werden. 

X.  Über  die  partiellen  Differentialgleichungen.  Diese  Note 
enthält  die  wesentlichsten  Punkte  einer  Arbeit,  welche  der  Herr  Verfasser 
im  VII.  Bande  (l.  Serie)  der  Annales  de  TEcole  Normale  im  Jahre  1870 
veröfFeatlicht  hat  und  ist  eine  Erweiterung  der  Cauchyschen  Methode  der 
Veränderung  der  Variabein  in  Verbindung  mit  der  Jacobischen  Integrations- 
methode. Das  Wesentliche  ist  also,  dass  für  Xy  y,  o?,  y^  [yo'^fi^^  y)] 
gesetzt  wird,  wo  y^  passend  zu  wählen  ist.  Während  durch  Differentiation 
diese  Methode  bei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  immer  zum  Ziele 
führt,  d.  h.  man  ebensoviel  Gleichungen  wie  Unbekannte  erhält,  ist  bei 
Gleichungen  höherer  Ordnung  die  Zahl  der  Gleichungen  immer  um  eine 
kleiner  als  die  der  Unbekannten.  Man  kommt  jedoch  auch  hier  zur 
Lösung,  wenn  eines  der  Gleichungssysteme  zu  zwei  integrabeln  Gleichungen 
führt,  die  kombiniert  werden. 
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XL  Über  die  Hilfsgleichung.  In  einem  Artikel  in  den  Comptes 
rendns  (XCVI.  Band)  vom  Jahre  1888  hat  Herr  Darboux  den  Begriff 
der  Hilfsgleichung  eingefiihrt,  von  dem  hier  das  Wesentliche  angegeben 
wird.  Wenn  man  in  einer  beliebigen  totalen  oder  partiellen  Differential- 
gleichung, die  eine  Funktion  z  einer  oder  mehrerer  unabhängigen  Variabeln 
definiert,  z  durch  z  +  Et/  ersetzt,  die  erhaltene  Gleichung  nach  Potenzen 
von  E  entwickelt  und  den  Koeffizienten  von  E  gleich  Null  setzt,  so  erhält 
man  eine  lineare  und  homogene  Differentialgleichung  in  Beziehung  auf  z\ 
welche  Herr  Darboux  die  Hilfsgleichung  der  gegebenen  nennt.  Dieser 
Begriff  lässt  sich  auch  auf  jedes  System  von  Differentialgleichungen  aus- 
dehnen. Man  erhält  ein  Hilfssystem,  welches  die  einer  Lösung  unendlich 
benachbarten  Lösungen  definiert.  Mit  Hilfe  dieser  Einführung  werden  zwei 
geometrische  Probleme  behandelt:  zu  einer  Fläche  alle  unendlich  benach- 
barten zu  suchen,  die  mit  der  gegebenen  eine  Familie  eines  dreifach  ortho- 
gonalen Systems  bilden,  und  alle  Flächen  zu  suchen,  die  auf  eine  gegebene 
Fläche  abwickelbar  sind.  Willgrod. 

Leopold  Kroneckers  Werke.  Herausgegeben  auf  Veranlassung  der  könig- 
lich preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  vouELHensel.  Zweiter 
Band.    Leipzig  1897.    540  S, 

Über  Plan  und  Anlage  des  hier  vorliegenden  Unternehmens  ist  bei 
Gelegenheit  der  Besprechung  des  ersten  Bandes  berichtet  worden.  Die  erste 
der  drei  Abteilungen,  in  welche  nach  dem  Willen  Eroneckers  seine 
zahlreichen  Abhandlungen  bei  der  Gesamtausgabe  eingegliedert  werden 
sollten,  enthält  die  zum  Gebiete  der  „allgemeinen  Arithmetik'^  gehörigen 
Untersuchungen;  der  nunmehr  erschienene  zweite  Band  bringt  diejenigen  Auf- 
sätze dieses  Gebietes  zum  Abdruck,  welche  in  die  Jahre  1875  bis  1885 
fallen,  während  ein  dritter  Band  die  erste  Abteilung  der  Werke  abschliessen 
und  die  ihr  beigegebenen  Zusätze  vereinigen  wird. 

Was  den  Lihalt  der  hier  aufs  neue  publizierten  Abhandlungen  angeht, 
so  beziehen  sie  sich  zu  einem  Teile  auf  Einzelprobleme;  so  enthält  der  Band 
z.B.  acht  Aufsätze  über  das  quadratische  Beziprozitätsgesetz,  dessen  ver- 
schiedenartige Beweise  zu  ergänzen,  zu  verbinden  und  zu  sichten  Ero necker 
bis  in  seine  letzten  Lebensjahre  nicht  müde  wurde,  und  die  grosse  Ab- 
handlung über  bilineare  Formen  mit  vier  Yariabelen,  in  welcher  er  seine 
neuen  Klassen zahlrelationen  von  der  Theorie  der  komplexen  Multiplikation 
der  elliptischen  Funktionen  loslöste  und  auf  rein  arithmetischem  Wege  be- 
gründete. Im  Mittelpunkte  aber  des  Bandes  steht  die  Festschrift  zu  Kummers 
fünfzigjährigem  Doktorjubiläum  (1881),  die  arithmetische  Theorie  der 
algebraischen  Grössen,  in  welcher  Kronecker  das  Fazit  seiner  Forscher- 
thätigkeit  zog  und  die  allgemeinen  Grundlagen  schuf,  auf  denen  es  mög- 
lich wird,  die  durch  ihre  Einfachheit  und  Strenge  ausgezeichneten  Methoden 
der  Zahlentheorie  zur  Ergründung  der  Eigenschaften  algebraischer  Zahlen 
und  Funktionen  anzuwenden;  seitdem  haben  zahlreiche  Arbeiten,  die  teils 
an   diese  Festschrift,   teils   an  die  anders  geprägten,   aber  gleich  gearteten 
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Gedankenreihen  Dedekinds  und  Webers  anknüpfen,  die  Frachtbarkeit 
dieser  Methoden  erwiesen.  In  unmittelbarem  Zusammenhange  mit  der  Fest- 
Schrift  stehen  schliesslich  eine  Reihe  kleinerer  in  dem  Bande  enthaltener 
Abhandlungen,  teils  vorbereitenden,  teils  ergänzenden  Inhalts,  unter  anderen 
auch  die  merkwürdige  Abhandlung  „Zur  Theorie  der  Formen  höherer  Stufen'^, 
deren  wahre  Bedeutung  neuerdings  durch  Arbeiten  von  Dedekind  (1892) 
und  Hurwitz  (1894)  in  helles  Licht  gerückt  worden  ist. 

Georg  Landsberg. 

S.  GuNDELFiNGER.  Tafelü  zur  Berechnung  der  reellen  Wnrzeln.  sSmt- 
licher  trinomischer  Gleichnngen.  Hinzugefügt  sind  vierstellige 
Additions-,  Subtractions-  und  Briggische  Logarithmen,  sowie  eine 
Interpolationstafel  für  alle  Differenzen  unter  Hundert.  Leipzig  1897, 
B.  G.  Teubner. 

Die  für  Astronomen  und  Techniker  bestimmten  Tafeln  sind  durch 
Ausbau  der  Gauss  sehen  Methode  entstanden. 

Wenn  es  sich  um  die  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  einer  trino- 
mischen  Gleichung:  ^«4.«  ^  ^^m  j.  ^  ^  q 

(e  und  f  positive  Eonstanten)  handelt,  so  genügt  es  offenbar,  die  positiven 
Wurzeln  aufzusuchen.  Trinomische  Gleichungen  mit  positiven  Wurzeln 
giebt  es  denmach  nur  zwei  Arten: 

Geichungen  mit  einem  Zeichenwechsel 

I)     a;"»+»+ea;'"— /*«=0,       H)     a;«»+«— Cic»»  — /*«  0, 

Gleichungen  mit  zwei  Zeichenwechseln 

Die  hier  gegebene  Methode  unterscheidet  sich  wesentlich  von  der  Gauss - 
sehen.  Schreibt  Gauss  vor,  mit  dem  isoliert  stehenden  Gliede  zu  dividieren 
und  die  so  entstehende  Relation  mit  der  Identität  cos*0  +  sin*0  =  1  zu 
vergleichen,  so  stellt  der  Verfasser  die  Begel  auf,  „das  Glied,  welches 
nicht  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  beiden  anderen  hat,  zu  isolieren,  mit 
irgend  einem  dieser  beiden  anderen  Glieder  zu  dividieren  und  die  so  ent- 
stehende Eelation  mit  1  +  10'*=' 10^  zu  vergleichen." 

Beispielsweise  giebt         ^m-f«^^^^^ 
nach  Division  mit  rc*"+«:        ^  _j_  ^^_(„4.«)^  g^_„ 

Setzt  man  /-x- ('«+")  =  10^,     ca;-«  =  10^ 

so   wird:  _  (^  ^  .^)l^g^  ^  log/-=  ^, 

—       n       loga;  +  löge  «  5, 


woraus 


B 1 —  Ä=  log  e i —  logf 


and  lof^f'-Ä        loge-B 

loga:  =  — 


-\-n  n 
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Es  kommt  also  lediglich  darauf  an,  zwei  zusammengehörige  Werte 
fftr  Ä  und  B  derart  zu  bestimmen,  dass  eine  Gleichung  der  Form 
A  —  (iB  =  c  oder  B  —  (lA  =  c  befriedigt  wird,  wobei  jii  einen  positiven 
echten  Bruch  bezeichnet     Diesem  Zwecke  dienen  die  vier  Tafeln  S.  4— 7. 

Vorausgeschickt  ist  auf  S.  1  eine  Tafel,  vermöge  deren  sich  unmittel- 
bar die  Aufgaben  lösen  lassen: 

1.  Gegeben  -ä  =»  log  J,  gesucht  B  «  log(l  +  5)  oder 

£-^-log(l  +  |); 

2.  Gegeben  B  *=  log(l  +  |),  gesucht  A  •==  logj. 

Auf  S.  2—3  ist  eine  Entwickelung  aller  echten  Brüche,  deren  Nenner 
kleiner  als  Hundert,  in  Dezimalbrüche  auf  zwei  Stellen  gegeben. 
Die  Methode  wird  noch  an  den  Zahlenbeispielen: 

aj'^— 5a;  — 4  =  0, 

ä'—  7«  —  7  =0, 

des  näheren  erläutert.  E.  Jahnkb. 

B.  Sporer.   Niedere  Analysis.   Sanmilung  Göschen.    Göschen,  Leipzig  1896. 
173  S.    M.0.80. 

Knapp  und  klar  geschrieben,  bietet  das  Buch  auf  engem  Baume  die 
Grundlagen  einer  Beihe  ausgewählter  Kapitel  der  niederen  Analysis. 

Im  ersten  Abschnitt  behandelt  der  Verfasser  die  Theorie  der  Ketten- 
brüche und  benutzt  sie  zur  Auflösung  der  diophantischen  Gleichungen  ersten 
Grades.  Auch  diophantische  Gleichungen  zweiten  Grades  werden  behandelt 
und  die  Feilsche  Gleichung  an  einigen  Beispielen  erläutert. 

Der  zweite  Abschnitt  bringt  das  Wesentliche  aus  der  Kombinations- 
lehre und  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Ausser  den  bekannten,  dem  Würfel- 
spiel entlehnten  Aufgaben  hätten  passend  noch  Beispiele  aus  der  kinetischen 
Gastheorie  hier  Platz  finden  köimen. 

Der  Verfasser  geht  dann  zu  den  Reihen  über  und  bespricht  im  dritten 
Abschnitt  die  arithmetischen  Reihen  höherer  Ordnung,  die  verschie- 
denen Arten  figurierter  Zahlen  und  den  Begriff  der  Interpolation,  wo  die 
Lagrange  sehe  Interpolationsformel  ihre  Stellung  findet.  Im  nächsten  Ab- 
schnitt folgen  die  Konvergenzbetrachtungen  für  unendliche  Reihen,  die 
Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten,  der  allgemeine  binomische  Lehr- 
satz, die  Exponentialreihe,  die  trigonometrischen,  hyperbolischen  und  cyklo- 
metrischen  Funktionen,  unendliche  Reihen  fSr  die  Ludolphsche  Zahl, 
unendliche  Produkte  für  sina;  und  cosa;,  der  Cotessche  Satz  und  interessante 
trigonometrische  Reihen,  auf  deren  Bedeutung  fOr  die  Theorie  des  Dreh- 
stroms der  Verfasser  hätte  hinweisen  können. 

Der  letzte  Abschnitt  bringt  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  algebra* 
ischen   Gleichungen,    sowie  mehrere    Metboden    für    die    algebraische    Anf- 
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lösong  der  Gleichungen  vierten  Grades,  von  denen  allerdings  eine  genügt 
hätte,  und  endlich  die  bekanntesten  Methoden  zur  näherongsweisen  Auf- 
lösung der  Gleichungen. 

Das  Buch  eignet  sich  fOr  den  Schulgebrauch  sowohl  wie  fOr  das 
Einzelstudium,  insbesondere  dürfte  es  dem  angehenden  Techniker,  dessen 
mathematische  Kenntnisse  an  das  Niveau  der  Untersekunda  einer  Yollanstalt 
bezw.  Prima  einer  Realschule  heranreichen,  zur  Weiterbildung  zu  empfehlen 

^^^'  E.  Jahnkb. 

F.  Bendt.      Eatechismns    der    Differential-    nnd    Integralrechnung. 

Leipzig  1896,  J.  Weber.    267  S.    M.  3, 

Der  Verfasser  hat  den  Versuch  gemacht,  ein  Mittelding  zu  schaffen 
zwischen  den  vollständigen  Lehrbüchern,  welche  die  Elemente  der  Differential- 
und  Integralrechnung  in  mathematischer  Strenge  entwickelt  darbieten,  und 
jenen  Schriften,  die  auf  wenigen  Bogen  eine  Vorstellung  von  dem  Wesen 
der  Infinitesimalrechnung  erwecken  wollen.  Den  ersteren  entlehnt  der  Kate- 
chismus die  wichtigsten  Methoden  und  Anwendungen,  mit  den  letzteren  hat 
er  den  Verzicht  auf  strenge  Beweisführung  gemein. 

Ein  Blick  in  das  Inhaltsverzeichnis  lässt  die  Reichhaltigkeit  des 
Katechismus  erkennen.  Ein  vorbereitender  erster  Teil  bringt  den  gewöhn- 
lichen binomischen  Lehrsatz  und  Methoden  zur  Entwickelung  geschlossener 
Ausdrücke  in  unendliche  Reihen.  Hierbei  ist  dem  Verfasser  auf  Seite  11 
ein  Versehen  untergelaufen,  wenn  er  ansetzt 

1«  +  2«  ^  3«  ^  4«  ^  "^  ^  4   ^   8   ^  16  ^ 

xmd  fortfährt:    „Wie  man  hier  sofort  sieht,   ist   diese  Beihe    vom   zweiten 

Gliede  an  eine  geometrische  Reihe  mit  dem  Quotienten  --^'     Auch  dürfte 

die  Übersetzung  von  transscendent  mit  „unendlich ^^   keine  zutreffende   sein. 

Der  zweite  Teil  handelt  von  der  Differentialrechnung.  Nach  einem 
einleitenden  Kapitel  über  den  Grenzbegriff  und  den  Begriff  der  Stetigkeit 
entwickelt  der  Verfasser  den  Begriff  des  ersten  und  der  höheren  Differential- 
quotienten und  erläutert  deren  Bildungsgesetz  an  einer  grossen  Reihe  von 
Beispielen.  Hieran  schliessen  sich  die  Reihen  von  Taylor  und  Mac  Laurin 
mit  Anwendung  auf  die  bekanntesten  transscendenten  Funktionen.  Ein 
weiteres  Kapitel  ist  der  Bestimmung  des  wahren  Wertes  einer  Funktion 
gewidmet,  die  für  einen  speziellen  Wert  der  Variablen  in  unbestimmter 
Form  erscheint.  Ein  Kapitel  vom  Maximum  und  Minimum  der  Funktionen 
bildet  den  Übergang  zu  Anwendungen  der  Differentialrechnung  auf  die 
Untersuchung  der  Kurven. 

Der  dritte  Teil,  die  Integralrechnung,  enthält  die  Integration  rationaler 
Funktionen,  die  teilweise  Integration  und  eine  Tabelle  der  wichtigsten  un- 
bestimmten Integrale;  einfache  bestinmite  Integrale,  geometrische  Anwen- 
dungen der  Integralrechnung  (Quadratur  und  Rektifikation  der  Kurven, 
Oberflächen-  und  Inhaltsbestimmung   der  Rotationskörper),  vielfache  Inte- 
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grale,  die  Integration  von  Differentialgleichungen  erster  und  höherer  Ord- 
nung sowie  ein  Kapitel  über  die  komplexen  Zahlen  und  die  Moiyresche 
Formel.  Auch  dieser  Teil  bietet  eine  Fülle  von  Beispielen  zur  Erläuterung 
der  Lehrsätze  und  allgemeinen  Betrachtungen. 

Der  Katechismus  soll  nach  der  Absicht  des  Verfassers  der  Praxis 
dienen.  „Er  wendet  sich  an  Leser,  die  die  Mathematik  nur  als  Mittel  für 
ihren  besonderen  Zweck  betreiben."  Und  diesen  Kreisen  dürfte  das  Buch 
in  der  That  gute  Dienste  leisten.  ji  jA^jr^g 


K.  KoppES  Arithmetik  und  Algebra  zum  Gebrauche  an  höheren  Unter- 
richtsanstalten, neu  bearbeitet  von  J.  Diekmann.  13.  Auflage.  IL  TeiL 
Bädeker,  Essen  1897.    204  S.    M.  2. 40. 

Die  sachliche  Seite  der  Bearbeitung  ist  fast  durchgftngig  eine  neue 
und  selbständige  geworden.  So  hat  der  Herausgeber  der  „Anwendungen 
der  Determinanten  und  Elemente  der  neueren  Algebra'^  die  Lehre  Yon  den 
Gleichungen  zweiten  und  höheren  Grades  erweitert  und  Yertieffc,  namentlich 
auch  nach  derjenigen  Richtung  hin,  in  welcher  sie  ffir  die  analytische 
Geometrie  in  Betracht  kommt.  Die  numerische  Auflösxmg  der  Systeme 
zweier  bezw.  dreier  linearer  Gleichungen  mit  Hilfe  von  Determinanten 
möchte  auch  Referent  als  die  praktisch  brauchbarste  empfehlen.  Zur  Ein- 
übung der  Auflösungsmethoden  für  Systeme  zweier  bezw.  dreier  Gleichungen 
zweiten,  dritten,  vierten  Grades  bringt  der  Verfasser  eine  Reihe  interessanter 
Beispiele  bei.  Eines  derselben  erinnerte  Referenten  an  ein  elegantes 
Gleichungssystem,  das  ihm  vor  Jahren  begegnete.     Es  lautet: 

y^rrS^^=«*     (Ä..,^  =  1.2,3;2,3,l;3,l,2). 

Auf  die  beiden  ersten  Abschnitte,  welche  den  Gleichungen  gewidmet 
sind,  folgt  ein  Abschnitt  über  die  geometrischen  Reihen  mit  Anwendung 
auf  die  Zinseszins-  und  Rentenrechnung.  Besonders  ausführlich  wird  hier 
über  die  Tilgung  von  Schuldsummen,  über  die  Ausgabe  und  Verlosong 
von  Schuldscheinen  gehandelt.  Der  vierte  Abschnitt  enthält  die  arithmetischen 
Reihen  erster  und  höherer  Ordnung  mit  Anwendung  auf  die  Kugelhaufen. 
Beiden  Abschnitten  sind  eine  Reihe  von  Übungsaufgaben  angehängt. 

Im  fünften  Abschnitt  bespricht  der  Verfasser  den  binomischen  Lehrsatz 
für  positive  ganze  Exponenten,  die  Exponentialreihe,  die  Darstellung  der 
komplexen  Zielen  und  die  logarithmische  Reihe.  Dabei  finden  die  Auf- 
lösung der  binomischen  Gleichung  x^'=l  und  die  Berechnung  der  Lu- 
dolphschen  Zahl  ihre  Erledigung.  Auch  hier  bieten  zahlreiche  Übungen 
dem  Schüler  Gelegenheit  teils  zur  Einprägung  des  Erlernten,  teils  zur  Auf- 
findung neuer  Wahrheiten. 

Ein  Anhang  zu  dieser  ersten  Abteilung  bringt  die  kombinatorischen 
Rechnungen  und  deren  Zusammenhang  mit  dem  binomischen  Lehrsatz,  die 
Lehre   von   den  Kettenbrüchen   sowie   die  Eul ersehe  und  die  Lagrange« 
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sehe  Aoflösungsmethode  der  diophantischen  Gkichnngen  nebst  Übungs* 
material. 

Die  zweite  Abteilung  bringt  in  zwei  Abschnitten  ausfObrlich  die  Aaf* 
lösong  der  kubischen  und  biquadratischen  Gleichungen,  und  sodann  die 
Aoflösong  der  numerischen  Gleichungen  höherer  Grade.  Dort  geht  der 
Verfasser  auf  den  Begriff  der  Discriminante  und  den  der  Besolvente  genauer 
ein;  hier  kommen  nach  einander  Gleichungen  mit  rationalen  und  solche 
mit  irrationalen  Wurzeln  zur  Behandlung.  Für  die  Ermittelung  der  letzteren 
ist  die  Newtonsche  Annäherungsmethode  gewählt. 

Ein  letzter  Abschnitt  handelt  Yon  den  extremen  Werten  einer  Funktion. 
Nachdem  für  eine  Reihe  spezieller  typischer  Funktionsformen  die  Grenzwerte 
abgeleitet  worden  sind,  geht  der  Verfasser  zur  allgemeinen  Behandlung  des 
Maximum-  und  Minimumproblems  über.  Den  Beschluss  bilden  eine  Fülle 
lehrreicher  Aufgaben  aus  der  Planimetrie,  Stereometrie  und  Physik. 

E.  Jahnke. 

W.  Winter,  AlgeCra.  Lehrbuch  mit  Aufgabensammlung  für  Schulen. 
Zweite  Auflage.     Th.  Ackermann,  München  1895.    318  S. 

Lehrbücher  sind  für  den  Unterricht  in  der  Algebra  überflüssig,  wohl  aber 
sind  Aufgabensammlungen  mit  Vorteil  zu  yerwenden.  Die  neueren  Samm- 
lungen, an  denen  nicht  gerade  Mangel  herrscht,  zeigen  die  Einrichtung, 
dass  den  einzelnen  Abschnitten  eine  kurze  Darstellung  der  algebraischen 
Gesetze  und  womöglich  yollständig  durchgefGihrte  Übungsbeispiele  voran- 
gestellt sind.  Auch  der  Verfasser  des  vorliegenden  Lehrbuches  hat  diese 
Einrichtung  getroffen.  Zu  den  schwierigeren  Angaben  sind  am  Schluss 
jedes  Abschnittes  die  Resultate  beigefügt.  Die  Beispiele  sind  nach  der  An- 
gabe des  Verfassers  von  ihm  selbst  gefertigt  und  im  Unterricht  auf  ihre 
Brauchbarkeit  geprüft.  Lisofem  muss  auch  diese  Sammlung  wie  jede, 
welche  neue  Aufgaben  bietet,  als  wertvoll  bezeichnet  werden. 

E,  Jahkke. 

E.  Schultz,  Vierstellige  mathematische  Tabellen  im  eogen  Anschluss 
an  die  mathematischen  Tabellen  der  technischen  Kalender.  Baedeker, 
Essen  1896.    80  S.    M.  0. 80. 

„Der  Verfasser  ist  der  Überzeugung,  dass  die  sichere  Kenntnis  des 
Gebrauches  der  mathematischen  Tabellen  in  den  technischen  Kalendern  dem 
Schüler  auch  später  in  der  Praxis  von  grossem  Werte  sein  wird.  Da  nun 
aber  der  kleine  Druck  der  Kalendertabellen  bei  den  vielfach  anzustellenden 
Übungen  die  Sehkraft  der  Schüler  wesentlich  beeinträchtigt,  soll  durch  die 
Herausgabe  dieser  Tabellen  in  erster  Linie  die  Schonung  des  Auges  be- 
zweckt werden.'^  Das  Bestreben,  einen  möglichst  engen  Anschluss  an  die 
Einrichtung  der  Kalendertabellen  zu  erreichen,  hat  den  Verfasser  zu  einer 
von  anderen  Tabellen  abweichenden  Ablesung  von  Grad  und  Minuten 
geführt. 

HUt.-Utt.  Abt.  d.  Zeitichr.  f.  Math.  u.  Phys.  48.  Jahrg.  1898.  4.  u.  5.  Heft.  [Jäitized  by  GoOQIc 
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Die  Tabellen  erscheinen  in  zwei  Ausgaben,  mit  tind  ohne  Anleitung. 
In  der  Anleitung  erläutert  der  Verfasser  an  25  interessanten  Beispielen  aus 
der  Praxis  die  Art  der  Benutzung  seiner  Tabellen  sowie  der  mathematischen 
Tabellen  der  technischen  Kalender. 

Auf  diese  Beispiele,  die  zum  Teil  des  Verfassers  „Leitfaden  der  Körper- 
berechnung für  gewerbliche  Schulen  sowie  zum  Selbstunterricht  für  den 
Maschinenteclmiker"  entlehnt  sind,   möchte  Beferent  besonders  aufmerksam 

°^*®^®°-  E.  Jahnke. 

P.  Treutlein.    Vierstellige  logarithmische  irad  goniometrische  Tafeln 

nebst  den  nötigen  Hilfstafeln.    Vieweg,    Braunschweig  1896.    72  S. 
M.  0.  60. 

Als  Vertreter  der  Ansicht,  dass  dem  mathematischen  Unterricht  der 
Mittelschule  am  besten  durch  vierstellige  Logarithmentafeln  gedient  ist,  hat 
der  Verfasser  hier  auf  Grund  langjähriger  Schulerfahrung  eine  solche  Tafel 
angefertigt.  Zwar  sind  deren  schon  mehrere  vorhanden,  die  durch  billigen 
Preis,  passendes  Format,  deutlichen  Druck,  Übersichtlichkeit  der  Anordnung 
U.S.W.  in  gleicher  Weise  ausgezeichnet  sind.  Die  neue  Tafel  aber  soll  „das 
so  sehr  aulhaltende  Interpolieren  ganz  unnötig  machen  oder  auf  das  aller- 
geringste Maß  herabdrücken,  um  so  die  rasch  fördernde  Benutzung  der 
Tafel  als  eines  Rechenknechtes  zu  ermöglichen."  ji   Ja^jt^« 


M.  Kröoer.  Die  Planimetrie  in  ausführlicher  Darstellung  und  mit  be- 
sonderer Berücksichtigung  neuerer  Theorien.  Nebst  einem  Anhange 
über  Kegelschnitte.     0.  Meissner,  Hamburg  1896.    511  S.    M.  8. 

Der  Verfasser  erhebt  den  Anspruch,  im  vorliegenden  Buch  „ein  klares 
System  aller  irgend  erheblichen  und  lemens werten  planimetrischen  Wahr- 
heiten zu  geben"  für  diejenigen,  welche  „sich  mit  der  gewöhnlichen  schul- 
gemessen,  durch  mancherlei  Bücksichten  und  Henunnisse  beschränkten  Be- 
handlung nicht  begnügen  können  und  wollen." 

Um  zu  beurteilen,  ob  dieser  etwas  pomphaften  Ankündigung  die  Aus- 
führung entspricht,  wird  es  nötig  sein,  auf  das  Werk  näher  einzugehen. 

Bei  dem  angedeuteten  Standpunkt  des  Verfassers  überrascht  zunächst 
die  schwerfällige  Breite,  in  der  wenigstens  die  ersten  Kapitel  gehalten  sind. 
Wo  eine  passende  Definition  hingereicht  hätte,  um  unmittelbar  den  Lehr- 
satz zu  erhalten,  finden  sich  langathmige  Beweise,  die  wom'^glich  noch  die 
Algebra  zu  Hilfe  rufen.  Wo  an  sich  einfache  Verhältnisse  vorliegen,  führt 
der  Verfasser  neue  Bezeichnungen  ein,  welche  den  doch  wohl  erstrebten 
Zweck  der  Zusammenfassung  und  Vereinfachung  jedenfalls  nicht  erfüllen. 
Bei  der  Lektüre  dieser  Kapitel  kamen  dem  Referenten  die  Worte  in 
den  Sinn,  welche  Herr  Bertram  bei  der  Besprechung  einer  neuerdings 
erschienenen  Didaktik  des  mathematischen  Unterrichts  der  gegenwärtigen 
Lehrergeneration   zugerufen   hat:    „So   ist   es   erklärlich,  dass  der  Anfang 
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den  Anfängern  Betrachtungen  zumutet,  für  welche  das  Interesse  erst  er- 
zwungen werden  muss;  dass  das  jugendlich  naive  Hantieren  mit  Rechen- 
operationen and  geometrischen  Konstruktionen  früher  durch  Zweifel  und 
logische  Sicherungen  unterbrochen  wird,  als  bis  die  Stellen  erreicht  werden, 
wo  sie  unvermeidlich  sind  und  dem  nun  in  Anschauungen  tmd  Erfahrungen 
gereifteren  Geiste  als  das  klar  werden,  was  sie  sind,  nämlich  die  ersten  Offen- 
barungen der  eigentlich  mathematischen  Ideen.  . . .  Sollte  aber  nicht  der  ganze 
mathematische  Kursus  des  Oymnasiums  als  ein  propädeutischer  anzusehen 
sein,  und  würde  nicht  eine  betrachtliche  Zahl  von  abstrakten  Deduktionen 
auf  ein  späteres  Lebensalter  verschoben  werden  können,  wenn  man  die  Er- 
ziehung der  Schüler  zu  wirklich  strenger  Wissenschaftlichkeit  so  anlegt, 
dass  man,  was  historisch  den  Mathematikern  erst  nach  der  Entstehung  der 
einzelnen  Zweige  ihrer  Wissenschaft  zur  vollen  Erkenntnis  gekommen  ist, 
auch  den  Schülern  erst  am  Ende  ihrer  Schullaufbahn  in  einem  Bückblick 
zum  Bewusstsein  zu  bringen  suchte?^'  (Zeitschrift  für  Gjnmasialwesen  II, 
538—541.) 

Aber  auch  sonst  noch  bieten  die  ersten  Kapitel  Anlass  zu  Ausstellungen. 
So  bemüht  sich  der  Verfasser  in  der  Einleitung  —  natürlich  vergebens  — , 
eine  Definition  der  geraden  Linie  und  der  Ebene  aufzustellen,  er  übersieht, 
dass  der  Begriff  der  Richtung  denjenigen  der  geraden  LiniQ  involviert. 
Dieselbe  Unklarheit  bezüglich  des  Richtungsbegriffs  beherrscht  die  Parallelen- 
theorie des  ersten  Abschnitts.  Der  zweite  Abschnitt  trägt  die  Überschrift 
„Entstehung  und  allgemeine  Eigenschaften  geradliniger  Flächen ^^  Als 
„geradlinige  Flächen"  bezeichnet  der  Verfasser  ebene,  von  geraden  Linien 
begrenzte  Figuren! 

Kann  hiemach  Referent  sich  mit  der  Darstellung  in  den  einleitenden 
Kapiteln  nicht  einverstanden  erklären,  so  möchte  er  das  Anerkennenswerte 
in  einzelnen  der  nun  folgenden  Abschnitte  um  so  mehr  hervorheben. 

Dahin  gehört  sogleich  der  dritte  Abschnitt,  wo  der  Verfasser  ausführ- 
lich den  Symmetriebegriff  behandelt,  um  ohne  Hilfe  der  Kongruenzsätze 
eine  grosse  Reihe  von  Eigenschaften  der  Dreiecke  und  Vielecke  herzuleiten. 

Allerdings  muss  auch  hier  bemerkt  werden,  dass  von  den  eingeführten 
Bezeichnungen  ein  Teil  entbehrlich  ist.  Die  vorgeschlagenen  Zeichen  für 
centrale  und  axiale  Symmetrie  erscheinen  dem  Referenten  nicht  einfach 
genug,  um  auf  Einführung  hoffen  zu  können. 

Der  vierte  Abschnitt  bringt  die  bekannten  Methoden  zur  geometrischen 
Konstruktion  von  Dreiecken  und  Vierecken,  der  fünfte,  welcher  sich  ver- 
schiedentlich an  das  ausgezeichnete  „Lehrbuch  der  Geometrie  von  A.  Kunze '^ 
anlehnt,  die  Inhaltsbestimmung  „geradliniger  Flächen.^^  Hier  ninunt  der 
Verfasser  Oelegenheit,  am  Quadrat  das  Verhältnis  zweier  inkommensurabler 
Strecken  klar  zu  legen.  Er  fährt  dann  S.  143  fort:  „Ein  solches  nicht 
absolut  genau  anzugebendes  Verhältnis  heisst  irrationa^^  Der  Ver- 
fasser übersieht  den  Unterschied  der  irrationalen  von  den  transscendenten 
Grössen,  was  in  dem  Kapitel  „Kreisberechnungen  und  Näherungskon- 
stmktionen'^  noch  klarer  zu  Tage  tritt,  wo  n  als  Irrationalzahl  hinbestellt   , 
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wird  (8.  394).  Infolgedessen  weisen  auch  die  sonst  reichlichen  historischen 
Notizen   an   dieser  Stelle   eine  Lücke  auf. 

Es  folgt  der  sechste  Abschnitt,  die  Kreislehre  umfassend.  Die  Dar- 
stellung unterscheidet  sich  von  der  gebräuchlichen  dadurch,  dass  der  Ejreis 
als  symmetrische  Figur  behandelt  wird,  und  dass  ein  Teil  der  Sätze  nach 
dem  Prinzip  der  Dualität  angeordnet  ist.  Die  beigefügten  „Sätze  und  Auf- 
gaben zur  Übung"  (es  sind  deren  311)  geben  dem  Verfasser  Veranlassung, 
die  mannigfachen  Beziehungen  an  der  p- Figur  ausföhrlich  darzulegen. 
Vielleicht  entschliesst  sich  der  Verfasser  in  einer  nächsten  Auflage,  die 
knappen  Ausdrücke  In-,  Um-  und  Ankreis  aufzunehmen. 

Die  beiden  nun  folgenden  Abschnitte  gehören  zu  den  besten  des 
ganzen  Werkes.  In  ihnen  kommt  ausser  dem  gewöhnlichen  Schulpensum 
ein  Teil  der  wesentlichen  Ergebnisse  neuerer  Untersuchungen  zur  Darstellung, 
besonders  ausführlich  das  wichtige  Punkt-  und  Strahlengebilde,  die  Potenziali- 
tät  und  Ähnlichkeit  der  £[reise,  die  Lehre  von  den  Ereisbüscheln  und  im 
Anschluss  hieran  das  Wichtigste  über  Punkt-  und  Strahlensysteme.  Als 
Scbluss  des  achten  Abschnittes  hat  der  Verfasser  neben  dem  Problem  des 
ApQllonius  auch  das  Malfattische  aufgenommen  und  von  diesem  eine 
elementare  Lösung  gegeben,  deren  Ausgangspunkte  sich  nach  der  Angabe 
des  Verfassers  in  Jalius  Petersen  „Methoden  und  Theorien"  finden. 

Dem  siebenten  wie  dem  achten  Abschnitt  sind  wieder  zahlreiche 
„Sätze  und  Aufgaben  zur  Übung"  angehängt,  unter  denen  besonders  die 
zum  letzteren  gehörige  Sammlung  hervorgehoben  zu  werden  verdient. 

Den  metrischen  Belationen  am  Dreieck  und  Viereck,  welche  schon 
der  fünfte  Abschnitt  beigebracht  hat,  reihen  sich  im  neunten  Abschnitt 
solche  für  die  Kreispoljgone  an. 

Der  zehnte  Abschnitt  bietet  einige  isoperimetrische  Sätze  und  Auf- 
gaben und  der  elfte  das  wesentliche  aus  der  „algebraischen  Analysis  bei 
geometrischen  Konstruktionen".  Im  letzten  Abschnitt  hat  der  Verfasser 
zunächst  ausführlich  die  Kreispolarität  behandelt  und  sodann  versucht,  das 
Prinzip  der  reziproken  Badien  und  die  Kreisverwandtschaft  „in  einer  Weise 
darzustellen,  die  davon  überzeugen  möchte,  dass  diese  Materie  sich  ohne 
zu  grosse  Ansprüche  an  die  Fassungskraft  der  Durchschnittsschüler  be- 
wältigen lasse  und  sehr  wohl  zur  Aufnahme  in  das  wiederholende  und  er- 
weiternde Pensum  oberer  Klassen  geeignet  wäre." 

Der  Anhang  bringt  das  Wichtigste  über  die  Kegelschnitte.  Nachdem 
zuerst  die  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  als  geometrische  örter  behandelt 
und  besonders  auf  metrische  Eigenschaften  hin  untersucht  worden  sind, 
werden  sie  als  Kreisprojektionen  durch  Punkte  und  Tangenten  bestimmt. 
Die  wichtigsten  Sätze  über  Polarität  und  Involution  schliessen  sich  an. 

Zum  Schluss  möchte  Eeferent  noch  seine  Zustimmung  zu  dem  ab- 
lehnenden Standpunkt  des  Verfassers  bezüglich  der  Frage  ausdrücken,  ob 
die  hypereuklidischen  Untersuchungen  in  dem  Lehrplan  der  Schule  eine 
Stelle  finden  sollen.    Es  erledigt  sich  diese  Frage  aus  der  aUgemeinen  Er^ 

Digitized  by  CjOOQIC 


Rezensionen.    Bibliographie.  173 

wägung,    dass   fOr  den  Schulontemclit  der   Schwerpunkt  auf  das  Können 
und  nicht  auf  das  Kennen  gelegt  werden  muss. 

Zusammenfassend  möchte  Referent  hiemach  sein  Urteil  über  das  Buch 
dahin  abgeben,  dass  es,  von  den  gerügten  Mängeln  abgesehen,  in  mancher 
Hinsicht  eine  Bereicherung  der  Lehrbuch -Litteratur  über  Planimetrie  bildet. 

E.  Jahnke. 
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S.  Li£.  Geometrie  der  BertUtrangstransformationeii.  Dargestellt  yon 
S.  LiE  und  G.  ScHEFPERS.  1.  Bd.  XI  und  694  S.  Leipzig  1896, 
B.  G.  Tenbner. 

Die  analytische  Theorie  der  Lieschen  Berühmngstransformationen  hat 
ihre  Darstellung  im  zweiten  Bande  der  von  Lie  und  Engel  herausgegebenen 
„Vorlesungen  über  endliche,  kontinuierliche  Transformationsgruppen"  ge- 
funden; man  sehe  die  Besprechung  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  39,  1894, 
S.  95  flg.  Wir  können  uns  daher,  dem  Titel  des  vorliegenden  Bandes 
entsprechend,  im  wesentlichen  auf  die  geometrischen  Auffassungen  und  An- 
wendungen der  Theorie  beschränken;  übrigens  wird  die  letztere  als  solche 
auch  hier  noch  einmal  in  ihren  Grundzügen  entwickelt. 

Um  gleich  das  Haupturteil  vorwegzunehmen,  so  scheint  uns  gerade 
dieses  Werk,  wie  kein  anderer  Band  der  ganzen  Serie,  geeignet.  Anfanger 
in  das  Liesche  System  einzuführen:  wir  möchten  sogar  noch  einen  Schritt 
weiter  gehen  und  es,  namentlich  im  Interesse  der  Geometer,  fast  bedauern, 
dass  der  vorliegende  Band  nicht  gleich  als  erster  erschienen  ist. 

£s  handelt  sich  um  eine  erweiterte  Wiedei^abe  der  inhaltsreichen  Ab- 
handlungen Lies  zumeist  aus  dem  Anfang  der  siebziger  Jahre  über  Be- 
rührungstransformationen. Man  erkennt  deutlich,  wie  Lie  vom  Beginn 
seiner  wissenschaftlichen  Th'ätigkeit  an  von  der  Anschauung  durchdrungen 
war,  „dass  sich  Analjsis  und  Geometrie  ebenso  wie  früher  auch  in  unserer 
Zeit  gegenseitig  stützen  und  mit  neuen  Ideen  bereichem  sollen."  Man 
beobachtet,  aus  welchen  Anschauungsquellen  heraus  sich  beim  Verfasser 
die  Keime  zu  seinen  neuen  und  umfassenden  Ideen  gebildet  und  entwickelt 
.  haben,  was  auf  einen  historisch  veranlagten  Leser  unzweifelhaft  anregender 
wirkt,  als  ein  systematischer  Aufbau  der  Theorie,  so  wichtig  ein  solcher 
a/i  sich  sein  mag. 

Das  Buch  gliedert  sich  in  drei  grössere  Abschnitte. 

Der  erste  behandelt  die  Lehre  von  den  Linienelementen  (kürzer  „L.E.") 
in   der  Ebene   nebst   den  zugehörigen  Berührungstransformationen    (kürzer 

„B.T"). 

Der  zweite  und  dritte  Abschnitt  nehmen  die  Erweiterung  auf  den 
Raum  in  Angriff,  die  in  doppelter  Weise  vor   si^h    geht:    der   zweite  Ab- 

Hist.  - Utt.  Abt.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  n.  Fbys.  48.  Jahrg.  1898.  6.  Heft  1^        /-^  T 
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schnitt  fahrt  in  die  Lehre  von  den  L.  E.  im  Baume  ein,  der  dritte  in  die 
von  den  Flächenelementen  (kürzer  „F,  E.").  Die  B.  T.  des  Baumes  bleiben 
im  wesentlichen  einem  zweiten  Bande  vorbehalten. 

Der  erste  Abschnitt  beginnt  zweckmässig  mit  einer  Anzahl  klassischer 
geometrischer  Transformationen,  die  sich  als  B.  T.  einer  Ebene  in  sich, 
respektive  einer  Ebene  in  eine  andere  auffassen  lassen. 

Dahin  gehören  die  Orthogonalprojektion  einer  Ebene  auf  eine  zweite, 
die  allgemeine  ebene  projektive  Punkttransformation  und  die  ebene  Inversion. 
Es  sind  das  „uneigentliche''  B.  T.  der  Ebene.  Zunächst  ordnen  sie  nur 
je  einem  Punkte  P  der  Ebene  einen  Punkt  P'  zu;  da  aber  wegen  der 
Stetigkeit  der  Transformationen  auch  jedem  zu  P  benachbarten  Punkte  Q 
ein  zu  P'  benachbarter  Punkt  Q*  entspricht,  mithin  auch  jeder  Fort- 
^chreitungsrichtung  dxirch  P  eine  bestimmte  Fortschreitungsrichtung  durch  Q^ 
so  wird  auch  jedem  Punkt  und  einer  durch  ihn  gehenden  Geraden  ein 
anderer  Punkt  nebst  einer  durch  ihn  gehenden  Geraden  korrespondieren, 
oder,  nach  Lie,  ein  L.E.  einem  L.  E.  Die  beiden  entgegengesetzten  Bich- 
tungen  einer  Geraden  werden  hierbei  nicht  auseinandergehalten  (s.  u.).  Ana- 
lytisch ergiebt  sich  sofort,  wenn 

1)  a;i  =  X(ir,«/),     yi  =  Y(x,y) 

die  Punkttransformationen  darstellen,  durch  „Erweiterung''  die  Transformation 
der  Bichtungen: 

und  die  X^  etc.  die  bezüglichen   partiellen  Differentialquotienten  bedeuten. 

Dass  die  neue  Auffassung  bereits  manche  Vorteile  bietet,  dafür  mag 
die  Inversion  als  Beispiel  dienen;  die  übliche  Ausnahme  in  der  Zuordnung 
von  Pol  0  und  der  unendlich  fernen  Geraden  u  föllt  jetzt  fort,  da  dem 
Pol  0  und  einer  durch  ihn  gehenden  Bichtung  (Geraden)  ein  bestimmter 
Punkt  auf  t/,  also  auch  hier  ein  L.E.  einem  L.E.  entspricht. 

Man  hätte  freilich  auch  die  Punkttransformation  1)  mit  irgend  einem 
von  2)  verschiedenen  Zuordnungsprinzip  für  die  Bichtungen  kombinieren 
können,  gegenüber  all  diesen  zusammengesetzten  Transformationen  ist  die 
durch  1),  2)  festgelegte  offenbar  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  die  L.  E. 
eiaer  Kurve  wiederum  in  die  L.E.  einer  Kurve  überführt. 

Als  Beispiele  für  „eigentliche"  B. T.  der  Ebene  —  die  nicht  durch 
Erweiterung  einer  Punkttransformation  entstehen  —  dienen  die  Dilatation, 
die  Fusspunkttransformation ,  die  Transformation   durch    reziproke   Polaren. 

Hier  geht  zwar  auch  jedes  L.  E.  einer  Kurve  in  ein  ebensolches  über, 
aber  die  L.E.  eines  Punktes  verwandeln  sich  im  allgemeinen  nicht  wieder 
in  die  eines  Punktes,  sondern  in  die  einer  Kurve.  Man  wird  so  darauf 
geführt,  einen  Begriff  aufzustellen,  der  die  Begriffe  „Punkt"  und  „Kurve", 
und  nur  diese  umfasst:  das  ist  der  „Elementverein",  analytisch  eine  solche 
oo^  Schar  von  L.  E.,  die  der  „speziellen  Pf  äff  sehen  Gleichung": 

Digitized  by  CjOOQiC 


Bezensionen.  179 

3)  dp—pdx^O 

genügen.  Auch  die  Theorie  der  gewöhnlichen  Differentialgleichangen 
erster  Ordnung  F{x^y^p)  '^  0  führt  von  selbst  darauf:  eine  solche  Gleichung 
integrieren  heisst  nichts  anderes  als  alle  Elementyereine  zu  bestinunen,  deren 
Elemente  F ^0  erföllen. 

Eine  B.  T.  der  Ebene  ist  damit  definiert  als  eine  solche  Transformation 
der  L.E.  (x^y^p)^  die  jeden  Verein  von  Elementen  {x^y^p)  in  einen 
Verein  {xi^yi^P^  überführt.  Analytisch  ist  dazu  das  Bestehen  einer 
Identität 

4)  dy^  -  p^dx^  —  Q  {x,  y,  p)  (dy  —pdx)  {q  -j-  0) 
erforderlich,    oder,    was    auf    dasselbe    hinauskommt,    die    Invarianz    der 
Gleichung  3). 

Alle  B.  T.  der  Ebene  lassen  sich,  wie  eine  einfache  Rechnung  zeigt, 
durch  „ausführbare'^  Operationen  (n&mlich  Differentiationen  und  Eliminationen) 
erhalten. 

Dasselbe  leistet  eine  weniger  einfache,  aber  tiefer  eindringende  Inte- 
grationsmethode, die  darauf  beruht,  dass  die  eine  B.T.  der  Ebene  aus- 
drückenden Transformationsfunktionen  x^^  y^^  p^  der  x^  y^  p  an  gewisse 
Differentialrelationen  geknüpft  sind,  deren  Bestehen  umgekehrt  eine  B.T. 
charakterisiert. 

Indessen  ist  wohl  zu  beachten,  dass  keine  der  beiden  Methoden  eine 
explizite  Darstellung  s&mtlicher  B.T.  der  Ebene  liefert.  Will  man  das,  so 
wird  man  genötigt,  den  Begriff  der  „infinitesimalen''  B.T.  einzuführen,  das 
ist  einer  solchen,  bei  der  die  L.E.  nur  unendlich  kleine  Änderungen  er- 
fahren. Die  mittels  der  Tajl ersehen  Reihe  auszuführende  Rechnung  zeigt, 
dass  eine  beliebige  Funktion  f  {x,  y^  p)  bei  einer  infinitesimalen  B.  T.  den 
Zuwachs 

5)  Sf^[(Wf)-Wfy]St^Bf'öt 

erfährt,  wo  ^^  einen  unendlich  kleinen  Parameter  bedeutet,  Weine  gewisse 
Funktion  der  x,  y^  P^  iy^f)  ^^n  sogenannten  „Poissonschen  Elammer- 
ausdruck'^;  umgekehrt  liefert  5)  bei  Annahme  einer  willkürlichen 
Funktion   W  stets  eine  infinitesimale  B.T. 

Der  Ausdruck  Bf^  der  Faktor  von  öt  in  5),  heisst  das  „Symbol" 
der  infinitesimalen  B.  T.,   W  ihre  „charakteristische  Funktion". 

Mit  der  Theorie  der  B.  T.  der  Ebene  ist  aufs  engste  die  ihrer 
„Differentialinvarianten  erster  Ordnung"  verknüpft,  das  ist  der  der  B.  T. 
gegenüber  invarianten  Funktionen  von  x^y,p\  eine  solche  ist  eine  beliebige 
Funktion  von  zwei  unabhängigen  Individuen  li,  v\  kennt  man  von  diesen 
nur  die  eine,  so' bestimmt  sich  die  andere  durch  eine  Quadratur.  Weiter- 
hin tritt  der  Begriff  zweier  „vertauschbarer"  B.T.  B^f  und  B^f  id.  den 
Vordergrund,  das  heisst  solcher,  deren  Reihenfolge  gleichgültig  ist;  sie 
lassen  sich  auf  eine  besonders  einfache  kanonische  Form  (nämlich  zweier 
infinitesimaler  Translationen)  bringen. 

Die  Verfasser  unterlassen  nicht,  die  obigen  Begriffe  und  Sätze  an 
zahlreichen    Beispielen    zu   illustrieren.      Es    mag    genügen    auf  eine    An- 
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Wendung  hinzuweisen,  die  hinsichtlich  der  Bedeutung  und  Schwierigkeit 
des  Gegenstandes  die  Tragweite  der  Methoden  erkennen  lässt:  wie  muss 
das  Bogenelement  einer  Fläche  beschaffen  sein,  auf  der  die  Schar  der  geo- 
dätischen Kreise  unendlich  viele  B.  T.  gestattet?  Als  Resultat  einer  nicht 
einfachen  Rechnung  ergiebt  sich,  dass  nur  zwei  Klassen  solcher  Flächen 
existieren,  die  Flächen  konstanter  Krümmung  und  die  Spiralflächen: 

Der  Übergang  zum  zweiten  Abschnitt,  der  den  L.E.  des  Baumes  gewidmet 
ist,  wird  durch  eine  Operation  vermittelt,  die  auch  weiterhin  eine  durch- 
greifende Bedeutung  erhält,  durch  eine  „Abbildung"  der  L.  E.  (x^  y,  p)  der 
Ebene  auf  den  Punktraum.  Eine  solche  ist  leicht  herzustellen:  man  trage  etwa 
im  Punkte  (tc,  y)  des  L.E.  (a;,  y,  p)  der  Ebene  E  ein  Lot  von  der  Länge  p 
auf,  so  wird  der  Endpunkt  (x^y^p)  das  „Büd"  des  L.E.  der  Ebene  E 
sein  und  umgekehrt. 

Demgemäss  bilden  sich  die  Elementvereine  der  Ebene  E  im  Baume 
ab  als  die  ^ Integralkurven ^'  von  3),  das  heisst  als  die  Kurven,  deren  L.E. 
die  Gleichung  3)  erföllen. 

Die  Verfasser  ergreifen  die  Gelegenheit,  den  allgemeinen  „Pf  äff  sehen 
Gleichungen"  —  linearen  homogenen  Gleichungen  in  dx,  dy,  dp,  deren 
Koeffizienten  Funktionen  von  ir,  y^  p  sind  —  insbesondere  ihren  kanonischen 
Formen  respektive  denen  ihrer  linken  Seiten,  der  „Pf  äff  sehen  Ausdrücke", 
eine  eingehende  Untersuchung  zu  Teil  werden  zu  lassen;  es  giebt  solcher 
kanonischen  Formen  bei  Anwendung  von  Punkttransformationen  (x^y^p) 
nur  zwei  respektive  drei,  von  denen  im  ersteren  Falle  die  Gleichung  3)  die 
eine  repräsentiert. 

Wir  lassen  diese  und  damit  zusammenhängende  speziellere  Unter- 
suchungen beiseite  und  wenden  uns  zu  den  grundlegenden  Entwickelungen 
über  Monge  sehe  Gleichungen  und  Plückersche  Linienkomplexe. 

Indem,  wie  üblich,  a?,  y,  z,  die  Koordinaten  eines  Raumpunktes  be- 
zeichnen mögen,  verstehen  die  Verfasser  unter  einer  „Mon gesehen  Gleichung" 
eine  in  dx^  dy^  dg  homogene,  deren  Koeffizienten  im  allgemeinen  noch  von 
x^y^z  abhängen. 

Da  ein  L.E.  des  Raumes  bestimmt  ist  durch  seinen  Punkt  (x,  ^,  z) 
und  die  beiden  Verhältnisse  der  dx^  dy^  dz^  welche  seine  Richtung  an- 
geben, so  wird  vermöge  einer  Mon  gesehen  Gleichung  aus  den  oo*  L.E. 
des  Raumes  eine  oc^- Schar  ausgeschieden^  so  zwar,  dass  jedem  Ranm- 
punkt  P  noch  eine  oo^- Schar  von  L.E.  zugewiesen  ist,  deren  Geraden 
den  „Elementarkegel"  von  P  bilden.  Auf  einer  beliebigen  Fläche  liegen 
daher  stets  eine  oder  mehrere  Scharen  von  Integralkurven  einer  Mon  gesehen 
Gleichung. 

Für  den  Geometer  werden  in  erster  Linie  solche  Monge  sehe  Gleichungen 
in  Betracht  kommen ,  die  oo^  Gerade  als  Integralkurven  besitzen.  Dann 
und  nur  dann  wird  die  Monge  sehe  Gleichung  zu  einer  in  sechs  Grössen  pik 
—  den  PlÜekersehen  Linienkoordinaten  einer  durch  einen  Punkt  {x^y^z) 
und  einen  ihm  benachbarten  bestimmten  Geraden  —  homogenen  Gleichung 
<'^(Pi*)  =  0;    mit    anderen    Worten,    eine    solche    Gleichung    ^(Pi*)  =  0 
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charakterisiert  (durch  ihre  oo^  L.E.)  einen  P lue k ersehen  Linienkomplez, 
so  dass  die  Theorie  der  Monge  sehen  Gleichungen  die  der  Linienkomplexe 
umfasst. 

Eine  Monge  sehe  Gleichung  ordnete  jedem  Baümpunkt  oc^  L.E.  zu, 
deren  Geraden  die  Kanten  eines  Elementarkegels  waren,  um  auch  die 
dualistische  Auffassung  zur  Geltung  zu  bringen,  nach  der  ein  Kegel  von 
seinen  Tangentialebenen  umhüllt  wird,  wird  man  sagen,  dass  die  Monge  sehe 
Gleichung  zugleich  jedem  Baumpunkt  cx>^  „Flächenelemente ^^  (kürz^„F.E.'') 
zuordnet^  wo  unter  einem  F.  E.  der  Libegriff  eines  Punktes  und  einer 
durch  ihn  gehenden  Ebene  zu  verstehen  ist.  Als  „Koordinaten'^  ein^s  F.  E. 
werden  fungieren  die  Koordinaten  x^  y^  z  des  Punktes  nebst  den  Grössen 

|j  ==       ,    g  =-  ^,    die  die  Stellung  der  Ebene  (Richtung   ihrer  Normalen) 

fixieren. 

In  diesem  Sinne  bietet  sich  die  Fragestellung  dar:  wie  kann  man 
bei  gegebener  Mon gescher  Gleichung  alle  Flächen  bestimmen,  die  in  allen 
ihren  Punkten  P  den  zugeordneten  Elementarkegel  berühren,  oder  auch, 
für  deren  jeden  Punkt  P  das  F.  E.,  das  ihm  die  Fläche  vermöge  der 
Tangentialebene  zuweist,  sich  stets  unter  den  cx)^  F.E.  befindet,  die  ihm 
die  Monge  sehe  Gleichung  zuweist. 

Es  erscheint  von  vornherein  plausibel,  dass  sich  alle  diese  Flächen 
durch  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  z 
JP(a;,  y,  iEr,|},  g)  «=  0  ergeben  werden.  Anderseits  wird  jede  Integralfläche 
einer  Mongeschen  Gleichung  von  cx)^  Kurven,  den  „Charakteristiken",  über- 
deckt, so,  dass  in  jedem  Punkt  der  Fläche  der  zugehörige  Elementarkegel 
längs  der  betreffenden  Kurve  berührt. 

Der  Vollständigkeit  halber  entwickeln  die  Verfasser  auch  die  Grund- 
züge der  Plückerschen  Liniengeometrie,  doch  so,  dass  stets  die  Beziehungen 
zu  den  Differentialgleichungen  hervortreten;  ein  historisches  Kapitel  über 
ältere  Untersuchungen  über  Geradenscharen  im  Baume  dürfte  die  Geometer 
lebhafb  interessieren.  Als  ein  tjpisches  Muster  für  die  skizzierten  Methoden 
erscheint  die  Behandlung  des  „tetraedralen  Komplexes"^  das  ist  der  Ge- 
samtheit der  Geraden,  die  ein  festes  Tetraeder  nach  konstantem  Doppel- 
verhältnis schneiden. 

Ein  bemerkenswertes  Hilfsmittel  ist  hierbei  die  „logarithmische  Ab- 
bildung" des  Baumes,  in  dem  Ix^  ly,  Iz  als  neue  Veränderliche  eingeführt 
werden.  Logarithmische  Abbildungen  sind  wohl  schon  öfters  von  Graphikern 
zur  praktischen  Auflösung  von  Gleichungen  und  anderem  mit  Vorteü  ver- 
wendet worden ,  in  der  Geometrie  dürften  sie  bisher  selten  aufgetreten  sein. 

Diese  Abbildung  vereinfacht  hier  nicht  nur  wesentlich  die  Differential- 
gleichung des  tetraedralen  Komplexes,  sondern  sie  gewährt  auch  den  Vor- 
zug, die  projektiven  Transformationen  des  Tetraeders  in  sich  in  Trans- 
lationen umzuwandeln. 

Indem  wir  die  Behandlung  einiger  Probleme  der  Liniengeometrie,  die 
auf  partielle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  führen,   nur   streifen,  ^ 
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kommen  wir  zn  dem  Kapitel  über  die  Beziehnngen  zwischen  den  Geraden 
nnd  Kugeln  des  Baumes,  das  die  Verfasser  selbst  als  das  wichtigste  des 
ganzen  Bandes  hinstellen. 

Die  Grundlage  bilden  die  konformen  Punkttransformationen  der  Ebene 
tmd  des  Baumes.  Eine  konforme  Punkttransfonnation  der  Ebene  hSngt, 
wie  man  weiss,  noch  yon  (zwei)  willktbrlichen  Funktionen  ab;  beschränkt  man 
sich  aber  auf  die,  die  jeden  Ejreis  in  einen  Kreis  überf&hren,  so  gelangt 
man  zu  der  wohlbekannten  Gruppe  von  oo^  Transformationen,  die  in  der 
modernen  Theorie  der  automorphen  Funktionen  eine  so  wichtige  Bolle 
spielen.  Dagegen  hängt  die  Gesamtheit  der  konformen  Punkttransformationen 
des  Baumes,  da  sie  von  selbst  jede  Kugel  in  eine  Kugel  überführen,  von 
vornherein  nur  von  einer  endlichen  Anzahl  von  (zehn)  Parametern  ab. 

Diese  „Gruppe"  von  konformen  Punkttransformationen  des  Baumes 
wird  in  Beziehung  gesetzt  zu  einer,  den  Geometem  gleichfalls  geläufigen 
Abbildung  des  Baumes  auf  die  Ebene,  diä  analytisch  durch  die  Gleichungen 

6)  a;  =  Z,  1/  -=  r,  r  ==  iZ 

dargestellt  wird,  so  dass  dem  Baumpunkte  (Z,  Y,  Z)  der  Kreis  in  der 
Ebene  0=0  mit  dem  Zentrum  (x,  y)  und  dem  Badius  r  zugeordnet  wird. 
Verfolgt  man  aber  die  Abbildung  6)  weiter,  so  erkennt  man,  dass  sie  ein 
ein -eindeutiges  Entsprechen  vermittelt  zwischen  den  konformen  Punkttrans- 
formationen des  Baumes  und  den  B.  T.  der  Ebene,  die  jeden  Kreis  in  einen 
Kreis  überführen.  Es  beruht  das  darauf,  dass  vermöge  6)  das  ebene  Bild  einer 
„Minimalgeraden",  i.  e.  einer  Geraden  des  Komplexes  dX^-\-  (ir*+dZ*=«0, 
ein  L.E.  ist 

Neben  die  Abbildung  6)  stellt  sich  eine  andere,  nicht  minder  wichtige. 
Man  denke  sich  im  Baume  ein  (aUgemeines)  Möbiussches  Nullsjstem  ge- 
geben, seine  L.  E.  genügen  einer  Pf  äff  sehen  Gleichung^  die  sich  durch 
projektive  Transformation  auf  die  typische  Form  bringen  ISsst: 

7)  d{z  +  xy)'-2ydx^0, 

die  also  vermöge  der  ein -eindeutigen  quadratischen  Transformation 

8)  l^^^üc^    fi^Z'\'Xy^     n  =  2y 

in  3)  übergeht.  Führt  man  denuiach  die  Abbildungen  8),  6)  nach  einander 
aus,  so  entsteht  eine  Abbildung  des  Baumes  in  sich,  so,  dass  jedem 
Punkt  (x^y^z)  eine  Minimalgerade  des  Baumes  (X,  F,  Z)  zugeordnet  wird, 
und  umgekehrt  einem  Punkte  {X^  T,  Z)  eine  Gerade  des  Nullsystems  7): 
als  Besultat  einer  längeren  Elimination  erhält  man  die  wichtigen  Darstellungs- 
gleichungen : 

9)  X+iY+xZ  +  0^0,     x{X-iY)-Z-y=^0. 

Ein  Nullsystem  ordnet  aber  auch  die  F.  E.  des  Baumes  zu  „reziproken" 
Paaren  an,  indem  stets  dem  Punkt  (Ebene)  des  einen  F.E.  Ebene  (Punkt) 
des  andern  entsprechen,  mithin  auch  die  Flächen  zu  reziproken  Paaren. 
Daher  charakterisiert  9)  zugleich  eine  ein -zweideutige  Zuordnung  der 
Flächen,  indem  immer  einem  Paar  reziproker  Flächen  im  Baume  (a:,  y,  ir) 
eine    einzige  Fläche   im    Baume  (X,  Y,  Z)  korrespondiert  •^id    umgekehrt. 
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Im  besonderen  gehen  die  F.  E.  einer  Kugel  über  in  die  zweier  Geraden 
(die  dann  reziproke  Polaren  des  Nullsystems  sind). 

Das  bemerkenswerteste  Ergebnis  ist  aber,  dass  sich  bei  zwei  vermöge 

9)  zugeordneten  Flächen  die  Krümmungslinien  den  Haupttangentenkurven 
entsprechen. 

Der  dritte  und  letzte  Abschnitt  behandelt  die  Theorie  der  F.E.  und 
als  einen  integrierenden  Bestandteil  von  ihr  die  Theorie  der  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

10)  F{x,y,z,p,q)^0. 

Diese  Auffassung  wird  aber  erst  allm&hlich  entwickelt.  Vorerst  be- 
gnügen   sich   die  Verfasser  damit,   Lagranges    Theorie    der    Gleichungen 

10)  in  einer  geometrischen  Einkleidung  vorzutragen,  wie  sie  im  wesent- 
lichen schon  Monge  gew&hlt  hat,  wobei  der  Begriff  des  F.E.  eine  mehr 
formale  Bolle  spielt,  insofern  er  die  Sprechweise  erleichtert. 

In  diesem  Sinne  verlangt  die  Integration  von  10),  die  durch  10)  be- 
stimmten oo*  F.E.  in  cx)*  Scharen  von  je  oo*  Elementen  einer  Fläche  an- 
zuordnen. Die  Gleichung  all  dieser  Flächen,  die  zwei  Parameter  a,  h  mit 
sich  führt: 

11)  e^0{x,ij;  a,  6) 

ist  die  „vollständige  Lösung^'  von  10);  durch  Differentiation  und  Elimi- 
nation der  a,  h  kommt  man  von  11)  zu  10)  zurück.  Für  irgend  eine 
Lösung  Äf  =  g)  (flj,  y)  von  10)  liegen  dann  drei  Möglichkeiten  vor:  J.  Die 
Fläche  0  =  g)  hat  alle  ihre  c»*  F.  E.  mit  einer  Fläche  11)  gemein,  ist 
also  in  11)  als  „Partikularlösung ^'  enthalten;  II,  die  Fläche  z  =  q>  hat 
mit  jeder  von  gewissen  <x>^  Flächen  11),  die  durch  eine  willkürliche  Gleichung 
(o(ajb)  ^  0  ausgeschieden  werden,  je  ein  F.E.  gemein,  ist  also  deren 
Umhüllende,  das  liefert  die  ,,allgemeine"  Lösung  von  10);  III.  die  Fläche 
z  =  g>  hat  mit  jeder  Fläche  1 1)  nur  eine  diskrete  Anzahl  von  F.  E.  gemein, 
ist  also  die  Umhüllende  von  11),  und  heisst  eine  „singulare  ^^  Lösung 
von  10). 

Die  beiden  letzteren  Lösungen  ergeben  sich  aus  11)  durch  ausführ- 
bare Operationen,  so  die  allgemeine  Lösung  (Integralfläche),  auf  die  wir 
uns  hier  beschränken,  durch  Elimination  von  a  aus: 

wo  h  (a)  die  mit  o  (a,  &)  » 0  äquivalente  Funktion  h  von  a  bedeutet. 
Die  Kurven,  die  12)  bei  Variieren  von  a  darstellt,  sind  die  „Charakteristiken^^ 
von  11),  deren  es  aber  nur  eine  cx>'  Schar  giebt,  da  man  die  drei  Grössen», 
6(a),  h' (a)  als  die  drei  einzigen  Parameter  ansehen  kann. 

Diese  oo^  Charakteristiken  führen  unmittelbar  vermöge  ihrer  oo*  L.  E. 
wieder  zur  Theorie  der  Monge  sehen  Gleichung  zurück:  deren  Elementar- 
kegel  sind  genau  dieselben,  wie  die  durch  die  F.E.  10)  einem  jeden  Punkte 
zugeordneten. 

Die  systematische  Behandlung  des  Gegenstandes  basiert  auf  dem 
Fnndamentalbegiiff  eines  „Vereines"  von  F.E.     Sagt  man  von  zwei^^unend-  j 
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lieh  benachbarten  F.  E»,  sie  seien  in  „vereinigter  Lage^^:  wenn  sie  die 
Pfaffsche  Gleichung  de — pdx  —  qdy  =^  0  erfüllen,  so  bildet  eine  Schar 
von  F.  E.  einen  „Verein",  wenn  jedes  Element  der  Schar  mit  allen  unend- 
lich benachbarten  Elementen  der  Schar  vereinigt  liegt. 

Ein  Elementverein  besteht  entweder  aus  oo^  F.  E.  —  dann  ist  er  eine 
Fläche,  oder  eine  Enrve,  oder  ein  Fmild  —  oder  ans  oo^F.E.,  dann  ist 
er  ein  Elementarkegel,  oder,  wenn  die  oo^F.  E.  längs  einer  Kurve  liegen, 
ein  „Elementstreifen".  Dann  lautet  das,  alle  Fälle  umfassende  Problem 
der  Integration  von  10):  Man  soll  alle  Elementvereine  der  cx)^  F.E.  10) 
aufsuchen.  Eine  „vollständige  Lösung"  von  10)  ist  jetzt  allgemeiner 
eine  Schar  von  oo*  (verschiedenen)  Vereinen  von  je  cx)*F.  E.,  die  10) 
genügen.  Noch  wichtiger  ist  der  Begriff  des  „charakteristischen  Streifens" 
der  jetzt  an  die  Stelle  der  „Charakteristik"  tritt.  Deutet  man  nämlich 
a,  2>  als  Punktkoordinaten  in  einer  (a,  &)- Ebene,  so  ist  ein  charakteristischer 
Streifen  einfach  das  räumliche  Bild  eines  L.  E.  der  Ebene;  denn  eine  ein- 
fache Eechnnng  zeigt,  dass  zwei  sich  in  einem  Punkte  (a,  h)  berührende 
Kurven  a>^(a,  &)  ^^  0,  o^  (a,  &)  »=  0  zwei  allgemeinen  Integralflächen  von  10) 
entsprechen,  die  sich  längs  der  Charakteristik  12)  berühren,  das  heisst 
einen  Elementstreifen  gemein  haben. 

Schneidet  man  anderseits  die  Gesamtheit  der  Integralflächen  von  10) 
durch  eine  allgemein,  aber  bestinmit  gewählte  (|,y)- Ebene,  so  wird  da- 
durch zwischen  der  (a,  6) -Ebene  und  der  (§,  ^)- Ebene  eine  Beziehung  fest- 
gelegt: diese  Beziehung  erweist  sich  als  eine  B. T. 

Indem  wir  uns  versagen,  auf  die  weiteren  Aosführongen  in  dieser 
Bichtong  —  so  den  Existenzbeweis  für  die  Integrale  einer  analytischen 
Gleichung  10)^  femer  die  wichtige  Bolle,  welche  die  „Involutionsbeziehnng" 
bei  mehreren  Gleichungen  10),  spielt  —  einzugehen,  weisen  wir  noch  kurz 
auf  einige  Kapitel  hin,  die  —  in  Analogie  mit  den  bekannten  Er- 
scheinungen bei  den  gewöhnlichen  Difierentialgleichungen  —  von  dem  Vor- 
teil handeln,  den  die  Kenntnis  einer  oder  mehrerer  infinitesimalen  Punkt- 
transformationen, die  eine  Gleichung  10)  gestattet,  für  ihre  Integration 
darbietet.  Diese  Untersuchungen  sollen  im  zweiten  Bande  systematischer 
wieder  aufgenommen  werden.  Desgleichen  möchten  wir  die  Geometer  noch 
besonders  auf  das  letzte  Kapitel  aufinerksam  machen,  in  dem  eine  Reihe 
flächentheoretischer  Probleme  analytisch,  aber  unter  wesentlicher  Verwendung 
geometrischer  Mittel,  gelöst  wird.  Es  handelt  sich  um  die  Bestimmung 
aller  Gleichungen  10),  deren  Charakteristiken  auf  allen  Integralflächen 
entweder  Haupttangentenkurven,  oder  Krümmungslinien,  oder  geodätische 
Linien,  oder  Gerade  sind;  femer  die,  deren  Integralflächen  zu  Normalen 
lauter  Geraden  eines  gegebenen  Linienkomplexes  haben,  sowie  die,  deren 
Integralflächen  oo^  geodätische  Linien  enthalten,  die  einem  vorgelegten 
Linienkomplex  angehören.  Mit  Ausnahme  des  dritten  werden  diese  Probleme 
vollständig  gelöst. 

Haben  wir  so  versucht,  dem  Leser  eine  Vorstellung  nicht  nur  von  der 
Reichhaltigkeit  des  Werkes,  sondern  auch  von  den  Gedankpgängen| selbst, 
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die  es  beherrschen,  za  yerschaffen  —  ein  Yersnch,  der  allerdings  nnr  dann 
erspriesslich  wirken  kann,  wenn  er  zu  wirklichem  Stadium  des  auch 
stilistisch  gut  geschriebenen  und  mit  schönen  Zeichnungen  illustrierten  Buches 
anregt  —  so  seien  uns  noch  einige  zusätzliche  Schlussbemerkungen  gestattet. 
Herr  E.  Study  hat  bereits  in  den  Göttinger  Anzeigen  von  1897,  S.  436—445 
eine  Beihe  von  Einwänden  erhoben,  die  wir  im  ganzen  fOr  gerechtfertigt 
halten.  Dahin  gehört  einmal,  dass  es  Lie  verschmäht,  beim  L.E.  (und 
entsprechend  beim  F.  E.)  die  beiden  Richtungen,  die  positive  und  negative, 
zu  trennen,  was  ftlr  manche  Gattungen  von  Problemen  nicht  nur  opportun, 
sondern  geradezu  notwendig  erscheint.  Femer  wird  man  Study  beistimmen 
müssen,  wenn  er  das  geflissentliche  Vermeiden  der  homogenen  Koordinaten, 
oder  allgemeiner  gesprochen,  den  öfberen  Mangel  zweckmässiger  Koordinaten- 
systeme missbilligt. 

Wir  mögen  in  letzterer  Hinsicht  etwa  die  fundamentalen,  auf  ge- 
wöhnliche rechtwinklige  Punktkoordinaten  bezogenen  Gleichungen  7)  heraus- 
greifen. Trotz  ihres  scheinbar  einfachen  Aussehens  wird  kaum  jemand  im 
stände  sein,  bei  ihrem  AnbHck  den  reichen,  in  ihnen  verborgenen  Ge- 
dankeninhalt auch  nur  zu  ahnen,  dessen  allmähliche  Enthüllung  denn  auch 
wie  eine  Beihe  von  Überraschungen  wirkt.  Bei  Anwendung  von  (über- 
zähligen) Kugelkoordinaten  würden  nicht  nur  die  Gleichungen  selbst,  sondern 
auch  die  Bechnung,  die  zu  ihnen  führt,  wesentlich  durchsichtiger  werden. 
Andererseits  können  wir  es  sehr  wohl  verstehen,  aus  welchen  Gründen 
Herr  Lie  auf  derartige  formale  Verschönerungen  seines  Apparats  kein 
Gewicht  gelegt  hat.  Die  ganze  Bichtung  seiner  Untersuchungen  kann 
unseres  Erachtens  in  zwei  Stichworten  charakterisiert  werden.  Einmal  liegen 
die  grossen  Fortschritte,  die  er  erzielt  hat,  in  der  geeigneten  logischen 
Zusammenfassung  scheinbar  diskreter  Begriffe  zu  höheren  Einheiten,  wie 
er  z.B.  der  Begriff  des  Elementvereines  in  Ebene,  Baum  (und  höheren 
Bäumen)  ist. 

Herr  Lie  hat  bei  seiner  Auswahl,  um  mit  Schopenhauer  zu  reden, 
den  beiden  Hauptprinzipien  der  Homogenität  und  der  Spezifikation  gleich- 
massig  Bechnung  getragen,  das  heisst,  in  populärer  Sprechweise,  seine 
Begriffe  sind  weder  zu  eng,  noch  zu  weit.  Dadurch  hat  er  es  eben  er- 
möglicht, viele  Fälle,  die  früher  als  „Ausnahmefälle^^  beiseite  standen 
oder  gar  störend  wirkten,  einem  grösseren  Hauptfall  anzugliedern. 

Von  nicht  geringerer  Wichtigkeit  ist  für  die  sehr  umfassende  Gattung 
seiner  Probleme  das  analytisch -geometrische  Prinzip  der  Abbildung,  in 
dessen  Ausübung  er  unerschöpflich  ist.  Die  Kunst  dieser  Abbildung  be- 
steht geradezu  darin,  Erscheinungen,  die  auf  einem  ersten  Gebiet  schwer  zu 
entwirren  sind,  durch  Übertragung  auf  ein  anderes  Gebiet  zu  selbstver- 
ständlichen zu  machen. 

Man  wird  wohl  aber  nicht  fehl  gehen,  wenn  man  annimmt,  dass  eine 
gesunde  Weiterentwickelung  der  Gesamt -Mathematik  gerade  wesentlich  an 
jene  beiden  Prinzipien  gebunden  sein  wird,  da  sie  ein  Auseinanderfallen 
des  Ganzen  in  eine  unübersehbare  Beihe  von  Teilen  verhüten. 
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Als  dritte  Forderung  wird  allerdings  die  schon  oben  berührte  hinza- 
treten  müssen,  dass  jede  Beziehnng  zwischen  mathematischen  Grössen  auch 
eine  ihm  adäquate  Form  anzunehmen  hat;  man  wird  immer  wieder  darauf 
zurückkommen  müssen,  mit  Plücker  zu  reden,  in  den  Gleichungen  ^und 
zwar  nicht  bloss  den  geometrischen)  unmittelbar  zu  lesen:  zu  dem  Behuf 
sollen  sie  freilich  ,, lesbar'^  sein.  Das  bedingt  dann  wieder,  dass  die 
blosse  Rechnung  überall  auf  das  denkbarste  Minimum  zu  reduzieren  ist. 

Was  bei  einem  derartigen  üntersuchungsprogramm  in  jedem  Einzel- 
fall mit  dem  Beiwort  „neu^^  zu  belegen  ist,  wird  stets  Sache  der  subjektiyen 
Meinung  bleiben.  In  diesem  Sinne  sind  wir  der  Überzeugung,  dass  gerade 
der  vorliegende  Band  —  mögeo  auch  manche  Fachgenossen  in  ihm  nichts 
wesentlich  neues  zu  finden  meinen  —  fruchtbar  wirken  wird. 

W.  Fe.  Mbyer. 

Einffibrnng  in  die  Theorie  der  analytischen  Funktionen  einer  komplexen 
Veränderlichen.    Von  H.  Burkhardt.    Leipzig  1897.   Veit  &  Comp. 

Das  in  der  Überschrift  genannte  Werk  zerfällt  in  sechs  Abschnitte 
und  stellt  sich  als  Aufgabe^  den  Studenten  gleichzeitig  den  Zugang  zur 
Kiemannschen  und  Weierstrass sehen  Funktionentheorie  zu  eröflEhen,  wobei 
jedoch  die  Rie  mann  sehen  geometrischen  Vorstellungsformen  in  den  Vorder- 
grund gestellt  sind. 

Der  erste  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der  Theorie  der  komplexen 
Zahlen.  Die  Lehre  von  den  gebrochenen  und  negativen  Zahlen  wird  dabei 
zunächst  als  bekannt  vorausgesetzt,  die  komplexen  Zahlen  werden  sodann 
als  Zahlenpaare  eingeführt,  ihre  Bechnungsoperationen  angegeben  und 
geometrisch  gedeutet 

Der  zweite  Abschnitt  behandelt  die  rationalen  Funktionen  einer 
komplexen  Veränderlichen  und  die  durch  sie  vermittelten  konformen  Ab- 
bildungen. Es  wird  zunächst  der  Begriff  der  konstanten  und  der  veränder- 
lichen komplexen  Grösse  definiert  und  daran  sofort  derjenige  der  rationalen 
Funktion  einer  komplexen  Veränderlichen  angeknüpft.  Nennen  wir  die 
letztere  /*(^),  so  stellt: 

eine  Abbildung  der  js?  Ebene  auf  die  -8^  Ebene  dar,  oder,  wenn  man  die 
Grössen  z  und  0'  in  derselben  Ebene  und  unter  Zugrundelegung  desselben 
Axensystems  deutet,  eine  Transformation  der  Ebene  in  sich.  Die  hierbei 
auftretenden  Beziehungen  werden  bei  einer  Reihe  von  Transformationen 
untersucht,  xmd  zwar  sind  es  im  wesentlichen  die  Transformationen: 

z*= j^j  (mit  ihren  verschiedenen  Spezialfällen), 

Die  lineare  Transformation  wird  nicht  nur  in  der  Ebene,  sondern  auch 
auf  der  Kugel  gedeutet. 
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Sodann  folgen  einige  wenige  allgemeine  Sätze  über  ganze  und  ge- 
brochene rationale  Fanktionen.  Es  ist  weniger  der  Zweck  dieses  Abschnittes^ 
die  mannigfaltigen  bei  den  behandelten  Fanktionen  auftretenden  Abbildmigs- 
anf gaben  genauer  zu  stadieren,  als  an  der  Hand  derselben  einige  Fnnda- 
mentalbegriffe  der  modernen  Fnnktionentheorie  in  einfeusher  Weise  ein- 
zufahren. Es  sind  dieses  die  Begriffe  einer  Gnippe  von  Transformationen, 
der  Invariante  einer  Gruppe,  der  automorphen  Funktionen,  des  Funda- 
mentalbereiches einer  Funktion  u.  s.  f.  Ich  möchte  diese  überaus  einfache 
und  anschauliche  Art  der  Einführung  in  die  Funktionentheorie  als  eine 
äusserst  glückliche  bezeichnen.  Ein  jeder,  der  sich  mit  Funktionentheorie 
beschäftigt,  mag  er  im  übrigen  der  Weierstrassschen  oder  der  Bie- 
mann  sehen  Anschauungsweise  folgen,  wird  aus  ihr  mannigÜEUshen  Gewinn 
erzielen. 

Weniger  einverstanden  kann  Beferent  sich  mit  dem  dritten  Abschnitt 
erklären.  Derselbe  enthält  Definitionen  und  Sätze  aus  der  Theorie  der 
reellen  Veränderlichen  und  ihrer  Funktionen  inklusive  der  Sätze  über 
Differentialquotienten,  bestimmte  einfache  und  Doppelintegrale.  Es  ist  nicht 
die  Absicht  des  Verfassers,  diese  Sätze  zu  entwickeln,  vielmehr  begnügt  er 
sich  damit,  sie  anzuführen  und  verweist  im  übrigen  auf  die  wichtigsten 
Werke  über  die  Theorie  der  Funktionen  einer  Veränderlichen.  Die  Bedenken, 
die  sich  gegen  eine  solche  Darstellung  erheben  lassen,  sind  die  folgenden. 
Erstens  erscheint  es  nicht  logisch,  diese  Theorie  erst  im  dritten  Abschnitt 
aufzustellen,  da  in  den  früheren  Abschnitten  teilweise  schon  von  ihnen 
Gebrauch  gemacht  ist.  So  z.  B.  werden  an  dieser  Stelle  erst  die  irrationalen 
Zahlen  eingeführt,  obgleich  mit  ihnen  thatsächlich  schon  bestöndig  operiert 
worden  ist;  femer  wird  definiert,  was  unter  einer  reellen  veränderlichen 
Grosse  x  zu  verstehen  ist,  während  doch  schon  im  zweiten  Abschnitt  der 
kompliziertere  Begriff  der  komplexen  Veränderlichen  eingeführt  wird.  Ebenso 
wird  jetzt  erst  der  Begriff  der  Stetigkeit  erläutert,  trotzdem  schon  zuvor 
mehrfach  von  dem  stetigen  Verhalten  bestimmter  Funktionen  gesprochen 
worden  ist.  Wenn  es  daher  überhaupt  notwendig  erscheint,  die  angegebenen 
Sätze  zusammenzustellen,  so  dürfte  es  besser  am  Beginn  des  Werkes  ge- 
schehen. Es  kommt  aber  ein  zweiter  schwerwiegender  Einwand  hinzu. 
Der  dritte  Abschnitt  umfasst  nur  wenige  Seiten  —  das  Verständnis  des- 
selben erfordert  aber  bei  der  von  dem  Herrn  Verfasser  mit  Becht  erstrebten 
und  geforderten  Strenge  ein  sehr  eingehendes  Studium  der  Theorie  der 
reellen  Funktionen.  Die  letztere  kann  aber  als  einfach  nicht  mehr  be- 
zeichnet werden,  sodass  der  elementare  Charakter  des  Burkhardtschen 
Buches  geradezu  illusorisch  wird. 

Um  hier  nur  einen  Punkt  schärfer  hervorzuheben:  die  Hauptschwierig- 
keit bei  der  Einführung  in  die  0  au  chj-Bie  mann  sehe  Funktionentheorie 
besteht  erfahrungsgemäss  in  einer  klaren  und  strengen  Begründung  des 
C  au chy sehen  Integralsatzes.  Wird  nun,  wie  es  in  dem  vorliegenden 
Buche  geschieht,  der  Satz  über  die  Beduktion  eines  gewissen  Doppel- 
integrals  auf  ein  Linienintegral   einfach   als  bekannt  vorausgesetzt,   so  ist 
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damit  jene  Schwierigkeit  in  Wahrheit  nicht  überwunden,  sondern  lediglich 
übergangen  —  der  Student  muss  dann  eben  zuaehen,  wo  er  die  nötige  Be- 
lehrung  findet.*  Die  gewöhnlichen  Vorlesungen  und  Lehrbücher  über 
Differential-  und  Integralrechnung  werden  hierbei  nicht  genügen.  Aus 
diesem  Grunde  will  es  mir  sehr  bedenklich  erscheinen,  dergleichen  Dinge 
in  einem  für  Anfänger  bestimmten  Elementarbuche  über  Fnnktionentheorie 
ohne  weiteres  als  bekannt  vorauszusetzen. 

Der  vierte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  eindeutigen  analytischen 
Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen.  Der  Herr  Verfasser  knüpft 
von  neuem  an  die  Theorie  der  rationalen  Funktionen  an,  aber  jetzt  nach 
anderer  Bichtung,  wie  im  dritten  Abschnitt.  Er  entwickelt  den  Begriff 
der  Stetigkeit  und  den  Begriff  des  Differentialquotienten  einer  rationalen 
Funktion  komplexen  Argumentes  und  zeigt  dann  vor  allem,  dass  die  hin- 
reichenden und  notwendigen  Bedingungen  dafür,  dass  ein  Ausdruck  von 
der  Form  X^iY^  in  welchem  X  und  Y  rationale  Funktionen  von  x  und  y 
bedeuten,  auf  die  Form  einer  rationalen  Funktion  von  0  =^  x  +  iy  gebracht 
werden  kann,  folgendermaßen  lauten:  X  und  Y  müssen  den  partiellen 
Differentialgleichungen  Genüge  leisten: 

dX  ^      dY 

dy  dx' 

dY  ^      cX 

dy  dx^ 

Diese  Eigenschaft  giebt  dem  Herrn  Verfasser  Anlass  zu  der  bekannten 
Definition  einer  in  einem  Bereiche  regulären  eindeutigen  Funktion  des  kom- 
plexen Arguments  x  +  iy.  Mit  der  so  gewonnenen  Definition  beginnt  die 
Einführung  einer  neuen  allgemeineren  Methode  für  den  weiteren  Aufbau 
der  Funktionentheorie.  Bisher  war  der  Herr  Verfasser  von  einfacheren  zu 
schwierigeren  Funktionen  übergegangen,  deren  analytische  Form  von  vorn- 
herein feststand.  Von  jetzt  an  knüpft  er  nicht  mehr  an  irgendwelche  ana- 
lytische Ausdrucksformen  an,  sondern  im  Cauchy-Biemannschen  Sinne 
an  bestimmte  Eigenschaften  der  regulären  Funktionen.  Hierbei  geht  er  in 
der  üblichen  Weise  vor.  Er  definiert  zunächst  das  Integral  einer  regulären 
Funktion  komplexen  Argumentes  und  entwickelt  im  Anschluss  daran  den 
bekannten  Cauchyschen  Satz,  mit  dessen  Hilfe  der  Wert,  den  eine  regu- 
läre Funktion  des  komplexen  Argumentes  je;  in  irgend  einem  Punkte  (  eines 
Bereiches  S  besitzt,  ausgedrückt  wird  durch  die  Werte  derselben  Funktion 
auf  dem  Bande  dieses  Bereiches.  Dieser  Oauchysche  Satz  dürfte  wohl 
infolge   seiner   grossen  Allgemeinheit  und  Fruchtbarkeit  als  der  wichtigste 


*  Hierbei  bleibt  es  dahingestellt,  ob  es  bei  der  Einführung  in  die  Fanktionen- 
theorie  überhaupt  zweckmässig  erscheint,  den  Cauchyschen  Lehrsatz  mit  £[ilfe 
jenes  Doppelintegralsatzes  zu  beweisen.  Man  vergleiche  über  diesen  Punkt  die 
Arbeiten  von  Pringsheim  Über  den  Cauchyschen  Integralsatz  in  den  Münchner 
Sitzungsberichten  aus  dem  Jahre  1896. 
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des  ganzen  Bnehes  bezeichnet  wurden  —  er  ist  es,  welcher  der  in  dem- 
selben Tertretenen  Auffassnng  der  Ftmktionentheorie  das  charakteristische 
Gepräge  giebt.  Gerade  ans  diesem  Grande  erschien  es 'mir  zweckmässig, 
auf  die  unzulängliche  Erörterung  seiner  eigentlichen  Grundlagen  innerhalb 
des  Burkhardtschen  Buches  oben  ganz  ausdrücklich  hinzuweisen. 

Von  diesem  Gauchyschen  Lehrsatz  werden  in  dem  vierten  Abschnitt 
drei  Anwendungen  gemacht. 

Erstens  wird  gezeigt,  dass,  wenn  eine  Funktion  komplexen  Argumentes 
in  einem  Kreise  um  den  Nullpunkt  regulär  ist,  sie  sich  für  alle  Punkte  ^ 
im  Innern  desselben  in  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  ^  entwickeln 
lässt. 

Zweitens  resultiert  daraus  der  Laurent  sehe  Satz  betreffend  die  Ent- 
Wickelung  einer  Funktion,  die  in  einem  von  zwei  konzentrischen  Kreisen 
um  den  Nullpunkt  begrenzten  Ringe  regulär  ist. 

Drittens  wird  der  Satz  bewiesen,  dass  die  Summe  einer  in  einem 
zusammenhängenden  Bereiche  gleichmässig  konvergenten  Reihe  regulärer 
Funktionen  selbst  eine  innerhalb  dieses  Bereiches  reguläre  Funktion 
vorstellt. 

Der  erste  Satz  führt  naturgemäss  zu  derWeierstrassschen  Funktionen- 
lehre zurück,  bei  welcher  die  Potenzreihe  das  alleinige  Fundament  bildet. 
Die  einfachsten  Eigenschaften  der  Potenzreihen  werden  aufgestellt  und  die 
charakteristischen  Eigenschaften  der  rationalen  und  der  ganzen  transcen- 
deuten  Funktionen  entwickelt.  Von  letzteren  werden  die  Exponential,  die 
Sinus-  und  die  Cosinusfunktion  gesondert  betrachtet.  Dabei  zeigt  es  sich, 
dass  der  Begriff  der  regulären  Funktion  noch  nicht  vollständig  genügt.  Der 
Funktionsbegriff  muss  dahin  erweitert  werden,  dass  in  dem  näher  zu  unter- 
suchenden Bereiche  einzelne  Ausnahmepunkte  zugelassen  werden,  in  welchen 
entweder  überhaupt  kein  bestimmter  Punktionswert  vorhanden  ist  oder  der 
betreffende  Funktionswert  in  seiner  Beziehung  zu  den  Nachbarwerten 
nicht  mehr  alle  Bedingungen  erfüllt.  Hierbei  kommt  der  Herr  Verfasser 
^zu  der  Definition  des  Poles  einer  Funktion  f{z)^  führt  femer  bei  der 
ganzen  transcendenten  Funktion  den  XJnendlichkeitspunkt  als  wesentlich 
singulären  Punkt  ein  —  wenn  auch  an  dieser  Stelle  die  letztere  Bezeich- 
nungsweise nicht  gebraucht  wird. 

Die  Laurent  sehe  Reihe  giebt  Anlass  zu  der  Entwickelung  der 
Fouri ersehen  Reihe,  der  dritte  Satz  endlich  über  die  Sunmien  unendlich 
vieler  regulärer  Funktionen  führt  zu  dem  bekannten  Mittag-Leff  1er sehen 
Theorem  über  die  Entwickelung  einer  Funktion  mit  unendlich  vielen  Polen 
in  der  Form  einer  unendlichen  Partialbruchreihe.  Dasselbe  wird  unter  ge- 
wissen beschickenden  Annahmen  bewiesen  und  als  Beispiel  die  Funktion- 
cotang  z  betrachtet. 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass  sich  auch  in  diesem  Abschnitt  einige 
Untersuchungen  Über  konforme  Abbildungen  vorfinden. 

Der  Inhalt  dieses  Abschnittes  muss  als  ein  reicher  bezeichnet  werden, 
die  Darstellung  ist,  wie  durchweg,  eine  elegante. 
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Der  fünfte  Absohnitt  beschäftigt  sich  mit  den  mehrwertigen  ana- 
lytischen Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen.  Der  Herr  Verfasser 
bemerkt  in  der  'Einleitung,  dass  die  von  ihm  getroffene  Anordnung  des 
Stoffes  vielleicht  nur  geteilter  Zustimmung  begegnen  wird.  Er  betrachtet 
nämlich  zuerst  zwei  unendlich  vieldeutige  Funktionen,  den  Arcus  einer 
komplexen  Grösse  und  den  Logarithmus,  deren  Biemannsche  Flächen  kon- 
struiert werden.  Die  hierbei  gewonnenen  Sätze  werden  zur  Diskussion  von 
]/ier,  der  Funktionen,  die  auf  der  Biemann sehen  Fläche  von  Yz  eindeutig 

sind,  der  Funktion  yz  und  einzelner  anderer  mehrdeutiger  algebraischer 
Funktionen  gebraucht.  Die  Diskussion  der  allgemeinen  algebraischen 
Funktionen  fehlt.  Mit  dem  letzteren  Punkte  kann  Beferent  sich  durchaus 
einverstanden  erklären,    dagegen    erscheint    ihm   der  Aufbau  einer   Theorie 

—  n  — 

der  Funktion  yz  und  y^  ^^  ^^^  Theorie  des  Arcus  und  des  Logarithmus 
denn  doch  zu  weit  hergeholt.  Zwar  wird  man  gut  thun,  von  der  trigono- 
metrischen Form  der  komplexen  Zahlen  Gebrauch  zu  machen,  das  könnte 
aber  doch  geschehen,  ohne  zuvor  so  tief  in  die  Theorie  des  Arcus  und  des 
Logarithmus  einzudringen,  als  der  Herr  Verfasser  es  thut. 

Noch  ein  Punkt  sei  aus  diesem  Abschnitt  herausgegriffen.  Der  Herr 
Verfasser  definiert  den  allgemeinen  Logarithmus  einer  komplexen  Grösse 
durch  das  Litegral: 


ßi 


—  die  Theorie  des  gewöhnlichen  reeUen  Logarithmus  setzt  er  aber  hierbei 
als  bekannt  voraus.  Beferent  würde  es  für  methodisch  richtiger  halten, 
die  Definition  und  die  Eigenschaften  des  allgemeinen  Logarithmus  in  der 
Weise  festzustellen,  dass  die  Definition  und  die  Eigenschaften  des  reellen 
natürlichen  Logarithmus  der  reellen  positiven  Zahlen  sich  als  spezieUe 
Fälle  daraus  ergeben. 

Im  sechsten  Abschnitt,  welcher  als  „Allgemeine  Funktionentheorie ^^ 
bezeichnet  ist,  wird  der  allgemeine  Begriff  der  analytischen  Funktion  einer 
komplexen  Veränderlichen  entwickelt.  Der  Herr  Verfasser  denkt  sich  zu- 
nächst in  einem  beliebigen  Bereiche  S  eine  reguläre  (d.h.  Cauchy-Bie- 
m an n sehe)  Funktion  f(x)  als  ursprünglich  vorgelegtes  „ Funktionselement ^^ 
irgendwie  definiert  und  daraus  mit  Hilfe  von  Taylor  sehen  Beihenent- 
Wickelungen,  deren  Eonvergenzbezirke  über  S  hinausreichen,  neue  „Funktions- 
demente '^  abgeleitet.  Die  Gesamtheit  der  durch  solche  „analytische  Fort- 
setzung^^ erreichbaren  Elemente  konstituiert  dann  eine  „analytische  Funktion**. 
Es  findet  also  hier  eine  Vermischung  der  Cauchy-Biemannschen  und  der 
Weierstrassschen  Definitionsform  statt,  auf  die  der  Herr  Verfasser  augen- 
scheinlich grosses  Gewicht  legt,  die  mir  indessen  nicht  glücklich  durch- 
geführt zu  sein  scheint.  Vor  allem  bemerke  man  folgendes:  während  bei 
Weierstrass  immer  nur  eine  einzelne  Potenzreihe  mit  bestinmiten  Koeffi- 
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zienten  als  Fnnktionselement  bezeichnet  wird,  verliert  dieser  Begriff  jede 
feste  Bedeutong^i  wenn,  wie  es  hier  geschieht,  die  genannte  für  irgend 
einen  Bereich  S  definierte  Funktion  f{z)  als  Fnnktionselement  eingeführt 
wird.  Denn  mit  demselben  Rechte  müsste  dann  anch  f(z)  mit  einer  Reihe 
von  Fortsetzmigen  genommen  als  ein  einziges  Fonktionselement  gelten, 
oder  man  mflsste  etwa  die  Festsetzung  treffen,  dass  ein  neues  Fonktions- 
element beginnt,  sobald  die  Variable  0  den  ursprünglichen  Definitionsbereich 
▼erlässt.  In  diesem  Falle  würde  aber  der  Begriff  des  Fonktionselementes 
von  der  zufälligen  Wahl  des  Bereiches  S  abhängen,  und  es  entsteht  femer  die 
ünzuträglichkeit,  dass  eine  und  dieselbe  Potenzreihe,  welche  innerhalb  S  mit 
f(e)  übereinstimmt  und  auch  noch  in  einem  gewissen  ausserhalb  liegenden 
Bereiche  /S'  konvergiert,  nunmehr  zwei  verschiedene  Funktionselemenie  vor- 
stellen würde.  Dergleichen  Unebenheiten  hätten  durch  ein  konsequenteres 
Festhalten  der  Weierstrassschen  Definitionen  und  Entwickelungen  ver- 
mieden werden  können.  Ohne  zu  tief  hierauf  einzugehen,  möge  folgendes 
bemerkt  werden.  Auch  bei  Herrn  Burkhardt  tritt  die  Fotenzreihe,  welche 
bei  der  Cauchy-Riemannschen  Betrachtungsweise  lediglich  eine  sekun- 
däre Rolle  spielt,  als  wichtiges,  ja  eigentlich  alles  beherrschendes  Moment, 
ähnlich  wie  bei^  Wei erstras s  in  den  Vordergrund.  Wenn  das  aber  ge- 
schieht, so  wäre  ein  tieferes  Eingehen  auf  deren  Eigenschaften  erforderlich 
gewesen,  als  es  thatsächlich  geschieht.  Insbesondere  wird  der  fundamentale 
Satz  über  den  wahren  Eonvergenzbezirk  einer  Fotenzreihe,  durch  welchen 
das  Auftreten  singulärer  Stellen  und  deren  wahre  Natur  erst  verständlich 
wird,  schwer  vermisst.  Was  sich  hierüber  in  dem  Burkhardt  sehen  Buche 
findet,  scheint  doch  gar  zu  unzulänglich.  Das  gleiche  gilt  von  denjenigen 
Bemerkungen,  welche  sich  auf  analytische  Funktionen  analytischer  Funktionen 
beziehen. 

Alles  in  allem  muss  man  sagen,  dass  von  dem  elementaren  Charakter 
und  der  lichtvollen  Klarheit  der  Weierstrassschen  Methode  leider  viel  zu 
wenig  in  den  vorliegenden  Abschnitt  übergegangen  ist.  Wesentlich  besser 
geraten  sind  die  nachfolgenden  fnnktionentheoretisch- geometrischen  Be- 
trachtungen (Spiegelung,  konforme  Abbildung),  mit  welchen  das  Buch 
schliesst:  hier  zeigt  sich  die  knappe  und  elegante  Darstellungsweise  des 
Herrn  Verfassers  wieder  von  ihrer  besten  Seite.  ^  Krause 


Abels  theorem  and  the  allied  theory  inclnding  the  theory  of  the  theta 
fdnetions  by  H.  F.Baker.   Cambridge  1897.  At  the  üniversity  Press. 

Das  in  der  Überschrift  genannte  Werk  ist  mit  sehr  grosser  Sach-  und 
Litteraturkenntnis  geschrieben  und  enthält  eine  Übersicht  über  die  wich- 
tigsten Teile  aus  der  Theorie  der  Abel  sehen  Integrale  und  ihrer  Umkehr- 
funktionen. Es  zerfällt  in  zwei  Teile,  von  denen  der  erste  in  acht 
Kapiteln  die  Theorie  der  Integrale,  der  zweite  in  zwölf  Kapiteln  die  Theorie 
der  Umkehrfunktionen  enthält.    Die  Lektüre  des  Werkes  wird  einigermaßen 
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durch   den  ümfitand   erschwert,   dass  der  Herr  Verfasser  das  Forsythsche 
Lehrbuch  über  Fnnktionentheorie  als  bekannt  voraussetzt. 

Im  ersten  Teile  werden,    um    wenigstens    eine    kurze    Übersicht   über 
den  reichhaltigen  Inhalt  zu   geben,    die  Ab  eischen  Integrale  der  drei  Ter- 
schiedenen  Arten  definiert  und  mit  einander  verglichen.    Bei  der  Betrachtang 
der   rationalen  Funktionen   zweier  veränderlicher  Grössen,   zwischen   denen 
eine  algebraische  Grleichung  besteht,  ergiebt  sich  der  Begriff  des  Geschlechtes, 
der  Weierstrasssche  Lflckensatz  und  der  Biemann-Bochsche  Satz.     Die 
Weiterföhrung    der  Theorie    ergiebt   eine  Vereinfachung   in   der  Form  der 
A heischen  Integrale.     Es  werden    dazu   die  Fundamentalsysteme  der  defi- 
nierten   Funktionen    eingefEihrt,    ihre    Eigenschaften    untersucht    und   An- 
wendungen auf  die  Darstellung   der  Integrale   der  verschiedenen  Arten  ge- 
macht.    Im  fünften  Kapitel  werden  einige  besondere  Falle  der  Biemann- 
sehen  Fläche,  insbesondere  der  hyperelliptische  in  Betracht   gezogen.     Das 
sechste  Kapitel   bringt   geometrische  Anwendungen.     Im    siebenten  Kapitel 
wird    die    Theorie    von    Funktionen    entwickelt,     welche     alle    rationalen 
Funktionen  auf  der  Biemannschen  Fläche  darzustellen   erlauben,  daneben 
finden  sich  Betrachtungen  über  die  Vertauschung  von  Argument  und  Para- 
meter  und   Periodenrelationen.      Das   folgende   Kapitel   hat   das   Abelsche 
Theorem  zum  Gegenstand.     Dasselbe  wird  auf  mehrfachem  Wege  bewiesen 
und   geometrisch   gedeutet.      Hiermit    schHesst    der   erste    grosse   Teil    des 
Werkes.     Es  folgt  nunmehr  im   neunten  Kapitel   das   allgemeine  ümkehr- 
problem.     Die  Auflösbarkeit   wird  nachgewiesen   und  dazu   die   allgemeine 
Thetafonktion    eingeführt,     deren    charakteristische    Eigenschaften    studiert 
werden,  insbesondere   werden    auch    die  Nullstellen    eingehend   untersucht 
Die  bei  der  ümkehrung  auftretenden  Beziehungen  werden  in  einigen  Fällen 
noch  eingehender  diskutiert,   so   vor  allem  in  dem  hyperelliptischen  Falle. 
Sodann  wendet  der  Herr  Verfasser  sich  zu  einer  sorgfältigen  von  den  früheren 
Betrachtungen  unabhängigen  Theorie  der  allgemeinen  Thetafunktionen.     Es 
werden    dazu    die   verschiedenen  Arten   von   Additionstheoremen,    darunter 
die  von  Frobenius  und  in  neuester  Zeit  von  Prym  und  Krazer  gegebenen 
ausführlich  entwickelt  und  zur  Aufstellung   von  Thetarelationen    verwandt. 
Das  allgemeine  Transformationsproblem  wird  aufgestellt  und  die  allgemeinen 
Formeln    abgeleitet,   hierbei   wird    auch    der  Fall    kurz   berührt,    dass   die 
Transformationszahlen     gebrochene    Zahlen     sind.       Das     spezielle     Trans- 
formationsproblem, sowie  die  mannigfachen  Differentialgleichungen  und  Ent- 
wickelangen der  Thetafunktionen    respektive  Thetaquotienten  werden    nicht 
in   Betracht   gezogen.       Eine  Theorie    der   komplexen    Multiplikation    und 
einige    Bemerkungen    über    die    Reduktion    höherer    auf   niedere    Integprale 
schliesst  das  inhaltreiche  Werk,  dessen  Lektüre    einem  jeden  aufis  wärmste 
empfohlen  werden  kann,  der  sich  mit  der  allgemeinen  Theorie   der  A hei- 
schen Integrale  und  Funktionen  beschäftigt.  -^  Krause. 
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Tbeorie  des  fonctions  algibriqnes  de  denx  variables  independantes. 

Par  Emile  Pioard,  Membre  de  l'Institnt,  Professeur  a  Tüniversite 
de  Paris,  et  Georges  8imart,  Oapitaine  de  Fr^gate,  Rjp^titenr  a 
l'Ecole  Polytechnique.  Tome  I.  VI,  246  p.  8^.  Paris  1897. 
Grauthier-Villars  et  fils. 

Dieses  Werk  stellt  den  ersten  Versuch  dar,  eine  Theorie,  welche  bisher 
in  dem  Dunkel  der  Zeit-  und  Akademieschriften  sich  entwickelt  hat,  in 
systematischer  Form  zusammenzufassen  und  einem  weiteren  Leserkreise  vor- 
zuführen. Wie  die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  einer  Variablen 
aus  zwei  Quellen,  aus  der  Kurven-  und  aus  der  Fanktionenlehre ,  entsprungen 
ist,  so  hat  auch  die  vorliegende  höhere  Theorie  doppelten  Ursjirung:  einen 
geometrischen  in  deutschen  Arbeiten  von  1868  — 1874  über  die  rationale 
Transformation  algebraischer  Flächen,  einen  transcendenten  in  Arbeiten,  um 
1884,  des  einen  der  beiden  Verfasser  dieses  Buches,  E.  Picard's,  über 
die  Existenzbedingungen  totaler  algebraischer  Differentialausdrücke  auf 
singulären  Flächen.  Beide  Unteraachungsrichtungen  sind  inzwischen  fort- 
entwickelt worden;  die  erstere  ist  in  neuerer  Zeit  durch  einige  talentvolle 
jüngere  italienische  Mathematiker  in  lebhaften  Fluss  geraten,  die  zweite 
hat  Herr  Picard  selbst  durch  neue  Resultate  bereichert,  besonders  in  einer 
vor  kurzem  gehaltenen  Vorlesung,  aus  welcher  auch  das  Werk  hervor- 
gegangen ist.  Man  könnte  so  fürchten,  dass  die  geometrische  Richtung 
in  der  Darstellung  stark  zurücktreten  möchte.  Indes  sorgen  die  Verfasser 
in  den  beiden  letzten  der  8  Kapitel  des  ersten  Bandes  für  eine  selbständige 
Darlegung  der  Resultate  jener  früheren  Arbeiten,  der  nächste  Band  soll 
auch  über  ihre  Weiterführung  berichten  und  wird  hoffentlich  auch  zur  Aus- 
füllung der  grossen  Lücke,  welche  bis  jetzt  die  beiderseitigen  Invarianz- 
betrachtungen von  einander  trennte,  beitragen. 

Der  vorliegende  Band  bringt  zunächst  einige  Kapitel  sehr  allgemeiner 
Natur  über  die  Definition  totaler  m-£acher  Integrale  im  n-fach  ausgedehntem 
Räume,  über  die  Riem an n -Bettischen  Zusammenhangszahlen  beliebig  aus- 
gedehnter Gebilde,  über  die  Ausdehnung  der  C auch y sehen  Residuentheorie 
auf  Doppelintegrale  und  die  zugehörigen  Perioden  Verhältnisse  —  zum  grösseren 
Teile  nach  Poincari.  Die  in  den  Kapiteln  IV — VI  gebotenen  Anwendungen 
auf  algebraische  Flächen,  die  Betrachtung  der  zugehörigen  linearen  cyklischen 
Wege  und  einfachen  totalen  Differentialausdrücke  gehören  ganz  Herrn 
Picard  an.  Insbesondere  ist  es  erfreulich,  dass  die  Verfasser  hier  den 
Standpunkt  der  Auflösung  der  Singularitäten  einer  Fläche  durch  Trans- 
formation adoptieren  und  sogar  eine  neue,  verhältnismässig  einfache  Methode 
vorschlagen,  welche  freilich/ trotz  richtiger  Endresultate,  noch  weiterer  Durch- 
arbeitung (siehe  S.  78)  bedarf.  Dass  das  Beispiel  Seite  1 75  zu  keinem  Integral 
dritter  Gattung  geführt  hat,  liegt  wesentlich  daran,  dass  die  dort  betrachtete 
Fläche  eine  rationale  ist.  Auch  die  beiden  letzten  mehr  geometrischen 
Kapitel  über  Flächen  und  ihre  Doppelintegrale  sind  sehr  übersichtlich  (nur 
die  Bemerkung  über  den  Fall  /'=  0,  Seite  182  und  188,  nicht  zutreffend). 

Hiit.-litt.  Abt.  d.  Zeitachr.  f.  Math,  u,  Phys.  48.  Jahrg.  1898.  «.  Heft.  q|jtized  by  VjOOQiC 
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Der  zweite  Band  will  auch  durch  Anwendungen  die  Bedentong  d; 
vorgetragenen  nenen  Theorien  ersichtlich  machen.  So  begrüssen  wir  den 
dieses  Werk  als  Darstellnng  —  wie  die  Verfasser  es  ansspreohen  —  (fcs 
gegenwärtigen  Standes  der  Wissenschaft  bezüglich  eines  Gebietes,  dessa 
Stadium  die  Anstrengung  vieler  Forscher  verdient,  und  zwar,  wie  w: 
hinzufügen,  als  eine  wohlgelungene  Darstellung  einer  an  sich  sehr  schwieiif«: 

^*^^®-  M.   NOCTHEt 

Yorlesnngen  fiber  Kreis-  und  Engelfanktionenreiheii.  Von  Dr.  Johasi^ 

Frischauf,    Professor    an    der    Universität    Graz.      Leipzig  ISSr. 
B.  G.  Teubner.     VI  und  60  S. 

In  einem  vier  Druckbogen  umfassenden  Schriftchen  behandelt  HrT 
Frischauf  die  Grundlagen  der  für  zahlreiche  Anwendungen  innerhalb  k 
mathematischen  Naturbetrachtung  so  wichtigen  Fouri ersehen  Beihen  c: 
Eugelfnnktionen.  Die  Darstellungsweise  des  Verfassers  ist  allenthalb»  & 
fasslich  und  elementar  gehalten,  als  es  die  Schwierigkeiten  des  Gegensttoc^ 
irgend  zuliessen.  Besondere  Erwähnung  verdient  die  Behandlung  des  Tfaeore? 
von  der  Entwickelbarkeit  einer  auf  der  Eugeloberfl&che  willkürHeh  z 
gebenen  eindeutigen  Funktion  /'(d,  gl)  in  eine  nach  Eugelfiomktionen  zwek 
Argumente  fortschreitende  Beihe.  Hier  ist  es  eine  bekannte  Schwiengi«r 
jeder  Vorlesung  über  Potentialtheorie,  dass  die  Eonvergenz  dieser  Eeie 
(Eonvergenz  der  Eugelfunktionenreihe  des  Potentials  einer  Eugelffikch«  &' 
der  Eonvergenzgrenze)  schwer  beweisbar  ist  Bekanntlich  unterlag  ^^ 
ursprüngliche  Dirichletsche  Beweis  der  Eritik.  Herr  Frischauf  pT' 
eine  vereinfachte  Fassung  des  korrekten  Dini sehen  Beweisganges.  Bäsfi*- 
ausführlich  zu  behandeln,  hat  leider  nicht  in  der  Absicht  des  Vei&ssr> 
gelegen.  In  dieser  Hinsicht  sind  uns  die  englischen  Lehrbücher  viel^: 
überlegen  (siehe  z.  B.  Byerly,  An  elementary  treatise  on  Fouriers  series  ec 
Aber  auch  so  wird  sich  das  vorliegende  Buch  unter  den  Studierenden  zaL 
reiche  Freunde  erwerben.  p    Fricü. 

Maurice  d^Ogaone.    Conrs   de  g6oiii6trie  descriptive  et  de  ghmHx» 
infinitesimale.    Paris,  Gauthier -Villars. 

Dem  Anwachsen  des  Stoffes  in  den  einzelnen  mathematisehoi  P:^ 
ziplinen  entsprechend  haben  viele  neuere  Lehrbücher  einen  ümiaiig  ^ 
genommen,  der  sich  kaum  noch  mit  dem  Gebrauch  von  Seiten  der  Stadist^ 
den  verträgt.  Insbesondere  gilt  das  für  die  darstellende  Geometrie.  =r= 
man  kann  daher  nur  zustimmen,  wenn  Lehrbücher  erscheinen,  wek^  ^  - 
zusagen  die  gewöhnlichen  Eenntnisse  bei  ihren  Lesern  voraussetno,  oha« 
deshalb  ausgewählte  Eapitel  zu  bringen,  vielmehr  auch  Elementarjgcbie^ 
behandeln,  aber  dort  neue  Ausblicke  gewähren.  Ich  habe  hier  nameetbfr 
Mannheims  g^ometrie  descriptive  im  Auge;  aber  auch  das  vorli^»^ 
Werk  vertritt  die  gekennzeichnete  Tendenz. 
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Es  zerföUt  in  die  beiden,  nur  sehr  lose  zusammenhängenden  Teile,  wie 
sie  der  Titel  zom  Ausdrack  bringt  In  erster  Linie  verfolgte  wohl  der 
Verfasser  mit  der  Herausgabe  des  Lehrbuches  die  Absicht,  seinen  Hörern 
an  der  4cole  des  ponts  et  chaussees  den  Inhalt  seiner  dort  gehaltenen 
Vorträge  in  exakter  Form  darznbieten. 

Der  erste  Teil  zerfällt  in  die  Kapitel: 

Kotierte  Projektionen,  Azonometrische  Perspektive,  Schattenkonstmk- 
tionen,  Linearperspektive. 

Das  erste  Kapitel  erledigt  den  Gegenstand  in  der  üblichen  Weise,  be- 
sonderes ist  nicht  hervorzuheben. 

Die  Behandlung  der  axonometrischen  Perspektive  weicht  in  ihrem 
Ausgangspunkte  von  der  gewöhnlichen  dadurch  ab,  dass  anfangs  ohne  nähere 
Begründung  nur  die  Yorschriffc  erteilt  wird,  die  Koordinaten  eines  dar- 
zustellenden Baumpunktes  nach  drei  in  einer  Bildebene  beliebig  wählbaren 
Richtungen  von  einem  Punkte  aus  aufzutragen  und  dann  durch  fiquipoUente 
Strecken  den  Bildpunkt  festzulegen.  Erst  am  Schlüsse  des  E[apitels  wird 
durch  einen  analytischen  Beweis  des  Pohlkeschen  Satzes  die  Identität  der 
Methode  mit  derjenigen  der  schiefen  Projektion  nachgewiesen. 

Das  Vorgetragene  wird  (Kapitel  III)  für  die  Schattenkonstruktion  ver- 
wertet, indem  der  Schatten  eines  Körpers  auf  eine  Ebene  als  dessen  schiefe 
Projektion  aufgefasst  wird.  Für  eine  bestimmte  Wahl  des  Lichtstrahles  — 
der  üblichen,  bei  der  Grund-  und  Aufriss -Winkel  von  46^  mit  der  Axe  ein- 
schliessen  — ,  ergeben  sich  dann  Verhältniszahlen,  mit  deren  Hilfe  sich 
häufig  auftretende  Schattenformen  leicht  in  der  jeweiligen  Projektion  ohne 
Heranziehung  der  anderen  konstruieren  lassen.  Als  Beispiel  sei  das  Ver- 
hältnis der  Azen  jener  Ellipse,  welche  eine  Kugel  als  Schatten  auf  die 
Projektionsebene  wirft,  femer  die  Form  des  Schattens  vom  Bande  einer 
Kugelschale  im  Innern  derselben,  angeführt. 

Die  Benutzung  der  zum  Teil  bekannten  Formeln  gestattet  schnelles 
Arbeiten  und  sichert  sehr  genaue  Besultate,  stellt  aber  an  das  Gedächtnis 
des  Zeichners  erhebliche  Anforderungen. 

Bemerkenswert  ist  eine  einfache  Regel,  nach  der  man  entscheidet,  ob 
eine  Fläche  ihre  beleuchtete  oder  ihre  dunkle  Seite  dem  Beschauer  zukehrt. 
Die  Grundrisse  der  Erläuterungsfiguren  unter  H  und  III  der  Nr.  102  sind 
leider  versehentlich  unschraffiert  geblieben,  dem  ganz  richtigen  Texte  wider- 
sprechend. 

Aus  dem  Kapitel  der  Linearperspektive  sei  nur  eine  hübsche  Kon- 
struktion des  Bildes  einer  Kugel  erwähnt,  von  dem  in  einfacher  Weise  ein 
Paar  konjugierter  Durchmesser  angegeben  wird. 

Der  zweite  Teil,  die  Infinitesimalgeometrie,  ist  die  eigentliche  pi^ce 
de  resistance  des  Werkes.  Das  Ziel  ist  die  strenge  Ableitung  der  ver- 
schiedenen Sätze  und  Konstruktionen,  welche  sich  in  Bezug  auf  Tangenten, 
Schmiegungsebenen,  Krümmung  etc.  geometrisch  definierter  Gebilde  ergeben, 
und  zwar  in  rein  geometrischer  Form.     Die  Aufgaben  decken  sich  vielfach 
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inhaltlich   mit   denen   der  Kinematik  veränderlicher  Systeme ,   nnr  dass  bei 
der  LöSTing  you  dem  Begriffe  der  Bewegung  kein  Gebrauch  gemacht  wird. 

Die  Grondh^e  des  Ganzen  bilden  einige  Fondamentalformeln,  welche 
in  anderer  Weise :  abgeleitet  bereits  in  dem  oben  erwähnten  Mannheim- 
sehen  Werke  sich  vorfinden  und  von  denen  die  dritte  (in  Worten)  als  besonders 
charakteristisch  hier  mitgeteilt  werden  möge.  Zieht  man  von  einem  Pankt  Ä 
emer  Kurve  je.  eine  Tangente  an  zwei  andere  Kurven,  so  ist  das  Bogen- 
differential,  welches  J.  durchläuft,  gleich  dem  Winkeldifferential  des  Tangenten- 
winkels, multipliziert  mit  dem  Unterschiede  der  reziproken  Entfernungen 
der  Schnittpunkte,  welche  die  Kurvennormalen  in  den  Berührungspunkten 
der  Tangenten  auf  der  Bahnnormalen  in  Ä  verzeichnen,  von  dem  Punkte  A. 
Bleibt  insbesondere  der  Tangenten winkel  konstant,  so  verschwindet  sein 
Differential;  des  endlichen  Bogendifferential  wegen  muss  denmach  der  andere 
Faktor,  nämlich  die  auftretende  Differenz  unendlich  gross  werden,  d.  h. 
die  Normalen  der  Enveloppen  der  Schenkel  eines  bewegten  starren  Winkels 
schneiden  sich  in  jedem  Augenblick  auf  der  Normalen  der  vom  Scheitel 
beschriebenen  Kurve,  ein  Resultat,  dessen  Richtigkeit  durch  Heranziehung 
des  Drehpols  unmittelbar  in  Evidenz  tritt.  Von  Anwendungen  sei  eine 
besonders  einfache  Bestimmung  des  Krümmungs- Mittelpunkts  der  Fuss- 
punktkurve  einer  gegebenen  Kurve  hervorgehoben.  Merkwürdigerweise  ist 
nur  eine  einzige  kinematische  Anwendung,  nämlich  die  auf  den  Peaucellier- 
schen  Inversor  gemacht.  Um  so  lieber  weisen  wir  auf  die  vom  Verfasser 
auf  Grund  der  mitgeteilten  Formeln  gegebene  Bestimmung  der  Kurve  hin, 
welche  das  Triebrad  eines  Zweirades  beschreibt,  dessen  Leitrad  (Vorderrad) 
eine  bestimmte  Bahn  durchläuft.*  Bei  geradliniger  Fahrt  sind  beide  Kurven 
identisch  und  es  ist  interessant  zu  verfolgen,  wie  sich  beim  Übergang  in  die 
gekrümmte  Bahn  die  Kurven  von  einander  lösen,  um  sich  später  beim 
Aufhören  der  Kurve  wieder  zu  vereinigen.  An  den  Trennungspunkten 
haben  beide  Bahnen  gemeinschaftliche  Tangenten. 

Die  nun  folgenden  Anwendungen  auf  die  Raumgeometrie  beziehen  sich 
auf  Kurven  und  Flächen.  Im  wesentlichen  ist  die  Methode  rein  geo- 
metrisch, doch  werden  analytische  Hilfsmittel  nicht  vollständig  vermieden. 
Von  speziellen  Kurven  wird  die  Schraubenlinie,  von  speziellen  Flächen 
werden  die  Hüllflächen  einer  Kugel,  die  windschiefen  und  abwickelbaren 
Flächen  behandelt,,  die  Minimalflächen  kurz  berührt. 

Der  Inhalt  ist  ein  sehr  reicher.  Wenn  es  gestattet  ist,  einen  Wunsch 
zu  äussern,  so  wäre  es  der  nach  einer  etwas  weiter  durchgeführten  kon- 
struktiven Lösung  der  aufgestellten  Fragen;  damit  wäre  auch  eine  innigere 
Verbindung  der  beiden  Teile  des  Werkes  hergestellt,  welche  jetzt  eigent- 
lich wenig  mit  einander  zu  thun  haben. 


*  Im  „Genie  civil"  vom  27.  Juni  1896. 

C.  RODENBBRG. 
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Oenvres  de  Lagnerre  pnbliees  sons  les  anspices  d($  rAcäd^mie  des 
Scienees.  Par  MM.  Ch.  Hermite,  H.  PoincariS  et  H.  Roüchä, 
membres  de  l'Institat.  Tome  I.  Algebre.  Galcal  intägraL  Paris  1898« 
Gauthier- Villars  et  fils.  468  p.  15  fr. 

In  dem  Bericht,  welchen  Ossian  Bonnet  erstattete,  als  sich  Laguerre 
um  einen  Sitz  in  der  Akademie  bewarb,  heisst  es:  Laguerre  est  un  des 
geometres  les  plus  p^netrants  de  notre  4poque;  ses  decouvertes  en  Geometrie 
lui  i^signent  le  premier  rang  parmi  les  successeurs  de  Ohasles  et  de 
Poncelet,  et  ses  recherches  nombreuses  et  profondes  snr  TAlgebre  et  le 
Calcul  differentiel  et  integral  accusent  un  talent  d'analyste  de  premier 
ordre. 

Die  wissenschaftliche  Welt  muss  es  der  Pariser  Akademie  Dank  wissen, 
dass  sie  die  Herausgabe  der  gesammelten  Arbeiten  Laguerres  beschlossen 
hat.  Die  Herren  Hermite,  Poincare  und  Bouch^  haben  sich  dieser 
Aufgabe  unterzogen  und  so  Laguerres  Schriften  diejenige  Einwirkung 
auf  die  Entwickelung  der  modernen  Mathematik  gesichert^  welche  ihnen 
gebührt. 

Die  Sammlung  ist  auf  zwei  Bände  berechnet.  Der  erste  beginnt  mit 
einer  Einleitung  des  Herrn  Poincare.  Diese,  sowie  die  von  Herrn  Bouche 
(Journal  de  TEcole  Polytechnique  LVI,  213—277,  1886)  gegebene  Bio- 
graphie ist  in  der  folgenden  Darstellung  zu  Grunde  gelegt. 

Edmond  Laguerre  wurde  am  9.  April  1834  zu  Bar-le-Duc  geboren. 
Schon  früh  zeigte  sich  sein  mathematisches  Talent.  Noch  candidat  ä  l'Ecole 
Polytechnique  trat  er  im  Jahre  1853  mit  einer  Arbeit  hervor,  durch  die 
er  eine  Lücke  in  der  modernen  Geometrie  ausfüllte:  Er  gab  die  Lösung 
zu  dem  Problem  der  homographischen  Transformation  der  Winkelbeziehungen, 
eine  Lösung,  welche  einem  Poncelet  und  Ghasles  entgangen  war. 
Terquem  schrieb  aus  Anlass  dieser  Lösung  in  seinen  ,,ADnale8^^:  Profond 
investigateur  en  Geometrie  et  en  Analyse,  le  jeune  Laguerre*  possede  un 
esprit  d'abstraction  excessivement  rare,  et  Von  ne  saurait  trop  encourager 
les  travauz  de  cet  homme  d'avenir.  Über  ein  Jahrzehnt  veröffentlichte 
Laguerre  nichts.  Er  schien  von  seinen-  Pflichten  als  Artillerieoffizier 
gftnzlich  in  Anspruch  genommen.  Erst  um  das  Jahr  1865,  wo  er  als 
repetiteur  k  l'Ecole  Polytechnique  nach  Paris  kam,  fing  er  an,  die  Ergebnisse 
seiner  Studien  mitzuteilen. 

Laguerre  hat  140  Abhandlungen  geschrieben,  von  denen  mehr  als 
die  Hälfte  auf  die  moderne  Geometrie  Bezug  haben.  Diese  sollen  den 
zweiten  Band  der  gesammelten  Werke  füllen.  Der  erste  Band,  welcher 
vorliegt,  enthält  die  Abhandlungeii  aus  den  Gebieten  der  Algebra  und 
Litegralrechnung. 

An  erster  Stelle  sind  Laguerres  Untersuchungen  über  die  algebraischen 
Gleichungen  abgedruckt. 

Der  Sturm  sehe  Satz  giebt  die  vollständige  Lösung  des  Problems,  die 
Anzahl  der  reellen  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  zu  bestimmen. 
Die  angenäherte  Berechnung  der  Wurzeln  wird  alsdann  durch  die  Kaw^ion-    t 
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sehe  Methode  geleistet  Diese  Fragen  schienen  also  durchaus  erschöpfend 
beantwortet.  Lagnerre  macht  darauf  aufinerksam,  dass  Btnrms  Ver- 
fahren mehr  bewundert  als  angewendet  wird,  dass  man  im  allgemeinen  zur 
Bestimmung  der  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  sowie  zur  Separation  der 
Wurzeln  numerischer  Oleichungen  Wege  einschlägt,  die  dem  speziellen 
Falle  angepasst  sind.  Er  giebt  zunächst  einen  neuen  Beweis  fOr  die 
Descartessche  Zeiohenregel,  welcher  noch  einfieu^her  ist  als  der  bekannte. 
Die  wahre  Bedeutung  desselben  liegt  aber  darin,  dass  er  sich  nicht  nur  auf 
die  ganzen  Polynome  bezieht,  sondern  sich  auch  auf  die  unendlichen  Beiben 
ausdehnen  lässt.  und  in  dieser  Gestalt  fOhrt  Descartes'  Theorem  zu 
eleganten  Regeln,  welche,  einfacher  als  die  Sturmsche,  sich  auf  aus- 
gedehnte Klassen  von  Gleichungen  beziehen. 

Die  Newtonsche  Methode  besteht  darin,  die  algebraische  Gleichung 
durch  eine  Gleichung  ersten  Grades  zu  ertietzen,  welche  wenig  you  ihr  ab- 
weicht. Laguerre  ersetzt  sie  durch  eine  Gleichung  zweiten  Grades,  die 
noch  weniger  Yon  ihr  abweicht,  und  erreicht  dadurch  eine  schnellere  An- 
näherung. Ausserdem  versagt  diese  Methode,  solange  die  Wurzeln  reell 
sind,  niemals.  Von  besonderem  Vorteil  erweist  sich  das  neue  VerÜBkhren 
bei  den  Gleichungen,  deren  linke  Seite  ein  Polynom  darstellt,  das  der 
linearen  Differentialgleichung 

genügt.  Unter  diesen  Polynomen  betrachtet  Laguerre  im  besonderen  die 
von  Herrn  Her  mite  untersuchten  Polynome  U^,  welche  die  Differential- 
gleichung y"— a?i^'  +  ny  «0 

erfttllen,  und  die  Legendreschen  Polynome  X«,  die  der  Differentialgleichung 
genügen.  (f-i)y^'+2.y'-n{j.+  l)y=0 

Laguerre  hat  seine  Methode  auch  auf  die  transcendenten  Gleichungen 
ausgedehnt,  d.  h.  auf  den  Fall,  wo  die  linke  Seite  eine  ganze  transcendente 
Funktion  ist.  Es  ist  ihm  unter  Benutzung  des  Weierstrassschen  Begriffs 
der  Primfaktoren  gelungen,  die  Einteilung  der  ganzen  transcendenten 
Funktionen  nach  dem  Geschlecht  zu  vertiefen.  Personne,  sagt  Poincare  in 
der  erwähnten  Einleitung,  ne  s'est  avance  aussi  loin  que  lui  dans  cette 
theorie,  Tune  des  plus  difQciles  de  l'Analyse. 

Die  Untersuchung  der  Polynome,  welche  einer  linearen  Differentialgleichung 
genügen,  veranlasste  Laguerre  zum  Studium  der  algebraischen  Ketten- 
brüche, welches  uns,  nach  einem  Poincare  sehen  Ausspruch,  dereinst  zu 
schneller  konvergierenden  Entwickelungen  der  Funktionen  fahren  wird,  als 
vermittelst  der  Potenzreihen  möglich  ist.  Von  Laguerres  Besnltaten  mag 
das  folgende  hervorgehoben  werden,  wonach  sich  aus  einer  divergenten 
Eeihe  ein  konvergenter  Eettenbruch  herleiten  lässt.  Es  rechtfertigt  dieses 
Ergebnis  auf  einem  neuen  Wege  den  Gebrauch  divergenter  Reihen,  dem 
sich  auf  Grund  der  Poincar eschen  Arbeiten  noch  eine  Zukunft  vorher- 
sagen lässt. 
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Eine  der  l&ngsten  Abhandlangen  Lagnerres  trägt  den  Titel  „Snr  les 
systemes  Unfaires '^  und  ist  im  Jahre  1867  im  Journal  de  Tücole  Foly- 
techniqne  yeröiffentlicht  worden.  L agner re  entwickelt  hier  die  Theorie 
der  linearen  Substitationen  und  findet,  dass  sie  eine  einfache  nnd  gewisser- 
massen  arithmetiBche  Deutmig  für  die  gewöhnlichen  imaginären  Grössen, 
für  die  Qnatemionen ,  für  die  deft  alg^briqnes  von  Ganchy  liefert.  Diese 
Prinzipien  werden  anf  die  Theorie  der  quadratischen  Formen  nnd  anf  die 
Theorie  der  Abelschen  Fanktionen  angewendet.  Laguerre  findet  hier  die 
Resultate  von  Herrn  Hermite  wieder  und  vervollständigt  sie  in  ver- 
schiedenen Punkten. 

Als  Laguerres  bedeutendste  Entdeckung  in  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen preist  Ossian  Bonnet  in  seinem  oben  erwähnten  Bericht  die 
Einführung  des  Invariantenbegri£fs  in  die  genannte  Theorie,  welcher  es  er- 
möglichte, die  Differentialgleichungen  durch  passende  Umformungen  auf 
den  höchsten  Grad  der  Einfachheit  zu  bringen.  Die  Fruchtbarkeit  dieses  Ge- 
dankens ist  durch  Halphen  dargethan  worden,  welcher  unter  diesem  neuen 
Gesichtspunkte  seine  Theorie  der  Differentialinvarianten  en];wickelt  hat. 

Ich  habe  noch  zweier  Arbeiten  Laguerres  Erwähnung  zu  thun, 
welche  auf  dem  Gebiete  der  Potentialtheorie  liegen.  In  der  ersten  Arbeit 
„Sur  Tattraction  qu'exerce  un  ellipsolJde  homogene  sur  un  point  exterieur" 
C.  R.  LXXXVI,  1878  gelingt  Laguerre  die  Zurtickführung  des  Potential- 
ausdrucks auf  ein  einfaiches  Integral  durch  Zerschneiden  des  Ellipsoids  in 
unendlich  dünne  Scheiben.  Diese  liegen  zwischen  zwei  unendlich  nahen 
Ebenen,  welche  der  Ebene 


i  jC  cos  9  +  i y  sin  9  -f  ;er  =  0,     i  =  k  —  1 , 

parallel  laufen,  wenn  (x^y^g)  den  äusseren  Punkt  bezeichnet.  Hierbei  er- 
giebt  sich  zunächst  die  Darstellung  der  Potentialfunktion  mit  Hufe  eines 
Doppelintegrals,  welche  in  der  zweiten  Arbeit  „Sur  le  potentiel  de  deuz 
ellipsoides"  C.  R.  CII,  1886,  der  letzten  Arbeit  Laguerres,  benutzt  wird, 
um  das  Potential  zweier  Ellipsoide  durch  ein  dreifaches  Integral  auszu- 
drücken. 

Den  Beschluss  des  ersten  Bandes  bildet  eine  Arbeit  von  Herrn  Hermite 
unter  dem  Titel  ^,Sur  un  Memoire  de  Laguerre  concemant  les  equations 
algibriques^S  Herr  Hermite  leitet  hier  die  Resultate,  zu  denen  Laguerre 
in  seiner  Arbeit  „Sur  une  m^thode  pour  obtenir,  par  approximation,  les 
racines  d'une  equation  algebrique  qui  a  toutes  les  racines  reelles  ^^  Nouv. 
Ann.  de  Math.(2)  XIX,  1880  gelangt  ist,  auf  einem  anderen  und  einfacheren 
Wege  her. 

Laguerre  ist  am  14.  August  1886  in  seiner  Vaterstadt  gestorben. 
Drei  Jahre  vor  seinem  Tode  öfiheten  sich  ihm  die  Pforten  des  Instituts. 
Gleichzeitig  wurde  ihm  der  Lehrstuhl  für  mathematische  Physik  an  dem 
College  de  France  übertragen.  Wie  hoch  Laguerre  auch  als  Mensch  ge- 
schätzt und  verehrt  wurde,  geht  aus  dem  Nachruf  hervor,  welchen  ihm 
Herr  Bertrand  im  Namen  der  Akademie  gewidmet   hat   und    in  welchem 
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es  heisst:  „Edmond  Laguerre,  passionne  ponr  la  Science,  semblait  in- 
different au  succes.  Jamais  il  n'a  neglig^  im  devoix;  jamais  11  n'a  sollidte 
une  faveor  . .  .  Toujours  oubMeux  de  se  faire  valoir,  il  a  pris  sa  retraite, 
jeune  encore,  sans  avoir  atteint  dans  Tartillerie  les  hauts  grades  oh.  son 
merite  semblait  Tappeler  ....  Ses  deconvertes  Tavaient  plac^  aa  premier 
rang  des  geometres  fran9ais  avant  qae  TAcad^mie  des  Sciences  an  eüt  entendn 
discuter  et  proclamer  Timportance."  -g   Jahnke 


E.  ViLLiä.  Compositions  d'analyse,  cinematiqne,  m^caniqne  et  astponomie 
donnees  depnis  1889  k  la  Sorbonne  ponr  la  licence  es  sciences 
mathematiqnes.  Enonces  et  solntions.  Troisieme  partie.  Gauthier- 
ViUars.     Paris  1898.     299  S. 

Der  vorliegende  Band  giebt  ebenso  wie  die  beiden  vorhergehenden 
eine  Sammlung  von  Aufgaben,  die  an  einer  Beihe  von  Universitäten  Frank- 
reichs in  den  Jahren  1889—1897  fCu*  die  licence  ^s  sciences  mathematiqnes 
gestellt  worden  ^ind.  Bei  diesem  Examen,  welches  etwa  dem  Oberlehrer- 
examen in  Preussen  entsprechen  würde,  werden  nur  Klausurarbeiten  an- 
gefertigt. Es  unterscheidet  sich  daher  diese  Sammlung  naturgemafis  von 
den  bei  uns  bekannten  Aufgabensammlungen.  Es  sind  durchweg  schwierigere 
Probleme,  deren  Lösung  eine  gewisse  analytische  Geschicklichkeit  und  Be- 
kanntschaft mit  den  fundamentalen  Gesetzen  der  Kinematik  und  Dynamik 
voraussetzt.  Einige  Beispiele  werden  den  Charakter  des  Buches  und  die 
Höhe  der  gestellten  Anforderungen  am  besten  erläutern. 

An  der  Ecole  Normale  wurde  im  Jahre  1890  als  erste  Frage  die 
folgende  vorgelegt:  Es  ist  zu  beweisen,  dass  der  Differentialgleichung 

(a;«-l)/  =  «(n+l);/, 

wo  n  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  durch  ein  Polynom  P(x)  genügt 
wird.  Weiter  ist  zu  zeigen,  dass  eine  zweite  Lösung  der  Gleichung  die 
Form  , 

hat,  wo  Q  auch  ein  Polynom  darstellt. 

Im  Jahre  1896  lautete  die  einzige,  an  der  Ecole  Normale  gestellte  Auf- 
gabe so:  Es  ist  die  partielle  Differentialgleichung  der  Flächen  zu  integriren, 
deren  Normalen  Tangenten  einer  gegebenen  Kugel  sind.  Femer  ist  zu 
beweisen,  dass  das  eine  System  von  Krümmungslinien  erzeugt  wird,  wenn 
sich  grösste  Kreise  auf  der  Kugel  abwickeln,  und  dass  das  andere  System 
sphärisch  ist. 

Der  Mechanik  gehören  die  folgenden  Fragen  an :  Es  ist  die  Bewegung 
einer  ebenen,  homogenen,  unendlich  dünnen  kreisförmigen  Scheibe  zu  unter- 
suchen, wenn  zwei  Punkte  des  ümfanges  gezwungen  sind,  zwei  in  einem 
Punkte  0  zusammenlaufende  lotrechte  Geraden  zu  beschreiben. 

Ein  schwerer  homogener  Rotationscylinder  von  der  Masse  m  ruht  auf 
einer  horizontalen  Ebene,    wo    er  ohne  Reibung    gleiten    kann.     Längs  der 
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Achse  desselben  wird  ein  Kanal  von  unendlich  dünnem  Querschnitt  gebohrt, 
in  welchem  sich  ein  schwerer  Punkt  von  derselben  Masse  m  befindet,  der 
ohne  Eeibung  den  Kanal  entlang  gleiten  kann.  Es  ist  die  Bewegung  des 
Systems  zu  untersuchen,  wenn  man  voraussetzt,  dass  der  Cylinder  auf  die 
Ebene  geworfen  wird. 

Der  Wert  der  Sammlung  wird  noch  dadurch  erhöht,  dass  den  Auf- 
gaben  die  Lösungen  beigegeben  sind. 

Das  Werk  kann  den  Studierenden  unserer  Hochschulen  nur  warm 
empfohlen  werden;  es  giebt  ihnen  Gelegenheit,  in  den  verschiedenen  Ge- 
bieten der  Analysis,  in  der  Kinematik  und  Mechanik  ihre  Krafbe  zu  er- 
proben und  ihr  Können  zu  erweitem.  ^  Jahnke 


W.  Binder.  Theorie  der  nniciirsaleii  Plankurven  vierter  bis  dritter 
Ordnung  in  synthetischer  Behandlung.  Leipzig  1896,  B.G.Teubner. 
396  S. 

Die  Theorie  der  ebenen  Unicursalkurven  dritter  und  vierter  Ordnung 
dürfte  heute  im  grossen  und  ganzen  als  abgeschlossen  gelten.  Es  kann 
daher  nur  dankbar  anerkannt  werden,  dass  sich  der  Verfasser  entschlossen 
hat,  die  Aufsätze  und  Abhandlungen,  welche  zu  einem  Teil  im  Laufe  der 
letzten  drei  Dezennien  von  verschiedenen  Mathematikern,  zum  andern  Teil 
von  ihm  selbst  speziell  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  ver- 
öifentlicht  worden  sind,  zu  dem  vorliegenden,  Herrn  Schlömilch  zu- 
geeigneten Werke  zu  vereinigen. 

Als  Motto  hat  der  Verfasser  dem  Buche  die  Worte  vorgesetzt:  Vom 
Allgemeinen  auf  das  Einzelne.  Es  sind  nämlich  die  Kurven  vierter  Ord- 
nung vorausgeschickt  worden,  da  die  Kurven  dritter  Ordnung  vielfach 
Modifikationen  der  allgemeineren  Eigenschaften  solcher  von  der  vierten 
Ordnung  enthalten. 

Der  Verfasser  beginnt  mit  einem  allgemeinen  Teil,  in  welchem  neben 
der  Aufzählung  der  wichtigsten  Eigenschaften  höherer  Plankurven  eine  kurze 
Ableitung  der  Büschel  resp.  Netze  und  Scharen  von  Kegelschnitten  Platz 
findet.  Daselbst  werden  noch  die  allgemeinen  Beziehungen  mehrdeutiger 
Grundgebüde,  sowie  die  Gesetze  der  quadratischen  Tiunsformationen  erörtert. 

Hieran  schliessen  sich  im  zweiten  und  dritten  Teil  elementare  Unter- 
suchungen bezüglich  der  Unicursal- Plankurven  vierter  und  dritter  Ordnung. 

Während  man  beim  Studium  der  Inflexionselemente  einer  Plankurve  mit 
Hilfe  des  Kalküls  von  der  Hesseschen  Kurve  ausgeht,  benutzt  der  Verfasser 
für  die  synthetische  Untersuchung  der  Inflexionselemente  eine  Direktions- 
kurve, welche  ausser  den  Inflexionen  noch  die  Berührelemente  der  Doppel- 
tangenten einer  Kurve  vierter  Ordnung  in  einen  projektivischen  Zusammen- 
hang bringt.  Bei  gewissen  Degenerirten  einer  Kurve  vierter  Ordnung  führt 
die  Methode  des  Verfassers  zu  einer  bisher  nicht  bekannten  linearen  Kon- 
struktion ihrer  Inflexionselemente. 
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Eingehend  sind  die  circularen  Eniren  behandelt,  auf  deren  sogenannte 
Ereisverwandtschaft  wiederholt  hingewiesen  wird.  Insbesondere  ist  dieses 
bei  den  Ereisverwandten  dritter  Ordnung  geschehen,  wo  auch  die  vom  Ver- 
fasser bezeichneten  Scheiteleigenschaften,  sowie  die  Eigentümlichkeit  eines 
Centrums,  welches  solche  Earven  besitzen,  ausführlich  erOrtert  werden. 
Die  Gesetze  der  Symmetrie  der  betreffenden  Eurven  werden  vom  Stand- 
punkte ihrer  projektivischen  Entstehung  untersucht,  auf  welche  Art  die 
Eurvenspezies  der  Gykloiden,  Lemniskaten,  Eardioiden  und  Cissoiden  Yer- 
allgemeinert  erscheinen. 

Weiter  ist  der  Fall  der  Identität  mit  den  bekannten  BoUkunren,  sowie 
der  Fall  einer  Eurve  mit  dreifachem  Singularpunkt  als  einer  verlängerten 
Hjpocykloide  nachgewiesen;  und  endlich  zeigt  der  Verfasser,  dass  unter 
umstanden  eine  Eardioide  identisch  einer  Epi-  oder  einer  Fericykloide 
gleich  werden  kann. 

Auch  die  Theorie  der  für  die  Mechanik  so  wichtigen  Fusspunktkurven 
erfahrt  eine  einfache  Begründung  im  Sinne  der  projektivischen  Geometrie. 

Dem  vorliegenden  Werke  sind  66  Figuren  im  Texte  und  auf  zwei 
Tafeln  beigegeben.  Sie  umfassen  die  erklärten  Beziehungen  und  Eon- 
straktionen zum  grOssten  Teil.  «j   Jahxke 

H.  Hartl,  Lehrbuch  der  Planimetrie.  Leipzig  und  Wien  1896,  F.  Deuticke. 

135  S. 

An  der  vorliegenden  Bearbeitung  des  planimetrischen  Pensums  ist  be- 
sonders hervorzuheben,  dass  der  Symmetriebegriff  zur  Herleitung  einfachster 
Sätze  herangezogen  wird.  Den  einzelnen  Abschnitten,  auch  schon  den 
allerersten,  sind  eine  Beihe  von  Aufgaben  angehängt,  die  geeignet  erscheinen, 
das  Interesse  des  Schülers  von  vornherein  zu  fesseln.  Die  Übungsbeispiele 
sind  zum  grossen  Teile  der  praktischen  Geometrie  entlehnt  und  mit  Ge- 
schick ausgewählt. 

Bezüglich  der  Abgrenzung  des  Pensums  ist  zu  bemerken,  dass  von 
den  Dreieckskreisen  die  Ankreise  keine  Erwähnung  finden,  dass  aber  zwei 
kurze  Eapitel  von  der  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Ereis  und 
von  den  Ähnlichkeitspunkten  zweier  Ereise  handeln.  Ein  Anhang  ent- 
hält Aufgaben  über  Maxima  und  Minima  und  die  algebraische  Bestimmung 
eines  Dreiecks. 

Die  Ausdrucksweise  lässt  an  einigen  Stellen  Eorrektheit  und  Enapp- 
heit  vermissen.  So  heisst  es  auf  S.  67:  Der  Flächeninhalt  eines  Ereises 
wird  als  ein  Vielfaches  des  über  dem  Halbmesser  zu  verzeichnenden  Qua- 
drates bestimmt.  Ausdrücke  wie  Inkreis  und  Umkreis,  welche  schon  in 
verschiedene  Lehrbücher  übergegangen  sind,  hat  der  Verfasser  nicht  über- 
nommen. Femer  fiel  dem  Beferenten  auf,  dass  der  Verfasser  griechische 
Buchstaben  wie  a,  ß  zur  Bezeichnung  von  Strecken  verwendet. 

Von  diesen  leicht  zu  beseitigenden  Mängeln  abgesehen,  erscheint  dem 
Referenten  das  Lehrbuch  der  Beachtung  seitens  der  Fachgenossen  wert. 
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Annnaire  ponr  Tan  1898,  publie  p&r  le  burean  des  longitndes.    A^ec  des 
notes  soientifLqiies.     Gauthier -Villen.    Paris.    1  fr.  50  c. 

Der  kleine  Band  enthält,  wie  in  jedem  Jahre,  eine  Fülle  wissenschaft- 
licher Daten,  welche  man  in  dieser  Vollständigkeit  wohl  nirgends  sonst  findet. 
Er  beginnt  mit  astronomischen  Tabellen,  mit  solchen  für  die  Maße  nnd 
Gewichte  nnd  für  die  Geldsorten;  hieran  schliessen  sich  Zinstabellen,  geo- 
graphische, statistische  Tabellen,  Sterblichkeitstabellen  n.  a.  m.  Weiter  werden 
die  magnetischen  Karten  Frankreichs  gegeben,  Tabellen  für  die  Dichtig- 
keiten nnd  Elastizitätsverhältnisse  der  festen  Körper,  Tabellen  für  die  Wärme, 
Akustik,  Optik  und  Elektrizität,  nnd  endlich  auch  Tabellen  mit  den  chemischen 
Konstanten,  wobei  überall  die  neuesten  Untersuchungen  berücksichtigt  worden 
sind.  Jeder  Tabelle  geht  eine  kurzgefasste  Erklärung  voran,  welche  auch 
dem  Laien  die  Bedeutung  der  Zahlen  verständlich  machen  und  ihm  deren 
Gebrauch  ermöglichen  soll. 

Der  Wert  des  Jahrbuches  wird  noch  erhöht  durch  die  angehängten 
populär -wissenschaftlichen  Aufsätze  aus  der  Feder  von  berühmten  französischen 
Gelehrten:  Sur  la  stabilite  du  Systeme  solaire,  par  M.  H.  Poincar^.  — 
Notice  sur  l'oeuvre  scientifique  de  M.  H.  Fizeau,  par  M.  A.  Cornu.  —  Sur 
quelques  progres  r^cemment  accomplis  a  l'aide  de  la  Photographie  dans 
l'etude  de  la  surface  lunaire,  par  MM.  Loewy  et  Puiseux.  —  Sur  les 
travaux  executes  en  1897  a  Tobsepatoire  du  mont  Blanc,  par  M.  J.  Janssen. 
—  Discours  prononc^s  au  cinquantenaire  academlque  de  M.  Faye,  le  25 
janvier  1897,  par  MM.  J.  Janssen  et  M.  Loewy.  ^  Jahnke 


La  math^auitiqae.  Philosopliie.  Ensei^emeni  Par  G.  A.  Laisant, 
Repetiteur  a  l'Ecole  Polytechnique,  Docteur  es  sciences.  Paris  1898. 
Georges  Carre  et  C.  Naud.    292  p. 

Das  Buch,  von  dessen  Erscheinen  wir  unsere  Leser  in  Kenntnis  zu 
setzen  wünschen,  ist  ein  wesentüch  französisches.  Wir  verstehen  darunter, 
dass  ein  Franzose  es  für  Franzosen  geschrieben  hat,  und  dass  ein  gründ- 
liches Wissen  von  dem  gegenwärtigen  Stande  des  mathematischen  Unter- 
richtes in  Frankreich  erforderlich  wäre,  um  ein  Urteil  zu  fällen.  Wir 
sind  weit  entfernt  von  einem  solchen  Wissen,  und  wir  dürfen  uns  deshalb 
weder  Lob  noch  Tadel  gestatten,  das  entworfene  Bild  weder  ähnlich  noch 
unähnlich  nennen.  Die  Malerei  selbst  hat  freilich  mit  der  Treue  oder  Un- 
treue der  Abbildung  kaum  zu  thun,  und  in  dieser  Beziehung  dürfen  wir 
Herrn  Laisant  einen  flotten  und  kecken  Pinselstrich  nachrühmen,  ein 
mutiges  um  nicht  zu  sagen  mutwilliges  Spielen  mit  scharf  sich  abhebenden 
Farben,  ein  Schwelgen  in  starken  Gegensätzen,  wie  es  auch  wieder  vor- 
zugsweise die  französische  Schule  liebt.  Kann  und  wird  der  französische 
Leser  in  Herrn  Laisants  Kennzeichnung  der  einzelnen  Abteilungen  der 
Mathematik  und  der  Art,  wie  er  sie  gelehrt  wünscht,  mehr  neues  finden, 
als  dieses  bei  einem  deutschen  Leser  der  Fall  sein  möchte?  Das  ist  aber- 
mals eine  Frage ,  die  zu  beantworten  wir  uns   ausser  stände  fühlen^  Herr  t 
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Laisant  selbst  legt  auf  ihre  Bejahung  kein  besonderes  Gewicht.  Bagt  er 
doch  (S.  11):  ein  kleines  Werk,  von  der  Art  des  seinigen,  niedergeschrieben 
auf  der  Grandlage  eigenen  Nachdenkens  und  einiger  Reminiszenzen,  sei 
eher  eine  anspruchslose  Causerie  —  wir  wissen  kein  den  Sinn  genan 
wiedergebendes  deutsches  Wort  —  als  ein  ernstes  Buch  zu  nennen.  Seiner 
Bezeichnung  uns  anschliessend  können  wir  nur  von  einer  geistreichen 
Causerie  reden,  der  man  gern  eine  Stunde  widmen  wird.  Cantor 


All  elementary  conrse  of  inflnitesimal  calcnlns  by  Horace  La», 
M.  A.,  F.  R.  S.,  Professor  of  mathematics  in  the  Owens  College, 
Victoria  University,  Manchester;  formerly  fellow  of  Trinity  College, 
Cambridge.     Cambridge  1897    at  the  university  Press.  XX,  616  p. 

Wir  haben  schon  häufig  Gelegenheit  gehabt,  über  das  Erscheinen  von 
Differential-  und  Integralrechnungen  in  deutscher,  in  französischer,  in 
italienischer,  in  portugiesischer  Sprache  zu  berichten.  Heute  zeigen  wir  zum 
ersten  Male  ein  ähnliches  englisches  Werk  an.  Wir  gestehen  zugleich  ein,  dass 
ei  das  erste  englische  Lehrbuch  der  Infinitesimalrechnung  aus  neuerer  Zeit  ist 
mit  welchem  wir  genauer  bekannt  geworden  sind,  und  dass  wir  deshalb 
in  der  Lage  sind,  um  Entschuldigung  bitten  zu  müssen,  falls  wir  Herrn 
Lamb  persönlich  zuschreiben  sollten,  was  überhaupt  englische  Eigentümlich- 
keit sein  könnte.  Keinenfalls  wird  Herr  Lamb  sich  darüber  beschweren 
wollen,  denn  unsere  Bemerkungen  sind  lediglich  lobender  Natur.  Er  hat 
ein  Buch  verfasst,  welches  uns  dazu  bestimmt  zu  sein  scheint,  viele  Auf- 
lagen zu  erleben,  und  wenn  es  auch  in  erster  Linie  für  die  Zöglinge  einer 
technischen  Schule  bestimmt  ist,  so  werden  doch  auch  angehende  Mathe- 
matiker von  Fach  sich  desselben  mit  Vorteil  bedienen,  denn  nur  in  der 
Auswahl  der  Beispiele  giebt  die  erwähnte  Tendenz  sich  kund,  nicht  in  der 
Herleitung  der  einzelnen  Sätze.  Herr  Lamb  beginnt  mit  ausführlichen 
Grenzbetrachtungen,  eine  uns  um  so  sympathischere  Einleitung,  als  wir  seit 
Jahren  gewohnt  sind,  unsere  Wintervorlesung  über  Differential-  und  Integral- 
rechnung mit  einer  ebensolchen  zu  erö&en.  Herr  Lamb  lässt  das  Integrieren 
dem  Differentieren  so  nahe  als  thunlich  folgen;  wir  haben  wiederholt  auf 
die  Zweckmässigkeit  dieser  Anordnung  hingewiesen.  Herr  Lamb  verschiebt 
dagegen  die  Untersuchungen  über  die  Taylor  sehe  Reihe  bis  an  das  Ende 
des  Werkes,  wo  sie  dem  letzten  Kapitel  als  Überschrift  dienen.  Das  ist 
eine  Neuerung  einschneidendster  Art.  Die  Absicht  ist  die,  jenen  wichtigen 
Gegenstand  erst  dann  zur  Erörterung  zu  bringen,  wenn  der  Schüler  sich  die 
dazu  erforderliche  Reife  des  mathematischen  Denkens  schon  angeeignet  hat, 
und  es  ist  nicht  zu  leugnen,  dass  Herrn  Lambs  14.  Kapitel  Taylors 
Hieorem  ganz  anders  aussieht,  als  ein  Kapitel  über  Beihenentwickelung 
im  ersten  Drittel  einer  Differentialrechnung.  Gleichwohl  möchten  wir  aus 
praktischen  Gründen  in  einer  Vorlesung  dem  neuen  Beispiele  nicht  folgen. 
Erfahrungsmässig  lässt  jeder  Dozent  am  Anfange  der  Vorlesungen  sich  mehr 
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oder  weniger  geben.  Er  lässt  sich  von  Zahl  und  Geistesrichtung  seiner 
Zuhörer  beeinflussen,  dieses  oder  jenes  Beispiel  ausfuhrlicher  zu  be- 
bandeln U.S.W.,  mit  einem  Worte:  er  individualisiert  seine  Vorlesung,  und 
das  kostet  Zeit.  Gegen  Ende  des  Semesters  muss  dann  rascher  vorgegangen 
werden,  und  das  eine  Mal  kommen  Dinge  in  Wegfall,  welche  ein  anderes 
Mal  vorgetragen  wurden  und  umgekehrt.  Am  leichtesten  kann,  scheint 
uns,  ab-  und  zugegeben  werden,  wenn  die  Differentialgleichungen  und  ihre 
Integration  den  Schluss  bilden.  Bei  dem  Vortrage  der  Tajlorschen  Reihe 
kürzen  zu  sollen,  scheint  uns  sehr  bedenklich.  Die  von  Herrn  Lamb 
nun  einmal  getroffene  Anordnung  nötigt  ihn  zu  einer  wesentlich  anderen 
Behandlung  der  früheren  Kapitel,  als  sie  in  Übung  zu  sein  pflegt.  Die 
Auswertung  unbestimmter  Formen  ist  ganz  weggelassen,  die  Lehre  von  den 
grössten  und  kleinsten  Werten  aber  von  einer  Grundlage  aus  in  An- 
griff genommen,  welche  man  den  auf  seine  Anfangsglieder  beschränkten 
Tajlorschen  Satz  nennen  könnte..  Aus  der  Thatsache,  dass  bei  einer  stetig 
verlaufenden  Kurve  jede  Sehne  einer  Berührungslinie  parallel  verläuft,  deren 
Berührungspunkt  zwischen  den  Endpunkten  der  Sehne  liegt,  folgt,  dass 

f{a  +  Ä)  -  f{a)  +  kf(a  +  dh). 

Demnächst  werden  die  Durchschnittspunkte  der  Kurve  y  "=  f{x)  mit 
der  parabolischen  Kurve  y  ^=  A  -{-  Bx  -]-  Cx^  ins  Auge  gefasst  und  -4,  J&,  C 
so  bestimmt,  dass  beide  Kurven  einander  bei  x  =^  a  berühren,  bei  x  =  a-{-h 
schneiden.  Aus  dieser  Bedingung  ergiebt  sich  unter  Anwendung  des  Eolle- 
sehen  Lehrsatzes,  dass 

f{a  +  Ä)  ^  f{a)  +  hfia)  +  \hT {a  +  0Ä). 

Wir  könnten  auch  auf  die  Auflösung  einiger  Maximalaufgaben  ohne 
Anwendung  von  Diflerentialrechaang  hinweisen,  welche  uns  wenigstens  in 
Büchern  über  Infinitesimalrechnung  nie  begegnet  ist.  Zahlreiche  andere 
Einzelheiten  werden  dem  Leser  Vergnügen  bereiten.  Wir  heben  nur  ein 
Letztes  noch  hervor,  dass  nämlich  bei  der  Integration  von  Differential- 
gleichungen der  Gedanke  des  integrierenden  Faktors  weit  mehr  in  den 
Vordergrund  gerückt  ist,  als  dieses  sonst  zu  geschehen  pflegt;  dadurch 
gewinnt,  wie  uns  scheinen  will,  die  Darstellung  an  einheitlicher  Färbung. 
Wir  können  auch  wegen  dieses  Kapitels  das  Buch  nur  aufs  wärmste 
empfehlen.  Cantok. 

Higher  Arithmetic  by  Woostbr  Woodruff  Beman,  Professor  of  mathe- 
matics  in  the  university  of  Michigan,  and  David  Eugene  Smith, 
Professor  of  mathematics  in  the  Michigan  State  normal  College. 
Boston  and  London  1897.  Ginn  &  Co.  The  Athenaeum  Press. 
XVn,  193  p. 

Wenn  der  elementare  Inhalt  des  kleinen  Lehrbuchs  der  Bechenkunst 
mit  Einschluss  des  sogenannten  kau&nännischen  Bechnens  ein  Verweilen  bei 
Einzelheiten  verwehrt,   so  können  vnr  doch  nicht  umhin  auch  unsere  deut- 
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sehen  Facbgenossen  auf  dieses  Erzeugnis  amerikanischer  Mathematiker  auf- 
merksam zu  machen.  Die  Auswahl  der  Beispiele,  die  gegebenen  Hinweise 
auf  praktische  Bechenyorteile,  die  ganze  Darstellung  ist  so,  dass  Beferent 
sich  dadurch  nur  mehr  als  je  in  der  Überzeugung  bestärkt  fOhlte,  ein 
fruchtbarer  Bechenunterricht  könne  nicht  anders  als  durch  einen  wirkliehen 
Mathematiker  erteilt  werden.      Cantor 

R^Cl^ations  et  problimes  math^matiques  des  temps  anoiens  et  modernes 
par  W.  W.  BoKBB  Bai<l,  fellow  and  tutor  of  Trinity  College,  Cam- 
bridge. 3^^^^  Edition  revue  et  augment^e  par  l'auteur  traduite  par 
J.  Fitz -Patrick.  Paris  1898.  Librairie  scientifique  A.  Hermann. 
IV,  352  p. 

Im  Februar  1892  verliess  die  erste,  im  Juli  1896  die  dritte  Ausgabe 
des  englischen    Originals   die    Druckerpresse,   die   französische  Übersetzung 
trägt  das  Datum  des  15.  November  1897.     Das  sind  Zahlen,   welche   laut 
und   deutlich   einen   seltenen  buchhändlerischen  Erfolg  verkünden,  den  wir 
nicht   anstehen   auch   von  unserer   Seite   als  wohlberechtigt  anzuerkennen. 
Man   weiss,    wie   seit    dem    Anfange   des   17.  Jahrhunderts   mathematische 
Aufgabensammlungen    erschienen,    welche   von    einer   zu  Beginn  nicht  un- 
bedeutenden    wissenschaftlichen    Höhe     allmählich    hemiederstiegen.       Als 
Schulbücher   waren    die    späteren  Sammlungen    gewiss    verdienstvoll,    aber 
einem  wirklichen  Mathematiker  beim  Lesen  Vergnügen  zu  bereiten,  reichten 
sie  nicht  aus.     Edouard  Lucas  war  es,  welcher  1882  mit  seinem  ersten 
Bande   der  BecreaUons  mathemaMques^  dem   bis  1894  drei   weitere  Bände 
nachfolgten,  in  die  alten  Bahnen  zurücklenkte.    Herr  Ball  stand  unzweifel- 
haft unter  Lucas'  Einflüsse,  als  er  seine   eigene   Schrift  vorbereitete,   das 
zeigt   sich    schon   aus    den    zahlreichen    Erwähnungen  jenes  Schriftstellers, 
aber  gleichwohl  ist  Herr  Ball  durchaus  kein  blosser  l^achahmer,  und  auch 
dafflr    könnten    wir    ein    äusseres    Zeugnis    anrufen,   die   Übersetzung   ins 
Französische,  welche  eine  Unmöglichkeit  gewesen  wäre,  wenn  das  englisch« 
Original  wenig   mehr  als  eine  Umarbeitung  eines  französischen  Buches  ge- 
boten  hätte.     Die  Litteratumachweise   sind  ungemein   zahlreich  imd  wert- 
voll.    Inwieweit  sie  vollständig  sind,  lässt  sich  bei  dem  Mangel  an  einem 
alphabetisch   geordneten   Inhaltsverzeichnisse   schwer  überwachen.     Wieder- 
holt wollte  uns  indessen  scheinen,  als  sei  Michael  Stifel  nicht  so  sehr  be- 
rücksichtigt,  als  es  nötig  gewesen  wäre.     Die  französische  Übersetzung  ist 
sehr  geschickt  gemacht  und  durch  wichtige  Ergänzungen  und  Anmerkungen 
des  Bearbeiters  bereichert.  Cantob. 

Mathematische  Mnssestundeil.  Eine  Sammlung  von  Geduldspielen,  Kunst- 
stücken u.  Unterhaltungsaufgaben  mathematischer  Natur.  Von  Dr.  Her- 
mann Schubert,  Professor  an  der  Gelehrtenschule  des  Johanneums  in 
Hamburg.  Leipzig  1898.  G.J.Göschensche  Yerlagshandlung.  y,286S. 

Nach  Edouard  Lucas,  nach   Herrn  Ball,    in  teilweiser  Anlehnung 
an   beide,   aber  weit   mehr   noch   in  selbständig  sie  ergänzender  Arbeit  ist 
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nun  auch  ein  deutsclier  Sohriftsteller,  Herr  Schubert,  mit  einer  Samm- 
lung von  mathematischen  Soherzratseln  aller  Art  hervorgetreten.  Er  war 
Yorzugsweifle  dazu  geeignet  einesteils  durch  eine  gewisse  zahlentheoretisoh- 
kombinatorische  Begabung,  welche  jeder  Mathematiker  an  Herrn  Schubert 
kennt,  andemteils  durch  schon  yerOffentlichte  mathematische  Untersuchungen 
über  gewisse  Spielereien.  Die  kleine  Sanunlung  ist  der  Hauptsache  nach 
für  Laien  bestinmit,  aber  auch  der  Mathematiker  wird  sie  mit  Vergnügen 
durchlesen  und  sich  angeregt  fohlen,  tiefere  wissenschaftliche  Betrachtungen 
insbesondere  Herrn  Schuberts  Originalarbeiten  kennen  zu  lernen. 

Cantor. 

Tafeln  fBr  das  fioldbaehsche  Gesetz  von  Dr.  Bobert  Haussnbr,  Privat- 
dozent  der  Mathematik  an  der  Universität  Würzburg.  [Aus  den 
Abhandlungen  der  kaiserl.  Leop.-CaroL  Deutschen  Akademie  der 
Naturforscher  Bd.  72.]    Halle  1897.    214  S. 

Das  sogenannte  Goldbach  sehe  Gesetz  besteht  bekanntlich  darin, 
dass  jede  gerade  Zahl  als  Summe  zweier  ungerader  Primzahle^  entsteht. 
Euler  hat  schon  durch  Versuche  das  ihm  mitgeteilte  Gesetz  bestätigt. 
Ausgedehntere  Versuchsreihen  hat  Herr  Georg  Cantor  1894  veröffentlicht, 
und  Herr  Haussner  hat  nunmehr  in  umfangreiche  Tabellen  zusammen- 
gestellt, was  er  selbst  an  empirischem  Materiale  für  die  Prüfung  des  Ge- 
setzes in  mühevoller  Arbeit  gesammelt  hat.  Eine  ausführliche  Einleitung 
beschreibt  die  sehr  sinnreiche  Art,  in  welcher  Herr  Haussner  seine  Ver- 
suche angestellt  hat,  und  berichtet  auch  über  die  Versuche  und  theoretischen 
Erörterungen,  welche  Herr  Paul  Stäckel  zum  Gegenstande  einer  Mit- 
teilung in  den  Göttinger  Nachrichten  gemacht  hat.  Allen  neueren  Be- 
arbeitern des  Gegenstandes  war  neben  der  Bewahrheitung  des  Goldbach- 
schen  Satzes  an  sich  die  Auffindung  der  möglichen  Anzahlen  von  Zer- 
legungen angelegen,  wie  z.  B.  80  «  1  -f  29  «=  7  -f  23  «  11  -f  19  «  13  -(-17 
auf  vier  verschiedene  Arten  die  Summe  zweier  ungerader  Primzahlen  ist. 
Eine  unmittelbare  Abhängigkeit  der  Zerlegungsanzahlen  von  der  zu  zer- 
legenden Zahl  zu  entdecken,  ist  noch  nicht  gelungen,  wenngleich  mancherlei 
Erfahrungsthatsachen  auch  nach  dieser  Richtung  hin  gesammelt  und  teilweise 
begründet  werden  konnten.  Cantor 

Lehrbuch  der  ebenen  nnd  sphärischen  Trigonometrie  zum  Gebrauche 
beim  Selbstunterricht  und  in  Schulen,  besonders  als  Vorbereitung 
auf  Geodäsie  und  sphärische  Astronomie  bearbeitet,  von  Dr.  E.  TTAimTgR^ 
Professor  an  der  königl.  Technischen  Hochschule  Stuttgart.  Zweite, 
umgearbeitete  Auflage.    Stuttgart  1897.    J.  B.  Metzler.   XIV,  572  S. 

Die  erste  Auflage  von  1885  haben  wir  im  30.  Bande  dieser  Zeitschrift 
Histor.- litter.  Abüg.  S.  110 — 111  unseren  Lesern  warm  empfohlen,  und  wir 
können  heute,  nachdem  das  Werk  um  volle  y^  an  Umfang  zugenonmien 
hat,  also  fast  ein  neues  Werk  geworden  ist,  unser  früheres  Lob  nur  be- 
stätigen.    Dem  Wunsche  des  Verfassers,  das  Buch  möge  in  Schülerkreisen 
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sich  einbürgeni,  wird  naturgemäss  mehr  noch  als  1885  dessen  TJm&ng  im  Wege 
stehen.  Schüler  kaufen  keine  Trigonometrie  von  fast  36  Dmckbogen, 
mid  wenn  ein  Einzelner  sie  kanfen  sollte,  wo  fände  er  Zeit  sie  dnrchni- 
lesen  oder  gar  durchzurechnen?  Aber  der  in  zweiter  Linie  ausgesprochene 
Wunsch,  Lehrer  möchten  mehr  und  mehr  sich  des  Buches  bedienen,  ist  in 
erfüllen  und  yerdient  ErfEÜlnng»  Der  Lehrer  wird  das  Hamm  ersehe 
Werk  als  eine  stets  ergiebige  Fundgrube  betrachten  dürfen,  an  welche  er 
nur  hinanzutreten  braucht,  um  immer  neuen,  immer  fesselnden  Stoff  f^ 
den  trigonometrischen  Unterricht  zu  finden,  mag  er  in  dieser  Beziehung 
eine  noch  so  häufige,  noch  so  vollständige  Abwechslung  fOr  wünschenswert 
halten.  Herr  Hammer  fährt,  was  wir  eigentlich  gar  nicht  anders  er- 
wartet haben,  fort,  sin*  a  u.  s.  w.  zu'  schreiben.  Er  wird  nicht  erwarten, 
dass  wir  darum  aufhören,  diese  Schreibweise  für  unlogisch  zu  halten.  Aber 
eine  Frage  mag  Herr  Hammer  uns  beantworten.     Was  hat  er  gegen 

d'X^=^  d  (a:*),  dx^  =  (dx)^^  d?x  «=  ddx 

log  •  x^  =  log  (x*),     log  a;*  =  (log  j?)*,     log*  x  =  log  log  x 
einzuwenden?     Benutzt  er  immer    die    nichtabgekürzte    zweite  Form,    oder 
gestattet  auch  er  sich  die  Abkürzung  wenigstens    einer    oder    der    anderen 
der  ersten  Formen?  Und  wenn  er  diese  letztere  Frage  bejahen  sollte,  hält 
er  nicht  Folgerichtigkeit  für  eine  recht  zweckmässige  Einrichtung? 

, Cantor. 

Die  Wahrscheinlichkeitsreclinung.  Versuch  einer  Kritik  von  Db.  Ludwig 
Goldschmidt,  mathematischem  Revisor  der  Lebensversicherungsbank 
für  Deutschland  in  Gotha.  Hamburg  und  Leipzig  1897.  Verlag 
von  Leopold  Voss.   VIII,  279  S.    . 

Die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  hat  als  Definition  der  Wahrscheinlich- 
keit des  Eintretens  eines  gewissen  Ereignisses  den  Quotienten  der  Anzahl 
der  diesem  Eintreten  günstigen  Fälle  durch  die  Anzahl  der  überhaupt  mög- 
lichen Fälle  angegeben.  Ist  diese  Definition  eine  durch  die  Natur  der 
Ereignisse  erzwungene,  oder  ist  sie  willkürlich?  Sagt  sie  uns,  was  Wahr- 
scheinlichkeit ist,  oder  sagt  sie  uns  nur,  was  der  Mathematiker  sich  ge- 
wöhnt hat  so  zu  nennen?  Das  ist,  wenn  wir.  dem  Verfasser  in  seinen 
ungemein  geistvollen^  aber  leider  nicht  immer  das  Ziel  deutlich  hervortreten 
lassenden  Auseinandersetzungen  richtig  gefolgt  sind,  die  Frage,  über  deren 
Beantwortung  er  sich  mit  den  Philosophen  auseinandersetzt.  Herr  Gold- 
schmidt gelangt  dabei  zu  einer  Überzeugung,  welche  Referent  mit  ihm 
teilt,  und  welche  sich  etwa  in  folgende  meistens  dem  uns  voi*liegenden 
Buche  entlehnte  Sätze  kleiden  lässt:  Allen  unseren  Wahrscheinlichkeitsans- 
sagen geht  die  Notwendigkeit  in  dem  Sinne  ab,  dass  ein  eintretender 
Widerspruch  zwischen  Erwartung  und  Ereignis  zu  einer  Auflehnung  des 
Verstandes  führen  müsste.  Überall  müssen  unseren  auf  mathematische 
Formeln  zurückgeführten  und  insofern  unfehlbaren  Schlüssen  Erfahrongs- 
thatsachen  zu  Grunde  liegen,   ohne   deren  Richtigkeit  die  Schlüsse  in  der 
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Luft  schweben.  Anf  dem  Standpunkte  ▼ollständiger  Unwissenheit  Wahr- 
scheinlichkeitsrechntiQgen  anzostellen  ist  durchaus  unberechtigt,  mögen 
auch  Schriftsteller  von  noch  so  grosser  Bedeutung  sich  gegen  diese  Begel 
▼erfehlt  haben.  Als  Gmndaufgabe,  auf  welcher  alles  sich  aufbaut,  ersehet 
das  Aufsuchen  gleich  wahrscheinlicher  Fälle.  Cantor 

Wol%aB^  Bolyai  de  Bolya  Tentamen  iuventntem  studiosam  in  elementa 
matheseos    purae    elementaris    ac    sublimioris    methodo     intuitiva 
evidentiaque    huic   propria   introduoendi,     cum    appendioe    triplid. 
Bditio  secunda.  Tomus  I.  Conspectus  arithmeticae  generalis.  Mandato 
Academiae  scienüanimHungaricae  suis  adnotationibus  adjectis  ediderunt 
Julius  Eöma  et  Mausitius  B^thy,  Academiae  scientiamm  Hungaricae 
sodales.  Accedit  efßgies  auctoris.  Budapestini  MDCGGXGYII.  Sumptibus 
Academiae  scientiarum  Hungaricae.  XII,  677  p. 
Der  Name  des  ungarischen  Mathematikers,  den  eine  auf  der  Göttinger 
Uniyer8ii£t  entstandene   Freundschaft   mit   Gauss    verband,   ist    allgemein 
bekannt.    Mehr  noch  kennt  man  den  Namen  des  Sohnes  Johann  Boljai, 
der  die  Frage  nach  einer  Geometrie  ^  in  welcher  das  Parallelenaxiom   nicht 
herrsche,  welche  erstmalig  von  Saccheri  gestellt  worden  war,    neuerdings 
auf  die  Tagesordnung  brachte.    Von  Wolf  gang  Boljai  dem  Vater  kannte 
das  grössere    mathematische  Publikum   nur   die    oben  erwähnte  Thatsache, 
die  allerdings  das  günstigste  Vorurteil  zu  erwecken  vermochte,    wenn    man 
die  geringe  Zahl  der  Männer    erwog,    welche    Gauss    seiner    Freundschaft 
würdigte.     Dennoch  war  es  schwer,   den   Meisten   unmöglich,    ein    eigenes 
Urteil  über  Wolfgang  Bolyais  Leistungen  zu  gewinnen,  da  über  seinen 
Schriften  ein  doppelter  Unstern  leuchtete.    Sie  waren  so  gut  wie  unerhält- 
lich, und  wer  eines  Exemplares  habhafk  wurde  ^  fühlte  sich  durch  die  vielen 
ungewohnten  Bezeichnungen    sowie    durch    den    mangelhaften    Druck,    der 
unter  den  ungünstigsten  Verhältnissen  sich  durch  m^irere  Jahre  hindurch- 
geschleppt hatte,  abgeschreckt.     Die  Ungarische  Akademie   hat  es  als  eine 
Ehrenpflicht   erkannt,    für   eine    neue   würdige   Ausgabe    Sorge   zu   tragen, 
deren   erster  Band   in   gradezu   glänzender   Ausstattung    vollendet  vor  uns 
liegt.     Von   den   fremdartigen   Bezeichnungen    sind    einige    gewichen,    wie 
Bolyai   in   einer   Selbstanzeige   einst    als    wünschenswert    erkannt    hatte, 
andere  sind  beibehalten  worden,  mit  welchen  sich  allmählich  zu  befreunden 
Aufgabe  des  Lesers  ist.    Der  erste  Band  des  Tentamen  besteht  aus  vier  Ab- 
schnitten: 1.  Grundzüge  einer  allgemeinen  Arithmetik,    2.  Differential-  und 
Integralrechnung  nebst   Grundzügen   der  Variationsrechnung,    3.  Grundzüge 
der  Theorie  der  Gleichungen,  4.  Zusätze.   Das  Erscheinungsjahr  des  Tentamen 
in    seiner    ersten    Ausgabe    war    1832.      Bolzanos    in    Prag    erschienene 
Schriften  waren    seit   etwa  15  Jahren,   Cauchys  Analyse   algehrique  seit 
11    Jahren   im   Handel,    während   die   DisquisiHanes   circa   seriem   etc,  von 
Gauss    gar   schon    seit  20  Jahren  für  die  Wissenschaft  vorhanden  waren. 
Diese    Daten    wird    man    gut   thun   im   Auge    zu    behalten,   um  der  Ver- 
suchung  zu  entgehen,   Bolyais  Tentamen  eine  noch  bahnbrechendere  Be- 
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denitmg  beizulegen,  als  es  b&tte  erringen  können,  wenn  es  rechtEeitig  ge- 
nflgend  bekannt  geworden  wftre.  Wollten  und  mnssten  wir  durch  diese  Be- 
merkung einer  Übersch&tsong  des  Tentamen  in  den  Weg  treten,  so  liegt 
uns  nichts  femer,  als  eine  Untersch&tznng  yeranlassen  zu  wollen.  Die 
Schriften,  auf  welche  wir  hingewiesen  haben,  lassen  erkennen,  worin  die 
Eigenart  nnd  mit  ihr  der  wissenschaftliche  Wert  des  Tentamen  besteht. 
Der  Bmch  mit  jener  Darstellnngsweise,  wel<^e  an  dem  Entdecken  inomer 
neuer  analjüscher  Wahrheiten  sieh  genügen  Hess,  ohne  eine  vollkommene, 
allen  Bemttngelnngen  trotzende  Sidierong  derselben  für  nnwlSsslich  zu 
halten,  ist  vollzogen.  Das  Hauptgewicht  iUlt  aof  die  tiefe  BegrQndnng. 
Der  Begriff  der  Grenze  ist  es  insbesondere,  welchen  Bolyai  (8.20)  scharf 
zu  fassen  sich  bemüht.  In  deutscher  Übersetzung  lautet  die  betreffende 
Stelle  etwa  folgendermassen: 

Findet  ein  gewisses  Ä  in  jedem  Augenblicke  einer  Zeit  T  statt,  da- 
gegen in  einem  nach  T  eintretenden  Zeitpunkte  t  nicht  mehr,  so  muss  es, 
wenn  T  fortgesetzt  zunimmt,  einen  Zeitpnnkt  jp  geben,  welcher  der  letzte 
von  dem  Anfange  von  T  an  gerechnet  ist,  bei  welchem  das  Stattfinden 
von  A  zutrifft.  In  p  ist  also  zum  letzten  Male  A  oder  zum  ersten  Male 
laicht  -^  A.  Ist  in  p  das  Nicht  —  ^ ,  so  wird  hinter  dem  p  irgendeinmal 
immer  A  oder  immer  Nicht  —A  stattfinden,  es  sei  denn,  dass  hinter  dem 
p  jeder  Zeitpunkt  p'  ein  solcher  wäre,  dass  zwischen  p  und  p'  zugleich  A 
und  Nicht  --A  stattfönde.     Das  ist  die  Grundlage  des  Grenzbegriffes. 

An  einer  anderen  Stelle  (8. 65)  heisst  es:  Wächst  q  in  der  Weise, 
dass  nach  jeder  Vermehrung  eine  neue  stattfindet,  dass  aber  dennoch  immer 
etwas  geringeres  als  Q  entsteht,  so  hat  q  eine  QnmnzB. 

Um  an  einem  Beispiele  erkennen  zu  lassen,  wie  Bolyai  geometrische 
Grenzbegriffe  zu  fassen  wusste,  führen  wir  eine  dritte  Stelle  (S.  290)  an: 
Ist  ein  Bogen  ap  einer  ebenen  Kurve  und  eine  solche  in  derselben  Ebene 
befindliche  von  p  ausgebende  Gerade  a'))  gegeben,  dass  von  p  aus  in  der 
gleichen  Ebene  keine  Gerade  zwischen  dem  Bogen  und  der  dp  gezogen 
werden  kann,  so  sagt  man,  dass  a'p  die  Kurve  berühre. 

Man  bemerkt y  dass  diese  Definitionen,  welche  leicht  zu  vermehren 
wären,  sehr  modern  im  besten  Sinne  dieses  Wortes  anmuten.  Es  w&ne 
vielleicht  wünschenswert,  wenn  einer  der  Herausgeber  sich  die  für  ihn 
leichte  Mühe  geben  wollte,  Bolyais  Kraftsätze,  wenn  wir  so  sagen 
dürfsn,  aus  dem  Zusammenhange  geriflsen  in  kurzem  Auszuge  zu  veröfEent- 

1^^^-  Caktob. 

Oeuvres  mathematiques  d'Evariste  Galois  publlees  sous  les  auspices  de 
la  soci^t^  math^matique  de  France,  avec  une  introduction  par 
M.  ]fcMiLE  PiCARD,  membre  de  Tlnstitut.  Paris  1897.  Gauthier- 
Villars  et  fils  X,  61  p. 

Gegenwärtig  ist,  man  kann  wohl  sagen  überall,  die  Neigung  vor- 
handen,   Gesamtausgaben    der   Schriften  hervorragender   Forscher   zu   ver- 
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anstalten.  Aach  för  die  der  Anzahl  nach  wenigen  Abhandlungen  von 
Oalois  hat  die  französische  mathematisehe  Gesellschaft  eine  solche  Yer- 
einigang  za  einem  kleinen  Bändehen  veranlasst,  welches,  wie  man  yoraoB- 
sehen  darf,  bald  in  den  wenigsten  Bibliotheken  von  Mathematikern  fehlen 
wird.  Eine  Einleitung  ans  d«  Feder  Ton  Herrn  £mile  Pioard  dieüt  ihm 
zur  besonderen  Empfehltmg,  Wenn  es  einer  solchen  bedürfte.       Cantor 


Der  MathemAtiker  Jakob  Steiner  von  UtiensterfL  Ein  Lebensbild  und 
zugleich  eine  Würdigung  seiner  Leistungen  von  Dr.  phil.  J.  H.  Graf, 
ordentlichem  Professor  der  Mathematik  an  der  Hochschule  in  Bern. 
Mit  dem  Porträt  und  dem  Faksimile  eines  Briefes  Steiners.  Bern  1897, 
K.  J.  Wyss.   61  S. 

Die  uns  yorliegende  kleine  Schrift  ist  keine  Lobschrift  im  landläufigen 
Stile.  Herr  Graf  hat  den  Sprudi,  dass  man  vxm  Toten  nur  Gutes  reden 
solle,  geopfert  und  an  dessen  Stelle  die  Behauptung  bewtiurt,  dass  Wahr- 
heit die  beste  Politik  sei.  Wir  lernen  in  Grafs  Schilderung  den  wirldichen 
Jakob  Steiner  kennen,  eine  nicht  immer  liebenswflrdige,  nicht  immer  nach- 
ahmungswerte, aber  stets  geniale  und  im  höchsten  Grade  bedeutende 
Persönlichkeit.  Ungemein  fesselnd  sind  die  Angaben  über  Steiners  eigenen 
Bildungsgang,  insbesondere  Aber  die  Hefte,  welche  er  ausarbeitete,  als  er 
der  Pestalozzischen  Erziehxuigsanstalt  angehörte.  Cantor 
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Annal.  IL,  468. 

490.  Über    die     Integration    der    Hamiltonschen     Differentialgleichung     mittels 

Separation  der  Variabein.    P.  Stack el.    Mathem.  Annal.  IL,  146. 

491.  Grundzüge    einer    Integrationstheorie    der    Systeme    partieller    Differential- 

gleichungen  erster  Ordnung  in  zwei  unabhängigen  und  beliebig  vielen 
abhängigen  Veränderlichen.    E.v.  Weber.    Crefle  GXVHI,  128. 

492.  Theorie  der  uivolutionssysteme  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ord- 

nung in  beliebig  vielen  abhängigen  und  unabhängigen  Veränderlichen. 

E.  V.  Weber.    Mathem.  Annal.  IL,  648. 
498.  Sur  la  d^termination  des  integrales   d'une  äquation  aux  d^riväes  partielles 

par  certaines  conditions  initiales.   E.Goursat.  Gompt. Bend. G aXV, 640. 
494.  Sur  rintägration  des  syst^mes  d'^quations  aux  d^riv^es  partielles  du  premier 

ordre    ä    plusieurs    fonctions    inconnues.     J.  Bendon.     Gompt.  Rend. 

GXXV,  166. 
496.  Etüde   sur   les   integrales    d'un  Systeme    des   äquations   diffärentielles    aux 

deriv^es    partielles    de   plusieurs  fonctions  inconnues.     N.   Saltykow. 

Joum.  Mathäm.  S^r.  6, HI, 428. 

496.  Über  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

N.  J.  Sonin.    Mathem.  Annal.  IL,  417. 

497.  Sur  une  forme  analytique  des  integrales  des  equations  Hnäaires  aux  deriväes 

partielles  ä  deux  variables  independantes.    J.  Le  Roux.    Gompt.  Rend. 
CXXV,  1016. 
Vergl.  Mechanik.    Variationsrechnung.    Wärmelehre. 

Bifferentialquotient. 

498.  Sur  des  congruences  diff^rentielles  linäaires.    Alf.  Guldberg,   Gompt.  Rend. 

GXXV,  489. 

*  Breieoksgreometrie. 

499.  Sur  4  droites  se  coupant  au  centre  du  cercle  circonscrit  ä  un  triangle  donne. 

F.Farjon.    N.  ann.  math.  S^r.  8,  XVI,  190.  —  E.  Duporcq  ibid.  191. 
Vergl  Ellipse  603. 

ElektriBität. 

600.  über    das    Gleichungssystem    einer    Kirchhoffschen     galvanischen     Strom- 

verzweigung.    W.  A h r  e  n  8.     Mathem.  Annal.  IL ,  811. 

601.  Le  Probleme  de  la  distribution  de  relectricite  et  le  probläme  de  G.  Neumann. 

W.  Stekloff.    Gompt.  Rend.  GXXV,  1026. 

Ellipse. 

602.  Sur  la  d^viation  de  Tellipse.    A.Mannheim.    N.  ann.  math.  S^r.  8,  XVI,  249. 

603.  Ellipse  lieu   du  centre   du   cercle   des  neuf  points  des  triangles  dont  deux 

cötäs  sont  fixes  et  le  troisiäme   de   longueur  constante.    N.  ann.  math. 
Ser.  8,  XVI,  90. 
504.  Produit  constant  des    aires  d^un  triangle   et  d^un  rectangle  se  rapportant  ä 
.une  ellipse.    A.  Droz-Farny.    N.  ann. math.  S^r.  8,  XVI,  146. 

Elliptisclie  Transoendenten. 

606.  Le   th^or^me   d'addition   de   la  fonction  p(u).    P.  Stäckel.    N.  ann.  math 
S^r.  8,  XVI,  76.    [Vergl.  Bd.  XLH  Nr.  621.] 
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606.  Sur  les  päriodes  des  integrales  doubles.  H.  Poincarä.  Compt.  Rend.  GXXY,  996. 

507.  Sur   les   päriodes    des    integrales   doubles    de   fonotions    algäbiiques.     Em. 

Picard.    Compt.  Rend.  CXXV,  1068. 
Yergl.  Astronomie  460.    Geschichte  der  Mathematik  641.   Thetaftinktionen. 

F. 

Formen. 

508.  Zur  Theorie  der  linearen  Substitutionen.     Alf.  Loewy.     Mathem.  Annal. 

IL,  448.     [Vergl.  Bd.  XLH  Nr.  629.] 

609.  Sur  la  räduction  des  förmea  quadratiques  binaires.    A.  Hurwitz.    Kann. 

math.  Ser.  3,  XVI,  491. 

610.  Le  r^sultant  de  trois   formes  temaires  quadratiques.    P.  Gordan     Joum. 

Mathem.  S^r.  6,  IE,  196. 

Funktionen. 

611.  Beiträge  zur  Theorie  der  stetigen  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen. 

T.  Brodön,    Grelle  CXVin,  1. 

612.  Sur  la  th^orie  g^närale  des  fonctions  de  variables  reelles.   R.  Baire.  Compt. 

Rend.  CXXV,  691. 
618.  Sur  la  thäorie  des  fonctions  entidres.    E.  Schon.    Compt.  Rend.  CXXV,  763. 
614.  Über  den  Zusammenhang  zwischen   der  Dedekind-Weberschen  Normalbasis 

und   dem   Henselschen   absoluten  Fundamentalsystem.     Ludw.  Banr. 

Mathem.  Annal.  IL,  73. 
616.  Sur  le  calcul  fonctionnel  distributif.    S.  Pincherle.    Mathem.  Annal.  IL, 826. 
616.  Sur  la  convergence  des  snbstitutions  uniformes.    E.  M.  L^meray.    N.  ann. 

math.  S^.8,  XVI,  306. 
517.  Propriät^s  fondamentales  des  fonctions  circulaires  däfinies  sous  forme  d'un 

produit.    A.  Pag^s.    N.  ann  math.S^r.  d,XVI,  341. 

618.  Sur  une  formule  de  la  th^orie  g^n^rale  des  fonctions  de  plusieurs  variables 

et  de  rint^gration  des  diffärentielles  totales.    £.  Jaggi.    N.  ann.  math. 
S6r.3,XVI,  297. 

619.  Sur  un  nouvel  algorithme.    Lämeray.     Compt.  Rend.  CXXV,  624. 

Vergl.  Abbildung.  Bestinmite  Integrale.  Cylinderfunktionen.  Determinanten. 
Differentialgleichungen.  Differentialquotient.  Elliptische  Transcendenten. 
Formen.  Gleichungen.  Kettenbrüche.  Mannigfaltigkeiten.  Potential.  Reihen. 
Substitutionen.  Thetafunktionen.  Transformationsgruppen.  Unbestimmte 
Formen.    Zahlentheorie. 

Geometrie  (desoriptlTe). 

520.  Sur  le  biais  pass^  ganche.    A.  Boulanger.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XVI,  171. 

Geometrie  (höhere). 

521.  Die  Plückerschen  Zahlen  der  Abweichungskurven.    W.  Bouwman.    Mathem. 

Annal.  IL,  24. 

522.  Nouvelle  d^monstration  du  th^or^me  fondamental  de  la  g^om^trie  projective. 

H.  G.  Zeuthen.    Compt. Rend.  CXXV,  638,  868. 
628.  über    einige    Anwendungen    des    Eorrespondenzprinzips.     K.  Th.  Vahlen. 
Crelle  CXVm,  251. 

524.  Sur   la    correspondance    biforme;     extension    des    polygones    de    Poncelet 

G.  Fontenö.     N.  ann.  math.  S^r.  3,  XVI,  437. 

525.  Sur  la  transformation  homographique    des  propridt^s   mätriques   des  figures 

planes.     G.  Brocard.    N.  ann.  math.  Sär.  3, XVI,  293.    [Vergl.  Bd. XLII 
Nr.  568.] 

626.  Sur   les    systfemes    orthogonaux   et  les   systfemes  cycliques.     C.  Guichard 

Compt.  Rend.  CXXV,  619. 

627.  Sur  les  r^seaux  et  les  congruences.     Guichard.     Compt.  Rend.  CXXV,  664 

528.  Sur  la  d^formation  des  quadriques.    C.  Guichard.    Compt.  Rend.  CXXV, 696. 

529.  Sur  le  problfeme  de  M.  Bonnet.  .  C.  Guichard.     Compt.  Rend.  CXXV,  643. 

530.  Sur  le  probläme  de  Ribaucour.     C.  Guichard.     Compt.  Rend.  CXXV.  1018. 
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681.  Sur   les    focales    j^anes  d'une  courbe  plane   ä,  nn   ou    plusieurs   axes   de 

symötrie.    P.H.  Schonte.    Compt.Rend.CXXV,  »81. 
532.  Sur  le  däplacement  d'nn  triangle  variable  semblable  &  nn  triangle  donn^. 

M    dX)cagne.     N.  ann.  math.  Sör.  8,  XVI,  474. 
583.  Sur  les   däplacements    d*une    figure   invariable.     A.  de  Saint-Germain. 

N.  ann.  math.  S^r.  8,  XVI,  319. 

534.  Snr  l'hypocycloMe   de   Steiner.    P.  Serret.    Compt.  Rend.  CXXV,  404,  428, 

445,  459. 

535.  Sur  une  courbe  du  4.  degrä  engendr^e  an  moyen  de  denz  ciroonförences. 

F.  Sartianx.    N.  ann.  math.  Sör.  8,  XVI,  282. 

536.  Lieu  des  points  de  deux  courbes  ap]>artenant  ä  deux  faisceaux,  Tun  d'ordre 

tu,  Tautre  d'ordre  n,  oü  les  courbes  se  coupent  sous  un  angle  constant. 

G.  Leinekugel.    K  ann.  math.  S^r.  8,  XVI,  885. 

537.  Sur  TappHcation  de  deux  covariants  h,  la  construction  de  quelques  esp^ces 

de  courbes.    S.  Mangeot.    N.  ann.  math.  S^r.  8,  XVI,  677. 

588.  Demonstration  g^om^trique    d'une   proprietä  de   la  cycloide.    A.  Vicaire. 

N.  ann.  math.  S^r.  8,  XVI,  480, 
Ven^l.  Absolute  Geometrie.   Kinematik.   Mehrdimensionale  Geometrie.  Ober- 
flächen. 

Gesohiohte  der  Mathematik. 

589.  i^tudes  anatomiqnes  de  Leonard  da  Vinci.  H.  de  Lacaze-Duthiers.   Compt. 

Rend.  CXXV,  922. 

540.  Gauss,  die  beiden  Bolyai  und  die  nichteuklidische  Geometrie.    P.  Stäckel 

und  Fr.  Engel.    Math.  Annal.  IL,  149. 

541.  Les  recherches  de  Gauss  dans  lath^rie  des  fonctions  elliptiques.  P.  Günther. 

Jonm.  Mathem.  S^r.  5,  m,  95. 

542.  Note  sur  Francesco  Brioschi  (22.  XII.  1824  — 18.  XII.  1897).   Hermite.  Compt. 

Rend.  CXXV,  1189. 

543.  Le  gnomon  de  Tobservatoire  et  les  anciennes  toises;  restitution  de  la  tolse 

de  Picard.    C.  Wolf.    Compt.  Rend.  CXXV,  199. 
Vergl.  Differentialgleichungen  479.    Optik  618. 

Gleiohuneen.. 

544.  SuUe  irrazionalitä  da  cui  pub  farsi  dipendere  la  risoluzione  d'un'  equazione 

a]gebrica  f{xyz)  —  0  con  fiinzioni  di  due  parametri.    Fed.  Enriques. 
Mathem.  Annal.  IL,  1. 

545.  Th^or^mes  sur  les   ^quations  alg^riques.     Sondat.     N.  ann.  math.  S^r.  8, 

XVI,  169. 
546    Sur  les  conditions   qui  expriment  qu^une   ^quation  alg^rique  de  degr^e  m 
n'a  que  p  racines  distincte8(p<m).   X.  Antomari.   N.  ann.  math.  S^r.  3, 
XVI,  68. 

547.  Sur  une  ^quation  r^ciproque  de  degr^  2  m  n'ayant  pas  de  racine  commune 

avec  a?*-l=0.    E.  Taratte.    N.  ann  math.  Sär.  8,  XVI,  482. 

548.  Sur  les  racines  imaginaires  de  lYquation  x  —  ap»,    E.  M.  L^meray.   N.  ann. 

math.  S^r.  8,  XVI,  54. 

549.  Sur  le  quotient  et  le  reste  ^manants  de  la  division  du  carr^  de  la  d^riväe 

d*un  polynome   du   quatri^me   degrä  ä  quatre  racines  distinctes  par  ce 
polynome  m§me.    R.  Gilbert.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XVI,  101. 

550.  Racines   de   quelques  ^quations  transcendantes.    Integration   d'une   ^quation 

äux  diffiörences  m^l^es.   E.  M.  L^meray.    N.  ann.  math.  S^r.  8,  XVI,  540. 

551.  Sur  r^quation  aux  päriodes.    X.  Stouff.     Compt.  Rend.  CXXV,  859. 

H. 

Hydrodynamik. 

552.  Distribution  des  vitesses  k  travers  les  grandes  sections^  dans  les  äconlements 

graduellement  variäs,  et  ^quation  du  mouvement  aux  degr^s  d^approzi- 
mation  snpärieurs.    J.  Bonssinesq.     Compt.  Rend.  CXXV,  6. 

553.  Th^rie  approch^e  du  passage  d'un  regime  graduellement  variä  ä  une  regime 

rapidement    variö    ou    vice    versa.      J.    Bonssinesq.     Compt.  Rend. 
CXXV,  69.  ^  T 
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564.  Etablissement  du  regime    uniforme    dans    un  tujau    ä    section    circalaiie. 

J.  Boussinesq.    Compt.  Rend.  CXXV,  203. 
656.  Etablissement  du  regime  uniforme   dans  un   tuyau   ä  section  rectangulaire 

large.    J.  Boussinesq.    Compt.  Rend.  CXXY,  440. 
566.  Sur  la  stabilit^   de  Täquilibre  d'une  masse  fluide  dont  les  ^^ments  sont 

soumis  a  leurs  actions  mutuelles.    P.  Duhem.    Joum.  Mathem.  S^r.  5, 

m,  151. 

667.  Sur  la  stabilit^  de  T^quilibre  d'un  corps  flottant  ä.  la  surface  d'un  liquide 

compressible.    P.  Duhem.    Joum.  Mathem.  Sär.  6,  in,  S89. 

668.  Sur  les  ^quations  de  THydrodynamique  et  la  th^orie  des  tourbillons.  P.  Appell. 

Joum.  Mathem.  S^r.  6,  III,  6. 

Hjrperbel. 

669.  Sur  les  secteurs  d'aire  constante  dätach^s  dans  une  s^rie  d'hyberboles  equi- 

lat^res  homoth^tiques  par  un  rayon  partant   de  leur  centre  commun. 
Audibert.    N.  ann.  math.  Sär.  8,  XVI,  49. 

K. 

KegelBohnitte. 

660.  A  construction  by  the  ruler  of  a  point  covariant  with    five    given  points. 

F.  Morley.    Mathem.  Annal.  IL,  596. 

661.  Sur  les  coniqnes  qui  ont  avec  une   courbe  donn^e  en  un  de  ses  points  un 

contact  d'ordre  supärieur.   M.  d'Ocagne.   N.  ann.  math.  S^r.  3,  aVI,  262. 

662.  Lieu  des  extr^mit^s  du  rayon  de  courbure  d'une  epicycloYde  qu'on  d^roule 

sur  la  tangente  au  sommet.    Audibert.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XVI,  48. 

663.  Droite  passant  par  le  centre  de  courbure  d^un  point  d^une  conique.  V.Betali. 

N.  ann.  math.  S^r.  3,  XVI,  382. 

664.  Sur  deux  triangles  homologiques  inscrit  dans  la  möme  conique.  R.  Gilbert. 

N.  ann.  math.  Sär.  3,  XVI,  189 
666.  Sur  3  triangles  homologiques   deux  k  deux  et  sur  3  coniques  tangentes  ä 
leurs  cöt^s.    A.  Droz-  Parny.    N.  ann.  math.  Sör.  3,  XVI,  186. 

666.  Trouver  le   lieu  du  foyer  mobile   d'une  conique  d'excentricit^  donn^e  dont 

Tautre  foyer  est  fixe   et  dont  la  directrice  correspondant   ä  ce  foyer 
enveloppe  une  courbe  donn^e.     G,  Dulimbert.     N.  ann.  math.  Sär.  3, 
XVI,  386. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Raumes  468.    Ellipse.    Hyperbel.    Kreis. 
Parabel. 

Kettenbrüohe. 

667.  Sur  une  repr^sentation  ^^om^trique  du  d^veloppement  en  fraction  conünue 

ordinaire.     Husquin    de    Rhöville.     !N.  ann.  math.  S^r.  3,    XVI,  61. 
[Vergl.  Bd.  XLÜ,  Nr.  616.] 

Elinematik. 

668.  Th^or^mes  de  cin^matique  tir^s  de  la  gäom^trie  cindmatique  de  Mr.  Mann- 

heim.    Canon.    N?  ann.  math  S^r.  3,  XVI,  147. 
569.  Sur  le   d^placement   d*un  plan  dont  tous  les  points   d^crivent  des  lignes 
sphäriques.    R.  Bricard.     Compt.  Rend.  CXXV,  1024.    [Vergl.  Bd.  XLI[ 
Nr.  617.] 

670.  Sur  la  throne  de  Tocta^dre  articul^.    R.  Bricard.    Joum.  Mathem.  S^r.  6, 

m,  118.  —  A.  Mannheim  ibid.  149. 
571.  Le  lieu  des  pöles  des  spirales  logarithmiques  osculatrices  aux  diverses  sections 
ayant  meme  tangente  en  un  point  d'une  surface  est  un  cercle.  A.  Mann- 
heim.   N.  ann.  math.  Sär.  3,  XVI,  388. 

Kreis. 
672.  Quadrature  approximative  du  cercle.    H.  Guillot.    Kann. math.  Sär. S,XVI, 

287.  —  Wlad.  Habb^  ibid.  829. 
678.  Sur    les    quadrilat^res    inscnptibles    et   non   inscriptibles.      E.  Duporcq. 

N.  ann.  math.  Sör.  8,  XVI,  51. 
674.  Rayon    d'une    circonf^rence    passant  par    3  points   donnäs  en  coordonn^s 

trilinäaires.    H.  Lez.     !N.  ann.  math.  Sär.  3,XVI,  148. 
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576.  Circonfärences   passant   par  6  points  donnäs.    Dulimbert.     N.  ann.  math. 
Sär.  3,  XVI,  193.  —  E.  Lemoine  ibid.  238. 
Yergl.  Dreiecksgeometrie.    Transformationsgruppen  635. 

Magnetismus. 

576.  A  theory  of  magnetic   action  upon  light.    A.  B.  Basset.    Mathem.  Annal. 

IL,  247. 

MannigfaJticfkeiten« 

577.  Beitrage  zur  Begründung  der  transfiniten  Mengenlehre,  ö.  Cantor.  Mathem. 

Annal.  IL,  207. 

Mathematischer  TTnterrioht. 

578.  Sur  Tarithm^tisation  des  mathämatiques.    F.  Klein.     N.  ann.  math.  S^r.  8, 

XYI,  114. 

579.  Le  nouveau  programme  d^admission  ä  r£cole  Polytechnique.     Laisant  et 

Antomari.     N.  ann.  math.  S^r.  8,  XVI,  40. 

580.  Les  certificats   d'^tudes   sup^rieures   des  facultas  des  sciences.    Laisant  et 

Antomari.    N.  ann.  math.  Sär.  8,  XVI,  487. 

Mechanik. 

581.  Über  die  Prinzipien  der  Mechanik.    L.  Königsberger.    Grelle  CXVIII,  275. 

582.  Sur  les  intägrales  quadratiques  de  la  dynamique.    F.  Painlev^.     Gompt. 

Rend.  CXXV,  156.    [Vergl.  Nr.  259.] 
588.  Studien  über  die  Bewegungsvorgänge  in   der  Umgebung  instabiler  Gleich- 
gewichtslagen.    Ad.   Kneser.     Grelle  GXVIU,   186.    [Vergl.  Bd.  XLII 
Nr.  262.1 

584.  Sur  rinstabiut^  de  l'^quilibre   dans   certains  cas   oii  la  fonction  de  forces 

n'est  pas  un  maximum.    A.  Liapounoff.   Joum  Mathem.  Sär.  5,111,80. 

585.  Sur  les  positions  d'äquilibre  instable.  P.  Painlev^.  Gompt.  Rend.  GXXV,  1021. 

586.  Sur  r^quilibre  indifferent  d'une  chaine  pesante  sur  uns  courbe.  Karagiannid^s. 

N  ann.  inath.  S6t.  3,  XVI,  374. 

587.  Sur  certaines  propri^t^s  des  trajectoires  en  dynamique.   Hadamard.    Joum. 

Mathem.  S^r.  5,  III,  381. 

588.  Snr  les  integrales  communes  k  plusieurs  probl^es  sur  Täquilibre   d'un  fil 

flexible  et  inextensible.    N.  Saltykow.    N.  ann.  math.  S^r.  8,  XVI,  246. 

589.  Sur  la  stabiHte   d'une  toupie   qui  dort.    F.  Klein.     N.  ann.  math.  S^r.  8, 

XVI,  823. 

590.  Sur  le  trac^  de  l'anse  de  panier.    A.  Mannheim.    N.  ann.  math.  S^r.  3, XVI, 

404.    [Vergjl.  Bd.  XLH ,  Nr.  266.] 

591.  Sur  le  trac^  pratique  des  engrenages.    L.  Lecornu.    Gompt.  Rend.  GXXV,  162. 

592.  Sur  requilibre  de  la  vis.    C.  Bourlet.    N.  ann.  math.  Sör.  3,  XVI,  426. 

593.  Sur  le  Joint  de  Gardan.    Th.  Garonnet.    N.  ann.  math.  Sär.  3,  XVI,  472. 

Vergl.  Astronomie.     Elektrizität.      Hydrodynamik.      Magnetismus.     Optik 
Potential.    Wärmelehre. 

Mehrdimensionale  Geometrie. 

594.  Theorie    der    linearen    Strahlenkomplexe    im   Baume    von   r  Dimensionen. 

S.  Kantor     Grelle  GXVm,  74. 

595.  Über  den  Zusammenhang  der  Kriimmungstheorie  der  Kurven  mit  der  Mechanik 

starrer  Systeme  des  n-dimensionalen  Raumes.    G.  Landsberg.    Grelle 
GXVin,  123. 

596.  Sur  les  räseaux  0  associ^s.    G.  Guichard.     Gompt.  Rend.  GXXV,  929. 

597.  Sur  les  syst^mes  compl^tement  orthogonaux  dans  Tespace  ä  n  dimensions  et 

sur  la  räduction  des   syt^mes  diffi^rentiels  les  plus  gänäraux.  J.  Drach. 
Gompt  R«nd.  GXXV,  598. 

598.  Sur    les    syst^mes    compl^tement  orthogonaux  dans  un  espace  quelquonque 

G.Ricci.     Gompt.  Rend.  GXXV,  810.  ^  j 
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O. 

Oberfl&ohen. 

599.  Rapport  sur  un  memoire  de  M.  Hadamard  intitulä  „  Sur  les  lignes  gdod^siques 

des    surfaces   ä  courbares    oppos(^es^\     H.  Poincar^.     Compt.  Bend. 
CXXV,  689. 

600.  Des    conditions    n^cessaires    et    süffisantes    pour    qu'une    sur&ce    d'ordre 

quelconque   soit   de  revolution.    S.   Mangeot.     N.  ann.  maÜi.  S^r.  3, 
XVI,  408. 

601.  Sur    an    räseau    conjuffu^    particulier    de    certaines   surfaces   d^riv^es    des 

surfaces  du  second  ordre.    S.  Mangeot.    Gompt.  Bend.  CXXV,  1088. 

602.  Sur  les  surfaces  alg^riques  qui  admettent  comme  ligne  asymptotique  une 

cubique  gauche.    Ch.  Bio  che.    Compt.  Bend.  CXXV,  15. 
608.  Sur  les  surfaces  qui  ont  pour  g^n^ratrices  les  cordes  d'une  cubique  gauche. 
Ch.  Bioche.    N.ann.xnaüi  Sär.3,XVI,  168. 

604.  Quelques    propri^t^s    des    surfaces    moulures.     Gem.   Pirondini.     Joum. 

Math^m.  S^r.  5,  DI,  405. 

605.  Sur  les  trajectoires  isogonales  des  gänäratrices  d*une  surface  d^veloppable. 

öem.  Pirondini.    Crelle  CXvm,  61. 

606.  Sur  les  surfaces  isothermiques.    A.  Pellet.    Compt.  Bend.  CXXV,  291. 

607.  Sur  les  surfaces  de  Weingarten.    A.  Pellet.    Compt.  Bend.  CXXV, 601. 

608.  Sur  les  surfaces  applicables  snr  une  surface  de  revolution.   A.  Pellet.  Compt. 

Bend.  CXXV,  1159. 

609.  Sur  les  surfaces  rapport^es  k  leurs  lignes  de  longueur  nulle.   Eug.  Cosserat. 

Compt  Bend.  CXXV,  159. 

610.  Sur  la  sjm^trie  dans  les   surfaces    alg^riqnes.     Dum  ont.    N.  ann.  math. 

Ser.3,XVI,  463. 

611.  Sur  les  lignes  g^od^siques  de  certaines   surfaces.    Em.  Waelsch.    Compt. 

Bend.  CXXV,  521. 
Vergl.  Abbildung.     Analytische    Geometrie    des  Baumes  453.     Bestimmte 
£itegrale  468.    Geometrie  (descriptive).    Geometrie  (höhere). 

Oberfläohen.  sweiter  Ordnmig. 

612.  Quadriques  tangentes  k  tous  les  plans  tangents  communs  ä.  une  Sphäre  et  un 

ellipsoKde  donnd.    N.  ann.  math.  S6r.  3,  XVI,  524. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Baumes  457. 

Optik. 

613.  Identitä  de  la  strophoide  avec  la  focale  ä  noeud;  son  application  k  Toptique 

g^ometrique.    G.  Loria.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XVI,  262. 

614.  Etüde  generale  des  lentilles  ^paisses  au  moyen  de  Thomographie.     And. 

V  i c  ai  r  e.    N.  ann.  math.  S^r.  8,  XVI ,  5. 

P. 

Parabel. 

615.  Parabole    lieu    du    centre    du    cercle    circonscrit    ä    un    certain    triangle. 

H.  Brocard.    N.  ann.  math.  Sär.  3,  XVI,  334. 

616.  Enveloppe  des  axes  des  paraboles   ayant  en  un  m§me  point  d'une  courbe 

plane  donn^e  un  contact  du  second  ordre  avec  eile.    Audibert.  N.  ann. 
math.  Sär.  3,  XVI,  884. 

617.  Produit  des   rayons   de    courbure  aux  pieds  des   normales  abaiss^es   d'un 

point  är  une  parabole.    A.  Droz-Farny.    N.  ann.  math.  Sär.  8, XVI, 285. 

Planimetrie. 

618.  Propri^tä  du  triangle.    H.  Lez.    N.  ann.  math.  Sör.  8,  XVI,  98. 

Vergl.  Dreiecksgeometrie. 
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PotentiaL 

619.  Sur  le  potentiel  de  la  double  couche.   Liapounoff.  Compt.Rend.  CXXY,  694. 

620.  Sur  certaines  questions  se  rattachant  au  Probleme  de  Dirichlet.  A.  Liapounoff. 

Compt.  Rend.  CXXV,  808. 

621.  Sur  la   transmission   d'änergie   ä   distance.     Application  ä   la  Polarisation 

rotatoire.    A.  Broca.     Compt.  Rend.  CXXV,  766. 

B. 

Seilien. 

622.  Sur  les  säries  de  Taylor.    Eug.  Fabry.     Compt.  Rend.  CXXV,  1086.   [Vergl. 

Nr.  362.] 
628.  D^veloppement   en    s^ries    trigonom^triques    des    polynomes    de   M.  L^autä. 
P.  Appell.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XVI,  266. 
Vergl.  Astronomie  460.    Thetafunktionen  681. 

S. 

Bubstitntioiieii« 

624.  über  die  Zahl  der  verschiedenen  Werte,  die  eine  Funktion  gegebener  Buch- 
staben durch  Vertauschung  derselben  erlangen  kann.  Alf.  Bochert. 
Mathem.  Annal.  IL,  113.     [Vergl.  Bd.  XXXVIlf  Nr.  246.] 

626.  Über  die  Erlasse  der  transitiven  Substitutionengruppen.  Alf.  Bochert. 
Mathem.  Annal.  IL,  133.     [Vergl.  Bd.  XXXVfll,  Nr.  246.] 

626.  Sur  une  s^rie  de  groupes  primitifs  holo<^driquement  isomorphes  ä  des  groupes 

plusieurs  fois  transitifs.     Ed.  Maillet.    Joum.  Mathäm.  S^r.  6,  Öl,  277. 

627.  Apphcations  de  la  th^orie  des  substitutions  linäaires  k  Tätude  des  groupes. 

H.  L  a  u  r  e  n  t.    N.  ann.  math.  S6r.  3,  XVI,  149.  [Vergl.  Bd.  XLII  Nr.  702.] 

628.  Etüde  sur  les  substitutions  du  second  degr^.    H.  Laurent.    N.  ann.  math. 

S6r.3,  XVI,  889. 

629.  Über   die  Einfachheit    der  alternierenden    Gruppe.     Em.  Beke.    Mathem. 

Annal.  IL,  681. 
680.  Anwendungen  des  Zusammenhanges  in  Reihen   auf  die  Theorie   der  Sub- 
stitutionengruppen.   P.  Hoyer.    Mathem.  Annal.  IL,  89. 
Vergl.  Formen  608. 

T. 

Thetafunktionen« 

631.  Über  die  Konvergenz  der  Thetareihen.    A.  Erazer.    Mathem.  Annal.  IL,  400. 

682.  Syst^mes  orthogonauz  pour  les  d^riväes  des  fonctions  thSta  de  deuz  arguments. 

E.  Jahnke.    Compt.  Rend.  CXXV,  486. 

683.  Über  einen  Zusammenhang  zwischen   den  Elementen  orthogonaler  Neuner- 

und Sechzehnersysteme.    E.  Jahnke.    Crelle  CXVIII,  224. 

Transform&tionBgruppen. 

634.  Sur  la  th^orie   des  groupes  infinis   de  transformation  et  Tint^gration  des 

^quations  auz  diriväes  partielles.    J.  Beudon.    Compt.  Rend.  CXXV,  811. 

635.  Das  Apollonische  Problem.    E.  Study.    Mathem.  Annal.  iL,  497. 

U. 

Unbestimmte  Formen. 

636.  Trouver  les  limites  de  la  fraction     ^^_.  ^^  pour  rc-^O,  pour  a;«oo,  pour 

a  =  6.    Q.  Tzitzeica.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XVI,  339. 
0 

637.  Sur  les  symboles -^  k  plusieurs   variables   ind^pendantes.      L.   Autonne. 

N.  ann.  math.  Sär.  3,  XVI,  420. 
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V. 

VariatioiLsreohnuiis. 

638.  Über    eine    charakteristische    Eigenschaft    der    Differentialgleichungen    der 
Variationsrechnung.     Art h.  Hirsch.    Mathem.  Annal.  IL ,  49. 

W. 

Wärmelehre. 

689.  Sur    rintägration    des    äquations    de  la    chaleur.     Le  Koy.    Compt.  Bend. 
CXXV,  766. 

640.  Eapport    sur  un  m^n:ioire   de    M.  Le  Roy   intitul^    fi^ur  Tint^fip'ation   des 

^quations  de  la  chaleur".    H.  Poincar^.    Compt.  Rend.  CXaV,  847. 

641.  Compressibilit^    des    gaz   ä   diverses   temp^ratures    et   au   voisinage   de  la 

pression  atmosph^rique.     A.  Leduc.     Compt.  Rend.  CXXV,  646. 

642.  De  la  Variation  de  IMnergie  dans  les  transformations  isothermes.  De  T^nergie 

^lectrique.    H.  Pellat.     Compt.  Rend.  CXXV,  699. 

Z. 
Zahlentheorie. 

643.  über    Zahlengruppen    in   algebraischen   Körpern,     ü.  Abhdlg.     H.  Weber 

Mathem.  Annal.  IL,  83.     [Vergl.  Bd.  XLU  Nr.  721.] 

644.  Über  die  Fundamentalteüer  eines  Gattungsbereiches  m  Bezug  auf  zwei  ver- 

schiedene Rationalitätsbereiche.    K.  Hensel.     Crelle  CXVEI,  173. 

645.  Über   die   Zurückffihmng   der   Divisorensysteme   auf  eine   reduzierte  Form. 

K.  Hensel.    Crelle  CXVIH,  234. 

646.  Eine  arithmetische  Formel.    Eug.  Netto.    Mathem.  Annal.  IL,  148. 

647.  Sur  le  caract^re  quadratique  du  nombre  3  par  rapport  ä  un  nombre  premier 

quelconque.    R.  Bricard.    N.  ann.  math.  Sdr.  3,  XVI,  646. 

648.  Si  p  est  un   nombre  premier   qui  ne  divise  pas  :c  et  r  un    nombre  entier 

quelconque,  Texpression  x^~^      —1  est  divisible  parjp.  ^^mine.  N.ann. 
math.  Sör.3,  XVI,  192. 

649.  Si  m  et  n  sont  deux  nombres  premiers  m^''^-\-n"^~^—l   est   divisible   par 

mn.     G.  Tzitzeica.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XVI,  192. 
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Fiorini,  Matteo,  Erd-  und  Himmelsgloben,  ihre  Geschichte 
und  Konstruktion.  Nach  dem  Italienischen  frei  bearbeitet  von 
Siegmund  Günther.  Mit  9  Teitfiguren.  [VI  u.  138  S.]  gr.  8. 
1895.     geh.  n.  J«[  4. — 

Im  Terlage  der  italienischen  Geographischen  Gesellschaft  an  Born  erschien  nnlftngat 
eine  sehr  interessante  Schrift  Ton  Professor  M.  Fiorini  (Bologna)  unter  dem  Titel  „Le  sfere 
cosmografiche  o  specialmenta  le  sfere  terrestri."  Wer  da  weifs,  wie  Tiele  wertToUe  Beiträge 
Herr  Fiorini  xur  Geschichte  der  Kartographie  geliefert  —  wie  denn  anch  sein  grofses  Lehr- 
buch der  Kartenprojektionslehre  eines  der  wertvollsten  unter  den  vorhandenen  Werken  dieser 
Art  ist  — ,  der  mufste  von  vornherein  schon  dieser  neuen  Monographie  der  Globen  mit  Spannung 
■  entgegensehen,  und  die  Erwartung  wird  bei  Durchsicht  des  kleineu  Buches  nicht  get&nacht. 
Der  Autor  führt  uns  mit  der  ihn  auseeichnenden  Sachkunde  und  Belesenheit  ein  in  die  Knt- 
vrickelungsgeschichte  der  Globenkunde  und  verweilt  mit  besonderer  Vorliebe  bei  den  Hilfs- 
mitteln, deren  man  sich  au  verschiedenen  Zeiten  bediente,  um  das  „Netz**  des  Globus,  d.  h.  die 
Zeichnungen  herausteUen,  welche  dann  fiber  die  gekrOmmte  Fläche  der  Kugel  gelegt  wurden, 
unsere  deutsche  Litteratur  besitzt  einen  Überflufs  an  Anweisungen  zum  Gebrauche  der  künst- 
lichen Erd-  und  Himmelskugel,  aber  eine  geschichtlich-theoretische  Schrift  der  bezeichneten 
Art  hat  bisher  gefehlt,  und  aus  diesem  Grunde  erbat  sich  Prof.  Gflnther  von  dem  Verfasser 
die  Genehmigung  zu  einer  Bearbeitung  der  „Sfere  cosmografiche"  in  deutscher  Sprache. 
Näheres  siehe  Teubners  Mitteilungen  18y5  Nr.  3,  S.  77. 

Galllei,  Gallleo,  Dialog  über  die  beiden  hauptsächlichsten 
Weltsysteme,  das  Ptolemäische  und  das  Kopernikanische.  Aus  dem 
Italienischen  übersetzt  und  erläutert  von  Emil  Strauss,  ordentl. 
Lehrer  an  der  Realschule  „Philanthropin"  in  Frankfurt  a.  M. 
[LXXXIV  u.  686  S.]     gr.  8.     1891.     geh.  n.  JC  16.— 

Merkwürdigerweise  gab  es  bisher  keine  dentsche  Übersetzung  von  diesem  berflhmten 
Buche  des  Vaters  der  modernen  Physik,  von  einem  Buche,  das  ebenso  hervorragend  ist  durch 
die  Bedeutsamkeit  seines  Inhalts,  wie  durch  die  Schönheit  seioer  Form,  das  seinem  Verfasser 
so  viel  Buhm  und  so  schwere  Leiden  eintrug.  Und  doch  verdient  dasselbe  als  Quelle  der 
vielen  landlftufigen  Argumente  für  das  Kopernikanische  System ,  als  farbenprftchtiges  Gemälde 
des  Ringens  mittelalterlicher  mit  neuaeitlioher  Weltanschauung,  als  Ausgangspunkt  iür  eine 
Menge  physikalischer  üntersuchungeu  der  Folgexeit  die  höchste  Beachtung.  Die  Darstellung 
ist  so  klar,  dafs  die  meisten  Partieen  einem  Primaner  völlig  verständlich  sind  und  für  ihn  eine 
belehrende  und  anregende  Lektüre  bilden  würden,  wie  andererseits  der  Eulturhistoriker  in 
keiner  Geschichte  der  Philosophie  eine  anschauUchere  Schilderung  vom  Stande  der  damaligen 
Naturphilosophie  fluHen  kann.  —  Eine  Einleitung,  welche  u.  a.  eine  biographische  Skiaze 
Galileis  enthält,  und  eingehende  historische  und  sachliche  Anmerkungen  werden  das  Verständnis 
und  die  WürdigunK  des  Werkes  erleichtern  und  mancherlei  irrige  Ansichten  des  Verfassers 
berichtigen;  auch  Irrtamer,  wenn  als  solche  erkannt,  und  namentlich  Irrtümer  eines  Mannes 
wie  Galilei,  sind  belehrend  und  verschaffen  Einblick  in  die  Geschichte  der  Wissenschaft. 

Eepler's»  Joh.,  weiland  kaiserlichen  Mathematikers,  Traum  oder  nach- 
gelassenes Werk  über  die  Astronomie  des  Mondes.  Über- 
setzt   und    kommentiert    von    Ludwig    Günther,      gr.   8.      geh. 

.  [Unter  der  Presse.] 

Dies  Buch  ist  wohl  die  merkwürdigste  Schrift  aus  der  Beformationszeit  der  Sternkunde  : 
gleich  merkwürdig  wegen  ihres  Inhaltes  wie  wegen  ihres  Geschickes.  Es  enthAlt  in  kurzen 
Umrissen,  durch  eingehende  Noten  erläutert,  diejenigen  astronomischen  Erscheinungen,  welche 
ein  Beobachter  auf  dem  Monde  haben  würde.  Kepler  giebt  uns  darin  eine  methodische  Unter- 
suchung aUer  die  wechselseitigen  Besdehungen  rwischen  Erde  und  Mond  betreffenden  Fragen; 
er  streift  dabei  fast  alle  Gebiete  des  Wissens  und  bietet  uns  eine  naturgemftfse  Entwicklung 
de^enigen  Betrachtungen,  die  er  in  seinen  früheren  Werken  zerstreut  und  nur  gelegentlich 
ausgeführt  hat.  Wir  dürfen  also  den  „Traum''  nicht  allein  als  eine  auf  Kopemikanischen 
Prinzipien  begründete  Mondastronomie,  sondern  auch  als  ein  Kompendium  der  Keplerschen 
Werke  überhaupt  ansehen. 

Sein  Vorhaben,  einen  gröfseren  Leserkreis  mit  den  grofsen  Gedanken  Keplers  bekannt 
au  machen,  auszuführen,  ermunterten  den  Verfasser  namhafte  Kapazitäten  auf  dem  Gebiete 
der  Astronomie  und  der  Erdkunde,  deren  Sympathie  und  Unterstützung  er  sich  zu  erfreuen  hatte. 

Das  Werk  ist  mit  mehreren  Teztfignren,  die  der  näheren  BegrtLndung  der  geschilderten 
astronomischen  Vorgänge  dienen,  einer  Tafel  mit  der  Darstellung  der  selenographlschen  Ein- 
teilung der  Mondoberfläche  nach  Kepler  und  einem  wonig  bekannten  Porträt  Keplers,  welchea 
der  \'erfasser  glaubt  für  das  wahre  Bildnis  des  grofsen  Astronomen  halten  zu  können,  geziert. 
Ein  angefügtes  Namen-  und  Sachregister,  welches  das  Buch  anch  als  Nachschlagewerk  geeignet 
macht,  beschliefst  das  Ganze.  So  ist  zu  hoffen,  dafs  das  Werk  sowohl  in  Fachkreisen,  die 
manches  namentlich  geschichtlich  Neue  und  Bemerkenswerte  darin  finden  dürften,  als  auch 
unter  der  Zahl  der  Naturfreunde  und  gebildeten  Leser  eine  wohlwollende  Beachtung  und 
weitere  Verbreitung  finden  wird. 
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In  Band  34  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Fliystk^  Hist.  litt.  Abth. 
S.  129—146,  161—170  hat  Dr.  Alpred  Nagl  in  Wien  an  das  vonSim 
an  genannter  Stelle  veröffentlichte  Fragment  einer  Algorismus-Schrifb  des 
XII.  Jahrhunderts  höchst  interessante  allgemeinere  Betrachtungen  geknüpft 
Da  ich  in  der  Lage  bin,  den  vollständigen  Tractat,  dessen  Bruchstück 
Herr  Dr.  Nagl  veröffentlichte,  vor  mir  zu  haben,  so  will  ich  mir  erlauben, 
im  Folgenden  über  denselben  zu  berichten  und  am  Schlüsse  einen  Abdrack 
desselben  zu  bewirken,  welcher  die  Wichtigkeit  desselben  augenfällig  hervor- 
treten lassen  wird.  Von  diesem  Tractate  kenne  ich  zwei  vollständige 
Exemplare.  Das  erste  befindet  sich  auf  Blatt  27—29  des  Clm  13021^ 
welcher  dem  XU  Jahrhundert  angehört  und  mit  dem  veröffentlichten  Frag- 
mente die  Form  [-  f ür  3  gemein  hat,  welche,  wie  Herr  Nagl  hervorhebt,^) 
nur  im  XU.  Jahrhundert  gefunden  wird;  das  zweite,  dem  XIH  Jahrhundert 
angehörend,  auf  Blatt  31—33  des  Clm  189!^  (Teg.  927).^)  Meine  nach- 
folgenden Bemerkungen  beziehen  sich  auf  das  erste  Manuscript,  welches  mir 
durch  die  Liberalität  der  Direktion  der  königl.  Hof-  und  Staatsbibliothek 
zu  München  für  längere  Zeit  überlassen  wurde,  wofür  ich  hier  meinen  auf- 
richtigsten Dank  zu  sagen  nicht  unterlassen  kann.  Der  Clm  13021  (Rat. 
civ,  21)  ist  auf  Pergament  in  gross  Folio  seinem  grössten  Theile  nach 
zweispaltig  geschrieben  und  besteht  aus  drei  deutlich  unterscheidbaren 
Theilen.  Der  erste  und  älteste  enthält  auch  die  Abhandlung,  von  der  wir 
einen  Theil  zum  Abdruck  bringen  wollen.  Dieser  Theil  umfasst  die  Blätter 
1—96,  165  (164)— 212  (211).  Er  ist  zweispaltig  mit  41  Zeilen  auf  der 
Seite  geschrieben.  Die  einzelnen  Blätterlagen  (1 — 5,  7 — 11,  14 — 19  Qua- 
temionen,  6  Duernio,  12  und  13  Temionen)  sind  in  der  Mitte  des  untern 
Bandes  der  Bückseite  je  des  letzten  Blattes  mit  den  Zahlen  1  — 19  be- 
zeichnet, doch  ist  bei  11  und  12  diese  Bezeichnung  vom  Buchbinder  weg- 
geschnitten. Er  ist  unzweifelhaft  aus  dem  XII.  Jahrhundert,  nach  dem 
sachverständigen  ürtheile  des  Herrn  Direktor  Schwenke  von  der  königl. 
und  Universitätsbibliothek* zu  Königsberg  i./Pr.  eher  aus  dem  Anfange  als 


1)  A.  o.  0.,  S.  184. 

2)  M.  8.  Cataiogtu  Codicum  latinarum  Biblioihecae  Begiae  Manaeensis.  Tomi  IL 
Pars  IIL  Monachü  1878,  S.  221. 
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4  Maximilian  Curtze: 

aus  dem  Ende  desselben.  Er  beginnt  mit  folio  vor  so.  Der  zweite  Theil, 
in  dnrcblanfenden  Zeilen  nnd  erst  gegen  den  Schlnss  hin  zweispaltig  ge- 
schrieben, nmfasst  Blatt  97 — 164,  welches  letztere  Blatt  aber  leer  ist,  tmd 
wohl  deshalb  von  demjenigen,  welcher  in  neuerer  Zeit  die  Folürong  aus- 
führte, nicht  mit  beziffert  wurde,  weshalb  die  späteren  Blattzahlen,  um  den 
wirklichen  Bestand  zu  ergeben,  je  um  1  erhöht  werden  müssen.  Es  sind 
8  Quatemionen  und  ein  Duemio.  Diese  sind  in  der  linken  untern  Ecke 
der  Bückseiten  des  je  letzten  Blattes  mit  den  Zahlen  1 — 9  versehen  ge- 
wesen. Davon  sind  nur  noch  1,  5  und  7  erhalten,  während  die  übrigen 
vom  Buchbinder  weggeschnitten  sind.  Die  Schrifb  ist  bedeutend  stärker 
als  die  des  ersten  Theiles  und  gehörfc  sicher  erst  dem  XlII.  Jahrhundert 
an.  Sie  beginnt  folio  recto  und  hat  40  Zeilen  auf  der  Seite.  Der  dritte 
Theil  umfasst  die  Blätter  213  (212)— 284  (283).  Es  sind  lauter  Quater- 
nionen  ohne  jeden  Zahlencustoden.  Er  beginnt  wieder  folio  verso  mit 
41  Zeilen  auf  der  Seite  in  gespaltenen  Columnen  und  ist  nicht  rubricirt. 
Die  Schrift,  der  des  zweiten  Theiles  sehr  ähnlich,  aber  wie  das  f  und  das 
m  und  n  zeigen,  sicher  von  anderer  Hand,  könnte  wohl  noch  aus  dem  Ende 
des  XII.  Jahrhunderts  stammen.  Diese  drei  Theile  sind  dann  in  ihrer 
jetzigen  Verfassung  nicht  vor  dem  Ende  des  XV.  Jahrhunderts  gebunden 
worden,  wie  der  schöne  Holzband  mit  gepresstem  Lederüberzug  unzwei- 
deutig ergiebt.^  Aus  derselben  Zeit  dürfte  wohl  auch  die  Notiz  auf  der 
Vorderseite  des  ersten  Blattes  datiren:  „/n  hoc  libro  continetur  ioium  qua- 
druuium  scUicä  Ärismetica  hoecij.  \  Astronomu,  \  Mimca  hoedj,  \  Geometria, 
eticUdis.^\  welche  jedoch  nur  die  beiden  ersten  Teile  umfasst,  so  dass  sie 
auch  den  Bestand  aus  früherer  Zeit  festlegen  könnte.^)  Auf  Blatt  213"" 
(211^)  findet  sich  die  Bemerkung:  ,,ÄNno  dni  M^  CC^  Nonagesimo.  ViP 
Feria  secunda  In  AnnunticUione  hte  Virginia  8üb  Dno  Vlrico  Äbbate  huius 
loci  XV  1^  Magister  Wernherus  Medicus,  Canonicus  Väeris  CapeUe  BcUispo- 
nensis,  Ämicus  dni  äbhatis  et  omnium  fratrum  spedälissimus,  hunc  librum 
ex  diuersimoda  concessione  ante  mtdtos  annos  perditum,  et  a  memoria  omnium 
quasi  fu/nditus  subtradum.  sua  pecunia  aput  guendam  Aurificem  qui  ^m^m 
venalem  publice  portäbat  comparuit.  et  ipsum  pro  Remedio  anime  sue,  ad 
honorem  sti  Qeori  (!)  patroni  nostri  ecclesie  in  Prufening  restituU;  sme  omm 
ipskis  dampno  liberalüer  et  predse.  Vnde  statuimus,  vt  nMus  ipsum  dem- 
ceps  extra  s^ta  Ecclesie  audeat  commodare,^^     Die  Worte  „5<»  Georif^  bis 


3)  Nach  Herrn  Dr.  Schwenke  kommen  ähnliche  Einbände  vor  dieser  Zeit  nicht 
Tor.    Ich  selbst  habe  solche  aus  1698  in  Händen  gehabt. 

4)  Dem  Duktus  der  Schrift  zufolge  würde  ich  die  Notiz  eher  in  das  Ende 
des  XV.  oder  den  Anfang  des  XVI.  Jahrhunderts  verlegen. 
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j^Prufenin^^  stehen  auf  Rasur  und  sind,  wie  speciell  das  r  uud  die  e  zeigen, 
Yon  einer  ganz  andern  Hand  geschrieben,  als  das  üebrige.  Jedenfalls  hat 
ursprünglich  ein  anderer  Besitztitel  darunter  gestanden,  was  ich  im  Gegen- 
sätze zu  der  Behauptung  Heibergs  ^)  hier  mir  zu  bemerken  erlaube.  Herr 
Direktor  Schwenke  theilte  darin  vollständig  meine  Ansicht.  Dass  diese 
Bemerkung  sich  nur  auf  den  ersten  Theil  des  Manuscriptes ,  auf  dessen 
letztem  Blatte  sie  sich  findet,  bezieht,  dürfte  wohl  anzunehmen  sein,  ob 
auch  auf  den  im  jetzigen  Bestände  zwischengeschriebenen  zweiten,  wäre 
möglich,  scheint  mir  aber  nicht  wahrscheinlich;  den  dritten  Theil  umfasst 
sie  sicherlich  nicht,  wie  aus  der  obigen  Notiz  auf  Blatt  1'  zu  schliessen 
erlaubt  ist.  Die  ganze  Handschrift  ist  vortrefflich  geschrieben  und  erhalten. 
Sie  ist  eine  der  schönsten,  welche  mir  in  ihrer  Art  bis  jetzt  vorgelegen 
hat.     Der  Inhalt  derselben  ist  kurz  folgender. 

1  Blatt  1^ — 26\  Ärithmäik  des  Boethiüs  ohne  Titel  und  ohne  Unter- 
schrift —  2.  Blatt  2V — 68^  Tradatus  astronomicus  ananymi.  Von  ihm 
ist  unser  Algorismus  ein  Theil  der  Einleitung.  —  3.  Blatt  69' — 72',  col.  2. 
Indpü  Über  Heremanni  de  cowposUione  aströläbii  —  4.  Blatt  72',  col.  2 
bis  79^,  coL  1.  IncvpU  liber  Gerberti  de  composüione  et  exercUio  instrumenta 
Es  ist  der  erste  Theil  des  von  Pez  als  Hermanni  Contracti  de  tUüüatibtis 
aströläbii  veröfFentlichten  Werkes.^)  —  5.  Blatt  79^  col.  1  —  81',  col.  2. 
Incipit  liber  Heremanni  de  conpositione  horölogiarum.  Es  ist  der  zweite 
Theil  in  der  Veröffentlichung  von  Pez.  Unserem  Exemplare  fehlen  jedoch 
die  letzten  drei  Capitel.')  —  6.  Blatt  81'',  col.  1—96',  coL  2.  Incipit  liber 
iudiciorum  Messehalach.  —  7.  Blatt  97'— 150'.  Incipiunt  Capitula  Libri 
Primi  Ärtis  Musicae,  Es  sind  die  fünf  Bücher  de  Mi$sica  des  Boethius.  — 
8.  Blatt  150'  letzte  Zeile— 150^,  col.  1,  Z.  5.  Incipit  Guidonis  versus  de 
Musicf,  explanatione  smqu.e  nominis  ordine.  Gymnasio  Musas  placuit  revo- 
care  solutus,  Ut  pateant  parvis  häbitae  vix  hactenus  aUis,  Invidiae  tdum 
perimit   dilectio   caecum,     Dira   quidem  pestis  tutü  omnia  commoda  terris. 


5)  Zeiischrift  für  MathemaHk  und  Physik,  35,  Eist  litt.  Äbth.,  S.  49  Anmerkung. 

6)  Einer  freundlichen  Notiz  Paul  Tanmbrts  entnehme  ich  die  Thatsache,  dass 
anch  in  den  Pariser  Manuscripten  dieses  Stück  —  sicherlich  mit  Unrecht  —  einmal 
GiKBBRTi  ein  zweitesmal  Gillbbbti  genannt  wird.  Anch  diese  Handschriften  sind 
aas  dem  XII.  Jahrhundert. 

7)  Derselben  Notiz  Tahhbets  zufolge  ist  dieses  Stfick  jedesmal  von  dem  ersten 
Bache  in  der  Ausgabe  von  Pxz  Thesaurus  III.  gesondert,  wie  hier  und  in  (Jim  14908., 
bezeichnet.  In  allen  fehlen  aber,  wie  in  dem  vorliegenden  Exemplare,  diejenigen 
Capitel,  welche  Pez  am  Schlüsse  hat,  and  die  mit  einigen  Capiteln  der  Geometrie 
Gebbbbtb  übereinstimmen.  Sie  dürften  daher  wohl  im  Salzbarger  Codex,  der  sie 
enthält,  als  interpoliert  anzusehen  sein,  und  damit  ein  Argument  gegen  die  Aecht- 
heit  der  Geometrie  Gbbbebts  hinföllig  sich  erweisen. 
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Ordme  me  scripsi,  qui  primo  carmina  finxi,  —  9.  Blatt  150^,  coL  1,  Z.  6 
bis  col.  2,  Z.  21.  Epistola  dtasdem  ad  Tbeobäldum  quendam,  —  10.  Blatt 
150%  col.  2,  Z.  22  — 157%  coL  2.  Explicit  michrohgus,  id  est  hrevis  sermo, 
GuiDoms  peritissimi  musici  et  veneräbilis  numachi.  —  11.  Blatt  157%  col.  2, 
Z.  7  —  13.  Iteratur  Guidonis  prölogus  de  ccmenae  $uae  munusculis  suique 
mentione  nominis,  Oliscimt  carda  meis  hominum  moUita  camcnis,  Tina  mihi 
virtus  numerosa  conhilit  icius.  In  caelis  summo  ffratissima  carmina  fundo, 
Dans  atUem  xpi  mtmus  cum  voce  ministri,  Ordine  me  scripsi,  primo  qui 
carmina  finxi.  —  12.  Blatt  157"^,  coL  2  — 159^,  coL  2.  Incipiunt  iiem 
Guidonis  musicae  regulae  in  antiphonarii  seu  prologum  prolatae.  —  13.  Blatt 
159%  col.  2  —  160%  col.  1.  Aliae  regulae  eimdem.  —  14.  Blatt  160%  col.  1 
bis  163%  col.  2.  Indpit  Epistola  Guidonis  ad  Michähelem  Monachum  (de 
ignoio  cantu).  —  15.  Blatt  163%  col.  2  —  163%  col.  2.  Fistularum  mensura. 
Es  folgt  das  leere  unbezeichnete  Blatt.  —  16.  Blatt  165  (164)'— 187  (186)^. 
Incipit  (liber  Primus)  Geomäriae  Euclidis.  Die  bertlhmte  üebersetzung  der 
Erklärungen  und  Lehrsätze  Euklids,  znm  Theil  nach  dem  griechischen 
Originale  gefertigt.«)  —  18.  Blatt  187  (186)^,  Z.  26  —  188  (187)%  Z.  70, 
Beweis  der  Sätze:  Omnium  triangtdorum  maior  angtdus  maiori  lateri  oppo- 
nitur  and  Omnium  triangulorum  maius  latus  sub  angulo  maior e  subtenäUurJ^ 

8)  Siehe  über  die  Bedeutung  dieses  Abschnittes  die  in  Anm.  5)  erwähnte  Ab- 
handlung HsiBERas. 

9)  Des  grossen  Interesses  halber  setze  ich  beide  Beweise  hierher. 
„Omnium  triangulorum  maior  angulus  maiori  lateri  opponitur.    Con- 

cedit  adversarius  l<Uu8  infimum,  hasitn  scüicety  maiorem,  non  autem  wit,  quod  ei 
maior  angtUus  obtendatur,    Non  est^  inquit,  üle  maximus  angulus  in  summo^  immo 

älius,  dexter  scilicet  super  hasitn,  tüo  maior  est. 
Et  guantum  maior  est,  circa  ierminum  abscindalur, 
iamque  dehehu/nt  omnes  anguli  esse  aequales,  quod 
Tioc  inconuenientius.  Exterior  quippe  angulus  par- 
Cialis  triangidi  sursum  maior  est  opposüo  summo 
compartiali  dextro.  Quod  si  maior  partidli  et  com- 
partiali.  Non  igUur  aequales  sunt  anguU  totaüs 
in  summo  et  partialis,  quem  adversarius  per  abscisionem  voluerat  aegwum  faeere. 
Item  sinister  angulus  minimi  trianguli,  quia  exterior,  maior  est  simstro  totdU  et 
eius  contra  iacenti  partidli.  Sed  adversarius  omnes  angulos  sibi  post  abscisionem 
factam  posuerat  aequales,  igitur  cum  sequitur,  ut  maior  sit  exterior  duobus 
oppositis,  quorum  uterque  aequdlis  est  summo  totdli,  cum,  inquom,  maior  est  am- 
bobus  uni  aequalibus  et  uno  ipsi  tertio  duobus  coaequalu  Sed  adversarius  ipsius 
quoque  parvi  trianguHi  posuerat  aequales  angulos,  licet  laterum  maius  unum  et 
aliud  minus.  Quod  si  exterior^  de  quo  proxime  diximus,  maior  est  obposito,  qui 
aequipoUet  summo^  maior  igiiur  et  non  aequaiis  est,  secundum  quod  v&MhU  adver- 
sarius. Quod  si  ipse  exterior  (^ositum  compartiale  fadt,  oppositum  autem  partiaii 
maior  existit,  lUpote  toto  parte,  aeguaUs  oppositi  nichilominus  partiaii  maior  existiL 
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Aaf  dem  Bande  Figuren  in  verschiedener  Weise  Quadrate  zu  zeichnen.  — 
19.  Blatt  188  (187)'.  Auf  dem  Bande  endlich  nebenstehende  Figur  nebst 
Beischrift:  aref  totius  quadrali  stmt  Xlllläes  XIIII,  id  est  C.  XCVL  Unde 
ahlatas  secundum  Qrrbkrtüm  excedetUias,  id  est  XLII,  dmide  in  H,  et  suis 


Ergo  maior  est  summus  totalis  dextro  partiali,  quos  ante  adversarius  posuerai 
aequaUs.    Sin  aliter,  pars  toti  aequabitur,  quad  est  inpossibile. 

81  duae  lineae  aequales  super  eandem  basiiii  oeoiderint,  angulos 
super  basim  aequales  fadunt,  quod  supra  probatum  est,  et  etiam  probatione 
nan  indiget.  Erunt  igitur  aequales  sinistrum  dextro,  siquidem  dextrum  non  secetur, 
Si  autem  secetur,  ita  se  ad  iüum  hahehit,  ut  particdis  ad  totum.  Ergo  maior  est 
sinistrum  dextro  partiali  u^  iure  tcto  parte.  Si  autem  sinistrum  dextro  maior, 
eoaequdlis  quoque  eius  minor  erit;  ergo  non  aequales,  et  probata  est  regula. 

Omnium  triangulorum  malus  latus  sub  ang^ulo  maiore  subtenditur. 
JDieit  adversarius:  Immo  dextrum  trigoni  latus  maius  est,  non  etiam  basis,  et  tarnen 
basi  maior  angulus  subtenditur.    Hoc  enim  vuU  probare  adversarius^  quod  angulus. 
maior  etiam  minori  latere  opponatur,  et  eoncedit, 
angulum  maior em  in  fronte  trigoni,  non  etiam  ei 
maius  latus  subtendi.     Modo  reduc  adversarium 
ad  inconveniens^  et  quia  dicit,  dextrum  latus  maius, 
äbscinde  de  ipso,  quanium  maius  est,  per  3.  theo- 
rema,  eruntque  iam  aequalia  omnia  trigoni  la^ 
tera,  dextrumque  latus  cum  eo  latere,  qtiod  totius 

est  basis t  super  eam  basim,  quae  in  medio  trahitur,  aequales  faciet  angulos,  Si- 
militer  et  sinistrum  latus  cum  beui  totius  super  totalem  dextram  debebit  facere 
aequos  angulos  iuxta  illud  ikeorema:  81  duo  triangull  latera  fuerlnt  aequa 
alterum  alterl,  aequales  super  basim  fadunt  an^^üos*  Igitur  erunt  aequalia 
latera  duum  trigonorum  ex  coneessione  adversarii,  et  aequos  debent  facere  angulos 
super  bases.  Ergo  triangulus,  qui  ex  dextro  latere  et  basi  eonstituitur,  facit  dextrum 
ang%dum  exteriorem  ex  XVI  theoremate  maiorem  duobus  oppositis,  Quod  si  angulus 
iOe  maior  in  summo  in  fronte  trianguli  et  sinistro  partiali,  maior  nimirum  est  et 
conpartiali,  et  iure,  qui  maior  est  maiore,  et  minore  iuxta  conceptionem  unam, 
Non  ergo  cadunt  aequales  anguli  super  basim.  Simüiter  et  aliud  considera  triafi- 
gulum,  quod  eonstat  ex  sinistro  totcUi  latere  et  basi  totali  pro  latere  assumpta  super 
dextram  basem^  anguli  ibi  aequales  erunt,  si  Juibent  aequalia  latera,  quod  eoncessit 
adversarius.  Ergo  summus  in  fronte  iam  dextrum,  hoe  est  cadens  super  basem 
dextram,  aequaUs  erit  alteri  dextro,  Si  autem  dextrum  prioris  anguli  maior  est,  ut 
probavimus,  tüo,  qui  est  aequalis  suo  firontali  et  insuper  partiali  iUius,  aequali 
maior  est  simiUter  et  prioris  partidlis  conpartiali,  Non  ergo  aequales  fadunt 
angtdos  secta  et  basis  super  mediam  rectam,  unde  nee  recte  abseisa  est,  quae  etsi 
non  absdnderetur,  minor  tarnen  esset  alio  latere  trianguli,  Sed  et  hoc  fortissimum 
argumentum,  quod  si  in  triangülo  parvissimo  latera  ex  eoncessione  adversarii  erunt 
aequalia,  inferetur  statim,  quia  angulus  exterior  suo  opposito  et  partiali  maior  est, 
Oppositus  autem  aequalis  esse  probatur  iam  summo  in  fronte  totius  trianguli,  quod 
si  minor  aequali  iüius  et  ipso,  Iam  igitur  non  erunt  aequales  iHae  lineae,  latera 
seilieet  parvissimi  trianguli*^. 
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in  Jods  pone.'^^)  —  20.  Blatt  189  (188)',  col.  1  —  195  (194)',  col.  1.  Geo- 
märia  Gerberti  Cap.  1—13,  ohne  Titel  und  Schlussschrift.^^)  —  21,  Blatt 
195  (194)',  col.  1  bis  203  (202)',  col.  2.  Ars  geometrica  Boetbii,  eben- 
falls ohne  Titel  und  Schlusßschrift  in  sehr  gutem  Texte.  —  22.  Blatt  203 
(202)',  col.  2 — 212  (211)',  col.  1.   Praäia  geometriae^  höchst  interessant^*)  -— 

Blatt  212   (21iy.     Die 
oben  abgedruckte  Bemer- 


jranr 


jnni 


xs     ^^^-^ 

'^"•^^^       jsy 

y^xxvM     1 

l                ^s. 

/Duplum  contiMtl 

\                         >. 

/unamquamque  ex-  I 
/  cedewUnnt  rf  eius/ 
fduplwn  excedetUlae/ 
/  teHianu               / 

>v      xxvm    \ 

1               y^  XS 

XS       Xs.                  \ 

\       ^""^N.  ^^ 

XS     y^'^'^"^             i 

\    xn^BT      \ 

/  xxvm        / 

XS      \s^^^^            ^ 

'    ^^^^y^   XS 

kung.  —  23.  Blatt  213 
(212)^  bis  284  (283)^ 
Chalcidius  in.  Timaeum 
Piatonis,  ebenfalls  ano- 
nym, wohl  nur,  weil  sie 
nicht  rubricirt  ist. 

Wir  gehen  jetzt  wie- 
der zu  der  unter  Nr.  2 
verzeichneten  grossen  Ar- 
beit über  Astronomie  zu- 
rück. In  der  Einleitung 
giebt  der  Verfasser  zu- 
nächst den  Grund  an, 
weshalb  er  dem  eigent- 
lichen Werke  in  einer  Vorarbeit  die  Principien  der  Arithmetik,  Geometrie, 
Musik  und  Astronomie  vorausschickt,  und  theilt  dann  dieses  Vorstück  in  fünf 
Bücher:  1.  üeber  ganze  Zahlen;  2.  üeber  Minutien;  3.  Ueber  die  (quadratische) 
Wurzelausziehung;  4.  Ueber  musikalische  und  geometrische  Verhältnisse; 
5.  üeber  Zeiten  und  Bewegungen.  Wir  betrachten  hiervon  eingehend  nur 
die  drei  ersten,  werden  aber  einiges  über  das  vierte  und  fünfte  anzuschliessen 
uns  erlauben.    Was  der  Punkt  für  die  Geometrie  ist,  das  ist  der  Instans  für 


10)  Hierza  vergleiche  man  Cap.  LXIII  der  Oerbertschen  Geometrie  bei  Ollkeu, 
Oeuvres  de  Osrbebt,  S.  456—467  und  die  dazu  gehörige  Figur  82.  Es  ist  diese 
Stelle  unseres  Manuscriptes  ein  Zeugnis  dafür,  dass  am  Anfange  des  XII.  Jahr- 
hunderts auch  der  dritte  Theil  der  fraglichen  Geometrie  Gbbbert  als  Verfasser 
zugewiesen  wurde. 

11)  Eine  genaue  Gollation  mit  Ollsbis*  Text  ergab  eine  grosse  Zahl  augen- 
scheinlich besserer  Lesarten,  die  zum  grossen  Theil  mit  denen  zusammen  stimmen, 
welche  ich  aus  Clm  14908  im  7.  Hefte  der  ,jÄbhandlungeH  zur  GesehidiU  der 
Maihematik''  veröffentlicht  habe. 

12)  Eine  Ausgabe  dieses  hervorragenden,  für  die  Entwickelungageschicht« 
der  praktischen  Geometrie  hochbedeutsamen  Werkes,  ist  im  VIII.  Jahrgang 
(1897)  der  ^^Monatshefte  für  Mathematik  und  Physika  S.  198—224  veröffentiicht 
worden. 
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die  Zeit.  Dass  so  die  Auffassung  des  Verfassers  ist,  geht  schon  aus  der 
gewählten,  Euklids  Erklärung  nachgebildeten  Erklärung  hervor,  Instans  est 
pars  temporis,  cuius  nulla  pars  est.  Es  ist  wohl  gut,  hier  auf  den  Aus- 
druck bei  Bradwardin  Tractatus  de  cantinuo  hinzuweisen,  Instans  est  atamus 
temporis,  welcher  dasselbe  mit  andern  Worten  ausdruckt.  ^^  Solche  Instantia 
enthält  das  Mamentum  574;  4  Momente  bilden  eine  Minute,  2^^  Minute 
einen  Punkt^  endlich  4  Punkte  eine  Stunde^  welche  danach  aus  22  960  In- 
stantia zusammengesetzt  ist.  Er  geht  weiter  fort  bis  zum  Jahre,  welches 
der  Zeitraum  ist,  in  welchem  die  Sonne  zu  dem  nämlichen  Thierkreis- 
zeichen  zurückkehrt.  Jedes  Volk  habe  yerschiedene  Jahreslänge;  er  würde 
den  Arabern  folgen,  welche  nach  Mondjahren  rechneten.  Die  Aegypter 
hätten  eine  andere  Zeiteintheilung  eingeführt,  die  sexagesimale.  Das  wäre 
deshalb,  weil  60  sich  so  vielfach  theilen  lasse.  Je  mehr  Faktoren  eine 
Zahl  habe,  je  vielfacher  lasse  sie  sich  eben  theilen,  wie  z.  B.  2520  «» 
2^  .  3^ .  5  .  7.  Da  nun  aber  ohne  Betrachtung  der  Zahl  keine  Wissenschaft 
existiren  kann^  so  wUl  er  zunächst  diese,  und  zwar  nach  der  Methode  der 
Inder,  behandeln.  Wir  sehen  also,  dass  unser  Verfasser  ebenso  wie  die 
übrigen  Algorithmiker  weiss,  dass  das,  was  er  lehrt,  in  letzter  Instanz 
aus  Indien  stammt.  Bis  hierher  hat  Verfasser  sich  immer  der  römischen 
Zahlzeichen  bedient,  nun  führt  er  die  indischen  Ziffern  ein,  und  von  hier 
an  bedient  er  sich  nur  noch  dieser  zur  Zahlbezeichnung.  Seine  Ziffern 
sind  die  bekannten  der  damaligen  Zeit  Nur  für  3  kommt  ausser  dieser 
Form  in  überwiegender  Zahl  die  schon  von  Dr.  Nagl  als  dem  XII.  Jahr- 
hundert charakteristisch  gekennzeichnete  Form  |-  vor,  und  in  den  astrono- 
mischen, sehr  umfangreichen  Tabellen,  da,  wo  sie  allein  ohne  Verbindung 
mit  andern  Ziffern  steht,  die  Null  in  der  Form  ^,  deutlich  wie  das  im 
Texte  benutzte  t  geschrieben.  Es  dürfte  das  die  Abkürzung  des  Wortes 
Teca  sein,  wie  nach  dem  ÄJgorismus  vulgaris,  der  dem  Sagrobasco  zu- 
geschrieben wird,  eine  Bezeichnung  der  Null  lautet, ^^)  nach  Petrus  de 
Dacia  in  seinem  Conunentare  zu  diesem  Algorismus  eigentlich  der  Name 
des  kreisrunden  Brandmals,  das  man  Dieben  und  Räubern  auf  die  Stirn 
oder   den   Kinnbacken    einzubrennen   pflegte.*^)      Es    gebe   drei  Arten  der 


18)  M.  8.  meine  Abhandlung  „Ueber  die  Handachrifi  B,  4^,  2  der  Königh  Gym* 
nasiaibtbliothek  zu  Thomf'  (Zeitscbr.  f  Math,  und  Pbys.  XIII.  Supplement.  S.  86. 
§  12):  f^Instans  est  certus  aihomus  temporis", 

14)  „Deeima  tero  0  dicitur  teea,  vel  circulus,  vel  cyfra,  vel  figura  nichüi, 
quoniam  nichü  signifieat;  ipsa  tarnen  heum  tenens  dat  äliis  significare/'  (Johaknis  de 
SACB0B08C0,  Algorismus  vulgaris,  Gap.  I  De  Numeratione.  Hauniae  1897, 8. 2, 10 — 12.) 

16)  ,,Deoüna  vefo  eto.  Hie  addU  conditiones  cuiusdam  figurae  non  signi- 
ficativae,  et  primo  facit  hoc,  secundo  removet  dübium,  cum  dicit  Ipsa  tarnen 
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Zahlen,  die  Einer,  die  Zehner,  nnd  die  ans  beiden  gemischten.  Namen  für 
dieselben,  wie  digitus^  articuius,  numerus  camposUtts^  die  wir  in  andern 
Algorismnstractaten  finden,  kennt  unser  Verfasser  nicht,  auch  da  nicht,  wo 
sie,  wie  bei  der  Multiplikation  und  Addition,  ihm  seine  Sprachweise  wesent- 
lich abgekürzt  hätten.  Auch  die  Minuten  werden  mit  den  Ziffern  ge- 
schrieben, von  den  altrömischen  Zeichen  ist  keine  Spur  vorhanden.  Wie 
Leokabdo  von  Pisa  beginnt  unser  Tractat  mit  der  Multiplikation,  und 
zwar  in  drei  Paragraphen  entsprechend  den  drei  Zahlenarten.  Für  die 
prima  species^  also  Einer  mal  Einer,  wird  erst  das  Einmaleins  in  dreieckiger 
Tabellenform  gegeben,  dann  aber  fELr  solche  Multiplikationen,  welche  grösser 
sind  als  5,  die  complementäre  Regel  aufgestellt: 

ah  =  10  [a  —  (10  —  5)]  +  (10  —  a)(lO  -  &).*«) 
In  dieser  Regel  ist  differentia  als  Unterschied  von  10  zu  fassen,  w&hrend 
im  weitem  Verlaufe  der  Abhandlung  differentia  die  Bedeutung  SieUe  hat, 
wie  auch  bei  Sacrobasco  u.  s.  w.  Bei  der  Multiplikation  der  secunda  und 
tercia  species  dürfte  wohl  am  auffallendsten  sein,  dass  auch  mit  der  Null 
wirklich  multiplicirt  wird,  was  die  spätem  Algorithmiker,  yor  allen 
Sacrobasco,  nicht  mehr  thun.  So  sind  die  einzelnen  Phasen  der  Multipli- 
kation von  40 .  300  folgende,  wobei  300  der  Multiplikator  ist  und  an 
erster   Stelle  geschrieben  wird,   ganz  gegen  die  Gewohnheit  aller  spätem 

300     12300 
Algorithmiker.     ac\     '^     40     »   12000,   und    es  heisst  deutlich,    ter  nihü 

nihü  est^  also  ist  an  Stelle  der  3  die  0  zu  setzen.     Das  Beispiel  für  die 

Multiplikation  der  dritten  Art  ist  «^^       .     Hier  sind  die  weitem  Phasen 

^Ofi   '    ^^    wegen  der  Null  im  Multiplikator  der   Multiplikandus    306 

312 124 
gleich  zwei  Stellen  nach  rechts  gerückt  ist,         oQg«  endlich,  nachdem  auch 


looum.  Dicü,  guod  decima  figura  habet  quaiuor  nomina,  quia  didtur  teca,  dr* 
ctduSy  cyfra,  vel  figura  nichüi,  quia  nichil  significat.  . . .  Quare  autem  äUis  namiMÜnu 
voeetur,  non  dicit  auctor,  quia  omnia  cdia  nomina  habent  rationem  suae  Uneatiomis 
sive  figuratianis.  Quia  rotunda  est,  didtur  haee  figura  teca  ad  sinUlitudinem  teeac 
Teca  enim  est  ferrum  figurae  rotundae,  guod  ignitum  seiet  in  quibusdam  regionihm 
imprimi  fironü  vel  maxillae  furis  seu  latronum,  Haec  etiam  figura  didtur  dreuius, 
qu4a  est  figura  dreularis;  voeatur  etiam  cyfra,  quad  drcumfacta  vel  dreumfirenda, 
qtu>d  idem  est,  quod  drculus,  non  habito  respectu  ad  centrum^'  (Clm  11067.,  Blatt  143^, 
col.  2,  Z.  20—37.    Vergl.  die  Ausgabe:  Hauniae  1897,  S.  26,  16—28). 

16)  Cahtob,  Vorlesungen  Über  Geschickte  der  Mathematik  IP,  865  hat  diese 
Formel  znerst  in  dem  Salemer,  etwa  nm  1200  entstandenen  Codex  nachweisen 
können,  welchen  er  in  der  Zeitschr.  für  Math.  n.  Physik  XI,  1 — 16  snm  Abdruck 
gebracht  hat. 
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noch  mit  4  multiplicirt  ist,  erscheint  das  Resultat  313  244.  Hier  sieht 
man,  dass  der  Verfasser,  als  er  12  als  Produkt  erhalten  hat,  sich  so  hilft, 
dass  er  diese  in  2  -f-  1^  zerlegt,  wo  in  späteren  Abhandlungen  2  als 
digiius,  1  als  articulus  bezeichnet  werden.  Die  Methode  des  Verfassers 
dürfte  wohl  seinem  arabischen  Vorbilde  näher  liegen  als.  die  andere  Ge- 
pflogenheit. Die  Probe  der  Multiplikation  geschieht  mit  der  Neunerprobe. 
Jetzt  folgen  der  Beihe  nach  Addition,  Subtraktion  vom  Verfasser  DimimUio 
genannt,  Halbirung  und  Verdoppelung.  Bei  der  Subtraktion  wird  die 
folgende  Stelle  des  Minuendus  beim  Borgen  vermindert,  nicht  die  des  Sub- 
trahendus  um  1  erhöht.  Bei  der  Halbirung  einer  ungeraden  Einerziffer 
soll  für  die  überschiessende  1  unter  diese  Ziffer  30,  als  H&lfte  von  60 
Minuten  gesetzt  werden,  bei  jeder  andern  ungeraden  Ziffer  jedoch  5  der 
rechts  vorhergehenden  hmzugezfthli  Hier  steht  schon  ^^posteriari  differentia^^ 
wie  wir  jetzt  sagen  würden;  nach  der  sonst  im  Algorismus  gebräuchlichen 
Sprechweise  müsste  es  ^anteriori  diffcrentia^^  heissen.  Aus  der  Regel  für 
die  Verdoppelung  scheint  hervorzugehen,  dass  sie  als  Addition  zweier 
gleicher  Summanden  ausgeführt  werden  soll.  Auch  bei  ihr  wird  die 
Neunerprobe  auseinandergesetzt.  Für  die  nun  folgende  Division  nimmt  er 
als  Beispiel  25920:24.  Die  Zahl  25920  wird  als  solche  charakterisirt 
yypartes  omnes  fere  continens^K  Da  sie  gleich  2* .  3^ .  5  ist,  so  hat  sie  wirk- 
lich eine  erstaunlich  grosse  Zahl  von  Theilem.  Der  Divisor  konmit  unter 
den  Dividend  zu  stehen,  der  Quotient  über  denselben.  Beim  Fortrücken 
des  Divisors  nach  rechts,  kommt  die  Quotientenziffer  stets  über  die  Einer- 
ziffer des  Divisors  zu  stehen,  eine  Eegel,  welche  bekanntlich  gegen  die 
Abbacisten  einen  gewaltigen  Fortschritt  bedeutet    Hier  sehen  die  einzelnen 

1  10  1080 

Phasen   des  Beispieles   so   aus:   25920;    1920;    1920;       000.     Dass   die 

24  24  24  24 

Nullen  in  der  zweiten  Beihe  gesetzt  werden  sollen,  sagt  auch  Petrus  de 
Dacia  in  seinem  oben  erwähnten  Commentare.  ^^  Während  bei  dem  Ver- 
rücken des  Multiplikandus,  wenn  im  Multiplikator  eine  0  steht,  um  zwei 
Stellen  gerückt  werden  muss,  warnt  der  Verfasser  hier  bei  der  Division 
etwa  ein  Gleiches  zu  thun.  Die  Probe  der  Division  erfolgt  durch  Multi- 
plikation des  Quotienten  mit  dem  Divisor  und  Addition  des  etwaigen  Restes. 
Es  folgt  das  zweite  Buch  über  die  Minutien.  Wenn  Verfasser  auch 
vorzugsweise  Sexagesimalbrüche  behandelt,  so  schliesst  er  doch  die  gewöhn- 
lichen nicht  aus.     Für  sie  hat  er  aber  noch  keine  schriftliche  Darstellung 

im  Contexte,  d.  h.  er  kennt  nicht  die  Bruchform   ^;   wie    er  sich  beim 
17)  A,  a.  0.,  Blatt  153. 
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praktischen  Rechnen  hilft,  werden  wir  später  sehen.  Sollen  Sezagesimal- 
brüche  multiplicirt  werden,  so  mnltiplicirt  man  die  Zahlen  wie  frfther, 
die  Benennung  entsteht  durch  Addition  der  Benennungen  der  einzelnen 
Faktoren.  Zur  Bequemlichkeit  wird  eine  Tabelle,  ähnlich  wie  die  Ein- 
maleinstabelle, beigegeben,  aus  welcher  man  im  Ereuzungspunkte  der  als 
Argumente  überschriebenen  Benennungen  die  resultirende  ohne  Eechnung 
findet.  Die  Zeichen  für  die  Minutien  gehen  bis  18.  Hier  sieht  man  auch, 
dass  das  Zeichen  f-  für  3,  dessen  Ursprung  Dr.  Nagl  nicht  zu  wissen  er« 
klärte, ^^)  aus  diesen  Zeichen  für  die  einzelnen  Sexagesimalbrüche  ent- 
nommen ist.  Ist  der  eine  Faktor  eine  Anzahl  von  Gradus^  welche  Ver- 
fasser als  Ganze  bezeichnet,  so  ist  die  Benennung  des  Produktes  dieselbe 
wie  die  der  Minutie.  Sind  Oradus  und  Minutien  mit  solchen  zu  multi- 
pliciren,  so  bringt  man  alles  auf  die  kleinste  Benennung  und  reducirt  zu- 
letzt  das   Resultat   wieder.      So   liefert    2^45'  mit  3^  10' 30'"  multiplicirt 

8 

1885  950'",  die  nach  Reduktion  ^^  ergeben,  d.h.  8<>43'52"30'".    So  unter- 

30 
einander  soll  man  dergleichen  gemischte  Zahlen  anordnen.    Dabei  darf  man 
aber,  wenn  eine  Minutie  fehlt,  nicht  unterlassen,  an  ihrer  Stelle  00  einzu- 

1224 

30 
fügen.     Als  Beispiel  findet  sich       45,   d.  h.   1224®30'45"0"'öO"".      Bei 

00 

50 
der  Division  müssen  Divisor  und  Dividend  auf  dieselbe  kleinste  Benennung 
gebracht  werden.  Ist  dann  die  Division  ausführbar,  so  ist  der  Quotient 
als  Oradus  zu  bezeichnen,  im  Gegentheile  löst  man  den  Dividenden  in  die 
nächste  Minutie  auf.  Bei  der  Addition,  welche  bei  dem  niedrigsten  Bruche 
zu  beginnen  hat,  sind  je  60  Einheiten  als  eine  Einheit  der  nächsthChem 
Ordnung  zuzuzählen.  Ebenso  gilt  hier  die  etwa  zu  borgende  Einheit  bei 
der  Subtraktion  für  60  niedere  Einheiben.  Nun  geht  er  zur  Multiplikation 
von  gewöhnlichen  Brüchen,  fradiones^  über.     Die  Nenner,  denomina^ones^ 

3  A 

bezeichnet  er  auch  als  differentias.  Um  y  mit  j  zu  multipliciren,  entwirft 
er  zunächst  eine  Figur  in  Gestalt  eines  griechischen  Kreuzes.  Die  Zähler 
setzt  er  in  die  obere  und  untere  Zelle,  die  Nenner,  ausserhalb  der  Figur, 
also  die  7  nach  oben  über  3,  die  9  unter  die  4,  dann  multiplicirt  er  die 
Innern  und  äussern  Zahlen;  die  Ergebnisse  werden  beziehungsweise  in  die 
rechte  und  linke  Zelle  gesetzt,  und  dann  hat  man  Zähler  und  Nenner  des 


18)  In  der  oben  genannten  Abhandlnng,  S.  134. 
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7 

gesuchten  Produktes.     Das  Exempel  sieht  also  so   aus  [12.       63|.     Hat 

9 
man  zwei  gemischte  Zahlen,  z.  B.  3  y  und  8  jj  zu  multipliciren,  so  werden 
diese  so  angeschrieben,  dass  in  die  obere  Zelle  3  und  1  untereinander  ge- 
schrieben werden,  der  Nenner  2  aber  wieder  ausserhalb  über  den  Strich, 
8  und  3  werden  ebenso  in  die  untere  Zelle  eingeschrieben,  der  Nenner 
11  unter  den  Strich.     Dann  werden  die  Zahlen  eingerichtet  und  nach  der 

2 
ersten  Art  eingeschrieben,  also  |T|  und  |91| ,  und  man  erhält  das  Resultat 
2  11 

[637        221,   wo  dann  nur  noch  die  Umwandlung   in  Ganze   und  Bruch 

n  R 

vorzunehmen  ist,  welche  nun  endlich  |28  -  21'22|,  d.  h.  28  ^  ergiebt,  wie 

11 
der  Verfasser  sagt,  28  integri  et  viginti  et  una  pars  de  22  parttbus  t«mu5. 

Den  spatem  Ausdruck  21  vicesimae  secundae  kennt  er  also  noch  nicht. 
Auch  hier  giebt  er,  in  Form  des  Einmaleins,  eine  Tafel,  aus  der  man  für 
die  ersten  9  Nenner  den  resultirenden  Nenner  ohne  Weiteres  entnehmen 
kann.  Da  dieselbe  sich  von  der  Einmaleinstabelle  nur  dadurch  unter- 
scheidet, dass  statt  der  Ziffern  von  1  bis  9,  die  Anfangsbuchstaben  der 
Zahl  Worte  geschrieben  sind,  so  hat  man  wieder  einmal  ein  deutliches  Bei- 
spiel dafür,  dass  Betrachtungen,  welche  uns  überflüssig  erscheinen,  für  frühere 
Zeiten  als  nothwendig  gefühlt  wuiden.  Für  damalige  Zeit  war  also  die  Be- 
ziehung zwischen  2  und  una  medietaSy  3  und  una  tertia  u.  s.  w.  nicht  genügend, 
nm  das  gewöhnliche  Einmaleins  auf  die  letztere  Bezeichnung  ohne  Weiteres 
anwenden  zu  können.  Die  Division  gemischter  Zahlen  (die  der  einfachen 
Brüche  dürfte  ahnlich  zu  behandeln  sein,  wird  aber  nicht  direkt  gelehrt),  wird 
so  bewirkt,  dass  beide  auf  denselben  Nenner  gebracht  werden;  Division  der 
Zähler  giebt  dann  das  Resultat.    Der  Ansatz  sieht  zunächst  genau  so  aus  wie 

13 
39  r?l786 

zur  Maltiplikation.   Z.  B.  20  ^^  :  3  y  setzt  anser  Verfasser  so  an: 


39 
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d.  h.  den  geineinsamen  Nenner  setzt  er  links  neben  die  obere  Zelle  und 
ebenso  links  neben  die  nntere,  die  entstehenden  Zähler  ebenso  rechts  neben 
die  jedesmal  entsprechende  Zelle,  das  Eesnltat  aber,  wie  bei  der  Multipli- 
kation^ in  die  mittlere  offene  Reihe.  Den  ihm  noch  fehlenden  Brachstrich 
hat  er  also  in  ganz  geschickter  Weise  za  ersetzen  gewnsst. 

Damit  schliesst  das  zweite  Buch.  Das  dritte  beschäftigt  sich  mit  der 
Ansziehong  der  Quadratwurzel  Nach  Erklärung  Ton  Wurzel  giebt  er  zu- 
nächst  die   beiden   Sätze    V'a^fe*  =  a6,    Vrr'^r*     ^*8s  reine  Zehner, 

Tausender  u.  s.  w.  keine  Wurzeln  haben,  d.  h.  keine  Quadratzahlen  sein 
können,  drückt  er  so  ans:  Prima  differentia,  das  ist  Stelle,  et  ita  omnes  im- 
pares  radicem  possident,  secunda  vero  et  quarta  omnesque  pares  neguaquam. 
Bei  den  Sexagesimalbrüchen  haben  nur  2%  4^  u.  s.  w.,  das  heisst  die  giad- 
namigen  Wurzeln«  Die  Ausziehung  der  Wurzel  wird  in  der  gewöhnlichen 
Weise  gelehrt;  bei  Sexagesimalbrüchen  muss  man  dieselben  auf  Sekunden, 
Quarten  u.  s.  w.  resolviren,  und  die  dann  gefundene  Wurzel  wieder  reduciren. 
Die  Wurzel  hat  die  halbe  Benennung  des  ursprünglichen  Bruches,  um  aus 
einer  gemischten  Zahl  die  Wurzel  zu  ziehen,  richtet  man  sie  zunächst  ein, 
dann  erweitert  man  sie  mit  dem  Nenner  und  zieht  die  Wurzel  aus  dem 

Zähler,  die  dann  den  frühem  Nenner  als  Nenner  hat,  also:  1/y  ■«  ^  Yab. 

Dann  wird  aber  diejenige  Methode  auseinandergesetzt,  welche  sich  *  bei 
Johannes  de  Likerhs  und  Johann  von  Gemunden  findet.**)  Nach  An- 
hängung einer  geraden  Anzahl  Nullen  an  die  zu  radicirende  Zahl,  zieht 
man  so  die  Wurzel  aus;  ein  etwaiger  Best  wird  yemachlässigt.  Dann 
schneidet  man  halb  so  viele  Stellen  ab,  als  man  Nullen  angehängrt  hat, 
multiplicirt  die  abgeschnittenen  mit  60,  schneidet  wieder  ebensoyiele  Stellen 
ab,  und  wiederholt  die  Manipulation,  bis  alle  abgeschnittenen  Ziffern  Nullen 
sind.  Dann  hat  man  in  den  links  steh&n  gebliebenen  Zahlen  die  Ganzen, 
Minuten,  Sekunden  u.  s.  w.  der  gesuchten  Wurzel.  So  findet  er  als 
^26:  5  Ganze  5' 24". 

Dies  der  Inhalt  der  Einleitung  unseres  Verfassers,  soweit  sie  als 
Älgarismtis  bezeichnet  werden  kann. 

Das  nun  folgende  yierte  Capitel  der  Einleitung  soll  nach  der  üeber- 
schrift  „de  musicis  ac  geametricis  rationibus^''  handeln.  Was  allenfalls  zur 
Musik  gerechnet  werden  könnte,  ist  allein  der  erste  Paragraph:  De  pro- 


19)  Man  sehe  Gantob,  Vorlegungen  II,  164  and  meine  MisceUen  eur  Oeeduehte 
der  Mathematik  im  U.  und  15.  Jahrhundert.  (Biblia^ea  tnathemaHca  YlII,  S.  115, 
Anm.  11.) 
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portianibtis.  Derselbe  hat  folgenden  WorÜaut:  „Onmis  Uaque  mmeru8  ad 
(üium  comparaius  uel  erU  in  muUiplicUate,  cuius  species  sunt  duplus,  iriplus, 
quadruplus,  sie  in  infinitum.  MüUiplex  vero  est,  qui  coniinet  äUum  plus 
quam  semd  hoc  modo  J2  et  4;  Vd  superpaHicularüate,  lU  sesguaUera,  sesqui- 
tertia  et  deinceps.  Est  andern  superparticulcaris,  qui  rdatua  ad  aMerum  con- 
iinet ^sum  totum  et  eius  vet  tertiam  vd  quartam^  sie  3  et  4;  Vd  super- 
pa/rUente,  ut  sunt  superhüertius,  superhiquartus,  sie  in  infinitum.  Superbipartiens 
dicUur,  qui  äUerum  semd  continet  et  ekis  duas  iertias  vd  tres  quartas  et  sie 
in  infinitum,  iä  hie  3  et  5;  vd  muUipKcitate  et  parte  sie:  3  d  7;  vd 
muU^licUate  d  parttbus  hoc  modo:  3  d  8."  Das  ist  alles.  Hier  kennt  nun 
mit  einem  Male  der  Verfasser  die  Bezeichnung  zwei  Drittel,  drei  Viertel, 
welche  er  im  Algorismus  nicht  benutzt.  Das  liegt  doch  jedenfalls  an  der 
Quelle,  woher  er  für  jedes  seine  Wissenschaft  entnahuL  Nun  dieses  vierte 
Capitel,  das  sich  im  weitem  Verlaufe  mit  Geometrie  beschäftigt,  beruht 
eben  vollständig  auf  römischer  Tradition^  die  vorhergehenden  auf  indisch- 
arabischer. Wenn  es  da  heisst:  Punctum  est,  quod  parte  carä,  Pundum  est 
prindpium  Uneae.  Linea  est  longüudo  sine  latitudine.  Linearum  verum 
genera  sunt  trta:  rectum,  circumferens  d  flexuo8um^\  und  dazu  dieselben 
Figuren  wie  zu  den  entsprechenden  Worten  der  Qromatici  Tderes;^)  wenn 
es  weiter  heisst:  Rectarum  linearum  species  surd  6:  cathetus,  hasis,  ypote- 
nusa,  coraustus,  diagonalis,  diamdrum;  wer,  frage  ich  da,  kann  über  den 
Ursprung  solcher  Wissenschaft  in  Zweifel  sein?  Und  ähnlich  geht  es 
weiter.  Ich  will  nur  einiges  noch  hervorheben,  was  von  Interesse  ist,  zum 
Theil  wohl  auch  aus  anderer  Quelle.  Ob  ein  Dreieck  rechtwinklig,  spitz- 
winklig oder  stumpfwinklig  ist,  wird  daraus  erkannt,  ob  die  Verbindungs- 
linie der  Mitte  der  Basis  mit  der  Spitze  gleich,  grösser  oder  kleiner  als  die 
halbe  Basis  ist.  Quadrirt  man  Basis  und  Cathetus  und  zieht  aus  der 
Summe  beider  Quadrate  die  Wurzel,  so  erhält  man  den  Podismus^^^)  und 
zwar  ist  in  denselben  Paragraphen  dieselbe  Linie  auch  hypotenusa  genannt 
worden.  Den  Paragraph  De  inventione  caiheti  in  ysopleuro  setze  ich  vollständig 
hier  her:  Cathdus  igitur  ysopleuri  sie  quaeratur,  Bimidhim  lateris  in  se  de 
aUero  toto  in  se  enumeretur,  residui  latus  caihdum  swmpta  unitate  ponit. 
Als  Beispiel  ist  ein  Dreieck  gezeichnet,  dessen  drei  gleiche  Seiten  30  be- 
tragen, die  Höhe  ist  als  26  bezeichnet  Da  30*  —  15*  «=  26*  —  1  ist,  so 
dürfte  wohl  diese  Beziehung  mit  obigem  Wortlaut  gemeint  sein,  und  es 
läge  also  eine  unzulässige  Induction  vor.     Beim  gleichschenkligen  Dreieck 

20)  Gemeint  sind  Gromatici  Veteres  ed,  Laohmaoh,  Berolini  1848. 

21)  Dieses  Missverständnis  stammt  bekanntlich  ans  der  Geometrie  Gebbkets, 
der  dasselbe  wieder  selbst  ans  dem  Codex  Areerianus  der  Gromatici  veteres  ent- 
nahm.   Gbbbsbt,  Cap.  69. 
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ist  das  Probedreieck  25,  25,  14;  die  Höhe  ist  richtig  zu  24  angegeben. 
Beim  ungleichseitigen  Dreieck  wird  in  der  bekannten  Weise  die  ntmor 
praectsura^  d.  h.  der  kleinere  Höhenabschnitt,  gesucht.  Als  Beispiel  das 
Dreieck  13,  14,  15  mit  der  Höhe  12,  die  praecisura  minor  5.  Recht* 
winklige  Dreiecke  süb  eadem  consHMa  ypoknusa  sind  ähnlich.  Kreise  mit 
gleichem  Durchmesser  sind  gleich,  alle  Radien  sind  gleich.  Haben  zwei 
Sehnen  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte,  so  sind  sie  gleich.  Den  Um- 
fang des  Kreises  findet  man  durch  Multiplikation  mit  3  und  Addition  eines 
Siebentel,  oder  durch  Multiplikation  mit  22  und  Division  durch  7.  Um- 
gekehrt ergiebt  sich  der  Durchmesser  nahezu  (paene)  aus  dem  Umfiing, 
wenn  man  ^^  abzieht  und  den  Rest  durch  3  diyidirt,'')  oder  indem  man 
denselben  mit  7  multiplicirt  und  dann  durch  22  dividirt,  genauer  aber 
(verms)  latus  decmae  wuUiplicatumis  ambttus  in  se  eius  diametrum  wdicat, 
d.  h.  TT  «=  YvS  ist  unserem  Verfasser  genauer  als  3  y  Das  Volumen  der 
Kugel  findet  man  durch  Multiplikation  des  Cubus  des  Diameters  mit  ^^ 
Damit  ist  alles  erschöpft,  was  der  Verfasser  aus  der  Geometrie  an  Vor- 
kenntnissen ftlr  die  Astronomie  als  nöthig  erachtet. 

Das  fünfte  Buch  dieser  Einleitung  „de  temporibus  et  mottbus^^  behandelt 
zunächst  die  verschiedenen  Zeitrechnungen  nach  Jahren  Christi,  die  Ara- 
bische und  Hebräische,  und  giebt  eine  Tabelle  für  die  Reduktion  der  ver- 
schiedenen Aeren  aufeinander.  An  einer  Stelle  heisst  es:  „Hebreorum  auiem 
lüerarum  haec  est  descriptio^\  dann  folgt  ein  leerer  Raum,  doch  wohl  weil 
der  Abschreiber  die  hebräischen  Buchstaben  nicht  zu  schreiben  verstand, 
und  dann  fährt  der  Text  fort:  y^qiMrufn  primae  9  primae  speciei  numeros 
naturalüer  figurant,  secundae  vero  omnes  praeter  geminatas  secundae  speciei 
terminos  ordine  recto  usque  ad  400  coniinent.  Prima  geminatarum  500^ 
secunda  600,  tertia  700,  quaria  800,  guinta  900  possidet^^  damit  die  genaue 
Bekanntschaft  des  Verfassers  mit  der  hebräischen  Zahlenbezeichnung  be- 
kundend. Es  folgt  dann  eine  gedrängte  Darlegung  des  Weltsystems.  In 
einer  Schlussschrift  dieser  Einleitung  ist  weiter  eine  Vergleichung  des 
Weltsystems  mit  dem  menschlichen  Körper  gegeben,  den  er  als  mifwr 
mu/ndus  bezeichnet.  In  Anmerkung '')  gebe  ich  den  nicht  uninteressanten 
Text.  Dann  folgen  die  drei  Bücher  der  Astronomie,  welche  eine  genaue  Dar- 
stellung der  Himmelserscheinungen  mit  einer  Fülle  von  Tabellen  umfassen. 


22)  Diese  Regel  findet  sich  schon  bei  Hsrhakhub  Comtbactus  uid  bei  Qk 
Siehe  Cantob,  VarUtungen  J*,  S.  832. 

23)  „In  huim  libri  principio  tria  considerantur,  seüicä  de  quo,  cur,  et  qualiter 
iractet.  Tractai  hie  de  multiiudine  et  magnitudine  introduetorie  propter  diflieutr 
totem  et  dweraitatem  motus  euperiorum  eorpcrum  super  hanc  mundum  inftrkrmm 
agentium.    Non  sine  causa  dieitur  hämo  minor  mundus^  quia  quaeeuw^que  sunt  tm 
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EX  CODIOE  LATINO  M0NA0EK8I  18021. 

Qnoniam  de  qoarta  introducendis  matheseos  nos  fari  disciplinarum  27^,1 
praesens  tempus  ammonnit,  oportet  nos  ab  ipsins  artis  elementis 
principimn  snmenies  ad  tempora  et  motns  coaequa  qnidem  gradatim 
ascendere.  Omnes  enim  arithmeticam  nnitatem,  musicam  motum,  geome- 
tri&m  punctum,  hanc  instans  propria  principia.  Sed  quia  tres  sunt  ad 
quartam  introductoriae,  de  bis  primo  quidem  compendiose  sermo  futurus 
erit.  Motus  vero  species  sunt  VI,  quorum  quidem  duo  sunt  simplices  et 
im  compositi.  Simplicium  yero  alter  conyertibilis,  aJter  localis.  Con- 
vertibilis  autem  duas  babet  species,  alteram  essentialem,  ut  constructio  et 
destructio,  sicut  de  aqua  in  cbristallum,  et  alteram  qualitativam,  ut  de 
dulci  in  amarum,  de  calido  in  frigidum,  sicut  et  de  Tino  in  acetum. 
Localis  autem  duos  babet  modos,  unum  circularem,  ut  firmamenti  et  plane- 
tarum,  alterum  vero  directum,  cuius  sex  species:  ante  et  retro,  dextrorsum 
et  sinistrorsum,  sursum  et  deorsum.  Sed  compositi  sunt  augmentatio  et 
diminutio,  constructio  et  destructio.  Nam  augmentatio  fit  ex  yertibili 
essentiali  et  qualitative,  ut  de  grano  in  berbam,  diminutio  vero  ex  eisdem 
sed  contrariis.  Constructio  quoque  fit  ex  convertibili  et  locaJi,  ut  de 
quibuslibet  confectionibus,  destructioque  ex  contrariis.  Sed  temporis  partes 
sunt  baec:  Anni,  menses  et  dies,  bora,  minuta,  puncta,  momenta  et  in- 
stantia. Si  vero  caelestium  corporum  motus  et  naturas  et  proprietates  et 
loca  in  directione,  statione  et  retrogradatione  caeterisque  et  alia  ad  iudicia 
necessaria  commoverimus,  plenam  et  profandam  scientiam  in  terrenis  actibus 
certissime  consequamur,  de  quibus  omnibus  a  Ptolemeo  in  Aeige(!)  com- 
pendiose scribitur. 

INOIPIT  LIBEB  PBIMÜS  DB  INTEOBIS  KUMBBIS. 

Instans  pars  temporis  est,  cuius  nulla  pars  est.  Momentum  vero  pars 
temporis  est  constans  ex  DLXXIQI  instantibus.  Minutum  quoque  est  ex 
IUI  momentis  coUectum.    Punctum  vero  temporis  spatium  duobus  minutis 


superiari  et  in  inferiori  mundo.  In  maiori  quippe  sunt  VII  planetarum  orbes,  id 
est  fixarum  eirctdi  et  aplanoa  »uprema  sphaera.  In  minori  simüiter,  quia  cerebrum 
naturae  vim  Lunae  retinet,  pulmo  Mercurii,  festes  Veneria,  cor  Solis,  renes  Martis^ 
spar  lovis,  spien  Saturni^  Compago  corporis  circuli  fixarum.  Ut  enim  ibi  quaedam 
Signa,  ita  hie  Jacerii,  musculi;  ut  ibi  singularts  steüae,  ita  hie  mroi,  tenae,  arteriae 
et  alia.  In  hoc  quidem  infundiiur  quoddam  divinum  et  subtile^  scüieet  anima,  vhi 
ibi  quoddam  subtile  et  purum  et  quasi  divinum,  scilicet  aplanos.  In  corpore  quoque 
mundana  sunt  quatuor  dementa:  terra,  aqua,  aer  et  ignis;  et  in  isto  quaiuor: 
mälencolia,  flegma^  sanguis  et  cölera.  lila  superiora  agunt  inferiora  per  quatuor 
naturas.  Si  igitiu-  äli^id  horum  fuerit  in  causa  discrasiae^  recurrendum  est  ad 
consimüe,  ut  si  cerebrum,  et  sie  de  caeter&'. 

Abh.  zur  Oefch.  der  Mathem.    VIU.  2 
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27',Set  dimidio  metitur.  Hora  etenim  IIH  pancÜB  conjtenta  est,  XXIJLH. 
diei.  Dies  autem  mensis  XXX.  plusye  minusve.  Menses  etiam  anni  XEL 
Sed  annos  est  spatinm,  quo  sol  ad  idem  zodiaci  punctum  reyertitur.  Sunt 
tarnen  uniuscuiusque  populi  anni  proprii,  unde  Arabes,  quos  immitatnri 
sumus,  annos  lunae  secuntur.  Egyptii  vero  pro  compendio  partes  temporis 
alia  denominatione,  sezagenaria  scilicet,  habentes,  plurimas  partes,  ut  pote 
secundam,  tertiam,  quartam,  quintam  et  seztam  hoc  modo  vocantes:  minuta, 
secnnda,  tertia,  quarta,  excogitavere.  Quantocunque  enim  aliquis  numerus 
plures  partes  habuerit,  tanto  melius  diyiditur,  ut  II.  DXX,  et  quia  omnium 
numerorum  praetermissa  doctrina  scientia  nulla  procedit,  ab  ipsis  nostti 
tractatus  inicium  Indorum  ratione  sumatur:  Oportet  igitur  eorundem  multi- 
plicationem  et  diyisionem,  augmentationem  quoque  et  diminutionem  tam  in 
maximis  quam  minimis  integris  quam  minutiis  indagante  differentiam 
subtili  calculatione  rimari.  Nam  ferunt  unitatem  in  prima  differentia, 
denarium  in  secunda,  centenarium  in  tertia,  millenarium  in  quarta,  sie  in 
infinitum  bis  tribus  ultimis  progressione  facta,  principium  possjdere.  In 
quibus  etiam  bis  Villi  figuris  133^46789  tam  integros  quam  minu- 
tias  figurantibus  utuntur.  ütuntur  etiam  ciffrae  hoc  modo  -e-  yel  0.  Yerbi 
gratia  prima  in  prima  differentia  unitatem,  secunda  binarium,  sie  in  ordine 
naturali  ultima  noyenarium  significat,  et  idem  in  caeteris  fiai  £orum  quoque 
tres  esse  species  affirmant,  quarum  quidem  primam  unitatis  principium  su- 
mere  et  in  noyenario  terminare;  secundam  denarii  principium  et  eiusdem  in- 
crementum,  sed  fine  carere;  tertiam  ex  utiisque  confectam  utrisque  participare. 
De  müttiplicatione  primae  specieL  Primae  multiplicationis  speciei  smnma 
in  hac  regula  et  in  hac  figura  continetur. 
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Si  quis  primae  speciei  aliquem  eiusdem  multiplicayerit,  differentia  maioris 
27^,1  de  minori  demere  et  |  de  reliquo  denominationem  facere  et  iterum  differen- 
tias  eorum  inter  se  ductas  eidem  addere  oportet. 
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De  muUipUcatione  secundae  spedei.  Porro  seomidae  speciei  multiplica- 
iionis  ac  tertiae  commimis  est  haec  regala.  Inferiamm  differentiaram 
prima  snb  snperioris  dispositis  nltiina  ponittir,  et  ima  quaeqne  saperiomm 
com  omnibns  inferioribus  confertar.  In  qua  collatione,  si  qtiis  primae 
speciei  ezcreverit,  presentialiter  collatam  locetnr,  secnndae  ad  secondam 
transferator   convenit.     Yerbi   gratia   sectmdae   speciei  dispositio   sie  fiat. 

Ponatur  prima  mnltiplicandi  sub  eztrema  mnltiplicantis  hoc  modo  ^^  .   In 

prima  differentia  est  circnlas,  qni  nichil  significat,  sed  secunda  nnitas,  qnae 
10  significat,  qui  denarius  est  mnltiplicator.  Inferior  antem  denarins  mnlti- 
plicandus  est,   qui  inter  se  conferantur  ita.     Semel  unitas  unitas  est,  qni 

snpra    nltimam   inferioris    ponatnr   sie    ^^  .      Semel    nihil   Tiihil    est   hoc 

100 
modo  .^  .    Inferioribus  ablatis  centum  sunt  hac  positione  100.    Item  aliud 

800 
ezemplum.    40  in  300  ducantur  sie  ^^     .    Ter  4  sunt  12;  super  4  fit  2, 

12  BOG 
sed   10  ad  superiorem  differentiam  erigantur  hoc  modo      .^  Ter  nihil 

nihil  est,  hac  scilicet  descriptione  12000. 

De  tmUtiplicalione  tertiae  speciei.   Proponatur  ergo  nobis  in  tertia  specie 

1024  per  306  multiplicare  hoc  modo  ^^^  Semel  3  et  nil  et  6  idem 

sunt  sie  o^g       .    Beducantur  inferiores  a  nullo  circulo,  ez  quo  nil  crescit, 

hoc  modo       ^^^  .     Bis  3  6  sunt,   6  et  6  12,  cuius  binarius  in  loco  6 

remaneant,  10  ubi  nil  est  locetur.    Bis  autem  6  .  12  .  2  ibi  remaneant,  sed 

312124 
10  in  secunda  ponatur  taliter         oq/.*    Iterum  reductis  inferioribus  quater 

3  12  sunt,  2  cum  unitate,  10  in  secunda  com  2  numeretur.  Quater  nil 
nil  confert.  Quater  6  24  sunt  4  assxmt,  sed  2  cum  2  ibi  40  significat 
hac  ratione  313244. 

De  pröbcUione  mtütipliccUtonis»  Cum  muliiplicationem  probare  yolueri- 
mus,  ipsam  noyenario  diyidemus,  residuumque  pro  nota  servemus.  Iterum 
multiplicantem  multiplicatumque  noyenario  diyidentes  et  superfluos  inter 
se  ductos  itidem  noyenario  dispositione  separantes  reliquum  sine  errore 
similem  notae  inyeniemus. 

De   additiane,     Si   yero   addere  yoluerimus,   unumquodque   sub   uno 
I  genere  conponatur,  ezigit.    Si  autem  ezcreyerit  in  aliqua  differentiarum  27^,2 
denarius,  ad  superiorem  dirigatur.     Sed  si  in  aliqua  nil  remanserit  ciffrae 
ponatur. 

2* 
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De  diminutione  integrorum.  In  diminntione  quoque  Tmusqnisqae 
ponendns  est  in  propria  statione,  et  minor  de  maiore  auferendos  est  yel 
minor  minuendns.  Sed  si  snperior  minor  fuerit  yel  etiam  nihil  faabnerit, 
unitas  auferenda  erit  de  sequentibas.  Si  de  secunda,  in  prima  denariomy 
idem  in  caeteris  significabit.  Est  autem  notandam  in  additione  et  diminu- 
tione initium  a  primis  debere  sumi. 

De  mediaiione  integrorum.  Com  antem  mediare  iubemor  snmentes 
initium  a  prima  differentia  si  numerus  impar  fuerit,  mediando  parem  pro 
unitate  sub  eadem  differentia  30  ex  60  ponemus,  in  secunda  quoque  yel 
aliis  differentiis  mediatis  paribus  pro  unitate  in  posteriori  differentia  5 
reponemus. 

De  duplicaUone,  In  duplicatione  quoque  principium  ab  ultima  sumentes 
inferiora  superioribus  copulemus,  in  quibus  si  denarius  excreyerit  superoribus 
^'ggregetur. 

De  probatione  duplicationis.  Si  duplicationem  probare  yoluerimus,  quae 
duplayeramus  noyenario  diyidamus,  reliquumque  duplatum  itidemque  diyi- 
sum  notam  notae  integri  duplati  eademque  diyisi  similem  ostendit. 

De   divisione   integrorum,     Haec   bactenus    de   multiplicatione.     Nunc' 

autem  de  divisione  loquamur.    ultima  diyisoris  sub  ultima  diyidendi  ponitur, 

si  minor  yel  aequalis  fuerit  numerus.    Si  yero  maior,  secundatur;  caet^rae 

yero  in  propriis  differentiis.    Ultima  diyidenti  quotiens  in  ultima  yel  ultimis 

dividendi   fuerit  denominatione   super   primam   diyisoris  posita   totiens   de 

reliquo  sequens  aufertur.    Yerbi  gratia  25  920  partes  omnes  fere  continens 

25920 
per  24  diyidantur  hoc  modo  « .        .    Ponatur  talis  numerus  super  primam 

diyidentis,  qui  per  ultimam  eiusdem  demat  ultimam  yel  ultimas  diyidendi, 
tali  tamen  conditione,  ut  de  reliquo  per  denominationem  sequens  minuatur 

1 
sie  1920.    Semel  2  2  sunt,  qui  de  ultima  diyidendi  auferantur.    Minuatur 
24 

sie,  ut  nihil  remaneat.     Et  semel  4  4,  et  de  secunda  minuatur  sie.    Ite- 

108 
28',  1  rum  I  reducatur,  ut  idem  fiat  1920.    Octies  itaque  binario  de  19  sublato 

24 
32,  qui  remanserant,  idem  etiam  octonarius  per  quatemarium  ductus  prima 

1080 
et  tertia  differentia  ciffre  sumpta  regulariter  aufert  hoc  modo     000.     Si 

24 
yero  in  reductione  circulum  inyeneris,  caye  ne  praetereas,  ut  in  multiplica- 
tione fecistL 

De  probatione  divisionis,     Sed  si  diyisionem  probare  cupis,  multiplica 
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diyidentem  per  id,  qnod  de  diyisione  evenerit,  addendo  tarnen  reliquias,  et 
si  integer  nnmems  restanrabitur,  bene  divisisti.     Sin  errasti,  reitera. 


IKCIPIT  UBEB  SEOUNDUS  DE  MüfüTIABÜH  NOTIS. 

Et  qnia  de  integromm  mnltiplicatione,  additione,  diminutione,  dupla- 
tione,  mediatione  et  diyisione  compendiose  diximus,  nunc  idem  de  minutiis 
ratio  competenter  postnlat,  ostendamus.  Gradns  autem  integer  est,  cuius 
paxs  est  minutom  60.,  secundam  3600.,  tertimn  216000. 

De  midtiplicatiane  minutiarum,  Omnis  itaqae  minutia  ducta  in  se  ipsam 
vel  aliam  decrescet  in  totam  sni  yel  illins,  qnota  est  integri.  Verbi  gratia 
12  minnta  in  24  minuta  ducta  in  288  secunda  decrescunt,  et  14  minuta 
in  15  secunda  210  tertia  fiunt.  Et  idem  in  caeteris,  quarum  haec 
est  figura: 
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Harum  minutiarum  in  se  vel  inter  se  coUectarum  summa  sumit  earundem 
minutiarum  aggregatas  denominationes. 

De  mtUtipUcatione  integrorum  per  minutiös.  Omnis  autem  integer  si 
ducatur  in  aliquam  fractionem,  ex  genere  illius  fractionis  efficitur.  Erunt 
qaidem  25  gradus  in  5  minuta  125  minuta,  et  4  integra  in  6  secunda 
24  secimda.  Idem  in  caeteris.  At  si  unum  et  dimidium  per  unum  et 
dimidiam  multiplicare  yoluerimus,  unum  et  dimidium  minuta  faciemus,  et 
erunt  90.  Similiter  de  alio.  Quos  inter  se  {  multiplicemus ,  erunt-  28',2 
que  8100  secunda.  Quae  si  per  60  diyidantur,  ad  minuta  redibunt,  quad 
iterum  eadem  diyisione  2  gradus  et  15  minuta  erunt.  Et  iterum  ponamus 
aliud  exemplum  integrorum  et  minutiarum  et  aliter.  Sint  quoque  yerbi 
gratia  2  gradus  et  45  minuta,  quae  per  3  gradus  et  10  minuta  ac  30 
secunda  ducantur.     Eesolyatur  itaque  per   60  unusquisque  ad  suam  ulti- 
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mam  difierentiam,  id  est  minnta  et  seconda  scilicet  165  et  11430,  qnae 
si  inter  se  ducantnr,  emnt  1885  950.  Qnae  omnia  si  per  60  dividantor 
ad  secimda  redncentur,  enmtqne  31432  secunda,  et  remanebunt  30  tertia. 
Quae  secunda  eadem  diyisione  523  minuta  remanentibus  52  secondis  osten- 
dunt,  et  bi  itidem  divisa  8  gradus  indicant  43  minutis  sapereminentibns 
8 

hoc  modo:  -q- 
30 
De  divisione  minuUarum.  Si  yero  eas  dividere  yolnerimus,  primo 
deducantor  ad  nltimam  differentiam.  Tone  si  alterom  per  alternm 
diyidi  potuerit,  integer  restituitnr.  8ed  si  quid  snperfuerit,  qui  dividi 
non  poterit,  tota  integri  condenominatione  sumenda  est,  quota  illad 
residuum  faerit  diyidentis.  Si  yero  pars  denominationis  non  fdit,  tunc 
summa  denominationis  integri  et  residni  inter  se  primis  diyisor  prioribns 
partiatnr.  Yerbi  gratia  15  tertiae  si  per  6  tertias  diyidantur,  2  et  dimi- 
diom  restitnuntnr,  quia  15  tertiae  5  integres  creant.  Si  medietas  per 
medietates,  quartae  per  quartas,  et  minuta  per  minuta,  secunda  per  secunda. 
Iterum  diyidamus  10  secunda  per  5  minuta.  üt  boc  fiat,  minuta  in 
secunda  resolyamus,  300que  fient.  Quod  quia  fieri  non  potest,  dicimus, 
inde  nullam  integrum  posse  creari.  ünde  oportet  ipsa  per  60  multiplicare, 
et  orientur   600  tertia,    quae  diyisa  unumquodque    2   secunda    ostenditur 

2 

babere  boc  modo  600. 

300 

De  consiittUione  integrarum  et  mifiuiiamm.    Dum  yero  constituere  inte- 
gres et  fractiones  yoluerimus,  integres  ut  supra  ponemus  sie,  sub  prima 
et  secunda  minuta  recto  ordine  collooabimus.     1224  quidem  gradus  suas 
sedes  possideant,   30  quoque  minuta  sub  bis  assistant,  quae  45  secunda 
sequantur,  sub  quibus  etiam  50   quarta  interposita  ciffrae  statuantur  boc 
1224 
30 
modo      45. 
00 
50 
JDe  addüione  minutiarum.     Cum  autem  addere  yoluerimus,  incipiemus 
28'',1  ab  inferioribus,  in  quibus  |  si  60  ezcreyerint;  unitas  pro  ipso  superiorem 

2999 
59 
differentiam  petat  boc  modo      59. 

59 
59 
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De  dimimUione  mmutiarum.  Si  yero  minuere  necesse  faerit,  ab  inferi- 
oribns  principium  diminutionis  erit  Sed  si  in  aliqua  difiEerentiarmn 
minns  yel  nihil  erit,  a  snperiori  unitas  sezagecnpla  snmenda  est  ut  in 
saperiori  fignra. 

De  duplicatione  et  medioHone  minutiarum.  In  duplicatione  yero  a 
snperiori  differentia,  sed  in  mediatione  ab  inferiori,  ut  supra,  incipien- 
dum  est. 

De  tmiltiplicatione  minutiarum  diversorum  generum.  Si  yero  nnmemm 
cnm  fractionibas  yel  etiam  fractiones  mnltiplicare  yel  diyidere  qaemque 
iubemns,  ut  sunt  qnintae  et  9^  et  bis  similes,  praedicta  ratione  utemnr, 
deducendo  ad  inferiorem  omnia  differentiam.  Yerbi  gratia  si  3  septimas 
in  4  noyenas  mnltiplicare  yolnmus,  quasi  minuta  eas  multiplicemus,  post- 
quam  fient  quasi  ex  genere  secundorum.  Cumque  ipsas  ad  integros  eleyare 
cupimus,  <^per^  easdem  differentias  utriusque  generis  inter  so  ductas  diyi- 
dendo  reducemus.  Dicimus  autem  differentias  generis  minutiarum  de- 
nominationes  esse,  siquidem  5*^  a  quinario,  7*^  a  septenario,  undecimae 
quoque  ab  undenario  denominantur.  Si  autem  ex  diyisione  aliquis  occur- 
rerit,  integer  erit;  si  yero  non,  partes  illius  generis,  per  quod  partie- 
batur,  ut  3  septimae  in  4  noyenos  12  partes  ex  63  unius,  cuius  haec  est 
7 

figura  [K     T63|. 

9 
De  muHtipliccUione  integrorum  et  minutiarum  diversorum  gen^rum,     Si 

autem  3  et  dimidium  per  8  et  3  undecimas  ducere  yel  etiam  partiri  prae- 

3 
1 

cipimur,  eos  in  propriis  sedibus  prius  collocamus  oportet  hoc  modo 

8 

11 

Tres  posuimus,  sub  quo  unum  pro  dimidio,  sub  quibus  8,  hinc  3  minutias, 
ntrarumque  yero  minutiarum  denominationes,  scilicet  duos  et  undecim,  extra 
figuram.     Oportet  etiam  unamquamque  ad  suam  fractionem  retrahere  hac 

ratione:   bis    3    sex   fiunt,    quibus    addatur   unitas,    eruntque    7,    scilicet 

2 
medietates,  quae  in  loco  trium  et  unius  ponantur  hoc  modo  p7|.    Sic  unde- 
cies  8  88  fiunt,  quibus  additis  tribus  91  fiunt,  quae  in  loco  8  et  3  unde- 
cimarum  erunt  hoc  modo  |9l|.    Quaxum  inter  se  multiplicatarum  numerum, 

11 
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scilicet  637,  per  munemm  denominationum  inter  se  ductaram,  scilicet  22, 
2 

28^,2  diYida[mxLS  sie  [637.      •221.    Qui  nnmerus  de  divisione  excreverit,  integer 

11 

erit,    residuum   vero    partes    erunt   dividentis,    ut    28    integri    et    viginü 

7 
et  una  pars  de  22  partibus  unius  hoc  modo  |28*21*  22|.     Hamm  inter 


se  ducendarum  minutiarnm  oriendae  minutiae  componnnt  denominationes, 
ut  in  hoc  exemplo  et  hac  fignra  monstratnr:  Duae  tertiae  per  3  qoartas, 
ex  quibus  inter  se  ductis  12*®  efficientur.  2  tertiae  per  3  qnartas  si 
dncantur  6  12^  surgnnt,  nam  tertiamm  denominatio  3,  qnartarom  4,  ex 
qnibns  inter  se  ductis  12  efficitur.  In  figura  yero  si  ypotenusa  per  cathe- 
tum  ducatur,  in  superficie  denominationes  minutiarnm  minutianunque  minu- 
tiarnm directo  inveniuntur  hoc  modo. 
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De  divisione  minutiarum  diversorum  generum.  Has  autem  minutias 
supradicta  doctrina  et  resolvendo  eas  ad  ultimum  genus  partiemus.  Exempli 
causa  20  et  duas  partes  et  13  per  3  et  tertiam  dividamus.  Et  quia  non 
habent  13  tertiam,  multiplicanda  est  tertiarum  denominatio,  id  est  3,  per 
differentiam  partium,  id  est  13,  ut  sint  nnius  generis,  fietque  numerus  39. 
Post  haec  ducas  20  per  39,  eritque  780,  quibus  addantur  duae  partes  de 
13  ductae  per  denominationem  tertiarum,  id  est  3,  quae  sunt  6,  quia  una 
pars  13  in  39  sunt  3,  ut  de  39  est  3,  et  erit  786.  Iterum  multiplica  B 
in  39,  ut  sint  unius  generis;  unde  130  partes  additione  13,  tertiae  39, 
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nascentur.    Itaqae  utraque  genera  emnt  aequalia.    Ex  diyisione  vero  unius 
per  altermn  integer  nnmerns  progreditnr,  scilicet  6.    Reliqaum  vero  partes 

13 

39 
dividentis,  scilicet  6,  sie 


391  j  130 
3 

INCIPIT  LIBEB  TERTIUS  DE  INYENTIONE  KADICIS. 

Quoniam  quod  maltociens  necessaria  est  radix,  |  qualiter  inveniri  29',  i. 
possit,  breviter  doceamus.  Yemmtamen  radix,  quae  in  geometria  latus 
dicitnr,  est  cuiuslibet  numeri  numerus,  qui  in  se  ipsum  ductus,  ipsum 
efficiet,  ut  3  novenarii.  In  duorum  inter  se  radicem  habentium  summa 
radix  invenitur,  unde  in  4  et  9  6  est  radix.  Si  duorum  ad  inyicem  divi- 
dendorum  denominatio  radicem  babueht,  et  eorum  in  se  summa.  Yerbi 
gratia  denominatio  octonarii  18  diyidentis  est  2  et  quarta  Habens  radicem, 
et  e  converso  in  4  noyenis  18  octonarium  diyidente  radix  invenitur;  habet 
itaque  144  radicem  summa  scilicet  8  et  18.  Prima  itaque  differentia  et 
ita  omnes  impares  radicem  possident,  secunda  vero  et  quarta,  *omnesque 
pares  nequaquanu  Hoc  idem  in  minutiis  spectatur.  Prima  quippe  minu- 
tiarum  dififerentia,  scilicet  minuta,  radice  caret,  in  secunda  vero  invenitur; 
tertia  quoque  non  habet,  sed  quarta  cum  sexta  continere  probatur,  et  idem 
in  reliquis,  ut  onmibus  paribus  sint  radices,  imparibus  yero  minime.  Simi- 
liter  in  partibus  minutiarum,  ut  medietatibus. 

De  inventione  radids  integrorum.  Cum  vero  radicem  alicuius  extrahere 
voluerinous,  sub  impari  differentia  talis  numerus  apponatur,  quod  in  semet- 
ipsum  ductus  superiores  consumat,  et  ibidem  geminatus  in  secundam  difTe- 
rentiam  versus  trans  dextram  transmutetur.  Cui  iterum  talis  subponatur  a 
dextris,  qui  per  duplatum  et  semetipsum  multiplicatus  diminuat  superiores. 
Dupla  itidem  secundum  et  mutando  eum  ad  secundum  apponas  eidem 
alterum,  qui  per  differentias  omnes  et  se  ipsum  superiores  auferat,  et  id 
facias  apponendo  sive  numerum  sive  ciffire,  quousque  superiores  demas. 
Sed  si  aliquid  remanserit,  quod  auferri  non  possit,  erit  pars  inferioris 
dnplati.  Postea,  quos  duplaveras,  media,  et  erit  vera  radix.  Verbi  gratia 
volo  extrahere  radicem  de  6625,  quorum  positio  est  haec  5625.    Quoniam 

sunt  pares  differentiae,  sub  impari  haec  figura  7  ponatur  hoc  modo     _     , 

725 
quae  in  se  ducta  49  efficit.    Quibus  de  56  ablatis  7  restant  sie  „     .    In- 
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725 
feriores  duplati  ibidem  transferantur  hoc  modo  .  .    ,  quos  14  sequatur  5 

725 

taliter      .^,  qui  quinarius  cum  unitate  5  de  7  semovit,  qui  etiam  cum  4 

29',2  20,  qui  |  remanserant,  abstnlit,  per  semetipsum  yero  25  consumit. 
hoc  modo  145.  Sed  cum  perveneris  ad  circnlos,  post  quos  non  erit 
numerus,  tuum  numerum  in  suo  loco  geminabis  et  sub  circulis  transferes, 
cui  apponendus  est  circulus,  qui  per  duplatum  et  se  ipsum  superiores 
demat;  et  iterum  transferas  non  geminando  circulos,  sed  simplices  re- 
ponendo,  et  hoc,  quousque  omnes  consumes;  Tel  medietas  circulomm 
sumenda  est. 

De  inveniione  radicis  minutiarum.  Si  autem  fractionum  radicem  in- 
venire  desideras,  verte  ipsas  in  ultimum  genus.  Deinde,  ut  in  integris 
docuimus,  faciamus.  Sed  si  nihil  remanserit,  erit  vera  radix,  et  quod 
exierit,  reducas  ad  integrum,  ut  poteris.  Sed  si  aliquid  superfnerit,  non 
habet  radicem.  Tunc  minuas,  quia,  quantocumque  plus  minues,  eo  magis 
numerum  verae  radicis  propinquiorem  generabis.  Yerbi  gratia,  si  120 
minutorum  radicem  quaeris,  yertas  ea  in  differentiam  habentem  radicem, 
id  est  in  secunda,  fientque  7200,  et  si  poneres  quarta  vel  sezta,  esset  opus 
yerius.  Post  haec  ertrahamus  radicem  7200  secundorum,  et  sunt  84 
minuta  et  fractio  quaedam,  quod  subleyantes  ad  numerum  integrum  fit 
unum  et  24  partes  de  60,  quae  sunt  minuta. 

De  inventione  radicis  integrorum  et  mimäiarum  diversorum  ordinum. 
Eadix  duorum  tertiaeve  ac  terciae  decimae  sie  invenitur.  Primo  quidem 
omnia  ad  genus  infimum  ducenda  sunt.  Sed  quoniam  haec  minutia  sunt 
diyersorum  generum  ex  earum  denominatione  commune  genus  multiplica- 
tione  inyeniendum  est.     Ex  tribus  enim  et  13   39   consurgunt.     Ad  hoc 

2 

ergo  genus  integra,  ut  sunt  quasi  minuta,  deducantur  hoc  modo  o^,  quibus 

78 
3  et  13  addatur  ita  .  g.    Sunt  etenim  94.    Igitur  ut  sint  secunda  per  suum 

genus  iterum  multiplicentur.     Omnis  autem  genus  harum  est  39,  quoniam 

ad  modum  praedictarum  3666  consurgunt,  quarum  itaque  radix,  ut  prae- 

docuimus  60  scilicet  tricesimae  nonae  partes  unius,  supereminentibus  66 

secundis,  inyenitur.    Est  autem  radix  ad  integra  reducta  unum  et  21  partes 

integri  diyisi  in  39,  quod  leyiter  probanti  illud  patebit. 

Item  alia  regula  de  inventione  radicis.    Cum  yolueris  extrahere  radicem, 

29^,1  pone    ipsum  |    numerum    per    differentias    suas,    sintque    circuli    versus 

dextram  dumtaxat  pares  sive  4  sive  6,  quia  quanto  plures  faerint  circuli, 

260000 
tanto  plus  erit  sie  subtilis     ^         .     Post  haec  extrahe  radicem  numeri 
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una  com  circnlis  snis,  quos  addidisti,  et  quod  exierit  de  nmnero  integro 
mediato  serya  sie  509.  Si  yero  aliqrdd  superfaerit  proice  eum,  et  non 
cnres  de  eo  sie:  509.  Et  scito  tnno,  qnod  nmaenis  ille  non  habet  radicem; 
et  si  nihil  remanserit,  erit  vera  radiz  sine  fractione.  Post  haee  numera  a 
deztris  ab  initio  difierentiarom  radieis  medietatem  circulomm,  et  aeeipe, 
qnod  superfaerit,  et  scribe  enm  seorsnm,  et  minne  enin  de  loco  sno  hoc 

00  9 

modo  5  09,  et  mnltipliea,  quod  manserit,  in  60  hoc  modo  60,  et  numera 
similiter  medietatem  circulomm,  quos  addidisti,  super  numerum,  et  aeeipe 
superfluum,  et  scribes  eum  sub  numero  integro  et  minae  eum  de  loco  suo 

00 
sie:  5  40.     Et  quod  remanserit  multiplicabis  iterum  in  60,  et  numerabis 

00 
medietatem  circulorum  sie  2400,  et  aceipies  superfluum,  et  scribes  eum 
sub  numerum,  quem  scripsisti,    et  erunt  seeunda.     Et  si  iterum  aliquid 
remanserit,  multiplicabis  eum  in  60,  ut  prius,  et  divides  ut  prius,  et  exi- 
bunt  integri,  minuta,  seeunda,  3%  4%  5%  seeundum  circulos,  quos  posuimus 

5  int. 
ante  numerum.     5   min.    Integrorum  vero  et  minutiarum  radices  inventae 

24   2» 
sunt.     Si   quidem  omnia  ad  inferiorem  differentiam  deducenda  sxmt,  quae 
deducta  si  fuerint  seeunda,  habebit  radiz  minuta,  si  4*  2^  si  6^  3*;  quia 
ista  inter  se  illa  produeunt,  quando  radices  ad  sua  integra  reducantur,  ut 
possunt.     Hactenus  de  radieibus. 

Nachschrift. 
Es  ist  nachträglieh  gefunden  worden,  dass  der  Schreiber  des  Cltn  13021 
far  den  hier  in  Frage  kommenden  Theil  der  unter  dem  Abte  Ebebhabd 
des  Klosters  Prüfning  bei  Regensburg  (1163—1168)  sehreibende  Frater 
SiGSBOTO  gewesen  ist,  welcher  auch  den  Cassiodobius  des  Chn  13  027 
gefertigt  hat.  Dadurch  ist  die  Entstehungszeit  des  Codez  auf  die  Mitte 
des  XII.  Jahrhunderts  fest  bestimmt.  Durch  die  hier  gegebene  Beschreibung 
der  Handschrift  bitte  ich  das  in  den  „Monatsheften  für  Mathematik  und 
Physik'^  YIII,  193—194  über  dieselbe  Gesagte  zu  yeryollständigen,  be- 
ziehungsweise zu  berichtigen. 

Thorn,  29.  NoTember  1897.  jj.  Curtze. 
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Die  nachfolgende  zmn  ersten  Male  gedruckte  Abhandlung  ist  der^Hand- 
schrifb  der  königlichen  Hof-  und  Staatsbibliothek  zu  München  Chn  Nr.  56^) 
entnommen,  welche  in  der  ersten  Hälfte  des  15.  Jahrhunderts  Yon  einem 
gewissen  Magister  Beinhard  von  Wurm  geschrieben  ist.  Es  ist  eine 
Foliohandschrift  von  231  Blättern,  welche  oben  rechts  mit  den  Ziffern 
2 — 232  foliirt  sind,  so  dass  wahrscheinlich  ein  Blatt  vom  verloren  ge* 
gangen  ist.  Auf  der  Bückseite  des  Deckels  liest  man  folgendes  Inhalts- 
yerzeichniss: 

,^n  isto  libro  cofUinenhir  mfra  scripta.^^ 
„iVinto  älmagesti  äbreviatum  per  Magistrum  Tliomam  de  Äguino  Et  continet 

Ubros  sex  incipU  fol.  5." 
^^Item    Über    iheoreumatum  iocms    quadruuij  et    cantmet    tractatus   plures. 
PHmus   est    de   iheoreumatibtM   arismetrice  fol.   123.     Secundus   geome- 
trice  131.     Tercius  musice  138.     QuarttM  astranamie  145." 
yyltem  ÄUus  tractatus  theoreumatum  astronomie  circa  theoricas  planetarum  et 
prius  solis  secundo  hme  deinde  trium  superiorum  et  veneris  atque  mer- 
curij.   fol.  161.'' 
^tem  iractcUus   de  quarUitaie  trium   soUdarum  magistri  lohannis  schindeil 

foUo  197.'' 
yjtem  tractatus  quidam  honus  de  capacitate  figurarum  foUo  J207."^ 
Darunter  das  Ex  Libris  der  Elektoralbibliothek  zu  München. 
Auf  dem  untern  Bande  des  Blattes  3*  befindet  sich  folgende  Bemer- 
kung, welche  über  die  Schicksale  der  Handschrift  Auskunft  giebt: 

^ste  liber  est  conventus  wienensis  fratrum  ordinis  praedicatorum  ir^ 
auetria.  eidem  atiuUt  frater  lohanes  fleckd  Anno  damini  1457  ante  profes- 
sianem  suam  de  seculo,  et  fuU  quandam  magistri  Rdnhardi  de  Vurm,  quem 
propria  manu  scripsU.'' 

^^Quapropter  scitote  onmes  et  singvU,  prout  supenus  est  narraJtum,  quod 
idem  liber  est  dolus  a  prefato  conventu  Burchardo  Keck  civi  SdUburgensi, 
prout  habetur  in  Uteris  stbi  ab  eodem  conventu  datis,  pro  pecunia  saHs  kgaU.'' 

1)  Siehe  Catctlogus  Codicum  manuscriptorum  Btbliothecae  Eegiae  Motuicensis 
Tomi  III  pars  I.  Codices  latinoa  continens  Monachii  1868.  p.  10.  Die  dort  ge- 
gebene BeschreibaDg  ist  anvollBtändig. 
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Danach  ist  also  der  Band  von  Magister  Reinhardus  de  Vurh  ge- 
schrieben, kam  nach  dessen  Tode  in  den  Besitz  eines  gewissen  Josankbs 
Fleckel,  welcher  ihn  bei  seinem  Eintritt  in  den  Predigerorden  seinem 
Kloster  in  Wien  überwies.  Von  diesem  kaufte  ihn  später  der  Salzburger 
Bürger  Bubkard  Keck,  nach  dessen  Tode  er  endlich  in  die  Elektoral- 
bibliothek  zu  München  gelangte.  Die  königliche  Hof-  und  Staatsbibliothek 
zu  München  besitzt  noch  einen  zweiten  Handschriftenband,  der  ein  Bruder 
des  vorliegenden  genannt  werden  darf.  Es  ist  dies  Clm  10662,^)  Derselbe 
hat  auf  Blatt  2*^  folgende  Bemerkung: 

„Is^e  liber  est  conventus  wienensis  fratrum  ordinis  predicatorum  in 
austria,  quem  eidem  aüüUt  de  seculo  frater  lohannes  Fleckd  Anno  dmi  1457, 
et  fuü  guondam  maglstri  BeinhardV^^) 

Darunter  steht  dann: 

^ßöllegii  Soc.  JESU  Molshemif\ 
während  auf  dem  vordem  Deckel  die  Notiz  steht: 

,^Ex  Bibliotheca  Palatina  Mannh.  No,   VL  1298.^ 

Auch  dieser  Band  ist  von  Reinhard  de  Vurm  selbst  geschrieben.  Seine 
weiteren  Schicksale  sind  jedoch  etwas  anders  verlaufen,  bis  sich  beide 
Codices  in  derselben  Bibliothek  wieder  zusammengefunden  haben. 

Blatt  3*  bis  120^^  umfasst  den  nach  obigem  Inhaltsverzeichniss  von 
Thomas  von  Aquino  verfassten  Auszug  aus  dem  Almagest.  Er  beginnt 
mit  den  Worten:  ^fimnium  rede  phüosophancium  non  solum  verisimüibus 
comedwris  credibüümsque  argumentis  argumentandis,  sed  et  firmissimis  racia- 
nibiAS  deprehensum  est,  formam  cell  spericam  esse.^^  Am  Schlüsse:  „Es^kit 
Almagesti  minor  finüus  Anno  X  1434^.^^ 

Blatt  120^»  bis  122*»  ist  leer.  Von  Blatt  123*  bis  153*»  schliesst  sich 
dann  der  lü>er  theareumacie  an.  Anfang:  „Cum  Ptohmeus  in  cdmagesfi 
edisterat,  guod  bonum  fuü  sapientihus  visum  esse}^  Am  Schlüsse  heisst  es: 
„ExplicU  liber  iheoreumacie  finitus  ScUzburgi  anno  1436}^ 

Blatt  154—160  sind  leer.  Blatt  161»  bis  181*»  beginnt  eine  Theorica 
planetarum,  welche,  datiert  von  1342,  auch  in  der  Thomer  Handschrift 
R.  4**.  2*)  sich  befindet.  Anfang:  ^^PhilosopMae  singulari  exellentissimo 
dodori  Magistro  Johanni  de  ganduno  Petrus  de  gludina  mcUhemoHcarum  et 


1)  Siehe  Catal.  Cod.  manuscript,  BibL  Begiae  Monac.  Tomi  IV  pars  I.  M<h 
nachii  1874,  p.  166. 

2)  Die  Worte  ^^wrwen^us  wienensia  fratrum  ordinis  predicatorum^*^  sind  in  der 
Handschrift  aasradiert.  Dieselben  sind  aber  noch  zweimal  an  andern  Stellen  der^ 
selben  wiederholt,  so  dass  an  der  richtigen  Ergänzang  Zweifel  ausgeschlossen  ist. 

3)  Siehe  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  Supplementheft  sum  XIIL 
Bande,  Seite  79—80. 
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veracibus  diseiplinis  cum  studio  intendere  xl  s.  w."  und  schliesst:  ^^Et  vos 
amantissmi  magistri,  qui  astrarum  et  omnis  phisice  contemplacionis  vacaripro- 
ponitis  et  potestis,  insufficiendam  suhpartetis,  guando  poterUis,  quociens  videritis 
hoc  opusculum  in  meam  commemoracionem."' 

Es  folgt,  im  Inhaltsverzeiolmiss  anf  der  Bückseite  des  Deckels  aas- 
gelassen, eine  Abhandlung  „De  quadratura  circuli^  Blatt  182^^— 186^  Sie 
beginnt:  ^^Äd  pröbandum,  quod  sit  dare  quadratum  equäte  aree  circuU,  assu- 
miiur  ista  prqposicio  Ärdiimenidis.^^  Wenn  aus  dem  „5t<  daref*^  der  Scbluss 
richtig  wäre,  welchen  Süteb^)  und  nach  ihm  Cantor^)  daraus  gezogen 
haben,  so  müsste  Albertus  de  Saxonia  der  Verfasser  sein.  Von  der  durch 
SuTER  veröffentlichten  Arbeit  ist  jedoch  die  unsere  wesentlich  verschieden. 
Sie  schliesst:  per  17*^  tercii  igitwr  hf  erit  minor  ipso,^^ 

Blatt  187*  bis  188*  umfust  dann  eine  kurze  Abhandlung,  welche  in 
andern  Handschriften  „iV()po5tcü>  l)ond^  betitelt  ist  Auch  sie  ist  im  Inhalts- 
verzeichniss  übergangen.')  Sie  beginnt:  ^  ab  äliquo  puncto  aignato,  quod 
tantum  distal  a  circumferencia  älicuius  circuli,  quanta  est  semidyameter  ipsms 
circuli,  ducantur  due  linee  una  secans  predictum  circulum  et  iransiens  per 
cenirum  eius,  alia  contingens  cum,  tune  inter  dua  puncto  drcumferencie  pre- 
dida,  scilicet  punctum  secttonis  et  punchtm  contactus,  continäu/r  eiusdem 
circumferende  pars  sexta  precise.^^  Dieser  Satz  wird  dann  auf  astronomische 
Fragen  angewendet.  Blatt  188^  189  bis  196  sind  leer.  Auf  Blatt  197* 
beginnt  dann  der  ^^Tractaiius  de  quantitaie  trium  solidorum^\  welchen  das 
Inhaltsverzeichnisse  sowie  eine  ganze  Reihe  anderer  Handschriften  dem 
JsoHANNES  Schindel^)  zuweisen.     Derselbe  erstreckt  sich  bis  Blatt  206^. 


1)  SuTBB^  Zeitschrift  für   Mathematik   und  Fhysik.     Historisch -litterariß<^ 
Abih.  XXXII,  41—42. 

2)  Cantob,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  MathenuxUk  II,  181. 

3)  Sie  fehlt  aaoh  in  dem  oben  erwähnten  Handschriftenkatalog. 

4)  DasB  JoHAinnBS  Schindel  mit  JoHAinns  de  Gamundia  identisch  ist,  dürfte  ans 
folgenden  Handschriften  der  k.  k.  Hofbibliothek  za  Wien  hervorgehen: 

1.  Nr.  6412%  Blatt  166^— 160^  Johannes  Schindel  de  Oamundia,  Tabulae 
stdlarum  fixarum  partim  verifkatae  per  Georgium  praeposUum  ^eu- 
burgensem, 

2.  Nr.  6415',  Blatt  133»— 160*.  Johannes  Schindel  de  Gamundia,  Canones  pro 
ecclipsibus  solis  et  lunae. 

3.  Nr.  6418^  Blatt  128»— 146*.  Johannes  Schindel  de  Gamundia,  Tractatus  de 
quadrante  horario, 

4.  Nr.  6418^  Blatt  146»— 164^  Johannes  Sehindei  de  Gamundia,  Tractatus  de 
composicione  cylindri. 

6.  Nr.  6601  %  Blatt  1»— 19».    Johannes  Schindel  de  Gamundia,  Cälendarium. 

Hiervon  gehören  Nr.  4  u.  6  sicher  dem  bekannten  Johahn  von  Gmünden  an, 

so  dass  aber  die  Identit&t  kaum  Zweifel  bleiben  kann.    Der  Wiener  Handschriften- 

Abh.  zur  Oetch.  der  Mfttliem.   VIII.  3 
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Dort  heisst  es:  „ExplicU  iradaius  de  guantUcUe  frium  solidarum  secundum 
sentendam  ptolamei  in  Almagesti  eic.^  Es  handelt  sich  am  Grösse  und 
Entfemnng  von  Erde,  Mond  und  Sonne  untereinander. 

Nnn  kommt  Blatt  207*^218^  unsere  Ahhandlung,  der  sich  Blatt  219* 
bis  222*  diejenigen  Sätze  anschliessen,  welche  ich  in  etwas  anderer  Reihen- 
folge im  8.  Jahrgange  der  ^^Bibliotheca  Maihematica^^  veröffentlicht  habe. 
Die  Blatter  222^  bis  232  sind  leer. 

Was  nnn  die  vorliegende  Abhandlung  betrifft,  so  wird  der  Werth 
derselben  sich  ans  dem  anschliessenden  Commentare  ergeben.  Orthographie 
habe  ich  insoweit  geändert,  als  ich  überall  ae  statt  des  einfachen  e  gesetzt 
habe,  nm  leicht  möglichen  Missyerständnissen  ans  dem  Wege  zn  gehen. 
Anch  habe  ich  ^^sphaera^^  statt  y^spera^^  drucken  lassen,  dagegen  habe  ich  c 
statt  t  beibehalten.  Die  Handschrift  unterscheidet  sehr  genau  zwischen 
beiden  Buchstaben,  und  es  ist  jedenfalls  für  das  Yerständniss  des  Textes 
durch  Beibehaltung  dieses  Unterschiedes  kein  Schade  geschehen.  Der 
anonyme  Verfasser  kennt  ausser  Eüclides  in  der  Ausgabe  des  CAUPAinjs 
den  libcr  irium  fratrum  de  geometria;  er  citiert  das  Buch:  Archdienides  de 
curvis  super fidehtMy  eine  Bearbeitung  der  Abhandlung  de  cono  d  cylindro 
von  einem  gewissen  Johannes  de  Tlk.  Auch  Johannes  de  Linerds  wird 
angeftlhrt,  doch  ist  es  mir  nicht  möglieb  gewesen,  die  fragliche  Schrift, 
auf  welche  Bezug  genommen  wird,  aufzufinden.  Sie  muss  sich  mit  trigono- 
metrischen Untersuchungen  befassen.  Sonst  habe  ich  alle  von  unserem 
Verfasser  angeführten  Stellen  unter  dem  Texte  als  Anmerkungen  im  Wort- 
laute abdrucken  lassen.  Es  folgt  daraus,  dass  sein  Eüclides  z.  B.  nicht 
vollständig  mit  der  gedruckten  campanoschen  Uebersetzung  gestinmit  hat. 
Auch  bei  Abchimenides  de  curvis  superficiehus  ergiebt  sich  an  einer  Stelle 
eine  andere  Satzzählung.  Da  in  letzterer  Abhandlung  die  Oberfläche  eines 
Kegels  richtig  angegeben  ist,  so  berührt  es  eigenthümlich,  dass  hier  der 
Verfasser  eine  auch  sonst  mehrfach  im  Mittelalter  auftretende  absolut 
falsche  Formel  der  Berechnung  zu  Grunde  legt,  obwohl  er  die  Oberfläche 
des  Cylinders  unter  Berufung  auf  die  Abhandlung  de  curvis  superfidebus 
richtig  berechnet. 

Die  in  den  einleitenden  Worten  erwähnten  penthadonae  damini  Motsib, 
können  doch  wohl  kaum  etwas  anderes  als  den  Pentateuch  des  Moses  be- 
deuten.    Doch  ist  freilich  von  dem,  weshalb  sie  citiert  werden,  nichts  zu 


katalog  hat  daher  im  Index  nominum  bei  Johahvbb  ScmiiDBL  nur  den  Vermerk 
vide  Johannes  db  Gaicundia. 

Kach  dem  Codex  Jbnploniantta  Qu,  278  stammte  Johannes  db  Gxxdndbv  ans 
Schwaben.  Es  heisst  dort:  Scholae  et  aophümaita  a  maffistro  Johanns  ds  Gbmuhden 
Sttevo  de  Buppodtionibus  Mabsiuz  db  Ingbn  instituta. 
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finden.  Oder  sollte  doch  irgend  eine  andere  Schrift  eines  gewissen  Moses 
gemeint  sein? 

Figuren  sind  sehr  sauber  und  exact  gezeichnet;  so  ist  z.  B.  in  §  8 
die  Seite  der  vierfachen  Fläche  eines  gegebenen  Kreises  genau  gleich  Sy 
des  Durchmessers  gemacht  worden. 

Zwischen  §  7  und  §  8  schiebt  das  Manuscript  wörtlich  das  nochmals 
ein,  was  ebenfalls  nach  dem  Manuscript  bei  uns  als  letzter  Paragraph  ge- 
druckt ist.  Da  an  erster  Stelle  der  in  den  einleitenden  Worten  angedeutete 
Grundgedanke  der  Abhandlung,  nach  dem  die  Ereisberechnungen  denen  der 
geradlinigen  Gebilde  vorausgehen  sollen,  unmotiviert  unterbrochen  wird, 
dagegen  an  der  letzten  Stelle  ähnliche  Betrachtungen  nur  weiter  fortgesetzt 
werden,  so  dürfte  die  Auslassung  an  dieser  ersten  Stelle  wohl  als  gerechtfertigt 
erscheinen.  Ebenso  habe  ich  den  §  29,  welcher  zwischen  §  39  und  §  40 
im  Manuscript  sich  findet,  an  seine  richtige  SteUe  gebracht.  Dass  er  hier 
vergessen  war,  giebt  die  sonst  dort  beliebte  folgerichtige  Anordnung  der 
Paragraphen  deutlich  zu  erkennen,  während  wieder  die  im  Codex  beliebte 
Stelle  den  Gedankengang  unterbrechen  würde.  Die  Paragraphenzahlen, 
welche  in  der  Handschrift  sich  nicht  finden,  es  sind  dort  nur  Absätze  und 
grosse  bunte  Initialen  hervorgehoben,  habe  ich  hinzugefügt.  Dass  jedoch 
solche  beabsichtigt  waren,  wird  durch  Bückbeziehungen,  wie  „m  1^  huius^^ 
und  ähnliche  zur  Gewissheit. 

Vielleicht  veröffentliche  ich  später  auch  die  Abhandlung  De  quadratura 
circuli,  welche  auch  neben  der  des  Albertus  de  Saxonia  Interesse  bean- 
spruchen darf. 

Thorn,  9.  Mai  1895.  j^  Curtze. 
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DE  IKQUISICIONE  CAPACITATIS  EIOUBABÜM. 

I  Aliquid  de  ioqnisicione  capacitatis  figuraram  et  quibosdam  ans-  207 
metricis  orsuras  dico,  quod  fignrae  capacitas  dupliciter  ad  presens.  Snmitnr 
uno  modo  pro  snperficie  tantnm,  et  sie  est  planicies,  area,  podismus,  cam- 
5  pas,  spacium,  pedatnra,  fandus,  embadum,  sen  superficies  figurae  absoluta 
yel  linea  seu  lineis  interclusa.  Alio  modo  est  tota  moles  solidi  in  rela- 
cione  alicuius  mensurae  eam  mensurantis  considerata  etc.  Et  quia  circulus 
est  figura  omnium  figurarum  simplicissima,  una  enim  tantum,  ut  Yolt 
EüCLiDES^)  in  primo  suorum  elementorum,  linea  continetur,  a  qua  ideo 
10  non  immerito,  ut  testatur  dominus  Motses  in  principio  suarum  penthado- 
narum/)  iUud  universale  rerum  commune  opus  in- 
cipit:  ab  illa  igitur  bic  principium  facere  non  indigne 
complacuit. 

1,  Dati  drculi  centrutn  invenire,    (Fig.  1.) 

Sit   circulus   datus    ahc,   in   quo    ducam   lineam 

rectam  extremitates  suas  circumferenciae  circuli  appli- 

cantem,  quomodocumque  contingat;  quae  sit  ac,  quam 

per   10*"*   primi  Eüoledis^)    diuidam   per  medium  in 

puncto  d.     A    quo    puncto    per    11*™    eiusdem   primi 

20  duco  perpendicularem  ad  lineam  ac,  quam  appHco  transscendere  circnlum 

ex   utraque   parte,    quae    sit   edb;    quam   rursus    divido    per    aequalia   in 

puncto  /*,  quem  dico  centrum  circuli  esse. 

Patet  per  primam  tercii  Eüclidis*)   et  per  Campanüm*)  ibidem. 

1.  Fehlt  im  Mscrpt.  -—11.  üle  universalis  rerum  opus  commune  opus,  — 
23.  Hier  echiebt  das  Mscpt.  ein,  was  wir  nnten  in  §  8  am  Schlüsse  haben  ab- 
drucken lassen:  Badix  quadrata  .  .  .  36  ^^, 

1)  EucLiDES  I,  Def,  19  (ich  citiere  nach  der  Campanoschen  Ausgabe):  Circulus 
est  figura  plana,  u/na  quidem  linea  contenta,  quae  circumferencia  nominatur, 

2)  Worauf  sich  diese  Bemerkung  beziehen  soll,  weifs  ich  nicht. 

3)  EccuDBs  I,  10:  Ptoposita  recta  linea  eam  per  aequalia  dividere. 

4)  EucLiDEs  III,  1 :  Circuli  propositi  centrum  invenire, 

5)  Es  ist  hier  offenbar  der  Beweis  des  Euclides  dem  Campamus  zageschriebeDf 
wie  dies  so  hänfig  geschehen  ist.  Die  von  unserem  Autor  beliebte  Construction 
ist  nichts  weiter  als  die  Euclidische. 
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Fig.  8. 


^,    Datae    dyametri   drcumferenciam   circuli  in-  Fig.  2. 

venire.    (Fig.  2.) 

Esto,  ut  sit  circuloB  ah^  et  djametrus  eias 
data,  verbi  gracia  14,  sit  ab.  Quam  dyametrnm 
tripla,  et  proyeniunt  42.  Prodncto  si  y  djametri 
praedictae,  scilicet  2,  addideris,  |  44,  qnae  sunt  cir- 
culi circumferencia,  producuntur. 

Patet  per  7*™  geometriae  trium  fratrum.^) 

3,  Datae  circumferenciae  circuli  dyameirum  indagare. 

Sit  circumferencia  circuli  data,  ut  supra,  yerbi  gracia  44.     Ab  ipsa  10 
igitur  aufer  22*™  partem,  scilicet  2,  et  residui  tercia  pars,  scilicet  14,  fit 
djameter  circumferenciae  circuli  praedictae. 

Patet  per  dictam  7*™  geometriae  trium  fratrum. ') 

4,  Bali  drculh  embadutn  invenvre,    (Fig.  2.) 
Datum  autem  dico  circulum,  cuius  djameter  est  data. 
Esto   igitur  circulus  a&,   cuius  centrum  d^   et 

djameter  adh  verbi  gracia  14,  et  circumferencia  44. 
Ducta  igitur  medietate  djametri,  scilicet  ad^  ut 
Septem,  in  medietatem  circumferenciae,  ut  in  22,  pro- 
venit  154,  quae  sie  dati  embadum  circuli  producunt. 
Patet  per  quartam  trium  fratrum.^) 

5,  Arcus  dati  sceleris  aream  invenire.    (Fig.  3.) 

Circuli  sector,  ut  vult  Euclides®)  diffinicione  10*  tercii  libri,  est  figura^ 
quae  sub  duabus  a  centro  ductis  lineis  et  sub  arcu,  qui  ab  eis  compre- 
henditur,  continetur.  25 

Esto  sector  ae^c  in  dato  circulo  ac&,  caius  centrum  c2,  djameter  adh 
ut  14,  et  circumferencia  ac&  tota  44,  arcus  autem,  scilicet  ac^  ut  11, 


20.  quae  sunt  dati,  —  prodticuntur. 


6)  Hier  citiere  ich  nach  meiner  Ausgabe:  Der  Über  triam  fratrum  de 
geometria.  Halle  1884.  Das  Citat  ist  bo^  wie  es  gegeben  ist,  falsch.  Es  muss 
heissen:  „per  6*°^".  Es  heisst  dorfc  nach  Abchimbdeb  Ereismessung:  tarn  ergo 
matiifestum  est  ex  eo,  quod  narravimus,  quod  proporcio  lineae  conHnentis  circulum 
ad  dyameirum  eius  est  maior  propordone  trium  et  decem  parcium  de  septuaginta 
et  una  parltbus  ad  unum,  et  est  minor  propordone  trium  et  septima  unius  ad  unum, 
et  ülud  est,  quod  deelarare  völuimus, 

7)  Hier  ist  dieselbe  Stelle  des  liber  triam  fratrum  gemeint. 

8)Liber  triam  fratrum,  IV:  Medietatis  dyametri  omnis  circuli  muUipli- 
cacio  in  medietatem  lineae  continentis  ipsum  est  embadum  superficiei  dus. 

9)  Euclidbs  III,  Def.  10:  Seetor  circuli  est  figura,  quae  sub  duabus  a  centro 
ductis  lineis  et  sub  arcu,  qui  ab  eis  comprehenditur,  continetur. 
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embadmn  circuli  per  praecedentem  154.  Sicut  igitur  se  habet  tota  circum- 
ferencia  ach  ad  arcum  sectionis  ac^  sie  se  habet  totam  embadmn  drculi 
ach  ad  embadum  sectoris  ade. 

Patet  per  Ptolemaeüm^®)  in  almagesti  dictione  sexta  capitalo  7®,  ubi 
6  dicit:  „£?^  quia  ^roportio  orhkm  ad  arcus  erü  aequälis  prqpardoni  super- 
fickrum  ipsorum   ad   superficies   seäorum}^     Idem   patet   per    corrolarium 
quartae  triam  fratrum.^^) 

Duc  igitur  arcum  sectoris,  nt  numeri  secundi,    in   circuli  embadum, 
ut  tercium,  et  divide  per  primum,  scilicet  per  circumferenciam  circuli,  |  200 
10  et  38  et  Y  unius,  qnod  est  embadum  sectoris,  producitur. 

6,   Sphaerae^  cuius  maximus  fuerU  dolus  drcu- 
Flg.  2.  lus,  planidem  indagare  (Fig.  2.) 

Esto  sphaera,  cuius  maximus  datus  circulus 
sit  a6,  et  dyameter  tota  verbi  gracia  14.  Ergo  per 
quartam  huius  embadum  circuli  erit  154,  quod  si 
quadrupletur,  exurgit  embadum  sphaerae  praedictae, 
scilicet  616. 

Patet  per  15*°^  trium  fratrum.^*) 
Quod  idem  est,  ac  si  dicatur:  dyametrum  in  cir- 
so  cumferenciam  circuli  multiplica.  Idem  enim  producitur. 

7,  Datum  circulum  incrassare.     (Fig.  2.) 

Circulum  incrassare  ^')  voco  sphaerae  molem  seu  magnitudinem,  cuius 
maior  circulus  fuerit  datus,  inyenire. 


10)  Ptolemaeus  citiere  ich  nach  der  Uebersetzung  des  Gerhard  von  CREnoifA 
in  der  Ausgabe:  Almageftn  CL.  Ptolemei  |  PheludieDiiB  Alexandrioi  AstronomoT). 
principis:  |  opus  ingens  ac  nobile  omnes  Celorü  mO'{to8  continens.  Felicibua  AXtris 
eat  in  |  loce^:  Ducta  Petri  Liechtenetein  |  Colonieris  Germani.  Anno  |  Virginei 
Partus.  1516.  |  Die.  10.  Ja.  Venetijs  |  ex  officina  eiuT-ldero  litte-|raria.  |%*|  Cum 
privilegio.  In  dieser  Ausgabe  heisst  es  Blatt  68^  Dictio  Sexta,  Gapitulum 
septimum,  Zeile  44—45:  Et  quia  proportio  orhium  ad  arcus  est  equalis  propor- 
tioni  superfieierum  earum  ad  superficies  sectarum, 

11)  Liber  trium  fratrnm,  IV,  S.  19,  Z.  5fiP.:  Et  iam  scitw  ex  tZIo,  quod 
narravimus,  quod,  cum  sumitur  ex  circulo  ahg  arcus,  quieumque  areus  sit,  et  pro- 
trahuntur  ex  duäbus  extremitatibus  eius  duae  lineae  ad  centrwn  circuli,  est  etnb€uium 
huim  triangidi,  quem  continet  iste  arcus  et  duae  lineae,  quae  protractae  sumt  ab 
extremitatibus  eius  ad  centrum,  illud,  quod  fit  ex  muUiplicaeione  medietatis  dya- 
metri  circuli  abg  in  medietatem  arcus  assumpti  ex  eo,  et  Hlud  est  propositum. 

12)  Liber  trium  fratrum  XV:  MüHiplicacio  medietatis  dyametri  omnis 
sphaerae  in  terciam  embadi  suae  est  embadum  magnitudinis  sphaerae, 

13)  Das  Wort  incrassare  circulum  für  Berechnung  des  Rauminhaltes  eiuer 
Kugel  kommt  meines  Wissens  zuerst  bei  Gerbert  vor.  Dort  heifst  es:  Circulum 
incrassare  si  vis  etc.  {Olleris,  C.  LYI;  LXXXII),  obwohl  Bldmb  in  den  GnmuUici 
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Esio  circnlns  datos,  cuias  volo  crassitadinem,  ^^s-  ^* 

a&,  cnins  djameter  aJ)  nt  14,  quam  cubabo,  et 
proyeoiunt  2744,  quae  sunt  cubus  djametri  circnli 
datL  Qui  cubus  per  lO*"*  Archimbnidis  ^*)  de 
curyis  superficiebus  habet  se  ad  sphaeram  dati  cir- 
culi,  sicut  21  ad  11.  Ducatur  igitur  11  in  cubum, 
scilicet  in  2744,  et  dividatur  per  21,  et  1437  et 
Y  unius,  quae  sunt  moles  seu  crassitudo  circuli 
8'  dati,  producuntur.  | 

8.  Dati  circuli  orthoparallelograininum  guadru-  lo 

plum  invenire.     (Fig.  4.) 

Unde  manifestum  est,  quod  latus  tetragonicum 
quartae  orthoparallelogrammi  praedicti  est  latus 
quadrati  dato  circulo  aequalis. 

Esto   datus   circulus  a&,  cuius  djameter    ah.  i5 

A  terminis  igitur  djametri  ah  ducam  duas  lineas 
rectas  perpendiculares  ad  lineam  ahj  et  ut  quae- 
libet  illarum  sit  aequalis  circumferenciae  circuli  dati 
a&,  quae  sint  ac  et  dh^  et  complebo  orthoparallelo- 

grammum  ducta  linea  cd:  ergo  per  sextam  Abchi-  so 

MENiDis^^)  de  curvis  superficiebus  ipsum  ortho- 
parallelograaunum  acdh  est  aequale  embado  sphae- 
reae  circuli  dati,  ergo  per  16*"  geometriae  trium 
fratrum    ipsum    orthoparallelogrammum    est    qua- 

druplum  ad  circulum  datum  a2>,  quod  erat  assump-    '  ~  S5 

)0  tum.    Bursus  ex  ultimo  praedicti  orthoparallelogrammi  |  quarta  est  aequalis 
circulo    dato.      Cuius    quartae    si    per   40*™   primi    et    ultimam   secundi 


d 


7.  erit  1437.  —  8.  Hier  schiebt  das  Mscpt.  den  §  40  ein.    Siehe  die  Einlei- 
tung. —  9.   orthoparaldogramum   and   so  immer.  —  19.   sunt. 


veteres  (II),  behauptet  die  Stelle  bei  Gsrbbbt  oicht  aufgefunden  zu  haben.    In  den 
beiden  vorhandenen  Ausgaben  steht  sie  sogar  an  zwei  verschiedenen  Stellen. 

14)  Von  der  Schrift  ABCHiiiKinDEs  de  cnrvid  superficiebus  ist  der  Wort- 
laut der  Theoreme  in  der  Heiberg'schen  Ausgabe  III,  LXXXVII — LXXXVIU  zum 
Abdruck  gekommen.  Unser  Verfasser  muss  die  Sätze  X  und  XI  als  einen  be- 
trachtet haben.  Nur  Satz  XI  enthält  das,  was  er  ausspricht:  Ouiuslibet  sphaerae 
proportio  ad  ctibum  suae  dyametri  est  tanguam  proporiio  iMdeeim  ad  2U 

15)  Abohimesidks  de  curvis  super  f.,  VI:  Cuiwdibet  sphaerae  superficies  est 
aequalis  guadranguto  rectan^tdo,  quod  süb  lineis  aequälibus  dyametro  sphaerae  et 
circumferencia  maximi  circuli  continetur. 
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Fig.  5. 


EucLiDis^^)  latus  tetragonicum  quaesieris,  ipsnm  erit  latas  quadrati  circulo 
dato  aequalis.  Radix  quadrata  areae  circuli,  scilicet  154,  14  ^^  fere,  vel 
in  phisicis  12  integra  24  M*.  36  2\ 

9.  Trigoni  orthogani  omnium  aut  tarnen  du- 
orum  datorum  laierum  aream  scruiare.  (Fig.  5.) 
Sit  triangulns  orthogonas  ahc^  cuius  si 
duo  latera  angulum  rectum  ambiencia  nota 
fuerint,  yerbi  gracia  ac  ut  3,  ch  ut  4,  duc 
unum  in  aliud,  et  producti  medietas  est  area 
triangali. 

Patet  haec  per  41*°'  primi  Euclidis.*^ 
Si  yero  latus  recto  angulo  oppositum,  sci- 
licet abj  cum  uno  tantum  rectum  angulum  ambiencium,  yerbi  gracia  6c, 
nota  fuerint,  tunc  subtrahe  quadratum  lateris  cb^  scilicet  16,  de  quadrato 
16  lateris  ab^  scilicet  de  25,  et  remanet  quadratum  lateris  ac,  quod  est  9, 
cuius  radix  quadrata  est  3,  et  hoc  latus  ac.    Quo  cognito  ut  prius  operatur. 

Patet  hoc  per  penultimam  primi  Eucli- 

DIS.^«) 

10,  In  trigonis  oxigoniis  et  ampligoniis  da- 
torum  UUerum   coithelum   invenire.      (Fig.    6.) 
Cathetum   yoco   lineam   ab   angulo   oxi- 
gonii    yel     ampligonii    ad    latus    oppositum 
perpendiculariter  descendentem.    In  orthogonio 
enim   illud   quaerere   non   oportet:    quaelibet 
26  enim  linearum  angulum  rectum  ambiencium  potest  dici,  si  placet,  cathetns. 
Sit  igitur  triangulus  abc  notorum  laterum  a&  ut  6,  2)C  ut  8,  ca  ut 
10.   Ab  uno  igitur  angulorum  trianguli  ducatur  linea  perpendicularis  super 


Fig.  6. 


2—8.  Eadix.  —  3^  steht  in  der  Handschrift  an  der  oben  erwähnten 
Stelle.  —  17.  Patet  bis  Euelidis  steht  im  Mscpt.  vor  quod  est  9,  —  19.  oxigomi 
et  ampligonii. 


16)  Das  Citat  Euclidbs  I,  40  ist  falsch,  es  mnss  heissen  I,  42.  Dort  heiast  es: 
Aequidistantium  laterum  auperficiem  dengnare,  cuius  angulus  sit  angulo  assignato 
aequalis,  ipsa  vero  superficies  triangtHo  assignato  aequalis.  —  Das  weitere  Citat 
bedeutet  II,  14:  Dato  trigono  aequum  quadratum  describere. 

17)  EucLiDEs  I,  41:  8i  parallelogrammum  triangtUusque  in  eodem  basi  aitque 
in  eisdem  dUemis  lineis  fuerint  consHtuta,  parallelogrammum  trianguio  duplum 
esse  conveniet. 

18)  EucuoEB  I,  46,  der  Pythagoreische  Lehrsatz:  In  omni  iriangulo  redanguh 
quadratum,  quod  a  latere  recto  angulo  opposito  in  semetipso  ducto  describkur, 
aequum  est  duobus  quadratis,  quae  ex  duobus  reliquis  lateribus  conscribuniur. 
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209'  latus  I  eidem  angolo  oppositom,  quae  sit  verbi  gracia  hd.  Est  enim 
iUa,  quae  quaeritur.  Et  quia  per  penoltimam  secnndi  Euclidis'^)  et 
GAMPAin'^)  ibidem  qnadratum  lateris  a&,  quod  opponitnr  angalo  acnto  c, 
minus  est  daobas  quadratis  duarmn  lineamm  ac  et  hc  tantnm,  qnantom 
est  ex  ac  in  de  bis,  duo  igitnr  quadrata,  scilicet  bc,  quod  est  64,  et  ac,  5 
quod  est  100,  simul  iungantur,  et  164  proueniunt.  De  quibus  demam 
quadratum  a&,  quod  est  36,  et  remanent  128,  et  est  illud,  quod  ex  ac 
in  de  bis  samptum.  Cuius  si  medietatem  acceperis,  scilicet  64,  et  per 
lineam  aCy  scilicet  10,  diyiseris,  6  et  y  unius,  quae  sunt  linea  dfc,  pro- 
ducuntur.  Quadratum  igitur  dc^  scilicet  40  partes  58  M*,  subtrahamus  lo 
de  quadrato  2)C,  scilicet  de  64,  et  remanent  23.  et  2,  quod  est  quadratum 
hd^  cuius  radix  est  4.48,  quae  sunt  catbetns  hd^  qui  quaerebatur.  Yel 
sie.  Subtrabe  quadratum  ah  de  quadrato  2)C,  et  residuum  divido  per 
lineam  aCj  et  producti  medietatem  adde  super  medietatem  lineae  ac, 
scilicet  super  5,  et  proyeniet  maior  pars  lineae  ac,  scilicet  de,  et  si  sub-  i5 
traxeris,  minor  pars  producitur. 

11,    Trigoni  oxigonii  seu  ampliganii  datarum  Merum  aream  inquirere. 
(Fig.  7.) 

Sit  trigonus  quicumque  iam  dictorum  ahc  datorum  laterum  ah  verbi 

gracia  ut  5,  &c  ut  8,  ca  ut  10.    Et  catbetus  hd  per  praecedentem  notus,  20 

verbi  gracia  3  .  58,   ducatur  in   li- 

Fig.  7. 
neam  ac^  et  producitur  ortboparalle- 

logrammum  aefc  39  .  40,  quod  per 

41*"  primi  Euclidis**)  est  duplum  ad 

datum    triangulum    ahc.      Medietas 

210  I  ^g^tur  eins,  scilicet  19  .  50  est  area 

trianguli  ahc,  quod  erat  assumptum. 

IJS,   Trigoni  orthoganii,  ampliganii  seu  oxigonii  duorum  iantum  laterum 

et  unius  angtdi,  aut  duorum  angulorum  et  unius  lateris,  aut  omnium  datorum 

angulorum  et  ignotorum  laterum,  aut  e  converso  aream  invenire,  so 


5.  ac  in  de  G  Bis  duo.  ^  1,  et  eius  duplum  est  ülud,  —  9.  10  fehlt. 


19)  EucLiDis  II,  18:  Omnis  oxygonii  tanto  ea,  quas  acutum  respieit  angülum, 
ambohus  lateribus  angulum  acutum  eontinentibus  minus  potest,  quantum  est,  quod 
bis  continetur  stib  uno  eorum,  ewi  perpendicularis  intra  superstat,  eaque  sui  parte, 
quae  perpendiculari  angvdoque  aeuto  interiacet, 

20)  Das  bezieht  sich  wobl  auf  den  von  Campaxcs  hinzugefflgten  SchlnsssaU 
zu  obiger  Proposicio:  Notandum  autem  per  hanc  et  praecedentem  et  penultimam 
primi,  quod  eognitis  lateribus  omnis  trianguli  cognoscitur  area  ipsius,  et  auxiliantibus 
tdbulis  de  chorda  et  arcu  cognoscitur  omnis  eius  angulus, 

21)  Sielie  oben  Anmerkung  17. 


Digitized  by 


Google 


42  Maximilian  Curtze: 

In  his  yariacio  diversa  ocenrrit,  ideo  de  hiis  in  hoc  breviloqnio  figa- 

rarum  subticeo,   qnia  de  hac  materia  in  tractatu  de  triangulorum  noticia 

satis    scripsi.      Ideo    de    invencione    arearum    praedictarom    cum    traetatn 

praedicto  et  cum  cordis  et  eamm  arcubus  et  cum  tribus  praecedentibus  te 

5  coadiuves,  et  habebis  etc.  **) 

Orthogonius  autem  est,  cuius  duorum  laterum  quadrata  quadrato 
tercii  lateris  sunt  aequalia.  Si  vero  maiora  fuerint,  est  oxigonius;  si 
niinora,  ampligonius. 

13.  Si  latera  irianguli  nota  fuerint,  et  volumus  scire  cutuslibet  lat^is 
10  cjpposUm  angulos,  quadra  latera  et  quadrata  simul  iunge.  Et  quod  pro- 
ductum  sit  primus  numerus,  et  quadratum  cuiuslibet  lateris  parciale  sit 
secundus  numerus,  et  duo  anguli  recti,  quos  qullibet  triangulus  rectilineus 
per  corrolarium  32^®  primi  Euclidis  habet,  sit  tercius  numerus.  Duc 
igitur  secundum  in  tercium  et  divide  per  primum,  et  sie  angulos  trianguli 
15  invenies.  ^^) 

Quod   si  anguli  noti  fuerint,  et  latera  ignota,  circumscribe  triangulo 

circulam.      Quia    sunt    noti,    arcus    erunt    ipsis    subscipientes   noti,    quo- 

^g  g  rum  arcuum  quaere  cordas  et  habebis  latera 

a. ,&     nota.**)  |  210' 

20  14,    Orthoparällelogrammi  cUttorutn  late- 

rum aream  inquirere.     (Fig.  8.) 

Estoorthoparallelogrammuma&od.  Duc 

unum  eins  laterum  in  aliud  angulum  unum 

ambiencium,  verbi  gracia  ad  in  aliud,  scilicet 

25  in   e2c,    et   per  primam  difünicionem   secundi  Euclidis'^)  producitur  area 

orthoparällelogrammi  praedicti. 

15.  Datorum  laterum  et  angulorum  almuhaim  et  sibi  simitium  arcam 
invenire.     (Fig.  9.) 


10.  angulos  fehlt  —  23.  aliud  fehlt. 


22)  Hieraas  geht  hervor,  dass  unser  Verfasser  ein  Bach  mit  dem  Titel: 
Tractatua  de  triangulorum  noticia  geschrieben  haben  muss.  Vielleicht  ist  es 
möglich  aus  dieser  BemerkuDg  den  unbekannten  Autor  wieder  zu  erkennen. 

23)  RucLiDiss  I^  32 :  Omnis  trianguli  angulus  extrinsecus  duobus  intrinseds  sibi 
oppositis  est  aegualis.  Omnes  autem  tres  angulos  eius  duobus  reotis  angiilis 
aequos  esse  necesse  est. 

24)  Dass  hier  nur  die  relative  Grösse  der  drei  Seiten  gefunden  werden  kano, 
ist  von  unserem  Verfasser  nicht  scharf  genug  hervorgehoben  worden. 

25)  EucLiDEs  II,  Def.  1:  Omne  parallelogrammum  reetangulum  sub  duobus 
lineis  angtUum  rectum  ambientibus  dicitur  contineri. 
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Fig.  9. 


Almnhaim  vero  quadrangalnm  aequilatemm  sed  non  aequiangalum. 
Similis  almuhaim  est  qaadrangulum  solnm  laterum  et  angulorum  sibi 
oppositonim  aeqnalium. 

Sit  igitnr  almuhaim  ah  cd  datorom  latemm, 
verbi  gracia  quodlibet  ut  6,  et  angtilo  d  j  recti. 
A  punctis  ergo  a  ei  h  dncam  perpendiculares  ad 
cd  ea  ultra  traeta,  qnae  sint  af  et  he^  et  quaeram 
quantitatem  lineae  af^  secundum  quod  linea  ad  est 
6.     Triangulo  adf  per  ö*"*  quarti  Euclidis*^) 

ymaginabor  transscribi  circnlum  adf^  et  quia  f  est  angnlas  rectus,  erit  lo 
per  30*"  tercii****)  ad  djameter  circuli  ad/*,  et  arcus  afd  180  gradus.  Et 
quia  angulus  d  per  ypothesin  y  recti,  erit  per  ultimam  sexti^^°)  arcus 
af  similiter  y  de  180,  quod  est  120  g",  et  corda  eius  af  secundum 
quantitatem,  qua  djameter  ad  est  120,  erit  103  p'  et  55  minuta.  Ergo 
secundum  quantitatem,  qua  ad  est  6,  erit  af  5  partes  et  11  M^  Patet  posito  i5 
ad^  prout  est  120,  pro  primo  numero,  a/*,  prout  est  103  partes  55  minuta, 
pro  secundo,  et  ad^  prout  est  6,  pro  tercio  etc.  Duc  igitur  af  in  fe^  et 
prodncitur  quadratum  ahef^  quod  est  aequale  almuhaim  datae. 

Patet  sie.  Quia  duo  triangli  adf  et  bce 
sunt  aequales,  nam  duo  anguli  |  d  et  /  unius 
sunt  aequales  duobus  angulis  c  et  6  alterius 
per  29'°"  primi,*^*^)  et  duo  latera  ad  et  af 
nnius  sunt  aequalia  duobus  lateribus  hc  et  be 
alterius,  ergo  etc.;  unde  constat,  quomodo  qua- 
dratum aequale  datae  almuhaim  describitur. 

Et  similis  modus  est  recte  de  simili  almuhaim. 

16.  Porcionis  circuli  dati  arcus  aream  scru- 
iari.     (Fig.  10.) 

Portio  circuli  est  superficies  inter  datum  arcum  et  cordam  eius  consistens. 

Sit   circulus  a&,   cuius  centrum  c,    et  arcus  datus  porcionis  circuli,  so 


Fig.  10. 


8.  inaequalium, 

25*)  EucuDBs  IV,  5:  Circa  trigonum  assignaium,  sive  tllud  8U  orthogonium, 
sioe  amplygonium,  sive  oxygonium,  circulum  describere. 

25^)  EucLiDEB  III,  80:  Siehe  Anm.  30. 

25«^)  EucLiDBs  VI,  82:  Siehe  Anm.  81. 

25^)  EucuDES  I,  29:  Si  duobus  lineis  aequidistantibus  linea  supervenerit ,  d%u> 
anguli  coalterni  aequales  erunt,  angülusque  extrinsecus  anguJo  intrinseco  sibi  op- 
posito  aequdlis,  itemque  duo  anguli  intrinseci  ex  aUerutra  parte  constituti  duobus 
rectis  angulis  aequales. 
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Maximilian  Gurtze: 


quae  qnaeritor,  a&,  cuius  corda  ab,  Quia  igitur  arcns  ah  est  notos,  erit 
corda  eins  ab  nota,  et  lineae  ac  et  c&,  quia  semidjametri  dati  circnli,  notae. 
Ergo  per  5^™  haius  sector  ach  erit  notus,  et  per  11^°^  hnius  trigonus  ach 
erit  notas.  Subtrahatnr  igitnr  trigonus  de  sectore,  et  residuom  est  porcio 
5  circuli  inter  arcum  et  cordam  ah  contenta. 

17.  Foroionis  circuli  scu  figurae  ovälis  datorum  arcuum  inter  duos  se 
ipsos  secantes  conientae  drctdos  aream  perquirere,     (Fig.  11.) 

Sint  duo  circuli  afc^  cuius  centrum  g^  et  ahc^  cuius  centrum  d^  iu 
punctis  a  et  c  se  intersecantes,  ducanturque  lineae  ag  et  gc^  ad  et  de, 


Fig.  lt. 


Fig.  12. 


Fig.  13. 


10  et  linea  ac,^     Quaerantur  igitur  per  praecedentem   areae   duaram   ciieuli 
portionum,  scilicet  afc  et  abc^  quas  ac  corda  mediat,  et  sie  iuventae  simul 

iuDgantur,  et  area  figurae  ovalis  afch  pro- 
ducitur.  ünde  (Fig.  12)  manifestum  est,  si 
circuli  aequales  se  intersecantes  alter  alterios 
arcum  132  graduum  et  23  minutorom  rese- 
cuerit,  figura  ovalis  inter  doos  aicus  prae* 
dictos  inclusa  erit  fere  medietas  circuli 
cuiuslibet  praedictorum.  Et  si  (Fig.  13) 
duo  circuli  aequales  se  supra  centra  eorum  '  2ii' 
alterutri  transeuntes  intersecuerint,  quilibet 
eorum  aream  inter  alterutrius  arcus  inclusam  continebit  bis  et  fere 
25  m\ 

18,   Dato  circulo  duplum  circulum  dornigere,     (Fig.  14.) 
Sit  circulus  ah  cd,   cuius    dyameter  ac,  cui  per  7*™  quarti  circum- 
25  scribatur  quadratum  efgh.     Item  per  9*°*  quarti  Euclidis  eidem  qaadrato 


7.  ipsum. 
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Pig.  15. 


efgh    transscribam    circulum    efgh,      Quia  ^*^  **• 

igiinr  quadralom  lineae  fh^  quae  est  dja- 

meter  circuli  maioris,  per  penaltimam  primi 

est  düplum  ad  quadratnm  lineae  fg^   qnae 

est  aeqaalis  dyametro  circuli  minoris:  ergo 

per    2*"   duodecimi*®)  circulus,    cuius  dya- 

meter  est  fh^  est  duplus  ad  circnluin,  cuius 

djameter  est  ca. 

19.  Excessus  guadrati  datorutn  laterum 
ad  circulum  sihi  inscriptum  ä  e  converso  veri- 
simüiter  indagare.     (Pig.  14.) 

Sit  qaadratam  efgh  datomm  laterum,  cuius  scias  aream  per  14'°^ 
huius.  Deinde  similiter  scius  aream  circuli  quadrato  praedicto  inscripti  per 
quartam  huius.  Subtrahatur  itaque  unum  ab  alio,  et  babebitnr  intentum. 
£t  similiter  e  converso,  ut  supra  in  i6 

figura,  excessus  quadrati  inscripti  ad 
circulam  erit 


j^  ipsius  circuli. 

J20,  Dato  ckculo  qtMdratum  ae- 
quäle  verismüUerdepingere.  (Fig.  15.) 

Sit  circulus  ahcd^  quam  qua- 
drabo  duabus  djametris  ac  et  hd^ 
cuius  djameter  ut  14,  circumferencia 
44  et  area  154.  Huius  igitur  areae 
quaeram  radicem  quadratam,  et  est 
12  partes  24  m»  35  2»;  et  hoc  est 
latns  quadrati  dato  circulo  aequalis, 
super  quod  si  constituo  quadratum 
per  45*™  primi  EucLmifl,*')  habeo, 

quod  intendo.     Si   vero   quadratum  aequale  circulo  super  idem    centrum 
circuli   depingere    voluerim,  radicem  praedictam  a  toto   dyametro  demam,  so 
et  residuum  est  1   pars  35  m*  25  2*;   cuius  accipio  medietatem,   scilicet 
47  m*  42  2%  quae  sunt  fere  una  17%  j^  djametri,  et  eam  signabo  in  dja- 


12.  per  i3«"». 


17.  drcukan  ei  —' 


26}  Elclides  lY,  7:  Circa  propositum  circulum  quadratum  tUacrtbere.  ■—  IV^  9: 
Circa  assignatum  quadratum  circuium  deierihere.  —  XII,  2:  Omnium  duorum  cir- 
culorum  ett  proportio  alterius  ad  alterum  tanquam  propartio  quadrati  suae  diametri 
ad  quadtatum  diametri  alteriue. 

27)  £ucLiDE8  I,  45:  Ex  data  Jinea  quadratum  descrtbere. 
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Mazimiliaii  Curize; 


metro   per   lineam    ap.     Posito    igitiir   ap    «ynn    verso,    quaeram   arcnm 

eius   per   quartam   primi   Magistri  de  Lineriis,^®)   et  habetur   sie.      Pri- 

mum  convertara  eum  in  nnmerom,  quo  dyameter  est  120  partes.     Sit  14 

primus    numerus,    et   sinus    praedictus,    scilicet    47   m*  42    2*,    secundus, 

5  et  120  tercius.     Ducatur  igitur  secundus  in  tercium  etc.,  et  proveniunt  6 

partes  48  m^  51  2^^,  quae   sunt   sinus  versus  praedictus  secundum  quanti- 

tatem,   qua  dyameter  est   120  partes,  cuius  arcus  est   27  gr*  34  m\  \  A  2i*2 

qualibet    igitur    extremitate    ambarum    djametrorum    accipiam    distanciam 

27  graduum  et  34  minutorum,  prout  circumferencia  circuli  est  360  partes, 

10  yel  3   partes  et  y    fere,    prout    circumferencia    est    44   partes,   quae   sit 

yerbi  gracia  am  et  an;  et  sie  de  aliis  djametrorum  extremitatibus  signando 

semper  tales  distancias  per  puncta.     Deinde  per  illa  puncta  trahantur  lineae 

rectae,  donec  extra  circulum  concurrant,   et   producitur  quadratum,   quod 

y.  quaeritur.     ünde   constat,    quod    de 

qualibet    djametro    in    utraque   eius 

extremitate  resecabitur  per  costas  qua- 

drati  minus  ^  et  plus  j^  quasi  per 

medium.     Constat   eciam  triangulos 

et  porciones  circuli  inter  quadratum 

et  circumferenciam  circuli  contentas 

sibi  invicem  esse  aequales. 

J21,  Figurarufn  poligoniarum  da- 
torum  aequaVmm  laterum,  ut  penia- 
goni,  exagoni,  ebdagani  etc.  aream 
invenire.     (Fig.  16.) 

Notandum   autem,   quod  omnis 
figurae  poligoniae    regularis,    secun- 
dum quod  vult  Cahpanus^^)  conunento  32^  primi  Euclidis,  omnes  anguli 
simul    sumpti  yalent  tot  rectas,    quot  sunt  |  eius  onmes  anguli  duplicati  21^' 
80  demptis  inde  quatuor. 


8.  eam 


28)  Das  Werk  des  MAaiSTss  de  Linerus,  welches  hier  gemeint  ist,  kenne 
ich  nicht.  Es  dürften  vielleicht  die  Canonea  primi  mobilis  gemeint  sein,  welche 
am  Anfange  sich  mit  Trigonometrie  beschäftigen. 

29)  In  der  berühmten  Anmerkung  des  Campanus  eu  dem  oben  Anmerkang  23 
angeführten  Satze,  welche  die  Stempolygone  behandelt,  heisst  es:  Simüiter  fuo- 
qve  paiet,  quod  omnis  figurae  pölygoniae  anguli  omnes  ealrinaed  quatuor  rectis 
angidis  sunt  aequaks:  sunt  enim  intrinsed  et  extrinseei  bis  tat  reetis  aequales,  ^uot 
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Esto  igitiir  pentagontiB  dhcde^  cuias  ceotnun  f.  A  vicinis  ergo  an- 
guliSy  scilicet  a  et  &,  ducam  lineas  af  ei  hf^  et  a  medio  lineae  a}>  lineam 
gf,  Pentagoni  igitnr  illius  tocius  omnes  angoli  simul  sampti  yalent  sex 
rectos,  ergo  qnilibet  angulus  eins  singillatim  valet  nnum  rectum  et  -^ 
unins;  et  medietas  eins,  scilicet  angulus  fhg^  erit  j  recti  et  ^  eins,  quod  5 

Q 

est  y  unius  recti,  ergo  reliquus  angulus  Ifg^  residuum  unius  recti,  erit 
y  recti,  cum  angulus  g  sit  rectus.  Ergo  per  30*™  tercii  Euclidis^)  latus 
fh  erit  djameter  circuli  circumscripti  triangulo  fbg.  Et  quia  duo  anguli 
recti  in  quolibet  triangulo  contenti  yalent  180  gr*  circuli  sibi  circumscripti, 
ergo  per  ultimam  sexti  Euclidis^')  arcus  gf  habebit  eciam  y  de  180,  lo 
scilicet    108,   cuius  corda  97  partes  5  m^;   et   arcus  hg  habebit  secundum 

9 

hoc  y,  residuum  scilicet  de   180,    qüod  est  72   gradus,    cuius  corda  est 
70  partes  38  m^     Posito  igiiur,   quod  latus  pentagoni  sit  ut  6,   medietas 
eins  gh  erit  nt  3,  ergo  secundum   eandem  proporcionem  latus  fg  erit  4 
partes  et  8  m^     Cum  igitur  duzeris  hg^  scilicet  3,  in  gf^  scilicet  in   4  i5 
partes    et    8    m%    producitur    area    trianguli 
ahf^  scilicet  12   partes  et  24  m^     Quae  si 
quinquies  accipies  62  proveniunt,  area  scilicet 
tocius,  quod  erat  assumptum.    Et  per  eundem 
modum    de    omnibus    aliis    figuris   poligoniis 
aequilateris  operare. 

Si  vero  ex  eis  aliquae  earum  inaequalium 
laterum  occurrant,  prius  in  triangulos  resolvan* 
tor,  {  deinde  per  undecimam  huius  operare. 

22,  Pentagoni  Salenwnis^^)  aream  tw- 
venire.     (Fig.  17.) 

Sit  igitur  pentagonum  Salemonis  fdehg^  cui  circumscribam  circulum 
fdehg  super  centrum  c,  et  lineam  fe  dividam  per  medium  in  puncto  a,  et 


7.  j  recti,  —  per  3«»  ierdi,  —  24.  decimam. 


JiabuerifU  angtdos  per  13  propoHtionem.  Intrinseci  autem  sunt  bis  tot  rectis  aequdles, 
quot  Juibuerint  angtdos,  demptis  inde  qtuUuor  etc. 

80)  EucLiDEB  III,  30:  Si  recttlineus  angulus  in  semicirculo  supra  arcum  con- 
sistat,  rectus  est, 

81)  EucLiDES  VF,  82:  Si  in  circulis  aequalibus  supra  centrum  sive  supra  circum- 
ferentiam  anguli  consistant,  erit  angulorum  proportio  tar^quam  proportio  arcuum 
illos  angulos  suscipientium, 

82)  In  geometriflchen  Abhandloiigen  tritt  uns  hier  wohl  zaerst  das  Stein- 
fanfeck  als  Salomonisches  Fünfeck  entgegen. 
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Maximilian  Cuitze; 


in  punctis  intersectionum  laterom  pentagoni  iiixta  a  signabo  A:,  &,  divi- 
damque  arcnm  de  per  mediam  in  puncto  r,  et  protraham  lineas  ch  nsqiie 
ad  r  et  ca  nsque  ad  d]  igitnr  per  terciam  tercii  Euclidib^)  cadit  per- 
pendiculariter  super  fe^  et  quia  arcus  de  est  y  circuli,  ipse  erit  72  gr*. 

5  Igitur  sinus  eins  ae  est  57  partes  4  m^  secundum  quantitatem,  qua  semi- 
djameter  ce  est  60  parcium.  Ergo  per  penultimam  primi  Euclidis**) 
erit  ca  secundum  eandem  quantitatem  18  partes  et  32  m^  Quare  eciam 
arcus  dr  per  ypotesin  est  36  gr*,  et  angulus  ach  36  gr*  similiter  con- 
tinebit,  ergo   sinus   ah  arcus  circuli,  cuius  dyameter  jmaginatur  esse  ch^ 

10  est  35  partes  16  m*,  et  angulus  ahc^  qui  est  residuum  recti,  prout  rectos 
continet  90  partes,  est  64  partes,  et  sinus  eins  ac  42  p^  32  m^  secundum 
quantitatem,  qua  est  c&  60  partes.  Ergo  secundum  quantitatem,  qua  ca 
sunt  18  p*  32  m'  et  ae  57  p*  4  m*  erit  ah  13  p'  28  m*.  Posita  igitur 
semidjametro  cd  ut  7,  erit  ca  2  p^  10  m%  et  ae2  4  p*  50  m%  et  a6  se- 

15  cundum  eandem  quantitatem  1  p*  34  m^.  Quia  igitur  ah  et  ad  secundum 
quantitatem,  qua  semidjameter  de  erit  7,  sunt  nota,  erit  per  11*™  huius 

area  trianguli  dich  et  cuiuslibet  sibi 

Fig.  18.  ® 

comparium  7p*  34  m*,  quibus  qum- 
quies  sumptis  exurgit  area  omnium 
triangulorum  {  sibi  comparium  pen-  slS 
tagoni  praedicti,  scilicet  37  p*  et 
50  m*.  Et  quia  a&  est  1  p*  34  m% 
erit  A;&  3  p*  8  m*,  et  quia  hhlmn 
pentagonus  est  aequilatems,  erit  per 
praecedentem  area  eius  17  partes, 
cui  si  iungatur  area  triangulorum 
praedictorum,  scilicet  37  p*  50  m*, 
54  p*  50  m*,  quae  sunt  tocins  area 
praedicti  pentagoni  produeuntur. 
Unde  eciam  constat   proporcio  dr- 

culi  ad  pentagonum  ipsum  circumscribentis. 

23,  Figurae  curvüineae  inter  tres  aut  guoUibet  circuhs  dolos  aequales 

$e  ipsos  contwgenJtes  conteniae  aream  invenire.    (Fig.  18.) 

Sit   igitur   triangulus  curyilineus    def^    contentus    inter   tres    circnlos 


18.  ac  47  p<*  4  m<*. 


88)  EucLiDEs  III,  8:  Si  lineam  intra  eireulum  praeter  cenirum  eoUooatam  alia 
a  centro  veniens  per  aequa  secet,  orihogonaliter  super  eam  insistere,  et  si  in  eam 
orthogonaliter  steterit,  eam  per  aequalia  dividere  neeesse  est. 

84)  EucLiDBB  I,  46:  Der  pythagoreische  Lehrsatz.    Siehe  oben  Anm.  18. 
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aequales,  scilicet  de,  cuius  centrum  a;  c/",  cuius  centrum  c;  et  /*d,  cuius 
centrum  &,  et  trabantur  lineae  rectae  ac^  chy  ha.  Ergo  per  11^™  tercii 
EucLiDis^^)  omnes  tres  lineae  praedictae  transibnnt  per  puncta  contactus 
circulorum,  et  per  consequens  per  fines  trianguli  de  f.  Qnia  igitnr  latera 
trianguli  nota  sunt,  quia  aeqnalia  dyametris  circulorum,  et  sit  verbi  gracia  5 
quilibet  ut  14,  ergo  per  11^™  buius  area  trianguli  est  84.  Deinde  omnium 
trium  sectorum  latera  sunt  nota,  arcus  autem  sie  scientur.  Angulos  figurae 
per  lineas  inter  centra  circulorum  tractas  causatae  dupla,  et  erunt  yerbi 
gracia  in  triangulo  sex.  De  quibus  deme  quatuor,  et  remanent  duo  anguli 
recti,  quos  duos  rectos  divido  per  numerum  angulorum  figurae,  scilicet  per  lo 
3,  et  proueniunt  cuilibet  angulo  trianguli  y  unius  recti.  Et  quia  cuilibet 
angulo  recto  super  centrum  circuli  constructi  prout  circumferencia  cir- 
4  culi  est  I  360,  correspondent  90  gr*  ergo  y  unius  recti  correspondent  y 
de  90  gradibus,  quae  sunt  60  gr^,  et  idem  est  arcus  cuiuslibet  sectoris. 
Prout  autem  circumferencia  est  44  partes,  uni  recto  corre- 
spondent 11  p*,  scilicet  y  circuli,  et  duabus  terciis  recti 
correspondent  7  partes  et  y  nnius.  Igitur  per  ultimam 
sexti  EucLiDis^*)  quilibet  arcus  sectoris  erit  totidem,  scilicet 
7  partes  et  y  unius.  Ergo  per  quartam  buius  area  unius 
porcionis  erit  25  p*^  et  35  m^,  et  omnium  trium  simul 
76  p*  et  45  m*.  Dempta  igitur  area  omnium  sectorum 
de  area  trianguli  remanent  17  p*^  15  m%  quae  sunt  area 
figurae  curyilineae  def,  quae  quaerebatur. 

^4,    Columpnae    rotundae    datorum   hasis    et   cdtitudinis 
aream  invenire,     (Fig.  19.) 

Columpna  rotunda,  ut  vult  Euclides^'^  11"*  diffinicione 
undecimi,    est    transitus    parallelogrammi    rectanguli    latere 
rectum  angulum   continente   fixo  ipsaque  superficie,   donec  ad  suum  locum 
redeat,  circumducta. 

Columpnae  datae  basis  circumferenciam,  yerbi   gracia  ut  44,  duc  in  so 


20 


27.  lateris. 


35)  EucLiDEsIII,  11:  Si  cir cuius  circulum  contingat,  Uneaque  per  centra  transeat, 
ad  punctum  contactus  eorum  applicari  necesse  est. 

36)  EucLiDES  VI,  32:  Siebe  Anm.  31. 

37)  EucLiDES  XI,  Def.  11:  Figura  corporea  rotunda,  cuius  bases  sunt  circuli 
duo  plani  extremitatibus  et  crassitttdine ,  id  est  ältitudtne,  aequales  ^  est  transitus 
parallelogrammi  rectanguli  latere  rectum  angulum  continente  fixo  ipsaque  superficie, 
donec  ad  locum  suum  redeat,  circumducta.    Dicilurque  haec  figura  columna  rotunda. 

Abh.  zur  Gesch.  der  Mathem.    VIII.  4 
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axem  sen  altitudiDem  colnmpnae,  nt  in  12,  et  per  secnndam 
ÄRCHiMEiaDis^)  proyenit  tota  cnrya  superficies  colampnae, 
scilicet  528.  Cui  si  areas  daomm  circulomm  colnmpnae 
per  qnartam  hnins  scitas  adinnxeris,  totalis  superficies 
columpnae  exurgit,  scilicet  836. 

^5.  Columpnae  rotundae  datorum  hasis  et  dUitudinis 
capaoitatem  seu  crassiiudinem  invenire.     (Fig.  19.) 

Sit  colnmpna  ut  prius,  cuins  basis  fge  verbi  gracia 
154,  et  altitado  ba  ut  12.  Duo  igitur  basim  in  eius  alti- 
tudinem,  et  proyeniunt  1848,  quae  sunt  crassitudo  columpnae 
praedictae. 

Et   de    hiis    columpnis    rotundis    et    doleis   et  yasibus 
et  eorum  capacitatibus  satis  {  prius  dictum  est  in  tractatu  21  i 
coUacionum  de  yirga  yisoria,  ideo  hie  non  repetam  illud.'^) 
Firamidis  rotundae   hasis   circulo  et   eius   ypotenusa   datis   areum 
(Fig.  20.) 

Piramis  rotunda  est  transitus  trianguli  rec- 
tanguli  alterutro  suorum  laterum  rectum  angulum 
continencium  fixe,  donec  ad  locum,  unde  cepit, 
redeat,  triangulo  ipso  circumducto.  Haec  Euclides^) 
sui  11^  Quid  autem  sit  ypotenusa  patet  in  biis 
yersibus: 

Protracta  linea  basis  est,  erecta  catbetns; 
Tenditur  ad  fines  ypotenusa  duos. 
Sit  rotunda  piramis  ahc^  cuius  sit  basis  nota, 
scilicet  circulus  bec^  et  similiter  nota  ypotenusa 
ac'j  et  sit  eius  axis  siye  altitudo  ad,    Dac  igitur 
circumferenciam    circuli    bce   in    altitudinem    ad, 
et  producti  medietatem  accipe,  quia  ipsa   est  id, 
80  quod  quaeritur,  addita  ei  area  circuli  basis  per  4*"  huius  nota.     Si  yero 
nescieris  quantitatem  altitudinis  ad^  duc  medietatem  dyametri  circuli  bec 


16  ^6, 

invenire. 


6.  scilicet  836  fehlt 


38)  Archiiiekides  de  cnry.  superfic.  II:  Ouiuslibet  columpnae  rotundae  eurca 
superficies  aequalis  est  ietragono,  qui  continetur  sub  lineis  aequdlibus  axi  columpnae 
et  drcumferenciae  basis. 

89)  unser  VerfasBer  hat  also  auch  eine  Abhandlung  de  virga  visoria  ge- 
schrieben. 

40)  EucLiDEs  XI,  De  f.  10:  Pyramis  roiunda  est  figura  solida  estque  transitus 
trianguli  rectanguli  alterutro  suorum  laterum  rectum  angulum  contineniium  fixe, 
donec  usque  ad  locum,  unde  moveri  coepit,  redeat,  triangulo  ipso  drcumdudo. 
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in  86,  et  similiter  unam  ypotennsamm  in  se, 
et  snbtrahe  unmn  qnadratnm  ab  alio,  et  residni 
radix  qnadrata  est  ipsa  altitndo. 

^7.    Piramidis   ortholaierafae   h(zsi   et  ypote- 
nusa  daiis  aream  inguirere,     (Fig.  21.) 

Istae  piramidis  lateratae  snnt  superficies 
plores  triangnlae.  Ideo  area  illamm  qnaeratnr 
per  11*™  huius,  et  area  basis  per  eandem  yel 
20^  et  omnia  sie  inyenta  sinrnl  iongantnr,  et 
constat  propositnm. 
216  J^8.  Piramidis  rotundae  aui  lateratae  regularis 

datae  hasis  et  altitudinis  crassitudinem  invenire. 

Dac  snperficiem  basis  eins  in  snam  altitndinem, 
et  proyenit  crassitudo  colmnpnae  basis  praedictae.  Coius 
si  y  acceperis,  ipsa  eadem  y  erit  crassitndo  pira- 
midis praedictae. 

Patet  per  9*"  duodecimi  Euclidis**)  et  per  12*" 
addicionis  Campani**)  ibidem. 

J^9.  Cuhi  et  columpnae  orthoquadrüaterae  datarum 
laterum  aream  invenire.     (Fig.  22.) 

Age  per  14*™  hnins  et  habebis  intentnm.  Omnes 
enim  bomm  superficies  orthoparallelogrammi  sunt. 

30.  Cuhi  et  columpnae  arthoquadrilaterae  daiorum 
laterum  capacitatem  invenire,     (Fig.  22.) 

Sit  cubus  sen  colnmpna  orthoquadrilatera  dhcf^ 
cuins   basis    orthoqnadrangnla    nota   per   14*™   hnins 
defg^    altitndo    yero    ea.     Duc    igitnr    aream    basis 
defg   in   aJtitudinem    huiusmodi   corporis,    scilicet   in    ea,    et    prodacitor 
moles  sen  capacitas  eins. 

31.  Solidi   dlmuhaim   seu   sibi  simiUs   datarum   laterum   et  angtdarum  so 
aream  invenire.     (Fig.  23.) 


so 


4—6.  circulo  basis  et  ypotenusa.  —  7.  triangulos.  —  19—22.  Finden  sich 
im  ManoBcript  zwischen  §  89  ond  40  eiDgeschoben.  Siehe  Einleitung.  — 
26.  per  13»^. 


41)  EucLiDEs  Xn,  9:   Omnis  columna  rotwnda  pyramidi  suae  tripla  esse  com- 
pröbatur. 

42)  Es  muBS  heissen:  per  addicionem  8*^  Campahi  ibidem.    Dort  heiast  es  n&m- 
lich:  Omnis  laterata  columna  tripta  est  ad  suam  pyramidem, 
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Digitized  by  VjOOQiC 


52 


Maximilian  Cartze: 


e 

y" 

X 

d 

f 

<i 

X 

V 

*^-  ^^-  Primo  duarum  superficierum  corporis  supra- 

g      dicti  almuhaicarum  quaere  aream  per  1 5*™  huins. 

Deinde   aliarum  superficierum  quaere  aieas    per 

14^™  huius,  et  eas  omnes  simul  iunge,  et  habebis 

intentum. 

Capacitatem    autem    eius    seu    molem    yel 

crassitudinem  scias  sie.    Postquam  invenieris  eius 

aream,    ut    praedicitur,    duc    aream   basis    eius 

in  altitudinem  eius,  et  productum  est  crassitudo 

10  «  o  ^vo,%^  etc. 

32.    Triangüli   aequianguli   dcdis  tribus  cir- 

cuUs  aequalihus  se  ipsos  tangentibus  iis  circumscripti  aream  invenire,  (Fig.  24.) 

Sint  tres  dati  circuli  dlk^  cuius  centrum  g]  elh^  cuius  centrum  f;  et 

ÄÄn,   cuius  centrum  j^y 
'^'  aequales     se    ipsos    in 

punctis  l^  k^  h  tangen- 
tes,  quibus  circumscri- 
batur  triangulus  aequi- 
laterus  ahc  eos  in 
punctis  cl,  c;  g,  r;  «,  tn 
secundum  sua  latent, 
contingens,  cui  trian- 
gulo  circumscribam  cir- 
culum  ahc.\  Dico,  quod  -lö' 
si  noti  fuerint  circuli 
praedicti,  notus  erit  et 
triangulus  eis  circum- 
scriptus,  unde  manifesta 
erit  ex  hoc  proporcio 
circuli  magni  praedicto 
triangulo  circumscripti 
ad  quemlibet  circulorum 
parvorum  triangulo  in- 
scriptorum.  Ducantur  lineae  ag^  dg^  fh^  ef  et  fg.  Ergo  per  17*'"  tercii 
M  EucLiDis*^)  lineae  fe  et  gd  sunt  perpendiculares   ad  lineam  a&,  et  quia 


2  per  14<^m,  —  4.  per  13<^m,  —  28.  manifedum. 

43)  EucLTDES  111,  17:  Si  circulum  linea  recta  eontingat,  a  coyitactu  vero  ad 
centrum  linea  recta  ducatur,  necesse  est  eam  super  lineam  contingentem  esse  perpen- 
dicülarem. 
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arcus  bc  circuli  ahc^  quia  est  tercia  pars  eius  per  ypotesin,  est  120  gr*, 
ideo  per  ultimam  sexti  Euclidis*^*)  angulus  bac  praedictmn  arcnm 
snscipiens  est  eciam  120  gr*^,  et  medietas  eius,  scilicet  angnlns  gad^  est 
60  gr*.  Ergo  posita  djametro  ga  arcus  gd  erit  eciam  60  gr*,  et  corda 
eius  dg  erit  similiter  60  gr*.  Ergo  arcus,  qui  est  super  da^  scilicet  resi-  s 
duum  de  180,  erit  120  gr*,  et  corda  eius  103  partes  et  55  minuta.  Ergo 
secundum  quantitatem,  qua  gd  semidyameter  est  ut  7,  erit  linea  da  12  p* 
et  7  m*.  Patet  posito  da,  scilicet  103  p*  55  m*,  pro  primo  numero,  dg 
ut  60  pro  secundo,  et  da  tercio  incognito,  et  dg  ut  7  quarto.  Duc  igitur 
primum  in  quartum  et  divido  per  secundum,  et  patet.  Et  eadem  racione  lo 
be  erit  12  p*  7  m*.  Et  quia  gf  per  11*°^  tercii  vadit  per  contactum  circu- 
lorum,  scilicet  punctum  &;  ipsa  est  duae  semidyametri,  ideo  est  14;  ergo 
per  33*°*  primi  Euclidis**)  erit  ed  eciam  14  partes.  Quare  tota  linea 
ab  erit  38  p*  14  m*  secundum  quantitatem,  qua  gd  fuit  7  partes,  et  per 
consequens  lineae  bc  et  ca  quaelibet  earum  erit  similiter  38  p*  14  m*.  i5 
Ergo  per  11*°*  huius  area  trianguli  abc  erit  633  partes  et  4  minuta 
6  secundum  partes,  quibus  area  circuli  dlkm  est  154.  {  Cathetus  enim 
huius  trianguli  est  33  p*  7  m*.  Item  per  13*™  huius  orthoparallelogram- 
mum  efgd  est  98  partes,  et  per  5*™  huius  quilibet  sectorum  efl  et  dlg 
est  38  p*  et  30  m*;  qui  si  simul  iuncti  subtrahantur  de  orthoparallelo-  20 
grammo  efgd,  remanet  quantitas  figurae  curvilineae  eld  ei  cuiuslibet  dua- 
rum  sibi  similium,  scilicet  hqr  et  nkm^  20  partes.  Quilibet  circulus  dmkl 
fuit  154  partes;  et  per  22*™  huius  figura  curvilinea  Ihk  est  7  partes  et 
15  m*.  Quibus  igitur  hiis  quatuor  figuris  curvilineis  simul  iunctis  67  p* 
et  15  m*  producuntur.  Nunc  omnia  simul  a  totali  area  trianguli,  scilicet  85 
633  p*  4  m*  aufferantur,  et  103  p*  49  m*  remanebunt,  quae  per  3  par- 
eiantur,  et  34  p*  36  m*,  quae  sunt  quantitas  cuiuslibet  triangulorum,  scilicet 
adm,  qbe  et  rnc,  producuntur,  quod  erat  assumptum.  Et  quia  arcus 
circuli  magni  ab  est  120  gr*,  erit  corda  eius  ab  103  .  55  secundum  quan- 
titatem, qua  dyameter  circuli  abc  est  120;  ergo  secundum  quantitatem,  so 
qua  linea  ab  fuit  38  p*  et  14  m*  et  similiter  circuli  parvi  dg  7  partes, 
erit  dyameter  circuli  magni  abc  43  p*  et  53  m*.  Patet  posita  dyametro 
circuli  abc  120  pro  primo  numero,  et  corda  ab  103  p*  55  m*  pro  secnndo, 
et  dyametro  eadem  priusquam  ignota  pro  tercio,  et  ab,  prout  est  38  .  14, 


22.  scilicet  Ihg.  —  26.  et  fehlt. 


43»)  EucuDEs  VI,  32:  Siehe  Anm.  31. 

44)  EucLiDEB  I,  33:  ^^t  in  8ummitatibu8  duarum  linearum  aequidistantium  et 
aequalis  quantitatis  aliae  duae  lineae  coniungantur,  ipsae  quoque  aeqwües  et  aegui- 
distantes  erunt. 
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pro  quarto.  Dacatur  igitur  primns  in  quartnm  et  dinidatnr  per  secan- 
dam  etc.  Ergo  circumferencia  circuli  magni  secundum  eandem  eins  dja- 
metrom  iam  inventam  et  secundum  quantitatem,  qua  circumferencia  circnli 
parvi  dmkl  est  44  partes,  erit  138  partes  et  minutum  unum.  |  Et  secondom  21G 
5  hoc  erit  area  eiusdem  circuli  magni  ahc  1514  partes  et  33  m%  quibus 
area   circuli  paryi  dmJcl    est   154  partes.     Nunc  si  aream  trianguli    ahc^ 

scilicet  633  p*  et  4  m*,  de  area  circuli 
ahc,  scilicet  de  1514  et  33  minutis,  sub- 
traxeris,  et  residuum,  scilicet  881  et  29 
minuta  fueris  in  tres  partes  partitus,  produ- 
cetur  293  et  50  m%  quod  est  cuioalibet 
porcionis  circuli  extra  triangulum  relictae 
quantitas  singillatim. 

33.  Dyametri  quadrati  ad  costam  esse  medk- 
iatem  duplae  prqporcionis  ostendere.    (Fig.  25.) 
Sit  quadratum  adl)^  cuius  dyameter  ah. 
Quam    dyametrum    diyidam    per   medium    in 
puncto  c  et  describam  super  haue  medietatem 
dyametri  ac  aliud  quadratum  minus  acd^  et  quia  proporcio  ah  ad  ac  est 
20  dupla  per  ypotesin,  ergo  a&  ad  ae2  est  medietas  duplae.     Patet  sie.     Sicut 

se  habet  ah  ad  ad^  sie  se  habet  ae?  ad  de  vel 
ad  ac.  Patet  hoc  per  ultimam  primi  Euclidis.*^) 
Sed  quia  proporcio  extremorum,  scilicet  ah  ad 
ac,  coUigitur  ex  proporcionibus  mediorum,  scilicet 
ex  ah  et  ad  et  ex  ad  ad  ac,  ut  vult  EuctroES*^) 
per  19^°^  diffinitionem  septimi  Euclidis,  et  pro- 
porciones  intermediae  sunt  continuae,  ergo  a&  ad 
ac  est  medietas  duplae,  et  similiter  ac  ad  de 
alia  medietas  duplae  patet. 

34.  Dyametrum  quadrati  ad  costam  eiusdem  secun- 
dum propordonem  racionahUem  esse  incommensurähilem  demonstrare.  (Fig.  26.) 
Este  quadratum  ahc^  cuius  dyameter  ac  et  costa  ah.    Dico,  quod,  qui- 


Fig.  86. 


80.  JDyametrorum. 


45)  EucuDES  I,  47:  Dieser  Satz,  die  Ümkehrang  des  Pythagoras,  hat  hier 
jedenfalls  mit  dem  Beweise  nichts  zu  schaffen.  Es  kommt  aach  in  dem 
Enclidischen  Beweise  nichts  vor,  was  mit  der  Behauptung  unseres  Verfaasers 
Aehnlichkeit  hätte. 

46)  EucLiDES  Vn,  Def.  19:  Cum  continuatae  fuerint  eaedem  vd  diversae  pro- 
portiones,  dicetur  proportio  primi  ad  vUimum  ex  omnibm  eomposOa. 
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cumque  namems  imponetur  djametro  ac,  nullus  in  nniyersitate  numeronun 
217  namems  |  dabitur  costae  ab^  qni  eum  nnmeret  secnndtun  partes  nnmeri  ac. 
Sin  antem  sit,  proat  yerbi  gracia  est  dyameter  ac  4,  costa  ab  S  est,  non  4, 
neque  5,  neque  qnicumque  aeqnalis  vel  maior,  qnia  esset  contra  20*"*  primi 
elementomm  Euclidis.^^)  Et  quia  per  pentQtimam  primi  Eüclidis^)  5 
qoadratum  dyametri  est  dnplmn  ad  quadratam  costae,  qnadretur  igitur 
dyameter,  scilicet  4,  et  proveninnt  16;  quadretar  eciam  costa,  scilicet 
3,  et  proveninnt  9.  Ergo  per  eandem  Euclidis^®)  penoltimam  primi 
16  est  duplom  ad  9.  Sed  qnia  16  est  daplum  ad  8,  ideo  per  com- 
mnnem  conceptionem,  scilicet  qnaecnmqne  nni  et  eodem  sunt  eadem,  lo 
inter  se  sunt  eadem,  9  et  8  emnt  aeqnalia,  scilicet  snperhabundancia 
eront  aeqnalia. 

35.  Sit  circülus  ab  cd,  cuius  sinas  versus  ae  ut  2,  et  sinus  rectus  eb 
ut  4,   et  volueris  scire  residuum   dyametri,    scüicä   lineatn   ec,   mnltiplica 
sinum  rectum,   scilicet  4,  per  se,   et  proveninnt  16,  et  divido  per  sinnm  i5 
yersnm,  scilicet  per  2,  et  proveninnt  8,  et  illnd  est  linea  ec,     (Fig.  27.) 

Si  vero  sciveris  ec  et  ae,  et  volueris 
ebj  tnnc  mnltiplica  ec  per  ae,  et  residni  ex- 
trabe  radicem,  et  provenit  eb.  Et  per 
primam  partem  poteris  cognoscere  altitudinem 
turris,  si  fnnis  dimissns  fnerit  ad  infra  facta 
parte  circnli  cum  fune  etc. 

36.  Si  circulum  in  sex  partes  aequäles 
diviseris,  qucd  fit  non  mutato  circino^  dum 
praedictum  circinasti,  et  unam  seztam  in 
duas   partes  aequäles   diviseris,    et   a  centro 

'217'  circuli  ad  illam  medietatem  lineam  |  duxeris, 
et    aliam    lineam    intersecantem    primam    a 
prozimis  punctis  divisionum  feceris;  dico,  quod  linea,  quae  est  a  centro 
usque   ad   intersectionem,    est   latus    eptagonii  circulo   praedicto   inscripti.  so 
Yerbi   gracia   sit   in    circulo    exagonus  abcdefj    cuius    centmm  g.     Divi- 
datur   ergo   latus    ab   in    duo    media   in  puncto   /»,  et  ducatur  linea  gh: 
dico  quod  ipsa  est  latus  eptagonii  praedicto  circulo  inscripti     (Fig.  28.) 


16.  rectum,  scilicet  per  4  et  proücniunt 


47)  EuciJDss  I,  20:  Omnis  trianguli  duo  quadibet  latera  simül  iuncta  reliquo 
sunt  longiora. 

48)  Euclidbb  I,  46;  Der  I^thagoras.    Siehe  Anm.  18  u.  34. 
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Et  si  a  sexta  parte  circuli  snbtraxeris  unam  terciam  y  illius  sextae, 
remanebit  arcus  nonagoni;  et  si  -^ ,  remanebit  arcus  lateris  decagoni. 

37.  Et  si  volueris  habere  latus  octogoni,  subtrahe  de  sexta  parte  cir- 
culi prius  habita  ^   eius,  et  residaum  est  arcus  lateris  octogoni. 
5  Si  yero  curiosius  velis  invenire  latus  octogoni  eciam  praeter  circulnm, 

forma  quadratum  ab  cd,  in  quo  trabe  djametrum  ac,  cuius  medietas  sit 

Fig.  28. 


Fig.  30. 


ae.     Accipe  igitur  de  linea  ab  secundum  quantitatem  «e,  et  sit  linea  af-^ 

et  similiter  de  linea  ba^  quae  sit  bg  et  bh-,  et   ck  et  cl]  et  ihn   et   dn; 

et  ap  omnes  sint  aequales  medietati  dyametri  ae.     Tunc  trabe  lineas  fk, 

10  Äw,  Ip^  ng,  etc.:   dico   igitur,   quod  baec  figura  fkhmlpng  est  octogonus 

aequilaterus  aequiangulus.     (Fig.  29.) 

38,  Dato  irigono  aequum  quadratum  de- 
scribere,    (Fig.  30.) 

Sit  trigonus  abc,  Ducam  lineam  dt 
aequalem  et  aeque  distantem  &e  et  coniungam 
bd  et  cc;  ergo  per  quadragesimam  primam 
primi  Euclidis"*^)  parallelogrammum  bced  est 
duplum  ad  trigonum  abc,  ergo  medietas 
parallelogrammi  bcgf  est  aequalis  trigono  abc. 
Huius  ergo  parallelogrammi  |  bcgf  quaeratnr  218 
latus  tetragonicum  sie.  Lateri  bc  adiungam  in  continuum  et  directum 
lineam   ch  aequalem  ge^  et  facta  dyametro  bh  et  centro    in    medio    eius 


1—4.  In  der  Hdscbr.  ist  Z.  3—4  vor  1 — 2  gesetzt.  Der  Fortsetzung  balber 
babe  icb  die  Reibenfolge  umgekehrt.  —  16.  primam  fehlt:  es  ist  vor  primi  aus- 
gefallen. —   22.   ch  fehlt. 


49)  EucLiDEs  I,  41:  Siehe  Anm.  17. 
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Fig.  81 
Jatu-if  primum 


circinabo  semicircnlum  hhh  et  producam  cki  dico  igitnr,  quod  linea  clc  est 
latus  tetragonicum  parallelogrammi  hcgf^  et  per  consequens  triangali  ahc. 

39,  Si  vero  velis  latus  tetragonicum  duorum 
vcl  irium  vcl  plurium  triangulorum ,  vel  parallelo- 
grammorum,  tone  ezpedies  te  de  primo,  ut  dictum 
est,  et  Sit  illud  latus  verbi  gracia,  ut  prius,  ck, 
Deinde  de  secundo  expediens  ipsum  prioris  extre- 
mitate  orthogonaliter  in  directo  coniunge,  quod 
verbi  gracia  sit  A:Z,  et  protrabe  lineam  cZ,  et  ipsa 
erit  latus  tetragonicum  amborum  triangulorum. 
(Fig.  31.)         _ 

8i  yero  volueris  latus  trium  triangulorum 
vel  parallelogranmiorum,  tunc  invento  latere  tercii 
per  modum  iam  dictum  ipsum  lateri  iterum  ortho- 
gonaliter   coniunge,    quod    sit   verbi    gracia    Im. 

Deinde    dac   lineam    cm,    et    ipsa   est   latus   tetragonicum    onmium    trium 
triangulorum  vel  parallelogrammorum,  de  quibus  operatus  fueris. 

40,  Daiae   figurae  redilineae  miuscumque  latus  tetragonicum   invcnire, 
(Fig.  32.) 

Latus  tetragonicum  dicitur  illud, 
quod,  si  in  se  ducatur,  constituit  qua- 
dratum  aequale  ügurae  datae. 

Si  igitnr  data  figura  rectilinea  fuerit 
multi'angula,  ipsam,  ut  facit  Campanus 
in  commento  32*®  primi  Euclidis,^^) 
aut  secundum  quod  tibi  figui'a  ostendit, 
in  triangulos  ductis  bincinde  ab  angulis 
eius  lineis  resolve,  et  cuiuslibet  trianguli 
per    ultimam    secundi   Euclidis^^)    qüa- 

dratum   aequale   singillatim   quaere,    quia  quodlibet  latus   quadrati   huius-  so 
modi    est  latus   tetragonicum   trianguli   illius,    cui   quadi*atum   aequale   in- 
venisti.      Dum    igitur    omnium    triangulorum,    in    quos    data    figura    fuit 
resoluta,     sicut    praedicitur,     scilicet    cuiuslibet    singillatim,    latus    tetra- 


Fig.  82. 


17.  Hier  ist  im  Mscpt.  der  oben  als  §  29  abgedruckte  Abschnitt  eingefügt.  — 
27.  inter  angulos. 


60)  Campanüs  ad  Euclidis  I,  32:  Es  zerlegt  hier  Campanus  die  Vielecke  ent- 
Yfeder  durch  Diagonalen,  oder  durch  Radien  bei  regulären  Vielecken,  in  Dreiecke. 
Hierauf  verweist  unser  Verfasser. 

61}  EucLiDEB  11,  14:  Siehe  Aum.  16. 
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gonicum  inyeneris,  ea  in  unnm  latus  tetragonicnm  omnia  sie  convertas. 
Sit  verbi  gracia  latus  primi  a5,  secundi  5c,  tercii  cd.  Igitur  applicabo 
l)C  orthogonaliter  cum  ah  ei  protraham  lineam  ac,  ergo  per  penaltimam^^) 
primi  Euclidis  latus  ac  est  latus  tetragonicum  primi  et  secundi  trianga- 
5  lorum.  Deinde  iterum  cum  linea  ac  coniungam  orthogonaliter  lineam  cd, 
et  protraham  lineam  ad,  et  per  eandem  eiusdem  erit  linea  ad  latus  trinm 
triangulorum  etc.,  si  plures  habueris.  Et  latus  ultimo  repertum  est  latus 
tetragonicum  figurae  datae,  quod  latus  si  quadraveris,  habebis  quadratum 
figurae  datae  aequale. 


COMMENTAR. 

Die  im  Vorstehenden  abgedruckte  Abhandlung  dürfte  als  eine  werth- 
Yolle  Bereicherung  unserer  Kenntnisse  über  das  Wissen  der  ersten  Hftlfte 
des  XV.  Jahrhunderts  auf  dem  Gebiete  der  Geometrie  erkannt  werden. 
Ihren  Verfasser  zu  ergründen  ist  mir  bisher  nicht  möglich  gewesen.  Ob 
es  etwa  der  Schreiber  der  Handschrift  Magister  Rheinhardus  de  Vürm 
gewesen,  muss  unentschieden  bleiben.  Jedenfalls  ist  derselbe  auch  in  der 
Ti-igonometrie  ganz  wohl  bewandert.  Meinen  Commentar  will  ich  in  der 
Art  durchführen,  dass  ich  ihn  an  die  einzelnen  Paragraphen  anschliesse. 
Wo  eine  Erklärung  nicht  nöthig  ist,  setze  ich  nur  die  von  dem  Verfasser 
benutzte  Formel  hin. 

In  der  Einleitung  erklärt  der  Verfasser  zunächst  den  Unterschied  der 
in  dem  Worte  capaciias  liegt  je  nachdem  es  Fläche  oder  Volumen  be- 
deutet. Von  Interesse  ist  die  Fülle  von  Ausdrücken  für  Fläche,  der  nur 
ein  solcher  für  köi-perlicher  Inhalt  gegenübersteht.  Eigenthümlich  muthet 
es  uns  jetzt  an,  dass  von  dem  Kreise  als  einfachster  Figur,  da  sie  nur 
von  einer  Linie  begrenzt  sei,  der  Ausgangspunkt  genommen  wird.  Ver- 
fasser bezieht  sich  dabei  auf  den  Pentateuch  des  Moses,  doch  kann  ich 
die  Stelle,  welche  er  meinen  könnte,  nicht  auffinden. 

§  1.  Die  Auffindung  des  MittelpunJctes  eines  gegebenen  Kreises  wird 
mit  unbedeutender  Aenderung  nach  Euklid  III,  1  gegeben,  also  nicht  durch 
Durchschnitt  zweier  Mittelsenkrechten  von  Sehnen,  sondern  dadurch,  dass 
man  eine  solche  zum  Durchmesser  erweitert  und  diesen  dann  halbiert  Der 
bei  Euklid  vorhandene  Beweis  wird  hier  dem  Campanus  zugeschrieben,  wie 
allgemein  im  Mittelalter   nur  die  Lehrsätze  als  Euklid  gehörig  betrachtet 


1.  eam. 


52)  EucLiDEs  i,  46:  Der  pythagoreische  Satz.    Siehe  Anm.  18,  84,  48. 
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und  die  Beweise  etc.,  das  commenium^  wie  man  sagte,  als  Campai70  gehörig 
angesehen  worden. 

§  2.  Bestimmung  des  Umfanges  eines  Kreises  van  gegebenem  Durch- 
messer. Dem  Verfasser  ist  3y  der  genaue  Werth  yon  tt,  was  um  so 
eigenthürolicher  ist,  als  die  ans  dem  Buche  der  drei  Brüder  angezogene 
Stelle  denselben  deutlich  nur  als  Näherungswerth  erkennen  lässi  Die 
Wahl  des  Durchmessers  gleich  14  ist,  soweit  ich  die  entsprechende 
Litteratur  kenne,  allen  Autoren  des  Mittelalters  gemeinsam,  sobald  es  sich 
um  ein  Beispiel  handelt. 

§  3.  Die  umgekehrte  Aufgabe  hei  gegebenem  Umfang  den  Durchmesser 
zu  bestimmen.     Hier  wird  tt  in  der  Form  y  benutzt. 

§  4.  Die  Fläche  des  Kreises  zu  bestimmen.  Sie  wird  nach  den  drei 
Brüdern  gleich  Halbmesser  mal  halben  umfang  gesetzt.  Für  das  Folgende 
ist  festzuhalten,  dass  für  den  Durchmesser  14  der  Umfang  44,  die  Fläche 
154  wird.     Nur  diese  und  keine  andern  Werthe  werden  benutzt. 

§  5.  Fläche  des  Kreisausschnittes,  wenn  der  Bogen  bekannt  ist.  Ver- 
fasser benutzt  die  Proportion  U :  cc  ^^  J:  S,  welche  er  dem  Almagest 
des  Ftolemaeus  VI,  7  entnimmt.  Letztere  Stelle  wird  zu  ähnlichem 
Zwecke  in  mittelalterlichen  Schriften  häufiger  angewendet.  Die  Figur 
deckt  sich  hier  nicht  mit  dem  Beispiel,  das  den  Viertelkreis  gleich  38^ 
berechnet 

§  6.  Oberfläche  der  Kugel  zu  bestimmen,  wenn  der  grösste  Kreis  ge- 
geben ist.  Das  ist  zugleich  wenn  der  Durchmesser  gegeben  ist,  da  in  §  4 
gesagt  wurde,  der  Kreis  sei  gegeben,  wenn  sein  Durchmesser  bekannt  sei. 
Wunderbar  ist  jedenfalls,  dass  hier  planities  statt  superficies  gesagt  ist,  das 
unpassendste  Wort,  das  gewählt  werden  konnte.  Die  Fläche  ergiebt  sich 
als  das  Vierfache  des  grSssten  Kreises.  Spätem  Oebrauches  halber  wird 
aber  auch  darauf  hingewiesen,  dass  man  auch  Durchmesser  mal  Umfang 
des  Hauptkreises  rechnen  könne. 

§  7.  Den  KörpertnJialt  der  Kugel  zu  berechnen^  oder  wie  der  Verfasser 
sich  ausdrückt  einen  gegebenen  Kreis  körperlich  machen  (incrassarc).  Es  ist 
diese  Ausdracksweise,  welche  unseres  Wissens  zuerst  bei  Gerbert  auftritt, 
im  Mittelalter  ausnahmslos  gebraucht.  Adelbold  spricht  yon  crassOudo 
sphaerae^  was  klassisch  ist,  da  crassiiudo  als  Körperinhalt  sich  schon  bei 
Cicero  findet.  Nach  der  mittelalterlichen  Bearbeitung  des  Buches  de  cono 
et  cylindro  des  Archimedes,  welche  sich  in  mehreren  Handschriften  erhalten 
hat,  wird  v  «=  —  d^  gerechnet,  was  wieder  auf  «  =  ^   führt 

§  8.  Ein  Bechteck  zu  bestimmen,  welches  das  Vierfache  eines  gegebenen 
Kreises  ist.    Unter  Benutzung  der  zweiten  Betrachtung  des  §  6  wird  ein 
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Bechteck  ans  dem  Durchmesser  und  dem  Umfang  construiert,  welches  nach 
der  ersten  Art  von  §  6  viermal  so  gross  ist  als  der  Kreis.  Durch  Paral- 
lelen zu  der  langem  Seite  theilt  der  Verfasser  dasselbe  in  vier  gleiche 
Theile  und  fügt  nun  hinzu,  dass,  wenn  man  diesen  vierten  Theil  in  ein 
Quadrat  verwandele,  man  damit  den  Kreis  quadriert  habe.  Zugleich  setzt 
er  die  ^154  =  12,41  um  eine  Kleinigkeit  zu  gross.  Er  rechnet  es  in 
Sexagesimalbrüche  um  zu  genau  12  .  24  .  36.  Bei  späterer  Anwendung 
jedoch  nimmt  er  die  Wurzel  zu  12  .  24  .  35. 

§  9.  Nachdem  die  vom  Kreise  abhängigen  Figuren  vorläufig  zu  Ende 
sind,  beginnt  jetzt  das  Dreieck,  trotzdem  auch  hier  das  Bechteck  die  ein- 
facher zu  berechnende  Figur  ist. 

Zunächst  in  diesem  Paragraph  das  rechtwinklige  Dreieck.     Sind  die 

Katheten  a,  h  gegeben,  so   ist  J"  =   ^  •     ^^t  dagegen  c,  a  gegeben,    so 

aVc*—  ä* 
findet  sich  J= ^r ,  das  Letzte  durch  den  Pythagoras  bewiesen. 

§  10.  Im  spitz-  und  shimpfwin'kUgcn  Breieck  die  Höhe  zu  finden.  Zu- 
nächst Erklärung  der  Höbe.  Im  rechtwinkligen  Dreieck  ist  diese  Berech- 
nung unnöthig,  da  jede  der  beiden  Katheten  als  Höhe  betrachtet  werden 
kann.  Verfasser  geht  von  der  Formel  aus,  dass,  wenn  c  einem  spitzen 
Winkel  gegenüber  liegt,  c*  =  a^  +  Z>*  —  2&j?,  wo  jp  die  Projection  von 

o«  -L  5« c* 

a  auf  b  ist.     Er  zieht  daraus  die  Folgerung  i^  =  ~      o  /  '  dann  ist 

Das  Beispiel  ist  auf  das  rechtwinklige  Dreieck  6,  8,  10  angewendet. 
Natürlich  wird  die  Höhe  auf  10  gesucht.  Der  Verfasser  rechnet  nun  so. 
Es  ist  64  +  100  =  164,  davon  36  abgezogen  giebt  128.  Das  ist  also 
2hp.  Folglich  ist  i?  =  6*  ==  6  •  24.  Davon  das  Quadrat  ist  40  •  57  •  36, 
was  auf  40  •  58  abgerundet  wird,  da  nur  ausnahmsweise  mit  zweiten 
Sechszigstein  gerechnet  wird,  a^  —  p^  ist  also  64  —  40  •  58  =  23  •  2, 
folglich  h  =  |/32  •  2  =  4  •  48,  wo  die  Wurzel  wieder  um  eine  Kleinigkeit 
zu  gross  angenommen  ist.  Dass  es  sich  um  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
handelt,  ist  dem  Verfasser  entgangen. 

Aus  der  zweiten  Art  folgt,  dass,  unter  Bezeichnung  des  Halbierungs- 
punktes von  ac  durch  e,  dem  Verfasser  bekannt  ist,  dass  de  =  ^         ist 

Seine  zweite  Bechnung  kommt  eben  darauf  zurück,  dass  a*  —  5*  =  jp*  —  (^ 
ist,  und  man  also  p  —  q  erhält,  wenn  man  a*  —  h^  durch  p  '■\'  q  =^  ac 
dividiert.  Durch  Addition  von  -^  ac  erhält  er  dann  p  genau  wie  oben. 
Es  ergiebt  sich  nämlich  de  =  l|-,  also  p  =  ^\  wie  vorher. 
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§  11.     Die   FläcJie    eines    beliebigen   Breiecks    zu   berccJinen.      Es    ist 

J  =  -g—  •     Das  Beispiel  lautet  c  =  5,  a  =  8,  &  =  1 0.     Hier  ist  wieder 

«2  +  2,2  ^  164,  also  a*  +  fc^  —  c^  =  139,  daher  j?  =  6  •  67,  p*  =  48  •  18. 
also  a^  —  p^  =  i^  ,  42,  und  daher  h  =  3  -  58,  wiederum  eine  Kleinigkeit 
zu  gross.     Der  doppelte  Inhalt  ist  also   39  »40,   und  daher  J  >=  19-50. 

§  12.  Aus  diesem  Paragi'aphen  folgt,  dass  unser  Verfasser  eine  Ab- 
handlung über  Trigonometrie  geschrieben  haben  muss  unter  dem  Titel 
De  triangulis  oder  De  triangulorum  noticia.  Vielleicht  lässt  sich  einst 
durch  Auffindung  eines  ähnlichen  Werkes  der  Verfasser  näher  bestimmen, 
Dass  ihm  Trigonometrie  eine  ganz  bekannte  Sache  war,  werden  wir  in  den 
spätem  Paragraphen  sehen.     Die  beiden  Fälle  freilich,  welche 

§  13  behandelt,  sind  nicht  dazu  angethan,  das,  was  ich  eben  sagte, 
zu  beweisen.  Zunächst  will  dieser  Paragraph  aus  den  Seiten  die  Winkel 
durch  folgende  Proportionen  bestimmen. 

{a^  +  b^  -{'C^)xa^'.b^ic^  =  2Eiaiß:  y. 

Wie  man  auf  diese  Idee  verfallen  ist,  welche  nur  für  das  gleichseitige 
Dreieck  richtig  wäre,  ist  kaum  zu  ergründen.  Ich  habe  sie  jedoch  auch 
bei  andern  Autoren  angetro£fen. 

Die  Berechnung  der  Seiten  aus  den  Winkeln  ist  natürlich  so  zu  ver- 
stehen, dass  dem  umgeschriebenen  Kreise  ein  bekannter  Durchmesser  ver- 
liehen wird,  etwa  der,  für  welchen  unser  Verfasser  eine  Sehnentafel  besitzt, 
d.  h.  120. 

§  14.  Inhalt  des  Rechtecks.  Nach  der  Formel  J  =  ab.  Nach  allen 
Kreis-  und  Dreiecksberechnungen  also  jetzt  erst  das  Rechteck 

§  15.  Inhalt  des  lihombus  (Almuhahn)  und  des  Bhomboids  (similis 
Ahnuhaim).  Verfasser  berechnet  die  Höhe  des  Rhombus  und  verwandelt 
mit  Hilfe  derselben  den  Rhombus  in  ein  Rechteck.     Er  erhält  so  tT"  =  gh. 

Die  Höhe  aber  findet  er  so.  Er  benutzt  die  Cordentafel  des  Alma- 
gest  I,  11.  Beschreibt  er  um  das  durchweine  Seite  und  die  Höhe  ge- 
bildete rechtwinklige  Dreieck  den  Kreis,  so  ist  die  Seite  Durchmesser  und, 
weil  der  Winkel  des  Rhombus  gegeben  ist,  so  kennt  er  auch  den  zu  dem 
Winkel  gehörigen  Bogen  dieses  Kreises,  also  nach  der  Sehnentafel  auch 
die  zugehörige  Sehne  //,  wenn  er  die  Seite  des  Rhombus  zu  120  annimmt. 
Ist  aber  die  Seite  »,  so  findet  er  h  aus  der  Proportion  120:  der  gefundenen 
Sehne  =  a  :  Ä.  In  seinem  Beispiele  ist  die  Seite  =  6,  der  Winkel  des 
Rhombus  =  60^.  Der  zu  diesem  Winkel  zugehörige  Bogen  ist  120^,  welchem 
nach  der  Sehnentafel  eine  Sehne  von  103  •  55  entspricht  —  die  23  zweiten 
Sechszigstel  vernachlässigt  er  — ,  also  ist  für  den  Durchmesser  d  =  6  die 


Digitized  by  CjOOQiC 


62  Maximilian  Curtze; 

Höhe  h  naheza  5  *  12.  Multiplikation  mit  der  Seite  des  Bhoaibns  liefert 
dann  den  Inhalt  zu  31  *  12. 

Beim  Bhomboid  ist  in  derselben  Weise  vorzugehen. 

Durch  Congruenz  von  Dreiecken  zeigt  Verfasser  am  Schlüsse  noch, 
weshalb  der  Rhombus  mit  dem  construirten  Rechteck  inhaltsgleich  sein  moss. 

§  16.  Die  Fläche  eines  Kreisabschnittes  hei  gegebenem  Bogen  su  be- 
stimmen. Nach  Erklärung  des  Kreisabschnittes  geht  Verfasser  so  vor. 
Nach  §  5  kann  man  den  Kreissektor  berechnen  und,  weil  nach  der  Sehnen- 
tafel  die  Sehne  des  gegebenen  Bogens  bekannt  ist,  nach  §  11  auch  das 
von  dieser  und  den  beiden  Radien  gebildete  Dreieck.  Die  Differenz  beider 
Flächen  ist  der  gesuchte  Inhalt  des  Abschnittes.  Man  sieht  also,  dass  nur 
der  kleinere  Abschnitt  berechnet  wird.  In  andern  Abhandlungen  wird 
zwischen  portio  minor  und  poriio  maior  unterschieden.  Die  portio  maior 
wird  dann  gefunden,  indem  man  die  poriio  minor  von  der  Kreisfläche  abzieht. 

§  17.  Anwendung  des  vorhergellenden  Paragraphen  zur  Bestimmung  des 
gemeinsamen  Stückes  zweier  sich  seimeidender  Kreise.  Angenommen  wird 
natürlich,  dass  von  beiden  Kreisen  die  abgeschnittenen  Bogen,  beziehungs- 
weise Centriwinkel  gegeben  sind.  Da  nach  vorigem  Paragraph  von  jedem 
Kreise  der  Abschnitt  berechnet  werden  kann,  welcher  durch  die  gemeinsame 
Sehne  entsteht,  so  giebt  die  Summe  beider  Abschnitte  das  gesuchte  linsen- 
förmige Stück.  Verfasser  behauptet  dabei  1.  dass,  wenn  bei  gleichen 
Kreisen  der  jeweils  abgeschnittene  Bogen  132^  23'  beträgt,  die  gesuchte 
Figur  nahezu  die  Hälfte  jeder  Kreisfläche  darstelle  und  2.  dass,  wenn  eben- 
falls bei  gleichen  Kreisen  der  Mittelpunkt  eines  jeden  auf  der  Peripherie 
des  andern  liegt,  jeder  Kreis  ungefähr  das  2 j^  fache  des  linsenförmigen 
Stückes  sei.  Wir  untersuchen  seine  Behauptung  im  Folgenden.  Der  im 
Kreise  vom  Durchmesser  14  zu  132^  23'  gehörige  Sektor  ist  auf  60tel 
genau  56  •  38.  Nach  der  Sehnentafel  des  Almagest  ist  die  Sehne  des 
Bogens  von  132°  23'  gleich  109  •  47  für  den  Radius  60  oder  den  Durch- 
messer 120,  also  für  den  Radius  7  gleich  12  •  53.  Daher  ist  die  Höhe 
des  Dreiecks  }^49  —  (6^6^  =  ]/7^3Y=  2  •  46.  Daher  der  Inhalt  des 
Dreiecks  2  •  46  X  6  •  26  —  17  *  48,  so  dass  für  jeden  Abschnitt  56  *  38 
.  17  .  48  —  38  •  50,  also  für  das  linsenförmige  Stück  77-40,  das  heisst 
nahezu  die  Hälfte  von  154  herauskommt. 

Im  zweiten  Falle  ist  der  Bogen  natürlich  120°,  also  jeder  Sektor 
■«  51  •  20.  Die  zugehörige  Sehne  für  r  —  60  ist  103  •  55,  also  für  r  —  7 
gleich  12  •  7.  Da  hier  die  Höhe  jedesmal  3  •  30  sein  muss,  so  ist  die 
Sunmie  der  beiden  abzuziehenden  Dreiecke  gleich  12  •  7  X  3  •  30  «=  42  •  25, 
also  bleibt  von  dem  doppelten  Sektor  102-40  für  den  Meniscus   60  •  15 
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übrig.  Nun  ist  aber  60  •  15  X  2  •  25  nur  =  145  •  30,  also  bat  hier  der 
Verfasser  sich  geirrt.  Vielleicht  hat  er  für  145  gelesen  154,  oder  es  muss 
33  minuta  fere  heissen. 

§  18.  Einen  Kreis  eu  construiren,  welcher  das  Doppelte  eines  gegebenen 
ist  Verfasser  beschreibt  um  den  gegebenen  Kreis  das  Quadrat  und  dann 
wieder  um  dieses  Quadrat  den  Kreis.     Dieser  Kreis  ist  der  gesuchte. 

§  19.  Ben  Ueberschuss  des  umgeschriebenen  Quadrates  über  den  Kreis 
und  des  Kreises  über  das  eingeschriebene  Quadrat  eu  bestimmen.  Man  braucht 
nur  die  nach  früheren  Paragraphen  berechenbaren  Werthe  der  einzelnen 
Flächen  zu  suchen  und  in  geeigneter  Weise  von  einander  zu  subtrahieren. 
Für  —  müsste  eigentlich  y  stehen,  beide  Brüche  sind  aber  nahezu  gleich. 

§  20.  Das  Quadrat  eu  construiren,  welches  näherungsweise  dem  Kreise 
gleich  ist.  Schon  in  §  8  ist  die  ]/l54  «=  12  •  24  •  35  gefunden.  Das 
Quadrat  über  dieser  Geraden  ist  das  gesuchte.  Nun  aber  will  Verfasser 
das  Quadrat  so  construiren,  dass  es  mit  dem  Kreise  denselben  Mittelpunkt 
hat.  Zu  dem  Ende  zieht  er  12  •  24  •  35  von  dem  Durchmesser  14  ab, 
und  erhält  1  •  35  •  25.  Ninmit  er  nun  die  Hälfte  davon,  das  ist  0  •  47  •  42, 
auf  jeder  Seite  des  Durchmessers  ab,  so  erhält  er  so-  die  Seite  des  ge- 
suchten Quadrates.  Das  Abgezogene  ist  aber  nahezu  ~  des  Durchmessers, 
oder  wie  später  gesagt  wird  zwischen  jy  und  j^-  Nimmt  man  jg,  so  er- 
hält man  für  tt  den  Aegyptischen  Werth  fyj  ,  bei  ^  kommt  (^j  .  Man 
siebt  also,  dass  der  bei  den  Aegyptern  bekannte  Werth  auch  auf  den 
Werth  TS  =  3y  zurückführt,  um  aber  die  Construction  genauer  zu  erhalten 
geht  Verfasser  weiter  so  vor:  0  •  47  •  42  ist  der  Sinus  versus  des  halben 
durch  die  Quadratseite  vom  Kreise  abgeschnittenen  Bogens,  wenn  der  Radius 
=  7  ist,  ist  aber  der  Radius  60,  so  ist  der  Sinus  versus  entsprechend 
6  •  48  •  51.  Für  einen  Durchmesser  =  120  ist  der  Bogen  27®  34',  wobei 
der  Kreis  in  360®  getheilt  ist.  Das  ist  nahezu  3y,  wenn,  wie  hier,  der 
umfang  44  Theile  hat.  Nun  trägt  er  von  zwei  auf  einander  senkrechten 
Durchmessern  aus  diese  Stücke  auf  dem  Umfange  ab,  und  verbindet  je  zwei 
benachbarte  Punkte  durch  gerade  Linien,  welche  sich  ausserhalb  des  Kreises 
schneiden,  so  ist  damit  die  Aufgabe  gelöst 

Am  Schlüsse  macht  Verfasser  die  richtige  Bemerkung,  dass  die  ausser- 
halb des  Kreises  liegenden  dreieckigen  Stücke  des  Quadrates  genau  so 
gross  sein  müssen  als  die  ausserhalb  des  Quadrates  liegenden  Kreis- 
abschnitte. 

§  21.  Die  Flächen  regulärer  Vielecke  zu  berechnen.  Wie  das  zu  machen, 
wird    an   dem   Beispiel   des    regelmässigen   Fünfeckes   gezeigt.     Da    nach 
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Campakus  im  bekannten  Scholium  zum  32.  Satze  des  ersten  Buches  von 
Euklid  in  jedem  Vielecke  die  Summe  der  Winkel  gleich  2n  —  4  Rechten 
ist,  so  ist  im  Fünfeck  diese  Summe  gleich  6  Rechten,  also  im  regel- 
mässigen Fünfeck  jeder  Winkel  1^-  Rechte.  Zerlegt  er  nun  das  Fünfeck 
durch  Radien  vom  Mittelpunkte  aus  in  gleichschenklige  Dreiecke  und  zieht 
in  einem  derselben  die  Höhe,  so  ist  jeder  Basiswinkel  y  +  io  =  's  Rechten, 
und  der  von  einem  Radius  und  der  Höhe  gebildete  Winkel  daher  =  -^  Rechten. 
Also  lässt  sich,  da  das  Dreieck  rechtwinklig  ist,  um  dasselbe  ein  Kreis 
beschreiben,  und  es  ist  folglich  der  zu  y  Rechten  gehörige  Bogen  =  108®, 
und  seine  Sehne  nach  der  Sehnentafel  97-5;  der  zu  ^  gehörige  Bogen  ist 
ebenso  =  72®  und  seine  Sehne  =  70  •  33.  Ist  nun  die  Seite  des  Fünf- 
ecks =  6,  so  ist  seine  Hälfte  gleich  3,  und  diese  entspricht  der  Sehne 
70  •  33.  In  demselben  Verhältnis  entspricht  daher  der  Sehne  97  •  5,  d.  L 
der  Höhe  des  Dreiecks,  nahezu  4  •  8.  Die  Fläche  eines  der  fünf  Dreiecke 
ist  daher  3x4.8  =  12-24,  und  folglich  ist  die  Fläche  des  Fünfecks 
selbst  =  5  X  12  •  24  =  62. 

Ist  jedoch  das  Vieleck  nicht  regelmässig,  so  zerlegt  man  dasselbe 
durch  Diagonalen  in  Dreiecke  und  berechnet  jedes  nach  §  11  einzeln.  Die 
Summe  aller  ist  dann  die  gesuchte  Fläche  des  Vielecks. 

§  22.  Die  Fläche  des  regelmässigen  Sternfünfecks  (Pentagonnm 
Salomonis)  zu  hestimmen.  Der  Verfasser  beschreibt  um  das  Stemfünfeck 
den  Kreis  und  halbiert  eine  Seite  des  Fünfecks  fe  in  a,  er  nennt  die  beiden 
Schnittpunkte  dieser  Seite  durch  die  andern  Seiten  7c^  h  und  zieht  caj  c  ist 
der  Mittelpunkt,  so  wie  cb.  Dann  steht  erstens  ca  senkrecht  auf  fe  und 
geht  durch  den  dritten  Eckpunkt  d  des  Fünfecks,  cb  aber  halbiert  den 
Bogen  de  in  r.  Nun  ist  der  Bogen  de  =  72®,  folglich  dessen  Sinus  ae 
=  67  -4,  wenn  cc,  der  Halbmesser  des  Kreises,  =  60  gesetzt  wiidj  ca 
erhält  man  nun  nach  dem  Pythagoras  =  >/60^  —  (57  •  4)-  =  18  -  32. 
Bogen  dr  ist  36^  also  auch  ^  acb  =  36®.  Für  cb  =  60  ist  also  ab, 
der  Sinus  dieses  Winkels,  =35-16  und  ac^  der  Sinus  des  Complementes 
von  54®,  ist  42-32.  Nach  dem  Verhältnis  aber,  nach  welchem  ca=  18 -32 
und  ce  =  57  •  4  war,  ist  a6  =  13  -  28.  Nimmt  man  jetzt  den  Radius  des 
Kreises  =  7,  so  erhält  man  ca  =  2  -  10  also  ad  =^  4t  -  50,  a&  =  1  •  34, 
immer  auf  ganze  Minuten  abgerundet.  Die  Fläche  des  Dreiecks  kbd  ist 
also  1  •  34  X  4  •  50  =  7  •  34;  alle  5  ähnlichen  Dreiecke  zusanmien  sind 
daher  5  X  7  •  34  =  37  -  50.  Nun  ist  die  Seite  des  Innern  regelmässigen 
Fünfecks  kb  ==  2 ab  =  3-8,  also  nach  dem  vorigen  Paragraph  seine  Fläche 
B»  17    (was  um  eine  Kleinigkeit  zu  klein  ist).     Die  Gesammtfläche  des 
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Stemf&iifeckB  ist  folglich  54  •  50.  Der  Kreis  ist  daher  fast  um  100  grösser 
als  die  Fläche  des  eingeschriebenen  Sternfdnfecks.  Hier  hat  der  Verfasser 
also  eine  Sinnstafel  benutzt.  Ob  Magister  Johannes  db  Linebos  eine  solche 
berechnet  hat,  den  er  oben  fttr  den  Sinus  versus  in  Anspruch  nahm?  Oder 
hat  er  die  Peurbachsche  Tafel  gebraucht? 

§  23.  Wenn  drei  oder  mehr  gleiche  Kreise  sidi  so  von  atMsen  berühren, 
dass  jeder  gwei  henachharte  herführt,  so  soU  die  Fläche  des  innerhalb  liegenden 
hrufnmlinigen  Vielecks  gefunden  werden.  Verbindet  man  die  Mittelpunkte 
je  zweier  benachbarter  &ei8e,  so  müssen  diese  Geraden  durch  die  Be- 
rührungspunkte gehen  und  eine  jede  gleich  dem  Durchmesser  eines  Kreises 
sein.     Man  erh&lt  so  ein  regelmässiges  Vieleck.     Nach  der  oben  benutzten 

2n 4 

Begel  ist  jeder  Vieleckswinkel  gleich  Rechten,  folglich  kann  man  in 

jedem  Ejreise  den  zu  diesem  Winkel  gehörigen  Kreisausschnitt,  also  auch 
die  Summe  aller  berechnen.  Aber  nach  §  20  kennt  man  auch  den  Inhalt 
des  regulären  Vielecks:  daher  ist  die  gesuchte  Fläche  gleich  diesem  Vieleck 
minus  der  Summe  der  Sektoren.  Durchgeführt  ist  die  Bechnung  nur  für 
drei  Kreise.  Sind  die  Badien  wieder  jeder  «»  7,  so  hat  das  gleichseitige 
Dreieck  den  Inhalt  84,  es  ist  also  die  Gtorbertsche  Begel  angewendet,  dass 
die  Höhe  des  gleichseitigen  Dreiecks  um  y  kleiner  sei  als  die  Seite.  Die 
einzelnen  Centriwinkel  sind  aber  je  60^,  also  ist  jeder  Kreisausschnitt  der 
sechste  Theil  von  154  >»  25  •  35  (zu  klein  gerechnet),  also  alle  drei 
«B  76  •  45.  Subtraktion  ergiebt  dann  für  den  Inhalt  des  krummlinigen 
Dreiecks  7-15.  Bichtig  käme  jeder  Sektor  «»  25  •  40,  alle  drei  =  77, 
das  gesuchte  Dreieck  also  7. 

Mit  dem  folgenden  Paragraphen  geht  Verfasser  nun  zur  Stereo- 
metrie über. 

§  24.  Die  Oberfläche  eines  geraden  Kreiscylinders  (columpna  rotunda) 
eu  bestimmen.  Die  Mantelfläche  ist  umfang  der  Grundfläche  mal  Höhe. 
Addiert  man  noch  beide  Orenzkreise  hinzu,  so  erhält  man  die  Gtesammt- 
Oberfläche.  Als  Beispiel  ist  genommen  der  Badius  der  Grundfläche  "»  7, 
die  Höhe  *»  12,  dann  ist  der  Mantel  —  12  X  44  «s  528;  dazu  die  Summe 
der  beiden  Grundkreise  308  giebt  836  als  Gesammtoberfläche. 

§  25.  Ben  KörpertnhoM  eines  CyUnders  eu  bestimmen.  Volumen  «a  G  •  h. 
Für  den  in  §  24  behandelten  Fall  also  154  X  12  «  1848.  Hier  erwähnt  der 
Verfasser  eine  dritte  von  ihm  yerfasste  Schrift  den  Tracicdus  cöüationum  de 
tnrga  tfisoria.  Dort  habe  er  weitläufig  über  diese  und  ähnliche  Dinge  ge- 
handelt, weshalb  er  hier  sich  nicht  weiter  dabei  aufhalte. 

§  26.  Die  Oberfläche  eines  Kegels  (Piramis  rotunda)  von  gegebener 
(Grundfläche  und  Seiienkanie  eu  finden.     Trotzdem  er  in  dem  für  die  Ober- 

▲bh.  sur  Oeieh.  der  Mmthain.   TTIL  5 
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fläche  des  Cylinders  angerufenen  Traciaius  de  curvis  superficiehus  des 
Archimenides  in  dem  ersten  Satze  die  richtige  Berechoang  der  Eegelober- 
fläche  finden  konnte,  benutzt  unser  Verfasser  doch  die  grundfalsche  Formel: 
Oberfläche  .=  halber  Umfang  mal  Höhe,  wozu  noch  der  Gnmdkreis  wa  ad- 
dieren ist.  Er  lehrt  sogar,  wenn  die  H6he  nicht  direkt  bekannt  ist,  die- 
selbe aus  Seitenlinie  und  Radius  zu  berechnen. 

§  27.  Die  Oberfläche  einer  n-seUigen  geradere  Pyramide  (ortholateraia) 
zu  berechnen.  Die  einzelnen  Seitenflächen  sind  Dreiecke,  die  Grundfläche 
ein  Vieleck.  Man  berechne  nach  früheren  Paragraphen  die  einzelnen  und 
suche  ihre  Summe:  das  ist  die  gesuchte  Oberfläche. 

§  28.  Bas  Volumen  eines  Kegels  oder  einer  regelmässigen  n-säiigen 
Pgramide  zu  finden.     V  »«  y  G  •  h. 

§  29.  Die  Oberfläche  eines  geraden  vierseitigen  Prisma  oder  Würfds 
(Cubi  et  columpnae  orthoquadrilaierae)  zu  bestimmen.  Da  alle  Seitenflächen 
Rechtecke  sind,  so  findet  man  nach  §  14  die  einzelnen,  und  hat  in  ihrer 
Summe  die  verlangte  Oberfläche. 

§  30.    Für  dieselben  Körper  das  Volumen  zu  bestimmen.     V  =  G  •  h. 

§  31.  Oberfläche  und  Volumen  eines  geraden  Prisma  mit  rhombiseher 
Grundfläche  (solidum  almuhaim)  zu  bestimmen.  Nach  §  15  kennt  man  die 
beiden  rhombischen  Grundflächen,  nach  §  14  die  rechteckigen  Seitenflächen. 
Die  Sunmie  aller  ist  die  gesuchte  Oberfläche. 

Das  Volumen  ergiebt  sich,  wenn  man  die  rhombische  Grundfläche  mit 
der  Höhe  yerrielfacht. 

§  32.  Der  vorliegende  Paragraph  scheint  von  dem  Verfasser  mit 
grosser  Freude  ausgearbeitet  zu  sein.  Er  zeigt  auch  das  wirkliche  Können 
des  Mannes.  Auch  heute  Hesse  sich  die  Aufgabe  als  solche  für  obere 
Klassen  der  Gymnasien  wohl  gebrauchen. 

Um  drei  gleiche  sich  gegenseitig  von  aussen  berührende  Kreise  ist  das 
gleichseitige  Tangentendreieck  besüirieben^  es  soU  der  Inhalt  des  Dreiecks, 
des  Vim  umgeschriebenen  Kreises  und  aUer  in  der  Figur  vorhandenen  einzelnen 
Flächen  bestimmt  werden.  Unter  Voraussetzung  der  Figur  ist  der  Winkel 
bac  =  60®,  also  ^  dag  «•  30°.  Denkt  man  sich  aber  um  das  Dreieck 
dag  den  Kreis  beschrieben,  so  ist  Bogen  dg  «=»  60®  und  Bogen  da  =  120, 
also  ist  Sehne  dg  «•  60,  Sehne  da«=  103  •  65;  ist  aber  dg  -»  7,  so  ist 
da  <=  12  •  7,  also  ist  auch  &c  <»  12  •  7.  Es  ist  aber  ed^»  gf^=^  14,  also 
ist  a&=  38-14  «=»  bc  =»  ca.  Die  Höhe  des  Dreiecks  ist  aber  nahezu 
33  •  7  und  also  das  Dreieck  abc  =^  633  •  4.  Nun  ist  aber  das  Rechteck 
efgd  "»  7  X  14  »s  98  und  jeder  der  beiden  Sektoren  gld  und  fle  gleich 
38  •  30  als  Quadrant,  folglich  ist  das  krummlinige  Dreieck  eld  <»  20.    Dad 
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krammlinige  Dreieck  Ihk  ist  schon  in  §  22  zu  7  •  15  berechnet,  folglich 
ist  die  Summe  aller  vier  krummlinigen  Dreiecke  67  •  15.  Dazu  die  Summe 
der  drei  gegebenen  Kreise  giebt  529  •  15.  Zieht  man  dies  von  der  Dreiecks- 
fläche ahc  ab,  so  bleibt  103  •  49,  wovon  der  je  dritte  Theil  die  Eokdreiecke 
dma,  elq^  rcn  kennen  lehrt  zu  34  •  36.  Da  femer  Bogen  ah  «»  120^  ist, 
so  wftre,  wenn  der  Durchmesser  des  um  ahc  beschriebenen  Kreises  120 
wäre,  die  Sehne  ah  ^=*  103  •  55,  sie  ist  aber  in  Wirklichkeit  oben  zu  38  •  14 
berechnet;  also  ist  der  Durchmesser  des  grossen  Kreises  «^^  43  •  53  und 
sein  Umfang  138  •  1  (etwas  zu  gross  gerechnet),  daher  sein  Inhalt 
*»  1514  -  33.  Zieht  man  hiervon  den  Inhalt  des  Dreiecks  ahc  «»  633  •  4 
ab  und  dividiert  den  Best  durch  3,  so  entsteht  die  Fläche  jedes  der  drei 
Abschnitte  des  grossen  Kreises  ausserhalb  des  Dreiecks  «=  293  •  50.  Alle 
Werthe  sind  hier  stets  auf  ganze  60stel  abgerundet. 

§  33.  Bas  Verhältnis  der  Diagonale  eines  QtMdrates  zu  einer  Seite 
ist  gleich  der  Quadratwurzel  aus  2  (mediefas  duplae).  Wird  in  der  Art 
der  Figur  über  der  Seite  des  Quadrates  als  Diagcmale  ein  neues  Quadrat 
construiert,  so  verhält  sich  das  Quadrat  ah  zu  dem  Quadrat  ac  wie  2  :  1, 
folglich  verhalten  sich  die  Diagonalen  selbst  wie  Y2  :  1. 

§  34.  Die  Diagonale  und  die  Seite  eines  Quadrates  sind  incommensu- 
räbeh  Ist  z.  B.  die  Diagonale  «^  4,  so  muss  jede  Seite  mindestens  grösser 
als  2  sein,  wenn  also  ganze  Zahlen  genommen  werden  sollen,  mindcdtens  3. 
Dann  wäre  aber  nach  dem  Pythagoras  16  das  Doppelte  von  9,  also  da  16 
auch  das  Doppelte  von  8  ist,  8  =  9.  Damit  glaubt  der  Verfasser  seine 
Behauptung  richtig*  bewiesen  zu  haben. 

§  35.  Aus  Sinus  und  Sinus  versus  eines  Bogens  die  Ergänzung  des 
Sinus  versus  zum  Durchmesser  zu  herechnen,  und  umgekehrt  aus  Sinus  versus 
und  Ergänzung  den  Sinus  zu  finden.  Man  hat  Ergänzimg  «=  (sinus)*  :  sinus 
versus  und  sinus  «=  Y sinus  versus  X  Ergänzung.  Sinus  ist  die  halbe  Sehne 
des  doppelten  Bogens,  sinus  versus  der  Pfeil  des  Bogens. 

Die  am  Schlüsse  befindliche  Bemerkung  über  die  Auffindung  der  Höhe 
eines  Thurmes  mittelst  der  ersten  Forderung  ist  absolut  unverständlich. 

§  36.  Das  Sechseck  construiert  durch  sechsmaliges  Abtragen  des 
Radius.  Halbiert  man  die  Seite  des  Sechsecks  und  verbindet  den  Punkt 
mit  dem  Centrum,  so  ist  diese  Gerade  Seite  des  Siebenecks,  d.  i.  die  be- 
kannte indische  Begel,  es  sei  die  Hälfte  der  Dreiecksseite  die  Siebenecksseite. 

Den  Bogen  der  Neunecksseite   erhält  man,   wenn  man  vom  sechsten 

1  8 

Theile  des  Kreises  j  abschneidet;  schneidet  man  jedoch  y  ab,  so  bleibt 
der  Bogen  des  Zehnecks  übrig.  Wie  man  die  Theilung  ausführen  soll, 
wird  nicht  gesagt. 

5* 
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§  37.  Um  das  Achteclr  zu  construieren,  nehme  man  -^  des  Bogens 
der  Sechsecksseite,  die  zugehörige  Sehne  ist  die  verlangte  Seite;  oder  man 
trage  von  den  vier  Ecken  eines  Quadrates  aaf  den  Seiten  je  die  halbe 
Diagonale  ab  und  verbinde  je  zwei  benachbarte  Punkte.  Letztere  Con- 
struktion  fmdet  sich  auch  anderweitig.    M.  s.  z.  B.  Caktor,  Vorlesungen  II. 

§  38.  Verwandlung  eines  Dreiecks  in  ein  Quadrat  Verwandlung  des 
Dreiecks  in  ein  Bechteck  von  gleicher  Grundlinie  und  halber  Höhe  und 
dieses  Rechtecks  durch  den  Satz  von  der  Höhe  des  rechtwinkligen  Dreiecks 
in  ein  Quadrat. 

§  39.  Die  Seite  des  Quadrats  zu  finden^  das  gleich  der  Summe  mehrerer 
Dreiecke  oder  Rechtecke  ist  Jedes  Dreieck  wird  einzeln  in  ein  Quadrat  vei^ 
wandelt  und  dann  die  einzelnen  Quadrate  durch  mehrfache  Anwendung  des 
pythagoreischen  Satzes  in  ein  einziges  zusammengezogen. 

§  40.  Anwendung  des  vorigen  Paragraphen  auf  Verwandlung  eines 
beliebigen  Vielecks  in  ein  Quadrat  durch  Zerlegung  des  Vielecks  vermittelst 
Diagonalen  in  Dreiecke. 

Nachschrift  vom  5.  December  1897. 
In  der  Handschrift  Codex  Vindohonensis  Fälatinus  5277  findet  sich  die 
vorliegende  Abhandlung  ebenfalls.  In  dieser  heisst  die  S.  36,  Z.  10— 11 
stehende  Stelle  so:  ,,a  qua  üu  non  immerito  ut  testaiur  dominus  Moysis  in 
principio  suorum  Pentadonarum  iUud  universalis  opificis  commune  mundi  opus 
incepit".  Es  ist  also  der  Weltkreis  bei  Erschaffung  der  Welt  gemeint 
Ebenso  steht  S.  45  neben  Magistri  de  LiNERns  auf  dem  Bande  „Canones 
Linerij*']  die  in  der  Anmerkung  ausgesprochene  Vermuthung  ist  also  dadurch 
bestätigt. 
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Man  ist  in  der  Geachichte  der  Elektricität  im  allgemeinen  darüber 
einig,  dass  der  Leipziger  Professor  Hansen  im  Jalu'e  1743  die  Con- 
strokücn  der  Elektrisirmaschine  mit  der  Benntzong  einer  schnell  rotirenden 
Glaskugel  als  Reibkörper  begonnen,  dass  der  Wittenberger  Professor  Böse 
im  folgenden  Jahre  den  Condoktor  hinzugefügt  und  dass  der  Leipziger 
Professor  Winkler  danach  endlich  die  Maschine  mit  dem  Anbringen  des 
Reibzeuges  vollendet  habe.  Zu  diesen  Angaben  sollen  hier  im  Interesse 
eines  richtigen  Verständnisses  der  historischen  Entwickelung  einige  Er- 
gänzungen gegeben  werden.  Man  darf  nämlich  bei  ihnen  nicht  übersehen, 
dass  alle  Theile  der  Elektrisirmaschine,  auch  der  Conduktor  nicht 
ausgenommen,  einzeln  schon  lange  vor  den  genannten  Jahren  vorhanden 
waren,  und  dass  die  Verdienste  der  obigen  Männer  weniger  auf  originellen 
Neuschöpfungen,  als  auf  der  geschickten  Zusammenstellung  und  zweck- 
mässigen Zusammenpassung  der  Theile  zu  einer  einheitlichen  Maschine 
beruhen. 

Wenn  man  den  Namen  Elektrisirmaschine  im  weitesten  Sinne  nimmt 
und  dabei  ganz  allgemein  nur  an  eine  Maschine  denkt,  deren  Zweck  es  ist 
Elektricität  in  möglichster  Menge  zu  erzeugen,  so  muss  man  ohne  jede 
Zweifelsmöglichkeit  unsem  grossen  Physiker  aus  der  Zeit  des  dreissig- 
jährigen  Krieges,  Otto  von  Guericke,  als  den  Erfinder  der  ersten 
Elektrisirmaschine  bezeichnen.  Bis  auf  Guericke  hatten  die  elektrischen 
Arbeiten  der  Physiker  ausschliesslich  den  Zweck  gehabt,  alle  die  Stoffe  auf- 
zufinden, welche  durch  Reiben  überhaupt  die  wunderbare  Fähigkeit  der 
elektrischen  Anziehung,  der  einzigen  Wirkung,  welche  man  damals  von  der 
Elektricität  kannte,  zu  erlangen  vermögen.  Guericke  aber,  indem  er  ftlr  seine 
mannigfaltigen  Untersuchungen  nur  einen  einzigen  Stoff,  den  Schwefel,  als 
Reibkörper  benutzte,  zeigte  dadurch,  dass  es  ihm  nicht  darauf  ankam  zu  er- 
proben, welche  Eörperelektrischer  Anziehungen  fähig  seien,  sondern  vielmehr 
zu  erfahren,  welche  andere  Wirkungen  geriebene  Körper  ausser  den  elek- 
trischen Anziehungen  etwa  noch  hervorzubringen  vermöchten.  Für  solche  Ab« 
sichten  Guericke's  spricht  deutlich  schon  die  Ueberschrift  des  betreffenden 
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Abschnitts^)    in  seinem  grossen  physikalischen  Werke  von  1672,    welche 
nicht  im  früheren  Sinne  heisst  „Von  den  Materien,  welche  elektrisch  werden 

k5nnen,''  sondern  die  vielmehr  lautet 


Fig.  i. 


„Von  einem  Versache,  bei 
welchem  die  vornehmsten  der 
aufgezählten  Kräfte  (Natur- 
kräfte) durch  Reiben  in  einer 
Schwefelkugel  erregt  werden 
können." 

Die  Maschine  selbst,  welche 
Guericke  für  so  weittragende  Pläne 
construirte,  war  freilich  noch  einfach 
genug  und  muss  mehr  nach  dem 
guten  Willen  als  nach  der  Kraft  be- 
urtheilt  werden.  Sie  bestand,  wie 
aus  der  nebenstehenden  Copie  der 
Guericke'schen  Abbildung  ersichtlich 
ist,  der  Hauptsache  nach  nur  aus 
einer  kindskopfgrossen  Schwefelkugel, 
die  um  eine  durch  sie  hindurchgehende 
eiserne  Achse  in  einem  Holzgestell  drehbar  war.  Das  Reibzeug  bildete,  wie 
Ouericke's  Worte  lauten,  die  recht  trockene  Hand  des  Experimen- 
tators, und  statt  eines  Conduktors  musste,  wenn  man  so  sagen  darf,  die 
Kugel  selbst  dienen,  die  man  zu  dem  Zwecke  mit  ihrer  Achse  leicht  von 
dem  Gestell  abnehmen  und  überall  hintragen  konnte,  wo  man  sie  ge- 
brauchte.^ 

So  unvollkommen  aber  diese  Elektrisirmaschine  auch  war,  so  entsprach 
sie  doch  in  der  Hand  des  genialen  Experimentators  allen  möglichen  An- 
forderungen in  überraschender  Weise.  Guericke  vermochte  mit  ihr  nicht 
bloss  die  Existenz  der  bekannten  elektrischen  Anziehung,  sondern  auch  die 
noch  vollständig  unbekannten  Erscheinungen  einer  elektrischen 
Abstossung,    der    elektrischen     Leitung,    des    elektrischen    Ge- 


1)  Ottonis  de  Gnericke  Ezperimenta  Nova  (ut  vocantur)  Magdebnr- 
gica  De  Vacno  Spatio  . .  .  Amstelodami  1672.  Liber  Quartus:  De  Virtutibut 
Mondanis.  Capnt  XV:  De  Experimente,  quo  praecipuae  hae  Virtntet 
ennmeratae  per  attritum  in  Globo  Snlphureo  excitari  poBsnnt  (p.  147 
bis  160). 

8)  Die  beiden,  in  der  Zeichnung  vom  am  Boden  des  Maachinengestelis  be- 
merkbaren Vertiefongen  stellen  kleine,  durch  Schieber  verschliessbare  Kästchen  dar, 
die  znm  Aufbewahren  der  bei  den  Versuchen  gebrauchten  Flaumfedern  etc*  dieaen. 
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räuBobes^)  und  endlich  sogar  des  elektrischen  Lichts,  wenigstens 
eines  Glimmlichts,  das  die  geriebene  Schwefelkngel  im  Dunkeln  seigte, 
nachzuweisen« 

Leider  waren  die  Versuche  des  sonst  mit  so  kräftigen  Mitteln  arbeiten- 
den Ouericke,  der  den  Luftdruck  mit  sechszehn  Pferdekrftften  demonstrirte 
und  Barometer  von  Haushöhe  yerfertigte,  auf  elektrischem  Gebiete  so  zart 
und  schwächlich,  dass  weniger  geniale  Geister  als  er,  ihre  Tragweite  nicht 
zu  erkennen  vermochten;  und  wenn  auch  Gelehrte  von  dem  Bange  eines 
Huygens  und  Leibniz  sich  lebhaft  für  die  wunderbaren  neuen  Erschei- 
nungen interessirten,  die  Allgemeinheit  nahm  davon  noch  kaum  Notiz. 
Darum  ging  vorerst  der  Weg  der  weiteren  Erfolge  nicht  in  Guericke'scher 
Richtung  von  der  Elektricität  zu  den  anderen  Naturkräften,  speciell  zum 
Lieht,  sondern  führte  umgekehrt  auf  ganz  ungeahnten  Bahnen  vom  Licht 
zur  Elektrioit&i  An  der  Construktion  oder  Yervollkommung der  Elektrisir- 
maschine  hatte  man  vorerst  noch  kein  weiteres  Literesse. 

Der  Franzose  Jean  Picard,  derselbe,  welcher  die  berühmte  Grad- 
messung in  Frankreich  unternommen  hatte,  bemerkte  zufällig  im  Jahre  1675, 
dass  das  Quecksilber  in  der  Torricelli'schen  Leere  des  Barometers  leachtend 
wurde,  wenn  man  dasselbe  im  Dunkeln  schüttelnd  bewegte.  Man  glaubte 
damals,  dass  dieses  Licht  mit  dem  Lichte  phosphorescirender  Stoffe  ver- 
wandt oder  identisch  wäre  und  gab  ihm  darum  den  Namen  des  mer- 
kurialischen  Phosphors;  doch  bemühte  man  sich  lange  Zeit  vergeblich 
sichere  Vorschriften  zu  seiner  Hervorbringung  au&u£nden.  Dies  gelang 
vielmehr  erst  Hawksbee  mehr  als  zwanzig  Jahre  später  dadurch,  dass  er 
die  Zusammengehörigkeit  dieses  Barometerlichts  mit  den  elek- 
trischen Kräften  durch  viele  geistreiche  Versuche  feststellte. 

Francis  Hawksbee,  der  als  Experimentator  der  Boyal  Society  sich 
nothwendigerweise  mit  jenen  so  vieles  Aufsehen  erregenden  Erscheinungen 
selbstthätig  beschäftigen  musste,  schlug  dabei  einen  besonderen  Weg  ein, 
der  weit  über  das  erstrebte  Ziel  einer  sicheren  Erzeugung  des  merkurialischen 
Phosphors  hinaus  zu  einer  weitreichenden  Verbesserung  der  Methoden  und 
Mittel  Elektricität  hervorzubringen  fllhrte.  Er  war  in  richtiger  Erkenntniss 
bemüht  sich  bei  diesen  Untersuchungen  von  den  schwer  zu  behandelnden 
und  oft  ohne  sichtbaren  Grond  versagenden  Barometern  unabhängig  zu 
machen  und  versuchte  mit  Eifer  alle  Möglichkeiten  den  merkwürdigen 
Phosphor  mit  Hülfe  von  Glas  und  Quecksilber  im  luftleeren  Baume  ohne 

1)  Wenn  nicht,  wie  es  wahrscheinlich  ist,  das  Bauschen  und  Knistern, 

das  Guericke  in  der  geriebenen  Schwefelkngel  hörte,  statt  von  der  Elektricität, 

von  dem  Zerreissen  der  Krystalle  in  der  durch  das  Beiben  erwärmten  Kugel 
herrührte* 
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die   Barometer    anf  die    kräftigste,    aber   doch   einfJEkchste    Art   bervor- 
zorufen.     Indem  er  dabei  auf  die  vorschiedenste  Weise  Glas  an  Queck- 
silber, dann  Wolle  an 
^»•*-  Glas,    dann   WoUe    an 

Schwefel  n.  s.  w.  im 
luftleeren  und  lufter- 
füllten  Baume  reibend 
bewegte  und  dabei  unter 
günstigen  umständen 
die  Phosphorescenzlich- 
ter  inuner  beobachten 
konnte,  kam  er  zu  der 
üeberzeugung,  dass  zur 
Produktion  dieser  Lich- 
ter nichts  weiter  als  die 
Reibung  besonderer, 
geeigneter  Stoffe,  die 
schon  als  Elektricitftts- 
erreger  bekannt,  n5thig 
sei  und  ging  dann  direkt 
zur  Construktion  einer 
einfachen,  sicheren  Ma- 
schine für  die  bequeme 
Erzeugung  und  Beo- 
bachtung des  merkurial- 
ischen  Phosphors  über. 
Diese  Maschine  aber  er- 
wies sich  sogleich  nicht 
bloss  als  eine  äusserst 
reiche  Quelle  für 
Licht,  sondern  auch, 
was  Hawksbee  jedenfalls  nicht  imerwartet  kam,  als  eine  ebenso  ergiebige 
Quelle  für  Elektricität,  entpuppte  sich  also  von  selbst  als  eine  Elektrisir- 
maschine.^)  Ob  Hawksbee  bei  der  Construktion  seiner  Maschine  die 
Guericke'sche.  vor  Augen  gehabt,  lässt  sich  nicht  sicher  feststellen,  da  er 


1)  Die  ElektriBirmaBchine  ist  in  Hawksbee's  Werke  „Phjsioo-Meohanical 
Experiments  on  various  subjects.  Containing  an  account  of  several 
Burprizing  Phenomena  tonching  Light  and  Electricitj,  producible 
on  the  Attrition  of  Bodies  ...  London  1709**  anf  Plate  VIT  abgebildet 
Die  hier  beigegebene  Zeichnung  ist  eine  Copie  jener  Figur. 
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selbst  alle  historischen  Angaben  unterlässt.  Doch,  darf  man  aas  einzelnen 
Aeussemngen  Hawksbee's,  die  mit  Stellen  aas  Gnericke's  Werk  wörtlich 
übereinstimmen,  schliessen,  dass  er  dieses  Werk  recht  gut  gekaimt  hat.^) 

Wie  die  nebenstehende  Abbildung  zeigt,  bestand  die  Hawksbee'sche 
Maschine  wieder  wie  bei  Guericke,  im  wesentlichen  aas  einer  Engel,  die 
aber  diesmal  nicht  eine  massive  Schwefelkagel,  sondern  eine  hohle  Glas- 
kugel war  und  die  mit  Hälfe  eines  grossen  Rades  nnd  einer  Schnuren- 
übersetzung durch  eine  Kurbel  sehr  schnell  um  ihre  Achse  gedreht  werden 
konnte.  Als  Reibzeug  sollte  auch  wieder  die  recht  trockene  Hand  des 
Experimentators  dienen;  eines  Conduktors  aber  entbehi-te  diese  Maschine 
noch  mehr  als  die  Guericke'sche,  denn  die  Glaskugel  konnte  nicht  von  der 
Maschine  getrennt  und  alle  Körper,  deren  Verhalten  gegen  die  Elektricität 
untersucht  werden  sollte,  mussten  direkt  an  die  Kugel  selbst  gebracht 
werden.^ 

Die  Maschine  war  in  erster  Linie  fär  das  Studium  der  verschieden- 
artigen Lichterscheinungeo  bestimmt  und  dazu  noch  besonders  mit  einer 
hohlen  Achse  versehen,  durch  welche  man  die  Glaskugel  selbst  während 
des  Rotirens  beliebig  evacuiren  oder  auch  wieder  mit  Luft  füllen  konnte. 
Doch  bewies  Hawksbee  neben  dem  Studium  der  Lichterscheinungen  durch 
viele  sehr  sorgfältige  Versuche  mit  leichten  WoUfäden,  die  er  in  mannig- 
faltigster Weise  an  Drahtbögen  neben,  über  und  unter  der  Kugel  aufhing, 
dass  die  Lichterscheinungen  nie  ohne  die  gleichzeitige  Wirkung 
elektrischer  Anziehungen  und  Abstossungen  auftraten,  und  dass 
die  Lichter  überhaupt  nie  ohne  die  Elektricität  erregt  werden 
konnten.  Nur  dem  Namen  nach  trennte  er  die  beiden  Erscheinungen 
immer  so  sorgfältig  von  einander,  dass  er  nie  den  naheliegenden  Aus- 
druck   eines    elektrischen    Lichts    gebrauchte,    und    über    ihren    etwaigen 


1)  In  der  Bibliothek  der  Royal  Society  war  Guericke^s  Werk  vorhanden 
und  stand  also  Hawksbee  bequem  zu  Gebote.  In  Birch's  History  of  the 
Royal  Society,  vol.  111,  p.  69,  wird  nach  den  Büchern  der  Gesellschaft  aus- 
drücklich berichtet,  dass  Hooke,  der  damalige  Curator  of  Experiments,  in  der 
Sitzung  vom  6.  November  1672  jenes  Werk  vorgelegt  habe,  und  dass  auf  seine 
Empfehlung  hin  auch  die  Anschaffung  desselben  beschlossen  worden  sei.  Hooke 
habe  dabei  vor  allem  die  Experimente  mit  der  Schwefelkugel  als  der 
Wiederholung  werth  bezeichnet.  Die  Ausdrücke,  welche  in  Gnericke's  und 
Hawksbee's  Werken  wörtlich  übereinstimmen,  betreffen  die  trockene  Hand 
des  Experimentators  als  Reibzeng  und  die  Aehnlichkeit  des  Leuchten»  vom 
Zucker  beim  Zerbrechen  mit  dem  Leuchten  elektrischer  Körper. 

2)  Nach  einer  Mittheilung  von  Prof.  Hagenbach-Bischoff  in  Basel  sind 
die  Apparate  Hawksbee's  aus  dessen  Nachlass  nach  Basel  verkauft  worden  und 
in  der  Sammlung  der  dortigen  Universität  noch  vorhanden. 
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materiellen  oder  sonstigen  urs&chlichen  Zasammenliang  verweigerte  er  jede 
Auskunft. 

Hawksbee  hatte  mit  seiner  Elektrisirmaschine  nicht  mehr  Olflck  als 
Gnericke  mit  der  seinigen;  sie  wurden  beide  von  der  Mitwelt  nicht  weiter 
beachtet  und  beide  bei  der  Weiterentwicklung  zuerst  vergessen,  die 
Hawksbee'sche  fast  noch  mehr  als  die  Ouericke'sche.  Die  Hauptschuld  lag 
wohl  daran,  dass  die  Maschine  des  Hawksbee  eben  in  erster  Linie  eine 
Lichtmaschine  und  als  solche  der  nothwendigen  Evacuirung  wegen,  mehr 
als  für  eine  Elektrisirmaschine  erforderlich,  complicirt  und  kostspielig 
war,  und  dass  sie  trotzdem  in  Bezug  auf  die  Erzeugung  von  Elektricitftt 
nicht  auffallend  Grosses,  sondern  eigentlich  recht  Wenig  leistete.  Dabei 
aber  darf  man,  um  nicht  historisch  ungerecht  zu  werden,  nicht  übersehen, 
dass  mit  der  Elektrisirmaschine  überhaupt  noch  nicht  und  zwar  so  lange 
noch  nicht  viel  anzufangen  war,  als  man  die  Elektricität  nicht  anders  als 
nur  direkt  vom  Beibkörper  zu  entnehmen  wusste,  als  man  noch  nicht  ge- 
lernt hatte,  die  Elektricität  von  einem  Körper  auf  einen  andern 
überzuleiten,  auf  diesem  anzusammeln  und  dann  von  ihm  auf  ein- 
mal zu  entnehmen.  Diese  zur  Verbesserung  der  Elektrisirmaschine  noth- 
wendigen Entdeckungen  aber  erfolgten  durch  Stephen  Gray,  ebenfalls 
einem  Mitgliede  der  Bojal  Society,  erst  mehr  als  zwei  Jahrzehnte  nach 
der  Vollendung  der  Arbeiten  des  Hawksbee. 

Da  Gray,  ebenso  wie  Hawksbee,  in  seinen  Abhandlungen  alle 
historischen  Angaben  vermieden,  so  können  wir  nicht  direkt  entscheiden, 
warum  Gray  bei  seinen  elektrischen  Untersuchungen  nicht  nur  die 
Hawksbee'sche  Maschine  gänzlich  ausser  Gebrauch  gelassen,  sondern  der- 
selben auch  nicht  einmal  Erwähnung  gethan  hat.  Gray  ging  im  Jahre 
1729  von  der  Idee  aus,  dass  man  aus  dem  üebergange  des  elektrischen 
Lichtes  von  einem  Körper  zu  einem  andern,  wohl  auch  auf  einen  entsprechenden 
üebergang  der  Elektricität  zwischen  verschiedenen  Körpern  schliessen 
dürfe.  ^)  Zur  experimentellen  Prüfung  dieser  Idee  aber  war  ihm  jedenfalls 
die  Hawksbee'sche  Glaskugel,  die  in  einem  Gestelle  fest  gemacht  war,  viel 
zu  wenig  beweglich  und  er  griff  für  die  Erzeugtmg  der  Elektricität  zum 
Beiben  einer  ungef^r  37,  Fuss  langen  Glasröhre,  die  mit  Wolle  gerieben, 
nicht  weniger  Elektricität  gab  als  die  Kugelmaschinen  und  leicht  und  be- 
quem jedem  beliebigen  Körper  zur  Mittheilung  von  Elektricität  genähert 
werden  konnte.  Gray  erreichte  auch  damit  sein  Ziel;  die  Demonstration 
der  Fortpflanzungsfähigkeit  der  Elektricität  in,  wie  auch  zwischen 


1)  PhiloBophical  Transactions  no.  417,  p.  18,  auch  Philoaophical  Tran»- 
actioDB  abridged,  toI.  VI,  pt.  II,  p.  6  n.  f. 
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den  Körpern  in  kürzester  Weise,  und  als  er  bei  der  Durchprüfung  der 
verschiedensten  Substanzen  auch  den  menschlichen  Körper  als  leitungs- 
fähig und  damit  als  elektrisirbar  nachwies,  erwachte  auf  einmal  das 
allgemeine  Interesse  für  die  neue  physikalische  Kraft,  die  Elektricitftt. 

Dieses  Interesse  aber  wurde  noch  weiter  in  ganz  ungewöhnlichem 
Masse  vergrössert,  als  gleich  nach  den  ersten  Entdeckungen  Oray's  Charles 
du  Fay  in  Paris  nachwies,  dass  der  isolirte  menschliche  und  thierische 
Körper  die  Elektricität  nicht  nur  aufzunehmen,  sondern  auch  in  beträcht- 
licher Weise  zu  verstärken  und  verstärkt  wiederzugeben  vermöge. 
Gray  hatte  bei  seinen  Versuchen  einen  acht-  bis  neunjährigen  Knaben  in 
isolirenden  Seilen  horizontal  aufgehangen  und  gezeigt,  dass  der  Kopf  und 
die  Arme  desselben,  ganz  ebenso  wie  elektrische  Körper  selbst,  naheliegende 
leichte  Goldblättchen  anzogen,  sobald  nur  die  Füsse  des  Knaben  mit  der 
geriebenen  Glasröhre  berührt  wurden. 

Du  Fay^)  aber  bemerkte  bei  der  Wiederholung  dieses  Experiments 
die  noch  viel  erstaunlichere  Erscheinung,  dass  der  in  dieser  Weise  isolirte 
menschliche  Körper  nicht  nur  elektrische  Anziehungskräfte  entwickelte, 
sondern  auch  bei  der  Annäherung  eines  andern  Menschen  Lichtfunken 
abgab  von  einer  Stärke,  wie  man  sie  bis  dahin  noch  nicht  beobachtet  hatte. 
Solche  Funken  wurden  danach  zum  Entsetzen  vieler  Beobachter  aus  lebenden 
'menschlichen  oder  auch  thierischen  Körpern  mit  unfehlbarer  Sicherheit  durch 
andere  lebende  Körper  entweder  direkt  oder  auch  indirekt  mit  Hülfe 
von  Metallstäben  gezogen.  Diese  Funken  waren  schon  so  stark,  dass 
sie  auf  der  Haut  einen  stechenden  Schmerz  verursachten,  und  der  in 
Seidenschnüren  aufgehängte  menschliche  Körper  wurde  danach  mit  Vor- 
liebe dazu  gebraucht,  diesen  interessanten  Schmerz  zu  verursachen,  wobei 
man  noch  gern  die  Wirkung  dieser  menschlichen  Conduktoren,  wie 
auch  Du  Fay  selbst  dies  that,  in  besonders  geheimnissvoller  Weise  auf 
die  Lebenskraft  derselben  zurückfuhren  wollte. 

Gray  aber  fasste  in  physikalisch  reinerer  Weise  besonders  den  andern 
von  Du  Fay  erwähnten  Punkt  in's  Auge,  dass  man  nämlich  die  Funken 
ans  den  menschlichen  Körpern  nicht  bloss  direkt  durch  andere  mensch- 
liche Körper   sondern   auch  indirekt  durch  Metalle   ziehen  könne.') 


1)  Garoli  de  Giaternay  du  Fay:  Versa'che  und  Abhandlongen  von 
der  Elektricität  der  Körper,  welche  er  bei  der  Königl.  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Paris  in  den  Jahren  1788  bis  1787  vorgestellt  und 
bei  denen  Versammlangen  derselben  abgelesen  hat.  Aas  dem  Franzö- 
sischen ins  Deatsche  übersetst.    Erfarth  1746.     S.  100  u.  f. 

2)  PbiloB.  Transact  no.  486,  p.  16,  28.  Janaar  1736,  aach  Phil.  Trans. 
abr.,  vol.  VIII,  p.  397. 
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Er  hielt  danach  ftlr  möglich  und  yielleicht  wahrscheinlich,  daBS  die  Metalle 
ebenso  wie  die  lebenden  Körper  die  Elektricität  zu  yerstSrken  vermöchten 
nnd  dass  man  yielleicht  ebenso  wie  aus  lebendigen  Körpern  anch  aus 
Metallstangen  die  starken  Funken  ziehen  könne.  Da  er  in  dem  Augen- 
blicke, als  ihm  der  Gedanke  kam,  nichts  anderes  (reeigneteres  zur  Hand 
hatte,  so  legte  er  zuerst  seinen  Schürhaken,  dann  die  Feuerzange, 
endlich  sogar  die  Kohlenschaufel  auf  die  isolirende  Schnüre  und  immer 
mit  dem  gleichen  günstigen  Erfolge.  Schliesslich  aber  £Euid  er  doch  eine 
eiserne  Stange  von  4  Fuss  Länge  und  Y,  Zoll  Durchmesser  von 
der  kräftigsten  Wirkung  und  eine  solche  Stange  gab  dann,  wenn  sie  in 
seidenen  Fäden  aufgehängt  war,  auch  gerade  so  starke  Funken  wie  die 
lebendigen  Körper.^) 

Diese  Graj'schen  Eisenstangen  und  Eisenröhren  oder  auch  die  ihre 
Stelle  yertretenden  lebendigen  Körper  müssen  wir  als  die  ersten  Conduk- 
toren  im  Sinne  der  Elektrisirmaschine  und  Gray  als  ihren  Erfinder 
bezeichnen,  denn  erstens  leisteten  sie  den  Experimentatoren  vor  der  Con- 
struktion  der  Elektrisirmaschinen  ganz  dieselben  Dienste  wie  später  bei 
dieser  selbst  und  zweitens  behielt  man  bei  der  Construktion  dieser  Maschinen 
die  Gray 'sehen  Conduktoren  noch  lange,  nichtbloss  ihrer  ursprünglichen 
Form,  sondern  auch  ihrer  ursprünglichen  Aufhängungsart  nach  bei. 
Selbst  der  Name  Conduktor,  der  von  Desaguli^res')  im  Jahre  1738 
f)ir  die  in  Fäden  isolirt  aufgehangenen  leitenden  Körpei  vorgeschlagen 
wurde,  stanunt  auch  in  dieser  engeren  Bedeutung  noch  aus  der  Zeit  vor 
der  Erfindung  der  Elektrisirmaschine.') 


1)  Pbil.  Trans,  abr.,  vol.  VIU,  p.  898:  „We  canaed  to  be  made  an  Iron 
Rod,  4  Foot  long  and  abont  half  an  Inch  Diameter,  pointed  at  each  End,  bat 
not  Sharp,  being  left  abont  tbe  Bigness  of  a  Pin's  Head,  this  being  suspended  on 
the  Lines;  theo  the  Tnbe  being  rubbed,  and  held  near  one  End  of  the  Rod,  and 
tbe  Finger  or  Cheek  being  put  near  either  End  of  the  Rod,  the  Effect  was  the 
same  as  where  an  animal  had  been  suspended  on  tbe  Lines,  with  respect  to  the 
pricking  Pain  we  feit. 

2)  PhiL  Trans,  no.  464,  p.  198,  auch  Pbil.  Trans,  abr.,  vol.  VIII,  p.  422: 
„I  call  Conductors  those  Strings,  to  one  End  of  wbich  tbe  rubbed  Tube  is 
applied;  and  Supporters  such  horizontal  Bodies  as  tbe  Conductor  rests  upon  .... 
Where  it  is  not  mentioned  otherwiee,  an  Ivory-Ball  bangs  at  the  End  of  the 
Conductor;  and  its  Electricitj  ia  tried  bj  a  Thread  applied  near  it." 

(Experiment  made  before  the  Royal  Society  Febr.  2.    1788.) 

8)  Auch  Priestley,  der  der  Entwicklung  dieser  Dinge  noch  ganz  nahe  stand, 

stellt  den  Gebrauch  des  Conduktors  noch  vor  der  Erfindung  der  Elektrisirmaschine 

fest,  indem  er  in  seiner  History  of  el ec tri city  (Deutsch  von  Ertlnits,  Berlin  1772, 

8.  336)  sagt.    „Als  man  von  den  Kugeln  (Guericke's  und  Hawksbee's)  keinen  Ge- 
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Mit  der  Entwickelung  des  Conduktoirs  verband  sich  dann  auch  sclion 
eine  Verbessemng  des  Beibzenges.  Man  fand  es  zweckmftssig,  die  langen 
Glasröhren  statt  mit  der  Hand  mit  Wollen-  oder  Lederlappen  zu  reiben, 
die  man  mit  verschiedenen  Pulvern,  wie  Kreide,  Tripel  n.  s.  w.  bestreut 
hatte;  und  mit  diesem  so  vollendeten  Apparate  aas  Glasstange,  Beibzeug 
und  Condnktor  vermochte  man  in  der  That  grössere  Mengen  von  Elektricitftt 
anf  einmal  zu  erhalten,  so  dass  geschickte  Experimentatoren  empfindliche 
elektrische  Schläge  anstheilen  and  ZtLndversuche  schon  mit  Erfolg  unter- 
nehmen konnten. 

Doch  aber  musste  man  bei  der  sich  immer  mehrenden  Zahl  und  Be- 
deutung der  elektrischen  Untersuchungen  die  Unbequemlichkeit  und  Unsicher- 
heit des  zusanunenzustellenden  Apparates,  bei  dessen  Gebrauch  Gehilfen 
schwer  zu  verwenden  waren,  immer  stärker  empfinden  und  musste  danach 
nothgedrungen  sich  der  rotirenden  Kugeln  Guericke's  und  Hawksbee's 
erinnern  und  ihre  Anwendung  wieder  versuchen. 

Der  erste  Physiker,  von  dem  die  Beschreibung  einer  solchen  Kugel- 
elektrisirmaschine  veröffentlicht  wurde,  war  der  erwähnte  Leipziger  Professor 
Christian  August  Hausen,  dessen  betreffende  Schrift  Novi  Profectus 
in  Historia  Electricitatis  im  Jahre  1743  kurze  Zeit  nach  seinem  Tode 
erschien.  Wie  die  umstehende  Abbildung,  welche  das  Titelkupfer  dieser 
Schrift  wiedergiebt,  erkennen  lässt,  enthielt  Hausen's  Apparat  auch  schon 
alle  wesentlichen  Theile  der  Elektrisirmaschine,  nur  in  den  alten,  gewohnten 
Formen,  nämlich  erstens  die  Hawksbee'sche  Glaskugel,  welche  wie  bei 
diesem  durch  eine  Schnurenübertragung  mit  Hilfe  eines  grossen  Bades  in 
schnelle  Botation  versetzt  werden  konnte,  aber  der  nur  f%Lr  das  Stadium 
der  Lichterscheinungen  nöthigen  Vorrichtung  für  das  Evacuiren  entbehrte, 
dann  zweitens  die  trockene  Hand  des  Experimentators  als  Beib- 
zeug und  endlich  drittens  den  Conduktor  in  Gestalt  eines  Knaben,  der 
in  Schnüren  von  Seide  hängt  oder  auch  auf  einem  mit  Pech  aasgegossenen 
Fasse  steht 

Da  in  der  Einleitung  zu  Hausen's  Schrift  ausdrtlcklich  bemerkt  ist, 
dass  er  seine  Experimente  mit  der  Maschine  erst  kurz  vor  seinem  Tode 


brauch  mehr  machen  konnte,  nahmen  die  Natarforscber  sa  einer  leichteren  and 
wohlfeileren  Gerätbschaft,  welche  in  Glasröhren  und  Schwefel-  oder  Siegellack- 
stangen bestand,  ihre  Zaflacht,  and  die  ersten  Leiter,  deren  sie  sich  bedienten, 
waren  nichts  weiter  als  hänfene  Stricke,  welche  auf  seidenen  Schnuren  ruhten. 
An  deren  Statt  nahm  man  bald  darauf  metallene  Stangen.  Nachher  nahm  man 
abermals  zu  Kugeln  seine  Zuflucht,  weil  dieselben  weit  geschickter  waren,  diesen 
isolirten  Leitern  die  elektrische  Materie  auf  eine  mehr  einförmige  Art  zu  über- 
liefern." 
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begonnen  habe,  so  dürfen  wir  die  Constrnktion  derselben,  jedenfalls  nicht 
vor  das  Jahr  1742  setzen.  Damach  aber  macht  ihm  der  Wittenberger 
Professor  Matthias  Böse  in  allen  Dingen,  nicht  bloss  in  der  Erfindimg 


Fig.  8. 


des  Condnktors  tinci  nicht  einmal  vorzugsweise  in  dieser,  wie  man  nach 
den  Historien  der  Elektricität  vermathen  sollte,  die  Priorität  streitig.  Böse 
beschrieb  gleich  nach  dem  Erscheinen  der  Abhandlung  von  Hausen  seine 
eigene  Methode,   die  Elektricität   in    grössten  Mengen  hervorzubringen  in 
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mehreren  deutschen  und  lateinischen  Schriften.^)  Darin  betonte  er,  aller- 
dings ohne  Hausen  zu  nennen,  aber  doch  mit  deutlicher  Beziehung  auf 
diesen,  wie  er  gleich  nach  seinem  Bekanntwerden  mit  den  Dufaj'schen 
Versuchen  in  Paris  vom  Jahre  1733  sich  darüber  gewundert,  dass  dieser 
statt  der  unbequem  zu  reibenden  Glasröhre  nicht  die  millionenmal  bequemere 
Kugel  Hawksbee's  benutzt,  und  dass  er  selbst  dann  noch  im  Jahre  1737 
bei  seinen  elektrischen  Versuchen  die  rotirende  Glaskugel  mit  grossem 
Erfolge  angewandt  habe.') 

Auch  Böse  benutzte  zuerst  noch  vielfach  menschliche  Conduktoren; 
er  stellte  bei  seinen  Zündversuchen  Menschen  auf  isolirende  Substanzen 
und  Hess  von  ihren  Fingern,  oder  (mit  Vorliebe)  von  einem  Schwert,  oder 
von  einer  Eisdnröhre,  die  sie  in  der  Hand  hielten,  die  Funken  ausgehen. 
Dann  aber  eliminirte  auch  er  den  Menschen  und  hing  als  Conduktoren 
lange  eiserne  Röhren  in  seidenen  Schnüren  auf,  deren  Enden  er 
entweder  direkt  auf  der  rotirenden  Kugel  schleifen  Hess,  oder  die  er  zweck- 
mässiger, nachdem  ihm  durch  das  Aufstossen  einer  solchen  eisernen  Röhre 
eine  schöne  Glaskugel  zerstossen  worden  war,  durch  Leinenfäden,  die  aus 
der  Röhre  heraushingen,  mit  der  Kugel  in  leitende  Verbindung  setzte.  Doch 
rühmte  er  sich  der  zweckmässigen  Anwendung  und  Gestaltung  dieser  Con- 
duktoren nicht  weiter,  sondern  schilderte  nur  enthusiastisch  die  starken 
Wirkungen,  die  er  mit  seinen  Apparaten  erhalten  hatte.  Die  Schriften 
Bose's  enthalten  keine  Abbildungen  seiner  Apparate,  doch  müssen  seine 
Maschinen,  abgesehen  von  der  speciellen  Form  und  Lage  der  Theile,  ungefllhr 
so  ausgesehen  haben,  wie  die  umstehend  abgebildete  Elektrisirmaschine 
NoUet's,  die  trotz  ihrer  UnvoUkommenheit  noch  lange  und  viel  an- 
gewandt wurde. 


1)  Die  Elektricität  nach  ihrer  Entdeckang  and  Fortgang  mit  Poe- 
tischer Feder  entworfen  von  George  Matthias  Böse.  Wittenberg.  (Die 
Widmong  dieses  Lehrgedichts  ist  dadirt  vom  20.  Juli  1744.)  Tentamina  elec- 
trica in  AcademÜB  Begiis  Londinensi  et  Parisina  primum  habita, 
omni  studio  repetita,  quae  novis  aliquot  accessionibos  locupletavit 
G.  M.  Böse.    Wittenbergae  1744. 

2)  In  „Die  Elektricität",  S.  XXIII,  sagt  Böse: 

„Gepriesener  Da  Fay,  so  schön  gingst  Da  mir  für, 

Das  rühm'  ich  öffentlich.    Ich  folgte  gleich  nach  Dir  .  .  , 

Nur  alles  was  Du  thatst,  thatst  Da  mit  hohlen  Röhren, 

Die  gut,  wenn  sie  nur  nicht  so  sehr  beschwerlich  wären. 

Ich  nahm  za  allererst  mit  viel  Bequemlichkeit 

Des  Hawksbees  Engel  an,  wodurch  in  wenig  Zeit 

Was  sonst  das  Bohr  mit  Müh,  nicht  lang  und  schwach  gezeigt. 

Unendlich  stärker  wird,  ja  alles  übersteigt." 

Abh.  rar  Gesch.  der  Mathem     YIII.  6 
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Böse  erstaunte  alle  Welt  durch  die  Stärke  der  elektrischen  Entladungen^ 
die  er  mit  seiner  Maschine  erhalten  konnte,  dann  aber  vor  allem  auch 
durch  die  sogenannte  Beatification  des  Menschen,  d.i.  das  Glimmleuchten 
des  ganzen  menschlichen  Körpers  im  Dunkeln,  wenn  derselbe  auf  den  Isolir- 
schemel gestellt  und  stark  elektrisirt  worden  war.  und  da  Böse  nicht 
bloss  das  grosse  Publikum,  sondern  auch  die  höchsten  Herrschaften,  deren 
Besuche  in  seinem  Laboratorium  er  sehr  enthusiastisch  beschreibt,  für 
seine  Versuche  zu  interessiren  wusste,  da  ausserdem  die  gewaltigen  Wir- 
kungen der  1745  erfundenen  Verstärkungsflasche  besonders  das  Verlangen 

nach     starken     Elektricitäts- 
*■*«•  *'  quellen  erregten,  so  begann 

^^i«iitininni-Tr.i«iwiyftinmny!f^^    ^^^    eine    Zeit    elektrischen 

Enthusiasmus,  in  der  nicht 
bloss  fast  jeder  Physiker,  son- 
dern auch  fast  jeder  Dilettant 
seine  besonderen  Maschinen 
construirte,  die  jedoch  alle 
wesentlich  nicht  viel  Yon 
einander  verschieden  waren. 
Noch  aber  war  der 
letzte  menschliche  Best 
aus  der  mechanischen  Ma- 
schine, die  menschliche 
Hand  als  Reibzeug,  zu  eli- 
miniren.  Das  erste  Bedürf- 
niss  dazu  fUhlte  der  Leipziger 
Professor  der  alten  Sprachen, 
später  auch  der  Physik, 
Johann  Heinrich  Winkler, 
der  zur  Ladung  der  von  ihm  zusammengestellten  elektrischen  Batterien,  wie 
überhaupt  zur  Erzielung  der  starken  Wirkungen,  wie  er  sie  liebte,  stärkerer 
Elektricitätsquellen  nothwendig  bedurfte.  Winkler  baute  fUr  die  Ladung 
seiner  elektrischen  Flaschenbatterien,  um  durch  Summirung  die  ungenügenden 
Einzelwirkungen  zu  verstärken,  Elektrisirmaschinen,  statt  mit  einer,  mit  zwei 
oder  vier,  ja  sogar  acht  Kugeln,  zu  deren  Reibung  wohl  die  Hände  seiner 
Assistenten,  oder  vielmehr  die  Assistenten  selbst  nicht  mehr  ausreichten. 
Nach  Winkler's  eigner  Erzählung  hat  ihn  zuerst  der  Leipziger  Drechsler- 
meister Giessing,  mit  dem  er  über  die  Hausen' sehe  Maschine  sprach,  darauf 
aufmerksam  gemacht,  dass  man  auch  bei  der  Hawksbee'scheu  Kugel,  ganz 
wie  bei  den  Gray'schen  Glasröhren,  statt  der  Hände,  als  Beibzeug  WoUen- 
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und  Lederstoffe  anwenden  könne.  ^)  Er  folgte  dem  Winke  und  construirte 
mit  Erfolg  eine  Maschine,  bei  der  statt  der  Hände  zur  Reibung  der  rotirenden 
Kugeln  kleine  mit  Leder  überzogene  Zeugkissen  gebraucht  wurden,  die 
zur  besseren  Wirkung  mit  Kreide  überstrichen  waren  und  die  man  mit 
Hülfe  einer  Feder  stärker  oder  schwächer  gegen  die  Glaskugel  pressen  konnte. 
Zuerst  freilich  zeigten  sich  diese  Beibzeuge  wohl  bequemer,  aber  doch  nicht 
so  kräftig  wirkend  als 

die  trockenen,  mensch-  fi?  5. 

liehen  Hände,  und  das 
war  wohl  die  Ursache 
dafür,  dass  das  Reib- 
zeug sich  nur  langsam 
einführte  und  dass 
selbst  berühmte  Phy- 
siker noch  mehrere 
Jahre  lang  ihre  Elek- 
trisirmaschinen  ohne 
mechanisches  Reib- 
zeug construirten.  Erst 
nachdem  man  die  Noth- 
wendigkeit  einer  elek- 
trischen Ableitung  des 
mechanischen  Reib- 
zeugs erkannt  hatte, 
führte  sich  dieses  ganz 
allgemein  ein. 

Ueberhaupt  er- 
hielten sich  die  alten 
Formen  der  einzelnen 
Theile  des  elektrischen 
Apparates  noch  merk- 
würdig lange  und  nur  langsam  gestalteten  sie  sich  der  Idee  der  Einheit 
einer  Maschine  entsprechend  um.  Auch  Winkler  versuchte  noch  seine 
ersten  Maschinen  in  den  einzelnen  Theilen  den  alten  Formen  genau  nach- 
zubilden. Dem  entsprechend  beschrieb  er  in  seiner  ersten  Schrift  über 
die  Elektricität  vom  Jahre  1744  eine  Elektrisirmaschine,  bei  der  er 
statt    der   rotirenden    Glaskugel    wieder    eine    lange    Glasröhre    nach 

1)  Gedanken  von  den  Eigenschaften,  Wirkungen  und  Ursachen 
der  Elektricität,  nebst  einer  Beschreibung  zwo  neuer  elektrischen 
Maschinen.    Herausgegeben  von  Joh.  Heinrich  Winklern.     Leipzig  1744. 
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Grayscher  Art  anwandte.  Diese  Glasröhre  konnte  durch  einen  Fnss- 
tritt  mit  Hülfe  einer  an  ihrem  oberen  Ende  befestigten  Feder  in  dem 
sie  nmschliessenden  Beibzenge  auf-  und  niedergezogen  werden.  Und  bei 
der  zweiten  Maschine,  die  Winkler  ebenfalls  im  Jahre  1744  empfahl 
und  die  nach  neuer  Art  eine  Glaskugel  oder  vielmehr  ein  Bierglas  als 
Reibkörper  hatte,  liess  er  wenigstens,  nach  seiner  Meinung  zur  besseren 
Wirkung,  die  Rotationen  in  ihrer  Richtung  immer  umwechseln,  indem  er 
den  Glaskörper  nicht  mit  Htllfe  von  Kurbel  und  Rad,  sondern  wie  die  Ab- 
bildung 5  zeigt  ^),  durch  einen  um  die  Rotationsachse  geschlungenen  Faden 
nach  Art  der  Metallbohrer  der  Handwerker  ebenfalls  mit  Hülfe  eines  Fnss- 


Fig.  6. 


tritts  bewegte.  Die  beiden  ersten  Maschinen  Winkler's  sind  auch  noch  ohne 
Conduktor  abgebildet,  doch  ist  nicht  zweifelhaft,  dass  auch  dabei  der  Gray*- 
sehe  Röhrenconduktor  verwandt  wurde,  denn  Winkler  spricht  in  dem 
erwähnten  Werke  (S.  57)  ausdrücklich  von  den  Funken  eines  eisernen 
Rohres,  welche  die  Quintam  Essentiam  Vegetabilem  mit  ausnehmender 
Geschwindigkeit  zu  entzünden  vermöchten. 

Winkler's  Elektrisirmaschinen  aus  dem  folgenden  Jahre,  d.  i.  von  1745, 
aber  haben  die  obigen  alterthümlichen  Einrichtungen,  wie  die  Figur  6') 
erkennen  lässt,  nicht  mehr;  vielmehr  sind  bei  ihnen  als  Reibkörper  rotirende 


1)  Figur  6  ist  der  Tafel  I  des  Werkes  von  1744  über  die  Eigenschaften, 
Wirkungen  und  Ursachen  der  Elektricität  entnommen.  Das  sonst  wenig  sichtbare 
Reibzeug  ist  innerhalb  der  linken  Abbildung  der  Maschine  noch  einmal  vergrGssert 
dargestellt. 

2)  Die  Figur  6  stammt  aus  Tafel  IV  des  Werkes  „Die  Eigenschaften  der 
elektrischen  Materie  und  des  elektrischen  Feuers  ans  verschiedenen 
neuen  Versuchen  erkl&rt  und,  nebst  etlichen  neuen  Maschinen  cum 
Elektrisiren,  beschrieben  von  Job.  Heinrich  Winklern.    Leipzig  1745. 
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Olaskugeln,  ganz  wie  bei  Hansen  nnd  Böse  verwendet,  nnd  die  Condnktoren, 
allerdings  noch  von  alter  Röhrenform,  sind  schon  fest  mit  der  Maschine 
verbonden,  was  als  eine  sehr  wichtige  Neaemng  erscheint. 

Noch  im  Jahre  1745  veröffentlichte  anch  der  Hallenser  Professor  der 
Medicin  Job.  Gottlob  Krüger  als  Zuschrift  an  seine  Zuhörer  eine  Ab- 
handlung über  Elektricität^),  der  die  Abbildung  (Figur  7)  einer  Elektrisir- 
maschine  angehängt  ist,  die  ebenfalls  noch  ganz  primitive  Formen  zeigt 
Trotzdem  aber  in  der  Abbildung  nur  ein  Mensch  als  Conduktor  dargestellt 
ist,  spricht  sich  grade  Erüger  über  die  Art  der  Wirkung  der  Metall- 
conduktoren  näher  aus.  Zuerst  hatte  man  wohl  bei  der  Anwendung  der- 
selben an  besondere  Kräfte  der  gebrauchten  Körper  gedacht,  jetzt  führte 
Krüger  die  Wirkung  der  Conduktoren  auf  das  Strömen,  vielleicht  auch 
das  Fallen  der  Elektricität  in  ihnen  zurück  und  fand  damit  anscheinend 
mannigfachen  BeifalL  „Nach  der  Zeit,  so  sagt  er'),  dass  Hausen  und  Böse 
ihre  Experimente  angestellt,  haben  sehr  viele  Naturkundige  und  ich  selbst, 
wenn  ich  mich  unter  dieselben  zählen  darf,  diese  Experimente  angestellt, 
und  immer  mehreres  Neue  dabei  entdeckt,  wozu  ich  insonderheit  dieses 
zähle,  dass  die  Elektricität  immer  stärker  wird,  je  weiter  sie  fortgepflanzt 
wird,  welches  aber  der  Knoten  ist,  der  in  dieser  Sache  am  schwersten 
aufzulösen.  Da  ich  nun  gefunden  habe,  dass  wenigen  diese  Art  die  Elektri- 
cität zu  verstärken  bekannt  sei,  so  will  ich  beschreiben,  wie  man  es  damit 
anfangen  müsse.  Man  legt  so  nahe,  als  es  möglich  ist,  an  die  gläserne 
Kugel  oder  Cylinder  der  elektrischen  Maschine  eine  eiserne  Stange  auf 
blaue  Seidenfäden  und  bindet  an  dieselben  einen  dicken  eisernen  Draht, 
denn  wenn  er  dünner  ist,  so  ist  die  Wirkung  viel  schwächer.  Dieser 
Draht  wird  weiter  fortgeleitet  und  allenthalben  mit  blauen  Seidenfäden  an- 
gebunden, zugleich  aber  auch  verhindert,  dass  er  keinem  andern  Körper  zu 
nahe  kommt,  oder  die  Seide  nass  gemacht  wird.  Auf  diese  Art  habe  ich 
die  Wirkung  dergestalt  vermehrt,  dass  man  einen  an  dem  letzten  Ende 
des  Drahtes  angehängten  Schlüssel  nicht  ohne  den  empfindlichsten  Schmerz 
anrühren  konnte.  Mein  Freund  und  ehemaliger  Zuhörer  Herr  Pope  hat 
auf  solche  Art  den  Draht  zweihundert  Ellen  weit  fortgeleitet  und  es  ist 
unbeschreiblich,  was  die  elektrischen  Funken  am  Ende  des  Drahtes  für 
eine  Gewalt  hatten,  welches  man  daraus  abnehmen  kann,  dass  Jemand, 
welcher  unter  dem  elektrischen  Drahte  hinwegging,  von  den  Funken  der- 

1)  Job.  Qottlob  Krügers  Zuschrift  an  seine  Zahörer,  worin  er 
ihnen  seine  Gedanken  von  der  Elektricität  mittheilt  nnd  ihnen  zu- 
gleich seine  zukünftigen  Lectionen  bekannt  macht.  Halle  1745.  Neue 
und  mit  Anmerkungen  versehene  Auflage. 

2)  Krüger*8  Zuschrift,  S.  89.   Anmerk. 
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gestalt   auf  den  Kopf  geschlagen  wurde,    dass  er  beinahe   vor   Schwindel 
auf  den  Boden  gefallen  wäre/' 

Uebrigens  berichtigte  man  doch  bald  diese  Vorstellung  von  der  Wirk- 


nj.  7. 


samkeit  des  Conduktors  dahin,  dass  nicht  sowohl  die  Länge  allein,  als 
vielmehr  die  ganze  Oberfläche  dal)ei  von  Einfluss  sei,  wenn  man  auch  die 
langen  Röhrenconduktoren  beharrlich  beibehielt.  Beide  Momente  sind  deutlich 
noch  in  den  Briefen  Franklin's  über  Elektricität  zu  erkennen.    ,Jeh 
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habe,  sagt  er  da^)  in  emem  Briefe  vom  Jahre  1749,  einen  grossen  Condnktor, 
der  ans  vielen  Blättern  von  steifer  F&ppe  zusammengesetzet,  und  wie  eine 
Bohre  gestaltet 
ist  Er  ist  bei- 
nahe zehn  Foss 
lang  and  hält 
einen  Fnss  im 
Durchmesser.  Ich 
habe      denselben 

mit  buntem 
Goldpapier  über- 
zogen, welches  fast 
gänzlich  vergol- 
det ist.  Diese 
grosse  Metall- 
fiäche  nimmt  eine 
viel  grössere  elek- 
trische Atmo- 
sphäre an,  als  eine 
eiserne  Stange,  die 
fünfzig  mal  schwe- 
rer ist.  Der  Con- 
daktor  ist  an  eine 
seidene  Schnur 
aufgehangen,  und 
wenn  er  geladen 
ist,  schlägt  er  fast 
auf  zween  Zolle 
weit  und  giebt 
einen  so  starken 
Schlag,    dass    es 

dem     Knöchel 
schmerzhaft  wird.^' 

Wohl  die  vollkommenste  Maschine  aus  den  Geburtsjahren  unserer  Elek- 
trisirmaschine,  ist  diejenige,  welche  der  Benedictinermönch  und  Professor 
der  Physik  in  Erfurt  Andreas  Gordon  in  seinem  „Versuch  einer  Er- 


1)  Des  Herrn  Benjamin  Franklin*s  Esq.  Briefe  von  der  Elektricitftt 
Aus  dem  Englischen  Übemetset,  nebst  Anmerkongen  von  J.  C.  Wilcke.  Leipzig 
1768.    S.  84. 
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klärang  der  Elektricität'^  (Erfurt,  ohne  Jahreszahl,  Dedication  Yom 
17.  April  1745)  beschrieb  nnd  auf  Tafel  I  dieses  Werkes  abbildete  (Figur  8). 
Die  Maschine  zeigt  einige  Verwandtschaft  mit  den  Winkler'schen,  vor  allem 
auch  darin,  dass  neben  dem  grossen  Bade  zur  schnellen  Drehung  des  Beib- 
körpers  (eines  Glascylinders  oder  gewöhnlichen  Bierglases)  noch  eine 
Vorrichtung  über  demselben  angebracht  ist,  um  ihn,  wie  bei  Winkler, 
nach  Art  der  Metallbohrer  vor-  und  rückwärts  zu  drehen.  Das  Beibkissen 
besteht  aus  Ealbsleder,  das  mit  Bosshaaren  ausgestopft  und  mit  Tripel 
eingerieben  ist.  Der  Conduktor,  eine  4  Schuh  lange  und  2  Zoll  weite 
Eisenröhre,  wird  auf  ein  kleines,  mit  der  Maschine  nicht  verbundenes,  in 
seiner  Höhe  verstellbares  Tischchen  gelegt,  das  rechts  von  der  Zeichnung 
der  Maschine  dargestellt  ist.  Beim  Gebrauch  wurde  die  Eisenröhre  dem 
geriebenen  Glascylinder  zur  Ableitung  der  Elektricität  bis  Yji  oder  Y^  Zoll 
Entfernung  nahe  gebracht,  war  aber  sonst  ohne  weitere  Vorrichtungen  zur 
besseren  Aufnahme  der  Elektricität. 

Die  eben  beschriebenen  primitiven  Formen  der  Elektrisirmaschine  zeigten 
eine  ganz  überraschende  Beharrungskraft;  sehr  langsam  nur  wurde  die 
Schnurenübersetzung  der  Drehung  von  einem  grossen  Bade  auf  den  schnell 
rotirenden  Beibkörper  durch  die  direkte  Drehung  des  letzteren  eliminirt, 
und  die  lange  Böhrenform  des  Conduktors  erhielt  sich  gegenüber  der  Kugel- 
gestalt noch  bis  weit  in  unser  Jahrhundert  hinein;  ein  sprechender  Beweis 
für  die  zähe  Lebenskraft  nicht  bloss  wissenschaftlicher  Theorien,  sondern 
auch  praktischer  Formen  wissenschaftlicher  Apparate  selbst  lange  nach 
dem  Aufhören  ihrer  Daseinsberechtigung. 


Digitized  by 


Google 


DIE  ERSTEN  BEOBACHTUNGEN 


UEBER 


ELEKTRISCHE  ENTLADUNGEN 


VON 


FERDINAND  BOSENBEROEB. 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Trotzdem  man  schon  im  Alterthnme  die  Thatsache  kannte,  dass  einzelne 
Stoffe  durch  Reiben  mit  andern  die  Fähigkeit  erlangen  leichte  Gegenstände 
an  sich  zu  ziehen,  so  dauerte  es  doch  bis  in  das  vorige  Jahrhundert  herein, 
bevor  man  an  den  geriebenen  Körpern  ausser  jenen  schwachen  Anziehungen 
noch  andere  Eigenschaften  bemerkte  und  dann  alle  diese  beobachteten 
Erscheinungen  als  elektrische  zusammenfasste.  Gerade  das  letztere  hatte 
seine  besonderen  Schwierigkeiten.  Zwar  waren  die  Abstossungserscheinungen, 
die  Bürgermeister  Guericke  zuerst  an  seiner  geriebenen  Schwefelkugel 
nachwies,  nicht  schwer  als  mit  den  elektrischen  Anziehungen  zusammen- 
gehörig zu  erkennen;  daftlr  aber  blieben  die  Erscheinungen,  welche  auf 
einen  Uebergang  von  Materie  aus  den  elektrischen  Körpern  in  unelektrische 
hinzudeuten  schienen  und  die  wir  wohl  mit  dem  Namen  der  elektrischen 
Entladungserscheinungen  bezeichnen,  für  lange  Zeit  in  ihrem  Ver- 
hältniss  zu  den  elektrischen  Kräften  um  so  räthselhafter.  Es  hat  lange 
gedauert,  bis  man  auf  diese  Vorgänge  überhaupt  aufmerksam  wurde ;  aber  es 
hat  selbst,  nachdem  man  dieselben  schon  vielfältig  und  sorgfältig  beobachtet 
hatte,  noch  lange  gewährt,  bis  man  sie  als  Entladungserscheinungen 
mit  den  elektrischen  sicher  zusammenzufassen  wagte.  Diese  frühesten 
Versuche  die  Zusammengehörigkeit  der  elektrischen  Kräfte  mit  den 
elektrischen  Lichterscheinungen  festzustellen  möchte  ich,  da  sie 
wenig  bekannt  und  mehr  als  nöthig  übersehen  worden  sind,  in  Kürze 
schildern. 

In  erster  Linie  ist  dabei  Francis  Hawksbee  zu  nennen,  der  im 
Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts  als  Experimentator  der  Boyal  Society 
in  London  die  Lichtentwickelungen  geriebener  Körper  in  vielfacher  Weise 
bahnbrechend  untersuchte  und  diese  Untersuchungen  im  Jahre  1709  in 
einem  besonderen  Werke  unter  dem  Titel  Phjsico-Mechanical  Experi- 
ments on  various  subjects  touching  light  and  electricity  bekannt 
machte,  nachdem  die  einzelnen  Abhandlungen  bereits  vom  Jahre  1704  an 
in  den  Transactions  der  Boyal  Society  erschienen  waren.  Allerdings 
hatte  schon  Jahrzehnte  vor  ihm  unser  Bürgermeister  Guericke  an  seiner 
geriebenen  Schwefelkugel  im  Dunklen  ein  stetiges  Leuchten  bemerkt  und 
dasselbe  auch  klar  beschrieben;  aber  seine  Versuche  waren  in  dieser  Be- 
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ziehnng  doch  so  wenig  umfassend  nnd  Angaben  über  einen  etwaigen  Zn- 
sammenhang der  Erscheinungen  fehlten  bei  ihm  so  gänzlich,  dass  man 
Hawksbee  trotzdem,  wenn  nicht  als  den  ersten  Entdecker,  so  doch  als 
ersten  und  eigentlichen  Erforscher  der  mit  den  elektrischen  zusammen 
auftretenden  Lichterscheinungen  bezeichnen  muss. 

Guericke  gab  in  seinem  grossen  physikalischen  Werke  Experi- 
menta  nova  (ut  vocantur)  Magdeburgica  de  Yacuo  Spatio  ...  Quibus 
accesserunt  simul  certa  quaedam  de  Aeris  Pondere  circa  Terram; 
de  Virtutibus  Mundanis,  et  Systemate  Mundi  Planetario  .... 
(Amsterdam  1672)  seine  Versuche,  die  die  Elektricität  betreffen,  in  so 
allgemeiner  Form  und  unter  so  allgemeinen  Oesichtspunkten,  dass  es  schwer 
hält  zu  erkennen,  wie  weit  er  selbst  alle  die  beobachteten  Erscheinungen 
für  elektrische  hielt.  Nachdem  er  in  den  ersten  vierzehn  l^apiteln 
des  vierten  Buches,  das  von  den  Welt-  oder  besser  Naturkräften 
handelt,  gezeigt  hat,  dass  der  Erde  verschiedene  Kräfte  ihrer  Natur  nach 
eigen  sind,  wie  die  Kraft  der  Beharrung,  der  Anziehung  und  Abstossung, 
der  Direktion,  der  Rotation,  des  Tönens,  des  Wärmens  und  des 
Leuohtens,  konunt  er  im  fünfzehnten  Kapitel  zu  den  Versuchen,  durch 
welche  diese  Kräfte  mit  Ausnahme  der  Direktions-  und  Botationskraft  auch 
an  einer  geriebenen  Schwefelkugel  nachgewiesen  werden  können.  Die 
Kraft  der  Beharrung  beobachtet  man,  wenn  man  die  Schwefelkugel  durch 
einen  Stoss  bewegt  hat.  Die  Anziehung  erkennt  man  nach  dem  Beiben 
der  Kugel  mit  der  recht  trockenen  Hand  an  der  Bewegung  kleiner  Schnitzel 
von  Gold-  oder  Silberpapier  und  anderer  kleiner  Körper.  Zur  Beobachtung 
der  Abstossung  an  der  geriebenen  Schwefelkugel  benutzt  man  am  besten 
eine  Flaumfeder,  welche  zuerst  angezogen,  danach  abgestossen  und  dann 
erst  wieder  angezogen  wird,  wenn  sie  vorher  mit  einem  andern  Körper 
in  Berührung  oder  einer  Flamme  auch  nur  nahe  gekonmien  ist.  üebrigens 
können  beide,  die  Abstossungs-  wie  die  Anziehungskraft,  durch  Leinen- 
föden  bis  über  eine  Elle  weit  von  der  Schwefelkugel  weg  geleitet  werden. 
Die  Kraft  des  Tönens  bemerkt  man,  wenn  man  die  Kugel  in  der  Hand 
hält  und  an  das  Ohr  bringt  Die  Kraft  der  Wärme  ruft  man  in  der 
Schwefelkugel,  wie  in  jedem  Körper  durch  Beiben  leichtlich  hervor.  Die 
Leuchtkraft  endlich  anlangend,  so  entsteht  sie,  nach  Guerickes  Worten, 
in  ähnlicher  Weise.  Denn  wenn  man  die  Kugel  in  ein  dunkles  Zimmer 
bringt  und  mit  trockener  Hand  vorzüglich  des  Nachts  reibt,  so  leuchtet 
sie  auf  gleiche  Weise  wie  Zucker,  wenn  man  ihn  stösst. 

Guericke  gebraucht  merkwürdigerweise  in  diesem  fünf- 
zehnten Kapitel  seines  Briefes  das  Wort  Elektricität  überhaupt 
nicht;  doch  bezeichnet  er  in  dem  vorhergehenden  achten  Kapitel  wenigstens 


Digitized  by  CjOOQiC 


Die  ersten  Beobacbtnngen  über  elektriscbe  EntladungeD.  93 

die  Anziebangskraft  der  Scbwefelkngel,  die  er  bier  ancb  als  fort- 
leitungsfäbig  von  der  magnetiscben  bestimmt  nntersebeidet, 
ausdräcklicb  als  eine  elektrische  Erscbeinung.  Man  bat  danacb  vielfach 
geglaubt,  ibm  ancb  die  Erkenntniss  der  Znsammengebörigkeit  des  Tönens 
und  Leucbtens  der  geriebenen  Scbwefelkugel  mit  den  elektrischen  Er&ften 
mit  Sicherheit  zuschreiben  zu  dürfen,  meines  Erachtens  jedoch  nicht  mit 
vollem  Becht.  Die  im  vierten  Buche  erwähnten  Weltkräfte  gehören  nur 
insofern  zusammen,  als  sie  alle  unkörperliche  Kräfte  d.  h.  solche  Kräfte 
sind,  die  durch  das  Ausströmen  sehr  feiner,  nicht  direkt  wahrnehmbarer, 
alle  körperliche  Materie  frei  durchdringender  Flüssigkeiten  aus  den  be- 
treffenden Körpern  verursacht  werden.  Solcher  subtilen  Flüssigkeiten  und 
damit  solcher  unkörperlicher  Kräfte  kann  es  sehr  verschiedene  geben;  als 
elektrisch  bezeichnet  Guericke  direkt  nur  die  Anziehungs-  und  Ab- 
stossungskraft  (Virtus  Conservativa  &Ezpulsiva)^)  der  geriebenen  Schwefel- 
kugel. Die  im  fün&ehnten  Kapitel  als  erste  unter  den  unkörperlichen 
Kräften  ei*wähnteB eh arrungs kraft  (v.  impulsiva)  ist  sicher  nicht  elektrisch; 
ob  die  Kraft  des  Tönens  (v.  Soni)  den  elektrischen  Erscheinungen  zu- 
zuzählen, bleibt  mehr  als  zweifelhaft,  da  die  Töne,  welche  Guericke  hörte, 
wenn  er  die  Schwefelkugel  mit  der  Hand  an's  Ohr  hielt,  wohl  nicht  den 
elektrischen  Funken,  sondern  vielmehr  dem  Zerreissen  der  erwärmten  Schwefel- 
kry stalle  zuzuschreiben  sind.  So  erscheint  es  zum  mindesten  unsicher,  ob 
Guericke  einen  festen  Zusammenhang  zwischen  dem  von  ihm  entdeckten 
Leuchten  der  geriebenen  Schwefelkugel  mit  der  elektrischen  Anziehung 
wirklich  klar  erkannt  hat,  wenn  derselbe  auch  insofern  wenigstens  nicht 
zu  übersehen  war,  als  alle  wirklich  elektrischen  Kräfte  sichtlich  gemein- 
sam durch  Reiben  der  Schwefelkugel  erzeugt  wurden. 

Guericke  hat  mit  Leibniz  auf  des  Letzteren  Anregung  hin,  während 
der  Jahre  1671  und  1672,  also  kurz  vor  dem  Erscheinen  des  Guericke'schen 
Werkes  Briefe  gewechselt,  die  vor  allem  von  den  Versuchen  mit  der  ge- 


1)  Direkt  im  Btrengsten  Sinne  bezeichnet  Guericke  aach  nicht  einmal  die 
AbatosBongskraft  als  elektrisch,  doch  folgt  dies  von  selbst  aus  dem  erwähnten 
leichten  Uebergehen  der  Attraction  in  £xpulBion  und  umgekehrt.  Aach  bespricht 
Guericke  die  LeitangsAhigkeit,  die  er  als  bestes  Merkmal  der  Elektricität  be- 
zeichnet, grade  in  dem  Artikel  des  16.  Kaptils,  der  von  der  Yirtus  Expnlsiva 
handelt  Seine  Worte  aber  im  8.  Kapitel  über  die  elektriecbe  Anziehung  lanten: 
„Sed  nos,  qui,  in  antecedenti  capite  denominati  globi  Sulpburei  attractionem, 
candem  com  Electrica  assnmimns  &  ex  virtute  Conservativa  esse  vel  oriri  per- 
cipimas,  non  possumos  concedere,  hanc  attractionem  mediante  aSre  fieri,  qoia 
experimenta  ocolariter  monstrant,  hunc  Snlphnrenm  Globam  (attritione  antea 
excitatam)  suam  quoqne  virtntem  per  filnm  linenm,  ulnam  &  ultra  longam,  posse 
ezcereere,  &  ibi  aliqnid  attrahere." 
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riebenen  Schwefelkugel  handeln.^)  Auch  hier  gebraucht  Guericke  die 
Wörter  elektrisch  oder  Elektricität  an  keiner  Stelle,  sondern  spricht 
nnr  von  den  Yirtutes  Mundanae,  die  fast  alle  an  der  Schwefelkugel 
hervorzubringen  seien,  und  betont  ausdrücklich  die  Anwesenheit  mehrerer 
Kräfte  in  der  Kugel.  „Item,  so  sagt  er  im  ersten  Briefe,  es  können  gar  viel 
andere  wunderbare  Dinge  durch  diese  Kugel  demonstriret  werden,  so  dass 
nmn  siebet,  dass  nicht  eine,  sondern  einige  yiventes  yirtutes  darinnen  Ter- 
borgen,  gleichwie  man  vom  Magnetstein  siebet,  in  welchem  die  Virtus 
directiva  Telluris,  kein  mehreres  aber  stäcket."  Der  fiinheitsbe griff 
der  Elektricität  war  eben  auch  bei  Guericke  noch  nicht  ausgebildet  oder 
doch  wenigstens  noch  nicht  bewusst  vollendet,  wenn  auch  eine  dunkle 
Ahnung  von  der  Zusammengehörigkeit  der  Lichterscheinungen  mit  den 
elektrischen  wohl  vorhanden  war.  Dafür  zeugen  jedenfalls  die  folgenden 
Worte,  mit  denen  Guericke  die  Uebersendung  einer  seiner  Schwefelkugeln 
an  Leibniz  unter  anderm  begleitet:  „Wenn  man  nicht  rächtt  weiss,  wie  aie 
(die  Kugel  nehmlich)  zu  atteriren  und  zu  perstringiren,  so  nehme  man  sie 
bey  abends  inls  finstere  vor,  da  wird  man  sehen  vff  welche  art  sie  am 
besten  schein  von  sich  gibt,  also  will  sie  auch  tractirt  sein.^^  Dass  Guericke 
aber,  trotz  seiner  Betonung  des  knisternden  Geräusches  in  der  Schwefel- 
kugel und  trotz  der  Abschätzung  der  Stärke  der  Elektricität  nach  der 
Stärke  des  Glimmlichts,  niemals  einen  elektrischen  Funken  gesehen,  das 
geht  deutlich  aus  einem  andern  Briefe  Guericke's  hervor,  in  dem  er 
Leibniz  auf  dessen  Bemerkungen  über  die  Experimente  mit  der  erhaltenen 
Schwefelkugel  antwortet:  „Desselben  gar  angenehms  vom  31.  Jan.,  so  heisst 
es  da,  hatt  mich  die  Yberkunft  der  Schwäffelkugel  verständigett  und  dass 
sie  wegen  andere  geschöffte  noch  nicht  probiret  werden  können;  doch  hette 
Er  die  Wärme  und  Funken  gar  wohl  gesprühret  etc.  Nuhn  weiss  ich 
nicht,  ob  etwan  ein  missverstand  hierbey,  vielmehr  von  Wärme  bey  der 
Kugel  nichts  beweist,  die  Funken  aber  müssten  etwa  von  dem  leuchten 
zu  verstehen  sein,  wan  man  Sie  mit  trucken  henden  bey  der  nachts  oder 
im  finstem  gemach  bestrichett,  so  gibbt  sie,  wie  der  Zucker,  leüchtung 
von  sich."  Schade,  dass  gerade  der  hier  angezogene  Brief  Leibnizens  nicht 
mehr  vorhanden,  denn  er  müsste  meiner  Meinung  nach  beweisen,  dass 
Leibniz    der    Erste    gewesen,    der    einen    elektrischen    Funken 


1)  Guericke's  Briefe  sind  in  der  Eönigücben  Bibliothek  zu  Hannover,  wie 
es  Bcheint,  noch  vollständig  vorhanden,  Leibnizens  Briefe  aber  wohl  bis  auf 
zwei  verloren.  Die  Briefe  sind  zum  grössten  Theile  abgedruckt  in  den  philo- 
sophischen Schriften  von  0.  W.  Leibniz,  herausgegeben  von  C.  J.  Gerhardt, 
I.  Band,  Berlin  1875,  S.  93—112. 
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beobachtet  hat.^)  Elektrisches  Glimmlicht  hatte  übrigens  am  diese  Zeit 
auch  schon  Robert  Boyle  an  einem  geriebenen  Diamanten  im  Dunkeln 
bemerkt. 

Gruericke  hat  sich  tun  das  Stadium  der  elektrischen  Entladungs- 
erscheinungen  ein  grosses  Verdienst  insofern  erworben,  als  er  das  Strömen 
der  Elektricität  in  LeinenÜbden  als  Erster  sicher  nachwies  and  klar  charak- 
terisirte.  Die  Zusammengehörigkeit  der  Lichterscheinungen  aber  mit  dem 
Auftreten  von  elektrischen  Anziehungs-  und  Abstossungserscheinungen  hat 
erst  Hawksbee  durch  einfache  überzeugende  Experimente  demonstrirt,  und 
selbst  diesem  fiel  es,  wie  allen  damaligen  Physikern,  noch  schwer,  die 
beobachtete  Gleichzeitigkeit  des  Auftretens  beider  Erscheinungen  für  ein  wesent- 
liches und  nicht  bloss  zufälliges  Moment  zu  halten.  Hawksbee  aber  kam 
zu  den  entscheidenden  Versuchen  nicht  wie  Guericke  von  der  Elektricität, 
sondern  umgekehrt  vom  Licht  her,  wenn  man  nach  der  wirklichen  Aehn- 
lichkeit  mancher  Aeusserungen  bei  Guericke  und  Hawksbee  auch  annehmen 
muss,  dass  der  Letztere  das  Werk  des  ersteren  sehr  wohl  kannte. 

In  der  zweiten  H&lfte  des  siebzehnten  Jahrhunderts  beschäftigten  sich 
die  Physiker  sehr  lebhaft  mit  den  Phosphorescenzerscheinungen  Yon 
natürlichen  Mineralien  und  künstlich  hergestellten  Verbindungen  und  pro- 
birten  alle  möglichen  Stoffe  auf  solche  Eigenschaften  durch.  Dabei  hatte 
man  auch  das  matte  Leuchten  des  Quecksilbers  in  der  Torricelli'schen  Leere 
eines  sanftgeschüttelten  Barometers  entdeckt  und  hatte  ihm  wegen  seiner 
Aehnlichkeit  mit  dem  Phosphorescenzlicht  den  Namen  des  merkurialischen 
Phosphors  gegeben.  Doch  bemühte  man  sich  lange  Zeit  vergeblich,  sichere 
Vorschriften  grade  für  die  Erzeugung  dieses  am  meisten  interessirenden 
Phosphors  aufzufinden.  Dies  gelang  vielmehr  erst  Hawksbee  im  nächsten 
Jahrhundert,  indem  er  den  vermeintlichen  Phesphor  als  eine  stete  Begleit- 
erscheinung gewisser  elektrischer  Vorgänge  nachwies,  und  auch  dann  noch 
wurde  seine  Ansicht  von  den  Herstellern  künstlicher  Phosphoro  erst  nach 
langem  Kampfe  anerkannt. 

Hawksbee  führte  zur  bequemeren  Beobachtung  des  merkurialischen 
Phosphors  durch  den  oberen  Theil  des  Glasrecipienten  einer  Luftpumpe  eine 
vermittelst  eines  Hahnes  verschliessbare  Röhre  luftdicht  bis  hart  an  den 
Boden  des  Becipienten,  wo  sie  mit  ihrer  unteren  Oeffnung  in  Quecksilber, 


1)  Mir  ist  nicht  bekannt  ob  das  Magdeburger  städtische  Archiv,  das  nach 
Direktor  Panlsick  (Programm  der  Guerickeschule,  Magdeburg  1885,  8.  8)  ein 
Volumen  mit  der  Aufschrift,  „Die  Edition  der  Ezperimentornm  Magde- 
bnrgicorum  betreffend"  enthält,  schon  nach  diesen  Briefen  Leibnizens 
dorchsQcht  worden  ist.  Wie  ans  dem  obigen  Briefe  Gaericke*s  hervorgeht,  wäre 
das  ein  sehr  zu  wünschendes  unternehmen. 
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das  dort  in  einem  hohen  Cylinderglase  sich  befand,  eintauchte.  Oeffnete 
man  dann,  nachdem  man  die  Luft  ans  dem  Becipienten  ziemlich  weit 
ausgezogen  hatte,  den  Hahn  der  Glasröhre,  so  dass  die  äussere  Luft 
durch  die  Glasröhre  wieder  in  den  Recipienten  einströmen  konnte,  so 
glühten  die  emporgeworfenen  Quecksilberkügelchen  rings  um  die  Röhre 
herum  in  heftigem  Feuer  und  glichen  einer  flammenden  Masse  aus  lauter 
glühenden  Punkten.  Diese  Erscheinung  hielt  an,  bis  der  Recipient  nahezu 
halb  wieder  mit  Luft  gefüllt  war. 

Um  die  Abhängigkeit  dieser  merkwürdigen  Lichterscheinungen  von  der 
Stärke  der  Luftverdünnung  genauer  zu  untersuchen,  construirte  Hawksbee 
einen  etwas  complicirteren  Apparat,  an  dem  er  alsobald  sogar  zweierlei 
verschiedene  Arten  der  elektrischen  Lichter  beobachtete.  Er  brachte 
auf  einem  grossen  Recipienten  ein  zweites  kleines  Gef^s  an,  das  mit 
c.  ly,  Pfund  Quecksilber  etwas  über  die  Hälfte  geftlllt  war.  Dieses  obere 
GefUss  stand  mit  dem  Recipienten  nur  durch  eine  enge  Oeffnung  im  Boden 
in  Verbindung,  die  aber  durch  einen  Holzp&opf  mit  längerem  Stiel  ver- 
schlossen werden  konnte.  In  dem  Recipienten  befand  sich  dann  noch  ein 
kleineres  oben  geschlossenes  und  unten  offenes  Glasgeftss  so  au^estellt, 
dass  das  Quecksilber  beim  Ausfliessen  aus  dem  oberen  Geföss  auf  dieses 
innere  fallen  und  an  den  Aussenwänden  desselben  herabfliessen  musste. 
Wurde  nun  der  Recipient  genugsam  ausgepumpt  und  dann  der  Yerschluss- 
pfropf  des  oberen  Gefässes  etwas  gelüftet,  so  gab  das  ausfliessende  Queck- 
silber beim  Auftreffen  auf  das  innere  Gefdss  einen  prachtvollen  Feuer- 
schauer. Dabei  leuchtete  aber  ganz  unzweifelhaft  nur  das  Quecksilber, 
welches  an  den  Glaswänden  wirklich  herabfloss,  nicht  dasjenige,  welches 
frei  herunterfiel,  und  selbst  die  kleinen  Theilchen,  welche  an  dem  Glase 
hängen  blieben,  leuchteten  nicht. 

Bei  mehrfacher  Wiederholung  dieses  Versuchs,  besonders  mit  so  grossen 
Mengen  von  Quecksilber,  dass  das  Quecksilber  mehrere  Minuten  zum  Aus- 
laufen brauchte,  zeigte  sich  aber  neben  diesem  beschriebenen  matten  und 
gleichmässig  sich  verbreitenden,  fast  continuirlichen  Licht  von 
purpurner  Färbung  noch  ein  anderes  von  mehr  bleicher,  weisslicher 
Farbe,  das,  in  sich  nicht  zusammenhängend,  eher  den  Blitz- 
strahlen^) glich  imd  vor  allem  den  oberen  Theil  des  Recipienten  erfüllte. 
Auch  dieses  Blitzlicht  folgte  in  der  Hauptsache  den  fallenden  Quecksilber- 


1)  Hawksbee,  Experiments,  p.  9:  And  dow  the  descending  Mercuiy  did 
not  ODly  appear  like  a  Shower  of  Fire  (which  it  did  at  the  first  Trial),  but  also 
the  Light  darted  thick  from  the  Crown  of  the  inclnded  Glass,  like  Flashes  of 
Lightning,  of  a  very  pale  colour,  and  easily  distinguishable  from  the  rest  of  the 
Light  produced. 
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kügelcben,  ging  aber  von  diesen  ans  nach  allen  Seiten  nnd  besonders  von 
den  Kügelcben  nach  dem  Recipienten  bin. 

Hawksbee  erkannte  bald,  dass  die  Art  des  Lencbtens  bei  diesen  Ver- 
suchen dnrcb  die  grössere  oder  geringere  Verdünnung  oder  überhaupt  durch 
die  Dichte  der  Luft  bedingt  wurde,  und  glaubte  in  Betreff  der  Ursache 
der  Erscheinungen  annehmen  zu  dürfen,  dass  dieselbe  nur  in  der  Reibung 
des  Quecksilbers  an  den  Glaswänden  zu  suchen  sei.  Zur  Prüfung 
der  letzteren  Annahme  schüttelte  er  direkt  das  Quecksilber  in  gläserne 
Hohlkugeln,  die  er  beliebig  evacuiren  oder  auch  mit  Luft  füllen  konnte, 
und  der  Erfolg  entsprach  yoU  seinen  Erwartungen.  Wenn  die  Kugel 
nahezu  luftleer  war,  so  schien  das  Licht  zusammenhängend  und  purpurn 
gefärbt;  schüttelte  er  aber  die  Kugel  lufterfUllt,  so  zeigten  sich  in  der- 
selben nur  Lichtfunken,  weisslich  leuchtend  wie  die  Sterne  in  der  Milch- 
strasse. ^) 

Aber  auch  das  Quecksilber  schien  bei  der  Erzeugung  der  Lichter  nicht 
einmal  wesentlich  zu  sein,  und  nur  das  Reiben  des  Glases  mit  geeigneten 
Stoffen  im  luftyerdünnten  oder  lufterfüllten  Räume  blieb  schliesslich  noch 
für  jene  Erzeugung  nothwendig.  Zur  Prüfting  der  Vermuthung  construirte 
sich  Hawksbee  besondere  Apparate,  mit  denen  er  Glas  oder  Bernstein  mit 
Wolle,  oder  Glas  mit  Austernschalen  u.  s.  w.  in  Luft  oder  im  Vacuum  reiben 
konnte,  und  inmier  entstanden  auch  hierbei  die  schon  früher  beobachteten 
Lichter,  das  zarte,  pupurngefärbte  Glimmlicht,  oder  das  weissliche, 
lebhafte  Blitzlicht,  je  nachdem  diese  Lichter  im  luftyerdünnten  oder 
luft  er  füllten  Räume  sich  entwickelten. 

Damit  war  die  erste  Aufgabe  Hawksbee's,  sichere  Vorschriften  für  die 
Erzeugung  des  merkurialischen  Phosphors  zu  geben,  gelöst;  er  ging  nun 
weiter  dazu  über  die  Eigenschaften  dieses  Phosphors  noch  genauer  zu  er- 
forschen und  yor  allem  sein  Wesen,  wenn  möglich,  zu  ergründen.  Für 
diese  üntersuchtingen  construirte  er  sich  wieder  eine  besondere  Maschine, 
dieselbe  bestand  im  wesentlichen  nur  aus  einer  hohlen,  neun  Zoll  im  Durch- 
messer haltenden  Glaskugel,  die  mit  Hilfe  eines  grossen  Rades  und  einer 
Schnurenübersetzung  sehr  schnell  um  ihre  Achse  gedreht  werden,  und  die 
man  dabei  durch  die  hohle  Achse,  selbst  während  des  Drehens  beliebig 
eyacuiren  oder  auch  mit  Luft  erfüllen  konnte.  Berührte  man  die  luftleer 
gemachte  Glaskugel  während  des  Rotirens  mit  der  trockenen  Hand,  so  zeigte 


1)  Ibid.,  p.  16:  The  difference  between  these  lights  conaists  particnlarly  in 
this,  that  the  laminous  Particles  are  distinct  and  separate  in  the  one,  and  united 
er  biended  into  one  continned  body  of  Light  in  the  other  .  .  .  That  light  which 
is  produced  in  yacno,  or  a  verj  much  rarefied  Medium,  is  not  tbe  same  whitb 
this  produced  in  the  open  Air. 

Abb.  cur  Gesch.  der  Mathem.    yill.  7 

Digitized  by  VjOOQiC 


98  Ferdinand  Bosenberger: 

sich  bei  Dunkelheit  in  jener  ein  continnirliches,  parpnrfarbenes  Licht,  das 
hell  genng  war  nm  bei  seinem  Scheine  in  einiger  Entfemong  noch  lesen 
zu  können.  Liess  man  aber  die  Lnfb  in  die  Engel  ein,  so  änderte  sich 
dieses  Licht  grade  so  wie  das  vorher  erwähnte  Qnecksilberlicht  nm,  es 
wnrde  blitzartig,  nnd  wenn  man  von  anssen  der  Engel  nnr  einen  Finger 
näherte,  so  fnhren  in  der  Engel  leuchtende  Blitze  in  der  Bichtimg  nach 
diesem  Finger  hin. 

Ja,  wenn  während  der  Zeit,  dass  Hawksbee  seine  Hand  leicht  an  die 
eine  Seite  der  rotirenden  Engel  hielt,  irgend  Jemand  yon  der  anderen  Seite 
her  seinen  Finger  der  Engel  nnr  bis  anf  einen  Zoll  Entfernnng  näherte, 
ohne  die  Engel  zn  berühren,  so  sah  man,  wie'  mehrere  Anwesende  bezeugten, 
sogar  ein  Licht  ans  der  Engel  gegen  den  Finger  fahren,  nnd  es 
wnrde  zn  gleicher  Zeit  bemerkt,  dass  anch  die  Halsbinde  yon  Hawksbee 
leuchtend  wnrde,  ohne  dass  das  Licht  in  der  Engel  irgend  wie  mit  ihr  in 
Verbindung  stand.  ^) 

Hawksbee  hielt  wohl  jetzt  für  mehr  als  wahrscheinlich,  dass  der  so- 
genannte merkurialische  Phosphor  nicht  zn  den  eigentlichen  Phosphoren  zn 
rechnen  sei;  denn  diese  werden  dnrch  Belichten  nnd  Glühen  besonderer 
Stoffe  erregt,  während  jener  dnrch  das  Reiben  der  yerschiedensten  Stoffe 
an  Glas  heryorzubringen  ist.  Doch  giebt  er  zn,  dass  anch  im  Quecksilber 
vielleicht  noch  ein  eigenthümliches  Princip  des  Lenchtens  enthalten  sei, 
wie  ja  noch  manche  andere  Stoffe,  wie  z.  B.  Zucker,  beim  Zerbrechen  oder 
Zerstossen  im  Dunkeln  leuchteten.  Nnr  seien  diese  letzteren  immer  noch 
dadurch  yom  Lichte  des  geriebenen  Glases  zu  unterscheiden,  dass  sie  bei 
jeder  Witterung  gleich  gut  sichtbar  wären,  während  Feuchtigkeit  das  Glas- 
licht sehr  schwäche,  oder  gar  unsichtbar  mache.  Hawksbee  hatte  bis  dahin 
der  Elektricität  noch  keine  Erwähnung  gethan,  doch  zeugt  die  letstere 
Bemerkung,  wie  überhaupt  die  Betontmg,  dass  der  merknrialische  Phosphor 
nur  dnrch  Reiben  erzengt  werde,  dafür,  dass  er  den  Znsammenhang  zwischen 
diesen  Lichtern  tmd  den  elektrischen  Erscheinungen  bis  dahin  wohl  schon 
erkannt  hatte,  ein  Zusammenhang,  der  ja  anch,  da  man  das  Elektrisch- 
werden  des  Glases  dnrch  Reiben  seit  langem  beobachtet,  kaum  zn  verkennen 


1)  Nay,  while  my  Hand  coDtinued  upon  the  Glass  (the  Glass  being  in  motion) 
if  any  Person  approached  bis  Fingers  towards  any  part  of  it  in  the  same  Hori- 
zontal Plane  with  my  Hand,  a  Light  would  be  seen  to  stick  to  ^em  at  the  distance 
af  an  inch  or  tbere  abonts,  withont  their  touching  the  Glass  at  all;  as  was  con- 
firmed  by  several  then  present.  And  ^twas  observ^d  also  that  my  Neckcloth,  at 
the  same  time,  at  an  inch  or  two  distance  from  the  Globe  appear'd  of  a  fiery 
colour,  withont  any  Commanication  of  Light  from  the  Globe.  (Hawksbee,  Experi- 
ments, p.  87.) 
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war.  Die  Behutsamkeit  aber,  mit  der  Hawksbee  die  Brücke  zwischen  Licht 
und  Elektricität  schlug,  lässt  erkennen,  wie  schwer  es  ihm  und  der  physi- 
kalischen Welt  Yon  damals  wurde  eine  Verbindung  zwischen  diesen  scheinbar 
so  fremden  Gebieten  anzunehmen. 

Trotzdem  ging  Hawksbee  jetzt  entschieden  in  dieser  Richtung  vor  und 
statt  wie  früher  yom  Licht  aus  sich  der  Elektricität  zu  nähern,  versuchte 
er  nun  von  unzweifelhaft  elektrischen  Versuchen  aus  zum  Licht  zu  kommen. 
Dabei  gelangte  er,  der  bis  jetzt  immer  an  erster  Stelle  die  Vorgänge  inner- 
halb der  geriebenen  Körper  beobachtet  hatte,  von  selbst  zu  genauerer  Be- 
achtung der  Vorgänge  ausserhalb  derselben  und  näherte  sich  mehr  der 
Erkenntniss  des  üeberganges  der  Elektricität  oder  der  Entladungs- 
erscheinungen zwischen  verschiedenen  Körpern,  wenn  auch  das 
überwiegende  Interesse,  das  er  an  den  Lichterscheinungen  im  luftverdünnten 
Räume  nahm,  ihn  inmier  an  einer  fruchtbaren  Verfolgung  dieser  gewonnenen 
Erkenntnisse  hinderte. 

Hawksbee  nahm  also  jetzt,  um  sich  in  der  Form  den  gewöhnlichen 
elektrischen  Versuchen  noch  mehr  zu  nähern,  für  seine  weiteren  Experimente 
statt  der  Glaskugel  eine  Glasröhre,  und  zwar  zur  stärkeren  Wirkung 
von  30  Zoll  Länge  bei  unge^r  1  Zoll  Durchmesser  und  rieb  dieselbe 
wieder  mit  der  recht  trockenen  Hand,  bis  sie  ziemlich  warm  wurde.  Dann 
konnte  er  an  derselben  in  beträchtlicher  Stärke  alle  die  Erscheinungen 
nachweisen,  die  bis  dahin  als  elektrische  bekannt  und  anerkannt  waren.  Ja 
selbst  dem  Gefühl  waren  die  elektrischen  Effluvien,  wenn  die  Röhre  recht 
stark  gerieben  wurde,  deutlich  erkennbar;  denn  wenn  man  die  geriebene 
Röhre  nahe  vor  das  Gesicht  hielt,  so  hatte  man  die  Empfindtmg,  als  ob  man 
mit  feinen  Pinselhaaren  überstrichen  würde.  Wurden  aber  diese  Versuche  im 
Dunkeln  angestellt,  so  bemerkte  man  ausser  diesen  Erscheinungen  auch 
noch,  dass  der  reibenden  Hand  in  der  Röhre  stetig  ein  helles  Licht  folgte; 
und  wenn  man  eine  andere  Hand  von  aussen  nahe  an  die  geriebene  Röhre 
hielt,  80  brach  sogar  das  Licht  nach  der  Hand  hin  frei  aus  der 
Röhre  heraus  und  man  hörte  ein  knackendes  Geräusch,  ähnlich 
dem  eines  grünen  Blattes  im  Feuer,  nur  nicht  so  laut  So  waren 
die  Erscheinungen  beschaffen,  wenn  die  Röhre  mit  Luft  erfüllt  blieb;  zog  man 
aber  diese  fast  ganz  aus  der  Röhre  heraus,  so  entstand  bei  dem  Reiben 
in  der  Röhre  der  merkurialische  Phosphor,  dessen  Licht  auf  die  Röhre 
beschränkt  blieb  und  nicht  die  Fähigkeit  hatte  auf  einen  Körper  ausserhalb 
der  Röhre  überzuspringen. 

Noch  stärkere  Lichtfunken  als  die  Glasröhre  gab  die  in  der 
Hawksbee'schen  Maschine  rotirende  Glaskugel,  wenn  sie  lufterfüllt  war,  nach 
aussen  ab,  so  dass  die  Funken  dem  genäherten  Finger  selbst  fühlbar  wurden. 

7* 
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Das  Liebt,  sagt  Hawksbee^),  war  nicbt  nur  sichtbar,  sondern  es  schien  auf 
den  Finger  mit  einiger  Kraft  zu  treffen,  die  als  eine  Art  von  leichtem  Druck 
gefühlt  wurde,  obgleich  der  Finger  noch  einen  halben  Zoll  Ton  der  Kugel 
entfernt  war.  Das  Licht  verursachte  bei  seinem  Hervorbrechen  aus  der 
Kugel  ausserdem  ein  beträchtliches  Geräusch,  das  leicht  von  dem  Geräusch 
der  Maschine  zu  unterscheiden  war,  und  das  man  ebenso  wie  das  Licht, 
selbst  bei  Tage  bemerken  konnte. 

Diese  Versuche  Hawksbee's,  welche,  abgesehen  von  den  nicht  mehr 
direkt  festzustellenden  Erfahrungen  Leibnizen's^),  die  ersten  Beobachtungen 
elektrischer  Funken  enthalten,  wurden  in  den  Jahren  1706  bis  1708  an- 
gestellt und  in  den  Philosophical  Transactions  der  Boyal  Society 
veröffentlicht.  In  dem  letzten  der  genannten  Jahre  erschien  aber  in  den* 
selben  Blättern  noch  eine  andere  Abhandlung^)  über  solche  Funken,  die  den 
Abdruck  eines  Briefes  bildete,  den  ein  anderes  Mitglied  der  Bojal  Societj, 
ein  Dr.  Wall,  an  Sloane,  den  Secretär  der  Gesellschaft,  gerichtet.  Obgleich 
diese  letztere  Abhandlung  an  wissenschaftlicher  Sorgfalt  und  umfassender 
Erfahrung  die  Abhandlungen  Hawksbee's  bei  weitem  nicht  erreicht,  so  ähnelt 
sie  ihnen  doch  insofern,  als  sie  von  demselben  Ausgangspunkt,  den  Phosphoren, 
ausgehend  in  Betreff  der  Funken  ungefähr  dasselbe  Ziel  erreicht,  ein  Zeichen 
dafdr,  dass  der  hier  befolgte  Gang  der  Entwicklung  dem  allgemeinen  Stande 
der  Kenntnisse  entsprach.  Merkwürdigerweise  nehmen  die  beiden  Experi- 
mentatoren, deren  Arbeiten  sich  hier  so  nahe  berühren,  in  ihren  Ver- 
öffentlichungen von  einander  absolut  keine  Notiz. 

Dr.  Wall  erzählt,  dass  er  sich  schon  seit  dem  Jahre  1680  auf  eine 
Anregung  des  berühmten  Boyle  hin  mit  dem  Leuchten  des  künstlichen 
Phosphors  beschäftigt  habe,  aber,  weil  dessen  Herstellung  so  weitläufig,  auf 
die  Suche  nach  natürlichen  Phosphoren  gegangen  sei.  Da  er  nun  den 
Bernstein  von  ähnlicher  Zusammenzetzung  wie  den  künstlichen  Phosphor 
gefanden,  so  habe  er  in  jenem  einen  natürlichen  Phosphor  vermuthet  und 
danach  ein  Leuchtendwerden  desselben  im  Dunkeln  mit  wirklichem  Erfolge 
erzeugt,  indem  er  nur  den  Bemsteingriff  seines  Stockes  im  Dunkeln  mit 
der  Hand  leicht  gerieben.    Danach  aber  habe  er  sich  ein  besonders  grosses. 


1)  Hawksbee,  Experiments,  p.  51:  I  was  sarprized  with  the  appearaoce 
of  a  brisk  and  vigoroas  Light  continaed  between  the  point  of  my  Finger  and  the 
Glass.  It  waB  not  only  visible,  bnt  seem'd  as  it  were  to  strike  with  some  force 
upon  it ,  being  easily  to  be  feit  by  a  kind  of  gentle  pressure ,  tho'the  moving 
Body  was  not  toucb'd  with  it  by  near  half  an  inch  .  .  . 

2)  Siebe  Seite  94. 

8)  Of  the  Lnminoas  Qualities  of  Amber,  Diamonds,  Gum-Lac,  by 
Dr.  Wall;  Phil.  Trans,  no.  814,  p.  69;  anch  Phil.  Trans,  abr.  IV.  pt  H,  p.  «75. 
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langes  und  schmales,  gut  polirtes  Stück  Bernstein  verschafiFt,  das  schon  bei 
ziemlich  schwachem  Reiben  mit  der  .trockenen  Hand  ein  merkliches  Licht 
von  sich  gegeben,  und  habe  weiter  durch  vieles  Probiren  gefunden,  dass 
der  Bernstein  durch  Eeiben  mit  wollenem  Zeug  stärker  als  durch  alle 
anderen  Beibstoffe  leuchtend  werde.  Auf  diese  Weise  seien  auch  ganz  neue 
Erscheinungen  beobachtet  worden.  Während  der  Stockgriff  nur  gleichmässig 
matt  beim  Beiben  geleuchtet,  sei  beim  Beiben  des  grösseren  Stückes 
Bernstein  mit  Wolle  ein  erstaunlich  mannigfaltiges  Knistern  oder  Krachen 
gehört  und  bei  jedem  Krachen  noch  eine  kleine  Flamme,  ein  kleiner 
Lichtblitz,  gesehen  worden.  Wenn  man  nur  einen  Einger  in  geringer 
Entfernung  an  den  stark  geriebenen  Bernstein  gehalten,  so  habe  man  einen 
starken  Lichtblitz  gesehen,  dem  ein  starkes  Krachen  gefolgt  sei;  und  was 
ihn  am  meisten  verwundert,  der  Finger  sei  dabei  wie  von  einem  Stosse 
oder  Windhauche  ziemlich  bemerkbar  getroffen  worden.  Ja  als  zuletzt  ein 
noch  längeres  und  grösseres  Stück  Bernstein  erkauft  und  mit  vieler  Sorgfalt 
gerieben  worden  sei,  habe  das  Ejrachen  und  das  Licht  eine  solche  Stärke 
erlangt,  dass  man  es  sehr  wohl  mit  Donner  und  Blitz  habe  vergleichen 
können. 

Dr.  Wall,  viel  kühner  als  Hawksbee,  stellt  diese  Lichterscheinungen 
ohne  weiteres  mit  den  elektrischen  Kräften  zusammen  und  hält  sich  ohne 
weitere  beweisende  Versuche  ftlr  überzeugt,  dass  alle  oder  doch  die  meisten 
Körper,  welche  durch  Beiben  elektrisch  geworden  sind,  auch  Licht- 
erscheinungen zeigen  müssen,  weil  eben  nach  seiner  Meinung  nichts  anderes 
die  Ursache  der  elektrischen  Wirkungen  sein  kann  als  die  in  allen 
Körpern  enthaltene  Licht-  oder  Feuermaterie  selbst. 

Hawksbee  strebte  wohl  sichtlich  demselben  Ziele  zu,  hielt  es  aber 
noch  nicht  an  der  Zeit  die  wesentliche  Identität  der  elektrischen  Licht- 
und  Anziehungserscheinungen  schon  als  sicher  auszusprechen  und  bemühte 
sich  durch  immer  neue  Versuche  wenigstens  die  zeitlichen  Zusammen- 
hänge beider  nachzuweisen.  Für  die  geriebene  Glasröhre,  deren  elektrische 
Kräfte  längst  bekannt,  waren  diese  Zusammenhänge  nach  der  Demonstration 
der  Lichterscheinungen  innerhalb  und  ausserhalb  derselben  genügend  klar; 
für  die  geriebene  rotirende  Glaskugel,  für  die  neue  Hawksbee'sche  Licht- 
maschine, aber  musste  die  elektrische  Natur  der  auftretenden  Er- 
scheinungen erst  noch  weiter  nachgewiesen  werdea  Zu  diesem  Zwecke 
brachte  Hawksbee  über  und  neben  der  rotirenden  Glaskugel,  oder  auch  in 
derselben,  an  Metalldrähten  frei  herabhängende  Baumwollfäden  an,  die  dann 
immer,  so  wie  die  trockene  Hand  an  die  rotirende  Kugel  gehalten  wurde 
und  die  Lichter  in  der  Kugel  sich  zeigten,  direkt  nach  der  geriebenen 
Glasfläche,  auch  der  Schwere  entgegen,  hingezogen  wurden. 
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Dabei  kam  er  am  Schlüsse  seiner  Untersuchungen  nochmals  zu  einer 
neuen  Entdeckung,  welche  wieder  auf  einen  ganz  neuen  Zusammenhang 
zwischen  Elektricität  und  Licht  hindeutete,  die  aber  zu  ihrer  Zeit  £äst 
ganz  ohne  Beachtung  blieb  und  die  bis  auf  unsere  Zeit  nicht  wieder  discutirt 
worden  ist.  Er  überzog  nämlich  seine  Glaskugel  im  Innern  zu  beiden  Seiten 
des  Aequators  mit  einer  dünnen  Schicht  Siegellack,  machte  dann  die  Kugel 
möglichst  luftleer  und  berührte  dieselbe,  während  sie  rotirte,  von  aussen 
wie  gewöhnlich  leicht  mit  der  Hand,  Dann  bemerkte  er  in  der  Dunkelheit, 
wenn  er  von  den  Polen  her  in  die  Kugel  hineinsah,  auf  der  inneren  Seite 
des  Siegellacks  deutlich  die  Umrisse  der  aussen  auf  dem  Glase  liegenden 
Hand,  ganz  so,  als  ob  das  Siegellack  wie  das  Glas  durchsichtig  wäre.  Eine 
geringe  Menge  von  Luft  aber,  die  in  die  Kugel  eingelassen  wurde,  zerstörte 
die  ganze  Erscheinung  und  machte  das  Siegellack  wie  gewöhnlich  un- 
durchsichtig. Hawksbee  wusste  auch  diese  wunderbare  Erscheinung,  die 
an  die  modernen  Röntgenstrahlen  erinnert,  noch  ganz  plausibel  zu  erklären. 
Die  Elektricität  und  das  Licht,  sagt  er,  seien  nach  dem  allgemeinen  Daf^- 
halten  beide  durch  körperliche  Ausflüsse  aus  den  elektrischen  bezüglich 
leuchtenden  Körpern  bedingt.  Wenn  man  nun  zuzugeben  Termöge,  was 
an  sich  nicht  unwahrscheinlich  sei,  dass  ähnliche  elektrische  Körper,  wie 
Glas  und  Siegellack,  auch  gleiche  körperliche  Ausflüsse  hätten  und  wechsel- 
seitig einer  die  Ausflüsse  des  andern  aufzunehmen  und  wieder  auszusenden 
vermöge,  so  sei  es  ganz  yon  selbst  klar  und  durch  die  Natur  der  Sache 
gefordert,  dass  auch  ein  undurchsichtiger  Körper,  wie  Siegellack,  sich  den 
Ausflüssen  eines  elektrisch  ähnlichen,  aber  durchsichtigen  Körpers,  wie 
Glas,  gegenüber  ganz  wie  dieser  verhalten  und  also  für  die  Strahlen,  die 
durch  den  letzteren  hindurch  gegangen,  selbst  eine  gewisse  Durchsichtigkeit 
zeigen  könne. 

Auch  Hawksbee's  schöne  Entdeckungen  fanden  ihrer  Zeit  aus  äussern 
und  innern  Gründen  nicht  die  gebührende  Beachtung.  Zuerst  wohl  darum 
nicht,  weil  man  die  neuen  Beobachtungsresultate  noch  nicht  recht  in  dem 
System  der  physikalischen  Disciplinen  untei'zubringen  wusste  und  darum 
auch  die  Beschäftigung  mit  solchen  Dingen  noch  nicht  für  voll  be- 
rechtigt in  der  Wissenschaft  anerkannte.  Dann  aber  auch,  weil  die 
Interessen  der  damaligen  Physiker  in  England  vor  allem  der  Ausbildung 
der  Newton'schen  mathematischen  Physik  zugewandt  waren  und  jene 
elektrischen  Erscheinungen  nicht  recht  in  das  Spiel  der  Newton'schen 
Kräfte  passen  wollten  Vielleicht  spricht  fär  die  starke  Wirksamkeit  dieser 
Ursache  auch  das  geringe  Interesse,  das  man  zur  Zeit  an  den  Personen 
der  elektrischen  Arbeiter  nahm.  Hawksbee  war  Experimentator  der  Royal 
Society  und  also  eines  der  bekanntesten  Glieder  dieser  Gresellschaft,  aber 
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von  seinen  Lebensumständen  ist  kaum  etwas,  nicht  einmal  eine  ganz 
sichere  Angabe  seines  Todesjahres,  auf  uns  gekommen.  Seine  sehr  zahl- 
reichen Abhandlungen,  die  in  den  Philosophical  Transactions  von  1704 
bis  1713  erschienen  waren,  wurden  bei  dem  abgekürzten  Wiederabdruck 
der  Transactions  mit  nur  ein  paar  Ausnahmen  weggelassen,  darunter  auch 
diejenigen,  die  Hawksbee  erst  nach  dem  Erscheinen  seines  Sammelwerkes 
von  1709  veröffentlicht  hatte.  Von  dem  eben  erwähnten  Dr.  Wall,  der 
zuerst  Funken  hervorbrachte,  die  er  mit  dem  Blitze  verglich,  und  dessen 
Abhandlung  ebenfalls  in  den  Philosophical  Transactions  abgedruckt 
wurde,  ist  uns  gar  kein  anderes  Datum  seines  Lebens,  nicht  einmal  sein 
Vorname  erhalten.  Selbst  der  gleich  zu  erwähnende  Stephen  Gray, 
dessen  elektrischen  Arbeiten  nun  nicht  bloss  das  Interesse,  sondern  auch  die 
Arbeit  hervorragender  Physiker  in  England  wie  in  andern  Ländern  lebhaft 
anregten,  wie  auch  sein  Freund  und  Mitarbeiter  Granville  Wheler, 
konnten,  obgleich  beide  Mitglieder  der  Royal  Society  waren,  von  persön- 
lichen Nachrichten  nichts  weiter  als  Tag  und  Jahr  ihres  Todes  auf  die 
Nachwelt  bringen.  Der  Elektricität  fehlte  damals  in  der  Wissenschaft  noch 
durchaus  die  Hoffähigkeit,  die  sie  allerdings  nach  einigen  Jahrzehnten 
schon  um  so  schneller  und  günstiger  erlangte. 

Dabei  darf  man  nicht  verkennen,  dass  auch  in  den  Arbeiten  Hawksbee's 
selbst  Gründe  für  die  geringe  Wirkung  lagen,  die  sie  ihrerzeit  ausübten. 
Die  Versuche  Hawksbeo's  waren  zum  grössten  Theile  keineswegs  einfach  und 
Hessen  sich  nur  mit  ziemlich  complicirten  maschinellen  Vorkehrungen  und 
darum  auch  nur  mit  ziemlichen  Kosten  wiederholen.  Zur  Aufwendung 
der  erforderlichen  Kosten  und  der  grossen  Mühen,  die  sie  nöthig  machten, 
reizten  aber  die  zarten,  nur  im  Dunklen  zu  beobachtenden  Lichtorscheinungen 
um  so  weniger  an,  als  Hawksbee  grade  auf  die  erstaunlichsten  Phänomene, 
die  elektrischen  Funken,  das  geringste  Gewicht  legte.  Jedenfalls  waren 
alle  die  hervorgebrachten  elektrischen  Lichter  nicht  so  stark,  dass  sie  sich 
ein  Interesse,  welches  man  ihnen  nicht  mit  freiwilligem  Vei-ständnisse  entgegen- 
brachte, hätten  erzwingen  können.  Auch  die  grosse  theoretische  Be- 
deutung seiner  Entdeckungen  verbarg  Hawksbee  eher,  als  dass  er  sie  klar 
stellte,  indem  er  jeden  kühneren  Schluss  aus  seinen  Erfahrungen  entweder 
ganz  vermied  oder  nur  mit  vorsichtigster  Verklausulirung  aussprach  und 
stetig  bemüht  war,  die  neue  Erscheinung  in  hergebrachter  Weise  zu  er- 
klären. So  hielt  Hawksbee  bis  zuletzt  an  den  alten  Vorstellungen  fest, 
nach  denen  die  elektrischen  Kräfte  geriebener  Körper  nur  durch  die  Aus- 
flüsse feiner  Materien  aus  den  Körpern  zu  erklären  seien,  die  durch  das 
Reiben  herausgetrieben,  in  krummen  Linien  auch  alsobald  wieder  in  den 
Körper  zurückkehrten,  wodurch,  wie  das  nach  damaligen  Erfahrungen 
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wahrscheinlich  war,  die  durch  das  Beiben  erregten  elektrischen  Eigenschafteo 
in  kurzer  Zeit  von  selbst  wieder  verschwanden.  Nach  diesen  Yorstellongui,' 
die  um  den  elektrisirten  Körper  Wirbelbewegungen  annahmen,  in  deren 
Wirkungskreis  nahe  Körper  leicht  hineingezogen  werden  konnten,  die  &ber 
doch,  ohne  auf  andere  Körper  überzugehen,  bald  von  selbst  erlöschen 
mussten,  war  eine  Mittheilung  von  Elektricität  zwischen  den  Körpern, 
eine  Bewegung  von  Elektricität  in  denselben,  eine  Ladung  und 
Entladung,  endlich  eine  Vermehrung  der  Elektricität  über  den  ge- 
ringen Grad  der  durch  Beibung  erzeugten  hinaus  niemals  möglich,  und  ein 
bestimmter  weiterer  Fortschritt  in  der  Entwickelung  in  keiner  Weise  an- 
gezeigt. In  entsprechender  Weise  wurden  die  Lichterscheinungen  aus 
dem  Mitgeiissen-  und  dadurch  äusserlich  Sichtbarwerden  des  Licht  st  off  es 
durch  die  elektrischen  Ausflüsse  erklärt  und  für  die  weitei-treibende  Frage, 
nach  dem  Verhältnis  zwischen  dem  Wesen  der  elektrischen  Ausflüsse  und 
dem  Lichtstoff,  verweigerte  Hawksbee  ausdrücklich  eine  sichere  Antwort 
und  unterschied  bis  zuletzt  sorgfältig  zwischen  den  elektrischen  Kräften 
und  den  sie  begleitenden  Licht  erschein  un  gen. 

So  blieben  die  Arbeiten  Hawksbee's  mehr  als  zwanzig  Jahre  ohne  weitere 
Folgen,  dann  aber  knüpfte  der  folgende  rasche  Fortschritt  doch  wieder  direkt 
an  diese  Arbeiten  an,  und  gerade  die  von  Hawksbee  entdeckte  aber  nicht 
recht  gewürdigte  Funkenentladung  wurde,  wie  es  auch  natürlich  war, 
die  Ursache  für  die  Entdeckung  der  Fortpflanzung  der  Elektricität  ausser- 
halb und  innerhalb  der  Körper. 

Stephen  Gray  hatte  schon  im  Jahre  1720  bei  elektrischen  Versuchen, 
die  sonst  nichts  Neues  zu  Tage  förderten,  eine  leise  Ahnung  von  der 
Möglichkeit  einer  Mittheilung  von  Elektricität  zwischen  verschiedenen 
Körpern  erlangt.  Bei  seinen  Versuchen  mit  Glasröhren  und  Elaumenfedem, 
die  zur  Bequemlichkeit  an  dünnen  Stäben  befestigt  waren,  habe  er,  so 
schreibt  er  damals,  oft  bemerkt,  dass  die  Fibern  der  Feder,  wenn  sie  nach 
anfänglichem  Anziehen  durch  die  Glasröhre  von  derselben  wieder  abgestossen 
wurden,  dann  zu  dem  Stab  sich  hinbogen,  als  ob  dieser  elektrisch  geworden 
oder  als  ob  dem  Stab  oder  auch  der  Feder  Elektricität  mitgetheilt  worden 
sei.^)  Er  habe  dann  versucht  die  Feder  selbst  durch  leises  Beiben  elektrisch 
zu  machen  und  dabei  auch  vollen  Erfolg  gehabt. 

Weiter  aber  konunt  er  hier  nicht;  zehn  Jahre  später  dagegen  knüpft 
er    direkt    an    Hawksbee's    Beobachtungen    von    dem   Uebergange    der 


1)  Phil.  Trans.,  no.  366,  p.  104;  Sept.  1720,  auch  Phil.  Trane,  abridg., 
vol.  VI,  pt.  11,  p.  4:  as  if  it  bad  been  an  electric  bodj,  or  as  if  there  hod  been 
some  electricity  communicated  to  the  stick  or  feather. 
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elektrischen  Lichter  zwischen  verschiedenen  Körpern  an  und  constatirt 
dann  glücklich  die  Bewegung  der  Elektricität  in  geeigneten  Stoffen 
durch  direkte  Versuche.  Er  habe,  so  sagt  er  in  einer  ersten  Abhandlung 
vom  Januar  1731^),  zunächst  einige  Versuche  mit  Metallen  gemacht,  um 
zu  erkunden,  ob  nicht  auch  diese  auf  irgend  eine  Weise,  durch  Beiben, 
Hämmern  oder  Erhitzen,  elektrisch  werden  könnten,  doch  ohne  allen  Erfolg. 
Danach  habe  er  wieder  zur  Glasröhre  gegriffen,  um  mit  Hilfe  dieser  Neues 
zu  entdecken.  Ihm  sei  nämlich  eine  Idee,  die  er  schon  einige  Jahre  vorher 
gehabt,  wieder  in  den  Sinn  gekommen,  ob  denn  nicht  die  geriebene  Glas- 
rühre,  ebenso  wie  Licht,  den  Körpern  auch  Elektricität  mittheilen  könne, 
wenn  er  auch  damals  nicht  geahnt  habe,  dass  die  Anziehung  der  Bohre 
auf  80  weite  Entfernungen  so  stark  wirken  könne,  wie  sich  das  nachher 
wirklich  gezeigt.  Gray  ging  dann  in  der  Pr&fung  dieser  Idee  mit  aller 
Sorgsamkeit  zu  Werke.  Er  nahm  zum  Elektrisiren  eine  Glasröhre  von 
3  Fuss  5  Zoll  Länge  und  ungefä.hr  I^jq  Zoll  Durchmesser,  die  er  zum 
Abhalten  des  Staubes  an  beiden  Enden  durch  Korke  yerschloss,  und  unter« 
suchte  zuerst,  ob  dieser  Verschluss  irgend  einen  Einfluss  auf  die  Elektrisation 
der  Bohre  habe.  Im  Verhalten  der  Bohre  konnte  er  dabei,  ob  sie  offen 
oder  geschlossen,  keinen  unterschied  finden;  dagegen  bemerkte  er  zu  seinem 
grossen  Erstaunen,  dass  beim  Beiben  der  Körper  nicht  bloss  diese,  sondern 
auch  die  Korke  die  Probefedern  angezogen  und  dass  also  den  Korken  Elektricität 
mitgetheilt  werden  musste.^)  Zur  weiteren  Prüfung  dieser  Idee  steckte 
er  in  den  Kork  an  dem  einen  Ende  nach  der  Beihe  dünne  Stäbchen  von 
vier,  dann  acht  und  endlich  zwanzig  Zoll  Länge,  an  welche  vermittelst 
dünner  Baumwollenfäden  eine  Elfenbeinkugel  gehängt  wurde,  auch  ersetzte 
er  die  Stäbchen  durch  Drähte  aus  verschiedenen  Metallen  und  fand  immer, 
dass  mit  dem  Beiben  der  Glasröhre  auch  die  Elfenbeinkugel  die  Fähigkeit 
des  Anziehens  und  Abstossens  erlangte.  Damit  hielt  er  die  Fortpflanzungs- 
fähigkeit der  Elektricität  in  Körpern  für  erwiesen  und  ging  dann 
dazu  über  die  verschiedenen  Stoffe  in  der  angegebenen  Weise 
auf  ihre  Leitungsfähigkeit  für  Elektricität  systematisch  zu  prüfen.  Dabei 
entdeckte  er  nicht  bloss  sehr  bald  das  Verfahren  einen  leitenden  Körper 
in  nichtleitenden  Schnüren  isolirt  aufzuhängen,  sondern  konnte  auch  auf 
diese  Weise  sehr  leicht  den  thierischen  und  sogar  den  menschlichen 
Körper  als  leitend  nachweisen  und  Elektricität  in  denselben  aufsammeln. 
Er  legte  einen  Knaben  von  acht  bis  neun  Jahren  horizontal  auf  isolirende 

1)  Phil.  Trans.,  no.  417,  p.  18;  Phil.  Trans,  abr.,  vol.  VI,  pt.  II,  p.  6. 

2)  ^I  was  much  sorprized,  and  coDcladed  that  there  was  certaiuly  an  electric 
virtue  communicated  to  it  by  the  ezcited  tube."  Nach  Gray's  eigener  Datirung 
stammen  diese  Arbeiten  noch  ans  dem  Anfange  des  Jahres  1729. 
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Seile  und  berührte  die  Füsse  desselben  mit  der  geriebenen  Glasröhre;  dann 
zog  der  Kopf  des  Knaben  sogleich  leichte  Gegenstände,  die  auf  einem 
Tischchen  in  seiner  Nähe  lagen,  an,  und  vielfach  yariirte  Versuche  ergaben 
immer  entsprechende  Resultate. 

Diese  Thatsache,  dass  auch  der  menschliche  Körper  ohne  jede  Un- 
bequemlichkeit die  geheinmissYolle  Kraft  der  Elektricität  aufnehmen  könne, 
erregte  allgemeines  Aufsehen^);  doch  wurde  dieses  sogleich  durch  weitere 
Ueberraschungen  noch  übertroffen,  und  damit  eigentlich  ei*st  erlangte  die 
Elektricität  als  wissenschaftliches  Object  die  allgemeine  Anerkennung.  Die 
Versuche  Gray 's  wurden  überall,  besonders  auch  in  Fi-ankreich,  sogleich 
wiederholt.  Der  Aufseher  der  königlichen  Gärten,  Charles  du  Fay  in 
Paris,  legte  sich  selbst,  weil  er  den  Knaben  etwaigen  unvorhersehbaren 
Fährlichkeiten  nicht  aussetzen  wollte,  in  die  isolirenden  Schnüre,  oder  setzte 
sich  auch  auf  ein  Brett,  das  über  diese  Schnüre  gelegt  war,  und  liess  sich 
so  mit  einem  langen  Glasstabe  die  Fähigkeit  elektrischer  Anziehungen  mit- 
theilen.  Als  dann  einer  seiner  Gehülfeu  einmal  ein  Goldblättchen,  das  sich 
zuföUig  an  den  Fuss  du  Fay's  angehangen  hatte,  ahnungslos  wegnehmen 
wollte,  hörte  er  in  dem  Momente,  wo  er  dem  Fusse  mit  der  Hand  nahe 
kam,  ein  eigenthümliches  Knistern  dem  gleich,  welches  von  dem  geriebenen 
Glasrohr  selbst  beim  Annähern  der  Hand  ausgeht,  nur  stärker,  in  dem  ge- 
näherten Finger  aber  verspürte  er  einen  kleinen  stechenden  Schmerz, 
den  ähnlich  auch  du  Fay  in  denselben  Augenblicken  an  der  entsprechenden 
Stelle  des  Fusses  empfand.  Dufay  wiederholte  den  Versuch  auch  im  Dunkeln 
und  fand,  was  er  ausdrücklich  für  leicht  voraussehbar  erklärt^),  dass  jedem 
knackenden  oder  knisternden  Geräusch  ein  Lichtblitz,  also  ein  XJebergang 
von  Lichtmaterie  aus  dem  elektrischen  in  den  unelektrischen  Körper, 
entsprach. 

Dufay  hatte  damit  drei  neue  Erscheinungen  mit  einander  und  der 
Elektricität  verknüpft  und  diese  Verknüpfung  sogar  für  leicht  denkbar 
erklärt,  das  waren  der  Lichtblitz,  das  hörbare  Knistern  und  die 
stechende  Empfindung  auf  der  Haut  Alle  drei  Erscheinungen  wiesen 
auf  einen  XJebergang  von  elektrischer  Materie  aus  einem  Körper  in  den 


1)  Prof.  Boae  sagt  in  seinem  Lehrgedicht  „Die  Elektricit&t"  S.  V: 

„Verwegener  Brite  Gray,  kennst  Du  genug  die  Kraft 
Von  der  unglaublichen  und  neuen  Wissenschaft? 
Und  darfst  Du  Dich  also,  Verwegner,  unterwinden, 
Dein  Elektricität  mit  Menschen  zu  verbinden." 

2)  Uebersetsnng  der  Abhandlung  Du  Fay 's  in  den  Phil.  Trans,  no.  431, 
p.  258.  Phil.  Trans,  abr.,  vol.  VIII,  p.  S95:  „And  in  the  Dark,  these  Snappingi 
are,  as  may  be  easily  imagined,  so  many  Sparks  of  Fire.'^ 
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andern  hin  und  mussten  notbwendig  zu  dem  Begriff  der  elektrischen 
Entladung  führen.  Dufay  selbst  aber  verfolgte  diesen  Weg  nicht  weiter. 
Er  beobachtete  zwar,  dass  man  aus  dem  elektrisirten  menschlichen  Körper 
ebenso  wie  durch  einen  andern  organischen  Körper  Funken  durch  Metalle, 
aber  nicht  durch  Wolle  etc.,  also  doch  wohl  nur  durch  Leiter,  ziehen  könne; 
aber  er  hielt  doch  an  einer  mechanischen  Anschauung  hier  nicht  fest,  denn 
er  meinte,  dass  man  die  Funken  nur  aus  lebendigen  Körpern  erhalten 
könne  und  dass  todte  organische  Körper  keine  Lichtblitze,  sondern  nur 
ein  mattes  Glimmlicht  bei  der  Elektrisation  geben  könnten.  Dagegen  ver-* 
folgte  nun  Gray  nach  dem  Bekanntwerden  diese  Richtung  der  Versuche 
direkt  weiter,  und  ihm  ist  danach  der  Nachweis  der  elektrischen  Ladung 
und  Entladung  voll  und  ganz,  wenn  wir  den  beliebten  Ausdruck  gebrauchen 
wollen,  zuzuschreiben. 

Bisher  hatte  man  einzig  und  allein  Nichtleiter  durch  Eeiben  elektrisch 
gemacht,  die  ihre  Elektricität  nur  allmählich  abgaben;  Gray  aber  zeigte  nun 
an  Leitern  experimentell,  dass  mit  dem  Herausbrechen  von  Licht  aus 
elektrisirten  Körpern  auch  immer  die  Elektricität  derselben  ganz  oder  zum 
Theil  schwindet.  Dufay  hatte  wohl  aus  dem  üeberspringen  des  Lichts 
auch  auf  den  Fortgang  yon  elektrischen  Materien  geschlossen;  Gray  aber 
wies  nun  die  Erschöpfung  des  elektrischen  Körpers  bei  der  Mittheilang 
an  andere  experimentell  nach.-^)  Er  hing  dazu  seinen  Knaben  wie  ge- 
wöhnlich in  Seidenschnüren  auf  und  elektrisirte  denselben  mit  dem  geriebenen 
Glasstabe.  Auf  die  eine  Seite  des  Knaben  stellte  sich  dann  ein  Herr  mit 
einem  Pendelfaden  in  der  Hand,  mit  welchem  er  den  elektrischen  Zustand 
des  Kiiaben  untersuchte;  und  der  also  als  Elektroskop  diente.  Auf  der 
anderen  Seite  des  Knaben  stellte  sich  auf  eine  Harzplatte  ein  andrer  Herr, 
der  als  zweiter  Conduktor  gebraucht  wurde.  Liess  man  dann  den  Knaben 
seine  Hand  der  des  isolirten  Herrn  so  weit  nähern,  sodass  ein  Funke 
zwischen  beiden  Übersprang,  so  war  mit  dem  Fadenpendel  eine  Verminderung 
der  Elektricität  des  Knaben,  ebenso  wie  ein  Elektrisch  werden  des  isolirten 
Mannes  sicher  zu  constatiren,  und  nach  drei-  bis  viermaligem  üeberschlagen 
Yon  Funken  zwischen  den  beiden  zeigte  sich  alle  Elektricität  von  dem  Knaben 
auf  den  isolirten  Mann  übergegangen,  sogar  ohne  dass  die  beiden  sich  direkt 
berührt  hätten.  Auf  ganz  dieselbe  Weise  konnte  Gray  auch  die  Elektricität 
des  Ejiaben  auf  drei  und  mehr  isolirte  Personen,  die  sich  die  Hände  gereicht 
hatten,  gleichmässig  yertheilen. 

Trotz  aller  Schwierigkeiten,  welche  die  Ausbildung  des  Begriffs  der 


1)  Phil.  Trans,  no.  439,  p.  166,  June  12,  1736;  Phil.  Trans,  abr.,  vol.  VIII, 
pt.  II,  p.  401. 
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elektrischen  Enüadongsersclieinnngen  den  Physikern  gemacht  hatte  und 
noch  längere  Zeit  machte,  konnte  man  diesem  Begriffe  theoretisch  doch  leicht 
ohne  zu  grosse  Umwälzung  der  alten  Vorstellungen  gerecht  werden.  Unter 
dem  Einflüsse  der  Newtonschen  Schule  hatte  sich  die  Meinung  ausgehildet, 
dass  alle  besonderen  physikalischen  Kräfte  an  besondere  Materien,  wie 
die  allgemeine  Attraction  an  die  ponderable  Materie,  die  Leucht- 
kraft an  den  Lichtstoff  u.  s.  w.  gebunden  wären.  Diese  Ansicht  Hess 
sich  nun  leicht  auch  bei  den  elektrischen  Erscheinungen  entsprechen,  wenn 
man  nur  die  bisher  angenommenen  wirbelnden  elektrischen  Ausflüsse 
aus  den  elektrischen  Körpern  nicht  wieder  in  diese  zurückkehren,  sondern 
von  ihnen  frei  auf  andere  unelektrische  Körper  übergehen  lieas. 
Freilich  durfte  man  dann  diese  elektrische  Materie  nicht  mehr  als  besonders 
an  einzelne  Körper  gebunden  ansehen,  sondern  musste  sie  als  eine  neue 
physikalische  Materie,  gleichberechtigt  und  unabhängig,  wie  Licht  nnd 
Wärme  etc.  anerkennen.  Aber  das  entsprach  auch  vollständig  den  damaligen 
Anschauungen;  und  als  man  nach  den  Erfindungen  der  Elektrisinnaschine 
und  der  Yerstärkungsflasche  die  Entladungserscheinungen  immer 
mächtiger  hervorrufen  lernte,  zweifelte  niemand  mehr  an  der  Existenz  des 
neuen  imponderablen  Stoffs,  der  Elektricität.  Dieser  Stoff  hatte 
als  Qrundeigenthümlichkeit  die  Kräfte  der  elektrischen  Anziehungen  und 
Abstossungen,  vermochte  aber  bei  starken  Entladungserscheinungen  auch 
die  andern  imponderablen  Mateiien  mit  sich  zu  bewegen  und  in  Erregung 
zu  bringen.  Dass  das  Herausströmen  der  Elektricität  aus  einem  Körper 
in  einen  andern  sich  dem  Gefühl  in  verschiedener  Weise  als  Druck,  Schlag, 
Wind,  Geruch  u,  s.  w.  bemerkbar  machen  musste,  war  leicht  erklärlich;  und 
dass,  wenn  die  Entladung  besonders  heftig,  die  Wärme  oder  Feuermaterie 
u.  a.  mit  ausgetrieben  und  in  Action  gesetzt  werden  konnten,  war  an  sich 
wahrscheinlich.  Die  merkwürdige  Thatsache  aber,  dass  durch  Reiben  die 
Körper  einmal  vorwiegend  elektrisch,  ein  andres  Mal  vorwiegend 
erwärmt  würden,  führte  man  auf  die  verschiedene  Natur  der  geriebenen 
Stoffe,  wie  die  besonderen  Arten  des  Eeibens,  zurück;  und  Professor  Böse 
kam  sogar  zu  der  ganz  modernen  Erkenntniss,  dass  immer  Wärme  und 
Elektricität  gleichzeitig  entwickelt  würden,  nur  dass  dabei  die  Mengen 
derselben  in  umgekehrten  Verhältnissen  stünden. 

So  zeigten  sich  die  Entladungserscheinungen  der  Elektricität  von  ebenso 
grosser  theoretischer  wie  praktischer  Wichtigkeit  für  die  weitere 
Fortbildung  der  elektrischen  Disciplinen,  Welchen  Enthusiasmus  dieselben, 
besonders  die  Funkenentladungen  aus  menschlichen  Körpern,  auch  in  sonst 
nüchternen  wissenschaftlichen  Kreisen  hervorriefen,  ersieht  man  deutlich 
aus  der  folgenden  Beschreibung  von  der  Elektrisation  eines  jungen  Mädchens, 
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die  der  gelehrte  Prof.  Böse  in  seinem  Lehrgedichte  „Die  Elektricität^^ 
vom  Jahre  1744  giebt^): 

„Ein  Engel,  dessen  Blick  sofort  das  Herze  raubt, 
Wenn  seine  Schönheit  nur  das  blosse  Seh'n  erlaubt, 
Und  der,  wofern  das  Glück  sich  noch  Verdienste  achte 
Zum  allerwenigstens  noch  Kronen  glücklich  machte. 
Des  Taille  Yenns  gleicht,  wo  auf  den  Lippen  Glnth, 
Und  RoB*  und  Lilie  auf  keuschen  Wangen  ruht. 
In  dessen  Augenblau  die  helle  Sonne  blickt 
Und  was  die  sammtne  fland  berührt  auch  gleich  entzückt. 
Des  weisser  Schwanenhals  selbst  Stoens  Härte  droht 

Und  wo  der  Philosoph  erstarrt,  wird  blass  und  roth, 

Der  unschuldsvolle  Schnee  der  blntgekrönten  Brüste, 

Der  schönsten  Menschlichkeit  ein  ewig  Prunkgerüste. 

Ein  solch  bezauberndes,  anbetungswürdges  Kind 

Wird  elektrificirt  so  schnell  als  wie  der  Wind, 

TJud  stetig  wird  hierdurch  mein  wunderbares  Feuer 

Viel  Millionen  mal  so  edel,  werth  und  theuer. 

Berührt  ein  Sterblicher  etwa  mit  seiner  Hand 

Von  solchem  Götter-Kind  auch  sonst  nur  das  Gewand, 

So  brennt  der  Funken  gleich  und  das  durch  alle  Glieder. 

So  schmerzhaft  als  es  that,  versucht  er*s  dennoch  wieder, 

Berührt,  halbzittemd  noch,  den  Alabaster- Arm. 

Von  weitem  fühlt  er  schon,  hier  werd  ihm  bang  und  warm. 

Und  kommt  er  näher  hin,  gleich  senkt  die  helle  Flamme: 

Er  findet,  dass  ihn  die  zur  Sklaverei  verdamme. 

Doch  nicht  nur  durchs  Gewand,  durch  den  geschnürten  Leib, 

Wirkt  dieser  Funken  durch.    Ich  rathe,  Werther,  bleib. 

Noch  ist  es  Zeit,  zurück.    Es  noch  einmal  zu  wagen 

Wird  ohne  Hülf  und  Rath  Dich  in  die  Ketten  schlagen. 

Vom  stolzen  Fischbeinrock  ist  hier  der  tiefste  Reif. 

Hast  Du  noch  so  viel  Herz?    So  wag*  es.    Aber  greif 

Gar  sehr  behutsam  dran.    Er  sticht.    Was  ist  es  Wunder, 

Wofern  du  Feuer  fängst,  indem  du  wie  von  Zunder. 

Ein  ausser  einzig  mal  versucht'  ich  es  und  nahm 

Der  Venus  einen  Kuss.    Doch  Himmel,  wie  bekam 

Mir  solcher  Frevel-Mnth.    Es  schien  ein  schmerzhaft  Stechen 

Verdrehte  fast  den  Mund,  die  Zähne  wollten  brechen." 

Solchem  Enthusiasmus  gegenüber  erscheint  die  etwas  sarkastische 
Bemerkung,  die  der  um  die  Erforschung  der  elektrischen  Entladungs- 
erscheinungen ebenfalls  sehr  verdiente  Benedictinermönch  Gordon    in 


1)  Die  Elektricität  nach  ihrer  Entdeckung  und  Fortgang  mit  Poe- 
tischer Feder  entworfen  von  G.  M.  Böse.  (Die  Widmung  ist  datiri  von 
Wittenberg,  den  20.  Juli  1744.)    S.  XXIX. 
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Erfurt  an  diese  Art  der  Versuche  knüpft,  nicht  ungerechtfertigt.  „Der- 
gleichen Licht,  sagt  er  in  einem  1745  erschienenen  Buche ^),  zeigt  sich 
an  den  Kleidern  eines  elektrischen  Menschen,  auch  an  denen  vom  Leibe 
entferntesten  Theilen  derselbigen.  Dieses  kann  man  sehr  wohl  und  ohne  die 
geringste  Verletzung  der  Ehrbarkeit  an  einem  elektrisirten  Beifrock  zeigen. 
Doch  diese  Versuche  will  ich  gern  andern  überlassen,  bei  denen  es  für 
eine  anständige  Höflichkeit  angesehen  wird,  wenn  sie  dem  schönen  Ge- 
schlecht zu  gefallen  suchen.  Ich  habe  fast  das  Nämliche  mit  meinem 
Mantel  (Benedictinerkutte)  gezeigt/^ 

Die  rein  materielle  Auffassung  der  Entladungserscheinnngen,  als 
eines  wirklichen  Ueberganges  von  Materie  aus  einem  Körper  in  den  andern, 
hatte  den  Vortheil,  dass  man  leicht  die  Erregung  auch  anderer  feiner 
Materien  durch  die  strömende  Elektricität  erklären  konnte,  yerführte  aber 
andererseits  auch  dazu  den  Zusammenhang  der  imponderablen  und  ponderablen 
Materien  zu  weit  zu  fassen  und  auf  Zusammenhänge  zu  schliessen,  wo  die 
Erfahrung  bald  das  Nichtvorhandensein  derselben  mit  aller  Deutlichkeit 
zeigte. 

Ein  charakteristisches  Beispie]  für  solch  eine  yer fehlte  Idee,  die  sich 
übrigens  trotz  aller  Fehlschläge  noch  immer  von  Zeit  zu  Zeit  wiederholt, 
können  hierfür  angeführt  werden.  Der  Venetianer  Pivati  hatte  in  der  Mitte 
der  vierziger  Jahre,  geleitet  von  dem  Gedanken  einer  Transportation  ponderabler 
Materie  durch  das  elektrische  Imponderabile,  peruanischen  Balsam  in  einen 
gläsernen  Gjlinder  gebracht,  den  Gylinder  sorgfältig  verschlossen  und  hierauf 
stark  elektrisirt.  Wann  dann  die  Gjlinder  in  die  Nähe  von  andern  Personen 
gebracht  wurden,  so  bemerkten  diese  den  Geruch  des  Balsams,  ohne  dass 
die  Gylinder  geöffnet  wurden,  und  wer  mit  den  Gylindem  in  Berührung 
gekommen,  duftete  noch  längere  Zeit  nach  dem  BalsauL  Diese  Versuche 
griff  Professor  Winkler  in  Leipzig  mit  Eifer  auf.  Er  füllte  eine  Glas- 
kugel mit  Schwefel  und  verstopfte  sie  so  fest,  dass  man  keinen  Schwefel- 
geruch bemerkte,  selbst  wenn  der  Schwefel  geschmolzen  wurde.  Als  dann 
Winkler  die  Kugel  elektrisirte,  wurde  der  Geruch  so  heftig,  dass  ein 
Freund  Winkler's,  Professor  Hauboldt,  duich  den  Schwefelgeruch  vertrieben 
wurde.  Mit  peruanischem  Balsam  aber  gelangen  die  Experimente  so  gut, 
dass  Winkler  vermittelst  eines  langen  Drahtes  durch  die  Entladung  einer 
Verstärkungsflasche  den  Balsamgeruch  aus  einem  Zimmer  in  ein  anderes 
gewissermassen  telegraphiren  konnte.     Leider  verschwand  mit  dem  ersten 


1)  Versuch  einer  Erklärung  der  Elektricität,  herausgegeben  too 
Andreas  Gordon,  Prof.  der  Philosophie  Erfurt.  (Die  Widmung  ist  datiit 
Erfurt,  April,  den  17.,  1746.)    S.  i6. 


Digitized  by 


Google 


Die  ersten  Beobachtungen  über  elektrische  Entladungen.  Hl 

Enthnsiasmus  auch  die  Genichsempfindung  und  weitere  Versuche  gaben 
keinerlei  Bestätigung  dieser  Geruchsübertragung  durch  den  elektrischen 
Strom.  Piyati  hatte  gehofft,  seine  Idee  werde  sich  auch  medecinisch 
nützlich  erweisen  und  man  werde  nach  ihr  die  Medicamente  vermittelst 
des  elektrischen  Fluidums  besonders  schnell  und  besonders  kräftig  in  den 
kranken  Körper  einführen  können.  Schon  ein  paar  Jahre  vor  ihm  aber  hatte 
ein  deutscher  Arzt,  Er  atzenstein,  dieselbe  Idee  nur  in  entgegengesetzter 
Richtung  verwenden  wollen,  indem  er  vorschlug,  die  Ausscheidung  der 
Erankheitsstoffe  aus  dem  kranken,  menschlichen  Eörper  mit  Hilfe  elektrischer 
Entladungen  zu  bewirken.  In  einer  Abhandlung  über  den  Nutzen  der 
Elektricität  in  der  Arzneiwissenschaft  von  1745*)  sagt  er  darüber  ganz 
bestimmt:  „Nach  unserm  Stahlianischen  Lehrgebäude  ist  die  Vollblütigkeit 
die  Mutter  der  mehresten  Erankheiten.  Wenn  man  dieselbe  vermindern 
will,  so  muss  man  das  überflüssige  Blut  durch  den  Schweiss  oder  Aderlassen 
herausjagen.  Jenes  ist  am  mehrsten  beschwerlich,  und  dieses  fürchterlich. 
Beides  aber  kann  man  durch  die  Elektrification  überhoben  werden. 
Durch  diese  werden  eine  grosse  Menge  schwefliger  und  salziger  Theilchen 
aus  unserm  Eörper  herausgetrieben.  Weil  nun  das  Blut  meistens  aus 
schwefligen  Theilchen,  welche  mit  einem  alkalischen  Salze  vermischt  sind, 
besteht,  so  muss  auch  die  Menge  des  Blutes  nothwendig  durch  die  Elektri- 
fication vermindert  werden Man  kann  also  die  Elektrification  anstatt 

der  Motionsmaschinen  gebrauchen,  indem  man  ebenden  Nutzen  dabei  erhält, 
und  diese  mehr  Incommodidät  mit  sich  führen.  Man  wird  auch  in  der 
That  durch  die  Elektrification  müde  gemacht;  es  ist  einem  eben,  als  wenn 
man  eine  grosse  Arbeit  gethan  hätte  und  man  kann  überaus  wohl  danach 
schlafen.  ...  Es  wird  also  nicht  allein  bei  physicalischen,  sondern  auch  bei 
moralischen  Patienten  gute  Dienste  thun,  denen  ihr  Beichthum,  Sorgen  und 
Bekümmemiss  die  Augen  des  Nachts  nicht  zufallen  lassen.  Weil  auch  das 
Blut  durch  die  geschwindere  Circulation  flüssiger  und  dünner  gemacht 
wird,  so  muss  auch  die  Elektrification  wider  die  Dickblütigkeit  und  das 
jetzt  so  gemeine  Malum  hypochondriacum,  bei  einem  Frauenzimmer  aber 
wider  die  hysterischen  Beschwerden  ein  fürtreffliches  Mittel  abgeben.^^ 

Trotz  dieser  so  enthusiastischen  und  sichern  Worte  aber  wollte  sich 
in  Wirklichkeit  eine  Ausscheidung  schädlicher  Stoffe  aus  dem  menschlichen 
Eörper  ebenso  wenig  als  eine  Einführung  von  Medicamenten  in  denselben 
durch  die  elektrischen  Entladungen  der  Elektrisirmaschine  oder  der  Ver- 


1)  Abhandlung  über  den  Nutzen  der  Elektricität  in  der  Arznei- 
wissenschaft von  Christian  Gottlieb  Eratzenstein.  2.  Auflage. 
Halle  1746. 
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st&rkungsflasche  constatiren  lassen.  Der  Praktiker  Franklin  fertigte  schon 
im  Jahre  1749^)  diese  Pläne  ftlrs  Erste  mit  der  sehr  drastischen  Bemerknng 
ab,  dass  er  versuchsweise  den  Entladungsstrom  einer  Leydener  Flasche 
mehreremals  erst  durch  eine  stark  purgirende  Flüssigkeit  und  dann  durch 
seinen  Körper  geleitet,  aber  niemals  auch  nur  die  geringste  medicinische 
Wirkung  von  demselben  verspürt  habe. 


1)  Des  Herrn  Benj.  Franklins  Briefe  von  der  Elektricitäi     üeber- 
setzt  von  J.  C.  Wilcke.    Leipzig  1768.    S.  IIS. 
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Eise  Geschichte  der  Infimtesimalrechnnng  hat  mit  den  Pythagoräem 
zu  beginnen,  welche  in  der  irrationalen  Zahl  einem  unbegrenzt  fortsetz- 
baren FrocesB  einen  Abschluss  gaben.  Einen  Markstein  bildet  der  Eleat 
Zeno,  der  in  den  bekannten  Beispielen  des  fliegenden  Pfeiles  und  Achilleus 
mit  der  Schildkröte  die  Schwierigkeit  des  Continuitätsbegrifles  aufdeckte. 
Z.  wies  auch  zuerst  auf  den  Widerspruch  hin:  das  Continuum  aus  seinen 
(ihm  gleichartigen)  kleinsten  Theilen  zusammenzusetzen,  denn  entweder 
haben  die  Theile  keine  Grösse,  dann  hat  ihre  Summe  auch  keine  Grösse; 
oder  sie  haben  Grösse,  dann  giebt  ihre  unendliche  Wiederholung  eine  un- 
endliche Grösse.  Erst  Aristoteles  gab  fUr  die  Paradoxien  eine  zufrieden- 
stellende Erklärung,  bei  ihm  findet  sich  auch  eine  wirkliche  Definition 
des  Continuums:  „Stetig  sei  ein  Ding,  wenn  die  Grenze  eines  jeden  zweier 
nächstfolgenden  Theile,  an  welcher  sich  diese  Theile  berühren,  eine  und 
dieselbe  wird".  Die  Paradoxien  aber  widerlegte  er  mit  Hilfe  des  Mäch- 
tigkeitsbegriffes, der  hier  zuerst  auftritt:  die  Zeit  und  die  Eaumstrecke 
sind  von  gleicher  Mächtigkeit,  d.  h.  es  lässt  sich  jedem  Baumpunkt  ein 
Zeitpunkt  eindeutig  zuordnen.  Im  Gegensatz  zu  den  Eleaten  kamen  Leacipp 
und  Demokrit  zu  dem  Hilfsbegriff,  den  Physik  und  Chemie  bis  heute  nicht 
entbehren  können,  dem  der  Atome.  Die  Fassung,  in  der  der  Grenzbegriff 
hier  auftritt,  ist  zwar  an  sich  fehlerhaft,  und  von  Aristoteles  wurde  der 
falsche  Grenzbegriff  letzter  Theil  in  einer  eignen  Schrift  zurückgewiesen, 
aber  es  vollzog  sich  doch  ein  wichtiger  Fortschritt  dadurch,  dass  die  Noth- 
wendigkeit  des  Abschlusses  einer  an  sich  unbegrenzten  Yorstellungsreihe 
anerkannt  wurde.  In  der  Schule  Piatos  und  mehr  noch  in  der  des  Eudoxos 
ist  dann  die  eigentliche  Differentialrechnung  des  Alterthums  geschaffen  worden 
in  der  sogenannten  Exhaustionsmethode.  Ihr  Wesen  besteht  darin,  die  zu 
bestimmende  Grenzgrösse,  deren  Existenz,  und  dies  kann  gar  nicht  genug 
betont  werden,  bereits  feststeht,  —  so  die  der  Quadratwurzel  aus  dem 
Pjthagoras,  des  Flächeninhalts  und  Volumens  aus  der  Anschauung,  des 
Schwerpunkts  aus  der  Erfahrung,  —  in  zwei  Beihen  einzuschliessen,  von 
denen  die  eine  beständig  fallend,  die  andere  beständig  wachsend  sich  der 
Grenze  unbeschränkt  nähert.  Das  bekannteste  Beispiel  ist  die  Berechnung 
des  Kreises  durch  die  Beihe  der  ein-  und  umgeschriebenen  Polygone.  Die 
Methode  stützt  sich  auf  die  bekannte  Propos.  1  des  X.  Buches  des  Euclid: 

8* 
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Nimmt  man  von  einer  Grösse  mebr  als  die  Hälfte,  von  dem  Rest  wieder 
mehr  als  die  Hälfte  und  so  fort  in  infinitum,  so  wird  der  Rest  zuletzt 
unendlich  klein,  d.  h.  also  schon  ein  Convergenzkriterium  eines  unendlichen 
Produktes.  Zu  Gininde  liegt  dem  Satz  das  sogenannte  Axiom  des  Archi- 
medes:  Wenn  zwei  Grössen  verschieden  sind,  so  kann  ihre  Differenz,  be- 
liebig oft  vervielfältigt,  zuletzt  jede  andere  Grösse  übertreffen.  Schon  bei 
Euclid  findet  sich  z.  B.  der  Inhalt  der  Pyramide  im  XH.  Buch  als  Grenze 

der   convergenten  Reihe  ^^  -j  und  Archimedes  hat  zur  Berechnung  der 

Schwerpunkte,  Flächen  und  Volumina,  nicht  nur  integrirt,  sondern  er  hat 
auch  die  Integrale  gegeben,  an  die  die  Integralrechnung  Kepler's,  Cavalieri's 
und  besonders  Fermat's  und  Wallis'  angeknüpft  hat:  fxdx  und  fx^dx]  er 
kennt  bereits  Sätze  wie:  fif-^-  (p)dx  ^=ffdx  -^-fydx^  er  kennt  Integration 
durch  Substitution,  er  hat  durch  Differentiation  die  Tangente  an  seine 
Spirale  gefunden,  deren  Gleichung  in  Polarcoordinaten  ihm  wohl  bekannt 
war.  Sehr  wahr  hebt  Zeuthen  hervor,  dass  die  Beweise,  welche  Euclid, 
Archimedes,  Pappus  etc.  geben,  an  sich  durchaus  nicht  abschreckender  sind, 
als  sie  es  in  denjenigen  unserer  Lehrbücher  sind,  welche  die  Sätze  über 
Grenzen  etc.  streng  begründen  wollen,  nur  dass  die  Alten  in  jedem  einzelnen 
Falle  die  Begründung  immer  wieder  aufs  Neue  durchführten.  Man  muss 
nach  den  Arbeiten  Z.  und  0.  es  als  feststehende  Thatsache  hinnehmen,  dass 
die  Alten  in  der  Exhaustionsmethode  bereits  einen  feststehenden  Algorithmus 
der  Differentialrechnung  hatten.  Noch  Pappus,  den  Cantor  an  das  Ende 
des  3.  Saecul.  nach  Chr.  setzt,  handhabt  die  Integrationsmethode  des  Archi- 
medes mit  vollem  Verständniss.  Sieht  man  ab  von  der  Ausbildung,  welche 
die  Scholastiker,  vom  theologischen  Gedankenkreis  ausgehend,  dem  Be- 
griffe des  Unendlichen  gaben,  besonders  von  Nicolaus  v.  Cusa,  der,  wie  es 
scheint,  in  der  Auffassung  des  Grenzbegriffes  sich  sehr  dem  heutigen  Stand- 
punkt nähert,  so  erheben  sich  zur  selbstständigen  Bedeutung  auf  dem  Ge- 
biet der  Integralrechnung  im  direktesten  Anschluss  an  Archimedes  erst 
wieder  Kepler  und  Galilei.  G's.  Leistung  ist  bei  C.  wenig  gewürdigt.*) 
Wie  alle  Physiker  geht  er  vom  Atom  aus,  aber  mit  vollster  Schärfe  spricht 
er  sich  über  den  Differentialcharakter  desselben  aus.  „Nicht  2,  nicht  10, 
nicht  100,  nicht  1000  „indivisibilia'^  können  das  Continuum  bilden,  sed 
bene  inünita,  d.  h.  wahrhaft  unendlich  viel."  und  er  sagt  femer:  „Die 
Auflösung  der  Linie  in  ihre  unendlich  vielen  „Punkte"  —  es  ist  dies 
derselbe  Begriff  des  Punktes,  der  sich  bei  Bolzano  in  den  Paradoxien  des 
Unendlichen  wiederfindet  —  bietet  nicht  mehr  Schwierigkeit  als  ihre 
Theilung  in  eine  endliche  Anzahl  Theile  unter  Einer  Bedingung,  dass  man 

1)  Vgl.  H.  Cohen,  Das  Princip  der  Infinitesimalmethode. 
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nicht  von  ihm  fordere,  diese  Punkte  von  einander  zu  trennen,  und  sie  hier 
auf  dem  Papier  einzeln  zu  zeigen."     Auch  diese  Stelle  hat  ihre  Analogie 
bei  Bolzano.    „und  weil  diese  Theile  unendlich  viele  sind,  so  sind  sie  non 
quantae,  haben  keine  Grösse,  denn,  wie  Zeno,  eine  unendliche  Anzahl 
von  Quantitäten    giebt   ein    unendliches  Quantum.     Also   gerade  weil  die 
Theilung  des  Continuums  in's   unendliche  fortgesetzt  werden  kann,  folgt 
die  Nothwendigkeit   der  Zusammensetzung   aus    partes   non  quantae,    aus 
Theilen  ohne  Grösse.     Wie  G.  dann   Geschwindigkeit  und  Beschleunigung 
mittelst  der  Differentialrechnung  definirt,  ist  bekannt.     Man  sieht,  er  ist 
der  wahre  Vorgänger  Bolzano's,  er  weiss  wie  jener,  dass  die  Indivisibilität 
eine  Denknothwendigkeit  bildet,  und  wie  Bolzano  weiss  er  auch,  dass 
die  Unmöglichkeit,  die  Punkte  einzeln  abzuzählen,  mit  ihrer  Gesammt- 
Vorstellung  als  Continuum  gar  nichts  zu  thun  hat.     Erwähnt  sei  noch  die 
vielleicht    merkwürdigste    Aeusserung   Galilei's:    „Wenn    irgend    eine  Zahl 
(Grösse)  unendlich  genannt  werden  kann,  so  ist  es  die  Einheit",  und  er 
schliesst:  „ausser  der  Einheit  giebt  es  keine  unendliche  Zahl".    Hierin  liegt 
eigentlich  alles,  was  über  das  Messen  von  Helmholtz,  Klein  u.  A.  neuerdings 
gesagt  ist.     Knüpft  Galilei  ah  die  Mechanik  des  Archimedes  an,  so  Kepler 
in  seiner  „Stereometria  doliorum"  an  die  Inhaltsbestimmungen;  Kepler  hat, 
wie  Lacroix  hervorgehoben,  zuerst  von  den  Neueren  das  Integriren  wieder 
aufgenommen,   und    C.    nennt   die    Doliometrie    die    Quelle    aller   späteren 
Kubaturen.     Der  2.  Abschnitt   ist   fast   ganz   von  Maximumsaufgaben 
angeMlt,  in  denen  K.  von  dem  Nachweis  ausgeht,  dass  die  in  Oesterreich 
gebräuchliche  Form  der  Fässer  zugleich  die  zweckmässigste  sei.    Er  spricht 
zuerst  die  kennzeichnende  Eigenschaft  der  extremen  Werthe  klar  au8>  dass 
in  ihrer  Nähe  die  Veränderung  der  Funktion  zu  Null  werde  (Montucla) 
K.   und  G.  haben   dann    auf  Cavalieri  eingewirkt,    den   man  als  direkten 
Vorläufer  Barrow's,  Newton's  und  Leibniz'  ansehen  muss;  die  „geometria 
indivisibilibus   continuorum  nova  quadam  ratione  promota"  erschien  1635, 
in    zweiter  verbesserter  Auflage   1653.     K.  hatte  seine  Methode,    die  im 
Grunde  mit  der  von  Cavalieri  sich  deckt,  und  die  darin  besteht,  die  un- 
endliche Anzahl  der  partes  minutissimae  der  Körper,  welche  einfacheren 
Charakter  zeigen  als  die  zu  bestimmenden  Körper  selbst,  zu  addiren  nicht 
ausdrücklich   angegeben,   wie  dies  Cav.  thut.     Cantor  scheint  sich  Marie 
anzuschliessen,  welcher  sagt:  Das  Werk  verdiene  den  Preis  der  Dunkelheit, 
aber   doch   nur   für  Jemanden,    dem  Galileis  Begriff  des  „Punktes"   oder 
„indivisibile"    nicht    geläufig   ist.     So  hat  sich  der  Wahn  bilden  können, 
Cav.  habe  den  Körper  aus  Flächen,  die  Fläche  aus  Linien  zusammengesetzt. 
Und  doch  sagt  Cav.  ausdrücklich,  dass  er  auf  seine  Methode,  die  Körper, 
bez.   die  Fläche  als  Gesammtheit  „oronia"  (planorum  bez.  linearum)  aufzu- 
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fassen,  gekommen  sei,  als  er  bei  Rotationskörpern  erkannt,  dass  das  Yer- 
hältniss  des  Erzeugten  von  dem  des  Erzeugenden  völlig  verschieden  sei, 
so  dass  es  falsch  wäre,  z.  B.  den  Gylinder  aus  unzähligen  durch  die  Axe 
gehenden  Parallelogrammen  veluti  compactum  bestehend  zu  denken.  Die 
Anlehnung  an  Galilei  ist  ganz  deutlich  ausgedrückt  in  der  berühmten  Stelle, 
wo  er  die  einzelne  Schicht  als  Spur  der  continuirlich  gleichmässig  vom 
Grund  zur  Deckfläche  fliessenden  Ebene  bezeichnet.  Diese  Spur  ist  der 
Galileische  pars  non  quanta,  das  Differential  des  Baumes  erzeugt  in  dem 
pars  non  quanta  der  Zeit.  Newton  und  Leibniz  haben  Cav.  richtig  ver- 
standen; aus  dem  Manuscript  Leibniz'  vom  26.  Oct.  1675  (Gerhardt,  die 
Entdeckung  der  höheren  Analysis),  wo  das  /  zuerst  vorkommt,  sehen  wir, 
dass  der  Integralbegriff  L/s  direkt  aus  den  „omnia"  Cav/s  hervorgegangen 
ist.  Da  Cav.  sich  des  Widerspruchs  bewusst  war,  den  seine  „compositio 
continui  ex  indivisibilibus^^  finden  würde  (derselbe  Ausdruck  findet  sich 
wiederholt  und  als  Gitat  bei  Leibniz  wieder),  so  giebt  er  als  Satz  1  des 
VII.  Buches,  das  noch  heute  nach  ihm  genannte,  im  Unterricht  der  Mittel- 
schulen fast  unentbehrliche  Frincip:  Körper,  bez.  Flächen  sind  gleich,  wenn 
in  gleicher  Höhe  durch  parallele  Ebenen  geführte  Schnitte  gleicli  sind. 
Cav.  wirkte  zunächst  auf  Descartes,  der  das  3.  constituirende  Motiv  für 
die  Differentialrechnung  in  Fluss  gebracht  hat,  das  Tangentenproblem. 
Seine  Methode  ist  allerdings  rein  algebraisch  und  wird  noch  heute  in  den 
Elementarlehrbüchern  der  analytischen  Geometrie  meistens  bevorzugt^  der 
differentiale  Kern  ist  implicite  darin,  dass  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte 
gleich  werden.  Auch  hat  Descartes  bei  Gelegenheit  der  Construktion  der 
Tangente  an  die  Cycloide  (Galilei  1590)  das  Grundgesetz  der  Kinematik 
schon  benutzt.  Um  so  bewusst  er  bediente  sich  Frankreichs  grösster  Mathe- 
matiker infinitesimaler  Betrachtungen.  Es  war  stets  bekannt,  dass  Fermat 
zuerst  geläufig  differentirt  habe,  Cantor  und  Zeuthen  (1.  Heft  der  KopenL 
Akad.  Berichte  von  1895)  haben  hervorgehoben,  in  welchem  Umfang  F. 
bereits  integrirt  hat.  Zeuthen  sagt,  dass  F.  zuerst  die  Farabeln  beliebig 
hoher  Grade  integrirt  habe.  Es  ist  sehr  schwer  bei  der  Scheu  F.'s  vor 
Publikation  durch  den  Druck  Prioritätsfragen  über  ihn  zu  entscheiden. 
Z.  weist  nach,  dass  F.  1636  fx'^dx  gehabt,  Cavalieri  hat  die  Quadratur 
schon  1639  gedruckt  und  giebt  an,  dass  er  sie  1615  gefunden;  den  Be- 
weis hat  er  aber  nur  bis  n  =  4  gekannt.  Das  Continuitätsgesetz,  das 
Leibniz  als  seine  „grösste  Entdeckung"  immer  wieder  betont  und  das  in 
der  That  die  Begründung  seines  „infiniment  petit"  enthält,  hat  F.  in  vollem 
Umfang  besessen,  wie  übrigens  Galilei  und  Newton  auch.  Den  Beweis  liefert 
F.'s  Methode  fär  Maxima  und  Minima  und  Tangentenconstruktion.  Als 
1.  Beispiel  wählt  F.  die  älteste   bekannte  Maximalaufgabe  Euclid  VI,  27: 
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Ä(B  —  ä).  f.  setzt  X  a=8  -1  und  a?  =  -1  +  J5  und  die  beiden  Werthe  gleich: 
ä(b  —  -4)  —  (A  +  iJJ  (J5  —  -4  —  JE),  woraus,  wenn  E*  gegen  E  vernach- 
lässigt wird,  bezw.  E  nach  Division  der  Gleichung  ndt  E  gleich  0  gesetzt 
wird,  J.  —  Y  J5  folgt,  d.  h.  also,  F.  setzte  f(x)  =  0.  Die  Fassung,  in 
der  die  Methode  in  den  Schulen  noch  heute  sehr  gebräuchlich  ist,  gab 
Huygens.  Die  Tangentenmethode  ist  ganz  analog.  F.  hat  den  Zusammen- 
hang mit  dem  Maximalproblem  erkannt  und  ausgesprochen.  Sei  M  ein 
Curvenpunkt  "zur  Abscisse  2>,  sei  FT  die  Subtangente  J.,  dx  '^  E,  F{xy) 
die  Curvengleichung  ihre  „proprietas  specifica^*,  M'  der  Punkt,  der  zu 
X  •\'  dx  —  (2>  +  J7)  —  gehört,  so  kann  M'  auch  als  auf  der  Tan- 
gente MT  liegend  angesehen  werden,  so  dass  TMPCO  T'M'P\ 
d.  h.  also,  er  bestimmte  wie  wir  Ä  »=  v/fip^-  I^ie  Methode  ist  ganz  die 
heutige.  Der  Schritt  zum  charakteristischen  Dreieck  Barrow's  und  Leibniz' 
ein  sehr  kleiner.  F.  hat  schon  Rectifikationen  auf  Quadraturen  zurück- 
geführt und  bei  einer  Schwerpuaktsbestinmaung  die  Integration  durch 
Differentiation  ei-setzt.  Er  war,  was  besonders  zu  betonen  ist,  schon  zu 
einem  ganz  bestimmten  Algorithmus  gelangt,  der  ihn  auch  vor  Irrationali- 
täten nicht  im  Stich  Hess,  immer  wird  dx  mit  E^  die  Subtangente  mit 
A^  die  Ordinate  B^  die  Abscisse  B  genannt.  Seine  Bezeichnung  schliesst 
an  Vieta  an,  der  bis  Pascal  incl.  für  die  französischen  Mathematiker  darin 
massgebend  war.  F.  hatte  auch  bereits  in  ähnlicher  Weise  wie  später 
Riemann  den  Begriff  des  bestimmten  Integrals  erfasst  bei  der  Berechnung 

von  jx  ^  dx.  Hier  ist  Grenzübergang,  hier  ist  Bestinunung  des  Werthes  %, 
hier  ist  völliges  Bewusstsein  des  Gontinuitätsgesetzes,  das  ganz  allein  das 
Heben  mit  1  —  ß  rechtfertigt.  Zahlreiche  Anwendungen  macht  er  von  der 
Integration  durch  Substitution  und  ebenso  benutzt  er  die  theilweise  Inte- 
gration in  der  natürlichen  Form  von  Yertauschung  der  Coordinatenaxen. 
Was  Zeuthen  im  2.  Heft  der  Eopenh.  Berichte  von  1895  als  das 
Hauptverdienst  Newton's  hervorhebt,  dass  N.  den  Zusanmienhang  aller 
grossen  Probleme  erkannt  habe,  welche  zusanunen  die  Differentialrechnung 
erzeugten,  das  gilt,  wie  schon  C.  andeutet,  gewiss  auch  von  F.  Um  die- 
selbe Zeit,  etwa  um  1641,  jedenfalls,  wie  C.  bewiesen,  nicht  vor  April  1639, 
fand  Roberval  und  vielleicht  noch  früher  Toricelli,  die  dynamische  Tan- 
gentenmethode. Sie  betrachten  die  Tangente  als  die  Diagonale  der  die  Curve 
erzeugenden  Kraft;  wieder  eine  Vorstufe  für  Barrow  und  Newton.  Als  Beispiel 
diene  die  Tangente  an  die  ParabeL  Sei  (Fig.  auf  S.  120)  F  der  Focus,  BA 
die  Leitlinie;  da  Pa  und  PF  gleich,  so  wird  die  Curve  dadurch  erzeugt, 
dass  gleiche  Kräfte  in  P  nach  a  und  F  wirken,  also  ist  die  Tangente  als 
Diagonale    des    Kräfteparallelogrammes    die    Winkelhalbirende    von    uPF. 
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Ebenso  einfach  ist  die  Construktion  der  Tangente  an  die  Cjcloide.  Die 
Unabhängigkeit  Toricelli's  von  Roberval  ist  durch  C.  anwiderznflich  nach- 
gewiesen. Zu  erwähnen  ist  auch  Gregorins  a  St.  Yincentio,  dessen  opus 
geometricum  1647  Kubaturen  mittelst  des  Ductus  (d.  h.  Multiplication  in 
der  Sprache  Vieta's)  plani  in  planum  ausführt,  ebenfalls  eine  Art  Integration. 
Die  unmittelbarsten  Vorgänger  von  Newton  und  Leibniz  sind  Wallis  und 
Pascal,  denn  auf  Barrow's  lectiones  opticae  et  geometricae  1669  hat  schon 
N.  selbst  Einfluss. 

Wallis'  Hauptwerk  ist  die  1655  erschienene  arithmetica  infinitorum, 
ihr  Inhalt  Quadraturen  und  Kubaturen.  Die  Methode  schliesst  an  Kepler 
(der  nicht  genannt  wird)  und  Cavalieri  an,  ist  aber  rein  arithmetisch,  ein 
ganz  bewusstes  Rechnen  mit  unendlichen  Reihen,  die  eyent.  durch  Interpolation 
hergestellt  werden.  Dieser  Kunstausdruck,  der  Name  hjpergeometrische 
Beihe,   das  Zeichen  oo  für  unendlich  rühren  von  W.  her.     Aus  W.  hat 

Newton  die  Bedeutung  der  unendlidien 
Beihe  für  die  Darstellung  von  Zahlen 
entnommen.  W.  gab  unabhängig  von 
Format /a;±"dx  und  darauf  gestützt  auch 
eine  Beihe  von  Integralen  irrationaler 
Integranden.  Noch  weiter  ging  Pascal. 
Max.  Marie  hebt  hervor,  dasa  P.  bereits 
ganz  geläufig  mit  mehrfachen  Integralen 
operirt  hat  und  auch  eine  Beihe  von  Inte- 
gralen trigonometrischer  Integranden  be- 
sass.  Das  schon  von  Format  zur  Trans- 
formation von  Integralen  angewandte  Mittel:  dieselben  Körper  auf  verschiedene 
Weise  in  Elementartheile  zu  zerlegen,  sowie  die  partielle  Integration  waren 
Pascal  ganz  geläufig.  Er  ging  aus  von  den  Binomialcoeffizienten ,  bezw. 
den  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen,  deren  Zusammenhang  mit  den  Quadra- 
und  Kubaturen  damals  schon  allgemein  bekannt  war;  er  bemerkt,  was  auch 
für  Leibniz  (vergl.  die  historia  et  origo  calculi  differ.)  wichtig  wurde,  dass 
jede  folgende  Beihe  als  Integral  der  vorigen  erscheint,  und  im  Zusammen- 
hange damit  hat  er  1654  das  Grundprincip  der  Differentialrechnung  aus- 
gesprochen: In  continua  quantitate  quodlibet  quantitates  cujusris  generis 
quantitati  superioris  generis  additas,  nihil  ei  superaddere.  Sein  Zusatz 
lässt  auch  nicht  den  leisesten  Zweifel,  dass  es  sich  um  den  Satz:  ii  -l^  ^du  «= », 
wenn  k  endlich,  handelt  1669  erschienen  dann  Barrow's  lectiones  etc. 
und  da  tritt  schon  Newton  auf.  Die  Zeit  von  1615 — 1668  ist  nach  C. 
das  Zeitalter  der  Erfindung  der  Infinitesimalrechnung.  Die  genaue  Kennt- 
niss  Leonardo  da  Vinci's  wird  die  untere  Grenze  wohl  bis  1600  herabdrtlckea. 
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Es  sind  eine  Beihe  bestimmter  Probleme,  deren  Zusammenhang  allmählig 
deutlich  wird  und  die  ihrer  Natur  nach  infinitesimale  Betrachtungen  er- 
fordern. Erwähnt  sind  schon  l)  das  mechanische  Motiv  in  Dynamik  (Ge- 
schwindigkeit, Beschleunigung)  and  Statik  (Schwerpunktsbestimmung), 
2)  die  Maximalaufgaben,  auf  welche  schon  die  quadratischen  Gleichungen  mit 
Nothwendigkeit  führten,  3)  die  Körper-  und  Flächenausmessung,  zu  der 
etwa  um  1650  die  Längenausmessung  oder  Bectifikation  der  Kurven  kam. 
Zeuthen  hat  Recht,  wenn  er  C.  gegenüber  das  Verfahren  von  Wallis,  Fermat, 
Pascal,  van  Heuraet  als  naturgemäss  bezeichnet,  welche  Bectifikation  auf 
Quadraturen  zurückführten,  obwohl  ihnen  die  Beziehung  cZ5*=  dx*-f-  dy^ 
nicht  entgangen  war,  denn  das  hiess  damals  integriren.  Das  Problem  der 
Raumbestimmung  ist  von  solchem  Einfiuss  auf  die  Entwickelung  von  Integral- 
Rechnung  und  -Begriff,  dass  Cournot  nach  1841  diese  Rechnung  als  calcul 
des  quadratures  bezeichnet;  4)  das  Tangenten problem,  dessen  Geschichte, 
wenn  man  von  Apollonius'  Construktionen  für  die  Kegelschnitte  und  der 
Methode  von  de  Sluse  absieht,  schon  erzählt  ist.  Letztere  ist  von  Hujgens 
1693  verbessert,  der  im  Grunde  f{x)  als  —  dxf{x,  y)  :  dyf{x,  y)  bestimmte. 
Die  Relation  f(x)  ^^^  dy  :  dx  ist  (indirekt)  von  Barrow  in  den  ,,lectione8'' 
gegeben,  so  wie  sie  hier  aus  dem  Dreieck  PP^  im  §  13  abgeleitet  ist,  dem 
Dreieck,  welches  Barrow  und  Leibniz  das  charakteristische  nennen.  Barrow 
hat  zuerst,  vielleicht  von  Roberval  beeinflusst,  die  Continuität  des  Raumes 
aus  der  der  Zeit  abgeleitet.  Die  Zeit  wird  als  unabhängige  zur  Abscisse, 
die  Geschwindigkeit  zur  Ordinate,  der  von  der  Totalität  der  Ordinaten 
erfüllte  Raum  zum  Bild  der  Bewegung.  Li  enger  Verbindung  mit  Nr.  4 
steht  als  fünftes  Problem  der  Contingenzwinkel  (Name  von  Jordanus),  der 
aber  nicht  wie  heute  den  Winkel  zwischen  zwei  unendlich  nahen  Tangenten 
bedeutet,  sondern  im  Sinne  Euclid's  den  Winkel  zwischen  der  Curve  und 
ihrer  Tangente.  In  der  Propos.  XYI  Buch  3  beweist  Euclid,  dass  die 
Tangente  (linea  contingens)  sich  dichter  an  den  Kreis  schmiegt  als  jede 
andere  Gerade,  und  dass  der  Winkel  zwischen  ihnen  kleiner  ist  als  jeder 
geradlinige  Winkel.  Der  Satz  enthält  den  Keim  zur  Lehre  von  Osculation 
und  Krümmung.  Ueber  die  Natur  des  Winkels  erhob  sich  ein  Streit,  der 
namentlich  im  16.  und  17.  Jahrb.  äusserst  lebhaft  wurde  und  beständig 
zu  Infinitesimalbetrachtangen  zwang.  Es  betheiligten  sich  die  hervorragend- 
sten Mathematiker  wie  Cardanus,  Clavius,  Yieta,  Wallis;  schliesslich  drang 
die  Ansicht  von  Vieta  und  Wallis  durch,  dass  der  Contingenzwinkel  0, 
d.  h.,  dass  die  Curve  am  Beiühnmgspunkt  die  Richtung  der  Tangente 
hat,  aber  auch  die  Argumente  des  Gegners  fanden  ihre  Würdigung,  in- 
dem N.  und  nach  ihm  L.  und  Jacob  Bemoulli  (vorher  vielleicht  Fermat) 
als  das  Vergleich-  und  Messbare  die  Krümmung  erkannten,  sowie  den  Grad 
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der  Anschmiegung  (letzterer  bei  N.  schon  in  den  Principien).  SchliesBÜch 
muss  als  Nr.  6  das  Auftreten  und  Häufigerwerden  der  unendlichen  Procesfie 
genannt  werden,  wie  sie  sich  z.  6.  in  den  Eettenbrüchen  Lord  Broonkers 
und  der  Arithmetica  Wallis'  finden  und  dann  von  N.  geradezu  zum  Fundament 
gemacht  wurden,  das  einen  immer  breiteren  Platz  einnimmt,  eo  dass  die 
Lehre  von  den  unendlichen  Beihen  fast  identisch  mit  der  Integralrechnung 
geworden  ist.  So  war  die  Infinitesimalrechnung  von  allen  Seiten  vorbereitet, 
als  N.  1665  und  10  Jahre  später  L.  den  letzten  Schritt  thaten  und  eine 
Grammatik  schufen  zu  einer  Sprache,  welche  bereits  eine  blühende  Litteratar 
hatte.  L.  selbst  sagt  mit  grösster  Deutlichkeit,  worin  seine  Leistung  be- 
stand; „sie  ermöglichte  der  Mittelmässigkeit,  die  Probleme  anzugreifen,  welche 
bis  dahin  nur  den  Hochbegabten  zugänglich  gewesen  wie  die  T&ngenten- 
probleme,  die  der  Mechanik  und  die  Quadraturen'S  üebrigens  gilt  dasselbe 
von  allen  grossen  Foi*tschritten  in  der  Methode.  Was  N.  betrifft,  so  ist 
eine  Würdigung  seiner  Leistungen  dadurch  sehr  erschwert,  dass  keine  einzige 
rein  mathematische  Schrift  von  ihm  selbst  veröffentlicht  ist,  und  dass  in 
Folge  des  erbitterten  Streites  zwischen  N.  und  L.,  bezw.  ihren  Anhängern 
sowohl  die  englischen  als  die  deutschen  Quellen  mit  Vorsicht  zu  gebrauchen 
sind;  selbst  C.  gegenüber  hat  Z.  (II.  Hefk  der  Eopenh.  Berichte  von  1895) 
in  vielen  Punkten  Recht.  N.  selbst  hat  als  seine  grösste  Entdeckung  die 
Binomialreibe,  d.  h.  die  Erweiterung  des  Binoms  auf  beliebige  (reelle) 
Exponenten  angesehen  und  sie  ziert  mit  vollem  Recht  sein  Grabmal.  Sie 
findet  sich  in  demManuscript:  „De  analjsi  per  aequationes  numero  terminonun 
infinitas^*,  das  1665  entstanden  und  1669  Barrow  und  Gollins  vorlag,  der 
eine  Abschrift  nahm,  welche  L.,  wenn  nicht  schon  1673,  dann  jedenfalls 
1676  excerpirte;  völlig  gedruckt  ist  das  Werk  erst  1711,  sein  wesentlicher 
Theil  macht  unter  dem  Titel:  „De  quadratura  curvarum^^  einen  Anhang  der 
Optik  von  1704  aus.  Von  1665  also  daiirt  die  moderne  Mathematik, 
nicht  so  sehr,  dass  N.  den  Zusammenhang  der  Quellprobleme  als  der  Erste 
einsah,  wie  Z.  sagt,  sondern  dass  er  die  unendliche  convergente  Potenzreihe 
als  fundamentales  Entwickelungsinstrument  der  Zahlgrössen  erkannte,  ist 
sein  Hauptverdienst.  Wie  die  Binomialreibe  durch  Interpolation  gefunden 
wurde,  hat  N.  selbst  in  dem  berühmten  2.  Brief  an  L.  vom  24.  Oct.  1676 
erzählt,  die  Analjsis  enthielt  auch  die  Reihe  für  Log.  (1  -f-  x),  die  N.  vor 
Mercator  gefunden  hatte,  sowie  die  für  sin  x  und  cos  Xy  und  als  erstes 
Beispiel  für  die  ümkehrung  von  Reihen,  die  für  6*,  welche  N.  also  vor 
Euler  gefunden,  allerdings  ohne  die  Bedeutung  dieser  Funktion  zu  erkennen. 
Die  Analjsis  enthält  auch  den  Beweis,  dass  N.  schon  1665  über  die 
Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung  gebot,  von  ihm  Fluzions- 
recbnung  genannt.     Das  älteste  Denkmal  ist  ein  Manuscript  vom  28.  Mai 
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1665,  schon  am  13.  Nov.  d.  J.  bestimmt  er  mittelst  Fluxionen  (Differential- 
quotienten)  die  Tangente  und  den  Krümmungsradius  ganz  allgemein. 
Bereits  1671  war  sein  grosses  Mannscript:  ,,Methodu8  fluxionnm  et  serierom 
infinitomm^'  fertig,  CoUins  wollte  es  1680  drucken,  aber  es  ist  erst  1736 
englisch  yon  Colson  edirt  worden,  als  es  nichts  Neues  mehr  enthielt  C. 
hat  nachgewiesen,  dass  es  inzwischen  mehrfach  überarbeitet  wurde,  aber  C. 
berichtet  auch,  dass  N.  bereits  in  dem  Brief  vom  24.  Oct.  1676  einen 
Hauptfall  des  sogen.  binomischBn  Integrals  faz^(e  +  fz^y-dz  erledigt  (den 
wenn  (^  -f-  l)  :  A  eine  ganze  Zahl  ist) ,  das  konnte  doch  nur  Jemand,  der 
sehr  tief  in  den  Algorithmus  eingedrungen  war.  Newton  ging  wie  sein 
Lehrer  Barrow  von  der  Bewegung  aus,  er  betrachtete  die  gewöhnlichen 
Grössen  als  im  gleichmässigen  Fluss  der  unabhängig  variablen  Zeit  erzeugt, 
die  Zeit  wächst  um  unendlich  kleine  Grössen  (Momente),  die  mit  0  bezeichnet 
werden  und  den  Charakter  als  Null  haben;  die  abhängigen  Grössen  wachsen 
in  Folge  dessen  ebenfalls  mit  mehr  oder  minderer  Geschwindigkeit  um  un- 
endlich kleine  Theilchen,  ebenfalls  Momente  genannt.  Sind  x^  y,  z  gewöhnliche 
Grössen,  welche  als  von  der  Zeit  abhängig  fliessende  „Fluentes"  heissen, 
x\  y\  z  ihre  Geschwindigkeiten  oder  Fluxionen,  so  sind  OXy  Oy\  Oz  ihre 
Momente,  so  dass  „post  momentum  temporis'^  die  Grössen  übergehen  in 
X  +  Ox\  etc.  Lagrange  sagt:  Tout  le  monde  a  ou  croit  avoir  une  id6e  de 
la  vitesse;  für  N.  stand  dieser  Begriff  durchaus  fest,. und  er  hatte  damit 
die  üeberzeugung  von  der  Existenz  eines  ersten  Verhältnisses  der  ent- 
stehenden endlichen  Grössen,  welches  auch,  wenn  man  rückwärts  von  den 
gewordenen  Grössen  ausgeht,  als  das  letzte  Yerhältniss  aufgefasst  werden 
kann,  mit  welchem  sie  verschwinden.  Die  Klarheit,  mit  welcher  N.  z.  B. 
in  den  Briefen  an  Wallis  von  1692  und  in  den  12  Sätzen  des  1.  Buches 
der  „principia"  1684  die  Grundgedanken  dargestellt  hat,  ist  von  C.  unter- 
schätzt. N.  ist  in  der  Tiefe  der  Auffassung,  in  der  vis  mathematica  des 
Geistes  L.  über,  Gauss  hat  nie  einem  Andern  das  Prädikat  „summus"  zu- 
gestanden. Dagegen  übertrifft  er  N.  in  dem,  was  seine  Stärke  überhaupt 
bildet,  in  der  Form;  dass  L.  als  der  Erste  die  Bedeutung  des  Zeichens 
für  die  Mathematik  erkannte,  dass  er  ihr  innerstes  Wesen  als  Symbolik 
erfasste,  darin  liegt  L's  höchste  Bedeutung.  L.  hat  sich  zuerst  1673  mit 
Infinitesimalbetrachtungen  befasst,  und  zwar  ganz  sicher  nach  seinem  ersten 
Aufenthalt  in  London,  wo  er  Barrow's  „lectiones"  an  sich  brachte,  und  vom 
Tangentenproblem  ging  er  aus.  Er  selbst  giebt  wiederholt  und  fast  gleich- 
lautend an,  dass  ihn  Pascal's  Arbeiten  auf  die  Erfindung  gebracht  haben; 
und  wer  seine  Entwickelung  betrachtet,  die  von  der  Combinatorik  ausgeht 
und  damit  von  den  Differenzenreihen  des  Pascarschen  Dreiecks,  bezw.  der 
BinomialcoefQzienten,  dem  wird  dies  einleuchten.     Aber  ebenso  sicher  ist 
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es  auch,  dass  ihm,  der  ohne  gründliche  mathematische  Bildung  1673  nach 
London  kam,  ,^Sugge8tionen",  wie  Z.  sagt,  von  N/s  Erfindung  zuflössen, 
und  ich  mache  in  dieser  Hinsicht  auf  ein  Fragment  eines  Briefes  an  Olden- 
burg vom  30.  März  1675  aufmerksam.  Es  ist  sehr  möglich,  dass  L.  den 
sogen.  Tangentenbrief  N.'s  bei  Tschimhausen  gelesen,  sicher  war  er  vor 
seiner  ersten  Publikation  von  1684  im  Besitz  der  Briefe  N's.  von  1676. 
C.  hat  nun  zwar  ausgefCLhrt,  dass  L.  aus  alle  dem-  nicht  viel  hätte  lernen 
können,  dagegen  ist  aber  das  Beispiel  der  Bernoulli's  anzufahren.  Die 
erste  Publikation  L's.  in  den  „Acta  eruditorum^'  von  1684  und  die  erste, 
in  der  der  Algorithmus  der  Differentialrechnung  gedruckt  ist,  trägt  den 
Titel:  Nova  methodus  pro  maximis  et  minimis,  itemque  tangentibus,  quae 
nee  fractas  nee  irrationales  quantitates  moratur  et  singulare  pro  illis  cal- 
culi  genus;  sie  war  absichtlich  so  dunkel  als  irgend  möglich,  und  doch 
gelang  es  den  BemouUi's  und  zwar  zunächst  Jacob  in  2  Jahren  sich  nicht 
nur  der  Differentialrechnung,  sondern  auch  der  nur  ganz  versteckt  als  in- 
verses  Tangentenproblem  an  der  Beaune'schen  Aufgabe  angedeuteten  Inte- 
gralrechnung völlig  zu  bemächtigen.  Sollte  man  L.  weniger  zutrauen? 
Aber  alles  dies  schmälert  L's.  Verdienst  nicht,  dessen  Differentialrechnung, 
was  Brauchbarkeit  und  Zugänglichkeit  betrifft;,  thurmhoch  über  N's.  Flnjdons- 
rechnung  stand.  Die  Bezeichnungs-  und  Ausdrucksweise  von  L.  hat  sich 
unverändert  bis  heute  gehalten  und  alle  Versuche,  wie  sie  z.  B.  von  Caucfaj 
und  Jacobi  gemacht  sind,  daran  zu  rütteln,  sind  erfolglos  geblieben.  Fast 
alle  Kunstausdrücke  wie  Differential-,  Infinitesimalrechnung,  Differential- 
gleichung, Analjsis,  Funktion,  transcendent,  die  Indexbezeichnung  etc.  stammen 
von  L.  Nur  das  Wort  „Integral"  stammt  von  Jacob  B.,  doch  macht  sdion 
in  einem  Biief  an  L.  vom  12.  Febr.  1695  Johann  auf  die  Erfindung  An- 
spruch, der  übrigens  dei  C.  nicht  gerade  mit  Liebe  behandelt  ist  Dass 
Johann  z.  B.  Recht  hatte,  als  er  die  Berechnung  der  Werthe  y^  fDir  sein 
Eigenthum  erklärte,  hat  Eneström  nachgewiesen.  Vor  allem  aber  hat  L^ 
der  ja  Menschenbeglücker  von  Profession  war,  die  Bedeutung  seiner  Er- 
findung für  die  gewöhnliche  Menschheit  sofort  voll  erkannt,  während  N. 
die  seine  zunächst  nur  für  den  eigenen  Hausgebrauch  benutzt.  N.  konnte 
jeden  Algorithmus  entbehren,  veie  das  Genie  überhaupt,  wie  denn  z.  B. 
Hujgens  sich  sein  Lebenlang  ablehnend  gegen  den  neuen  Caloul  verhielt 
und  doch  alles  leistete,  was  die  Differentirer  forderten  und  noch  einiges 
mehr.  Erst  als  die  Journale,  die  gerade  zu  jener  Zeit  aufkamen,  die  Acta 
eruditorum,  die  Nouvelles  de  la  r^publique  des  Lettres,  die  Akademieberichte 
sich  mit  Schriften  der  Leibnizianer  füllten,  wurde  N.  oder  vielmehr  seine 
Landsleute,  die  sich  überflügelt  sahen,  gereizt,  und  so  machte  sich  1699 
Fatio    de  Dtiiliot   zum  Sprachrohr   ihres  Aergers.     Es   begann   damit  der 
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hässliche  Prioritätsstreit,  der  L.  die  letzten  ohnehin  so  trühen  Lehensjahre 
verbitterte  nnd  der  noch  heute,  cf.  Zeuthen  contra  Cantor,  nicht  ruht. 
Man  findet  die  ausführliche  Schilderung  bei  C;  er  ist  so  recht  ein  Muster 
solcher  Fehden,  beide  Theile  haben  Becht  und  unrecht,  beide  gehen  be- 
schädigt aus  dem  Kampfe  hervor.  L.  fälschte,  N.  log.  Das  Facit  zog 
Biot  dahin:  „Die  Differentialrechnung  von  L.  wäre  noch  heute  eine  be- 
wundemswerthe  Schöpfung,  wenn  nur  der  Fluxionscalcul  in  der  Weise 
existirte,  wie  ihn  N's.  Werke  geben."  In  der  That,  L.  und  kein  Anderer 
hat  das  unendlich-kleine  sans  phrase  als  berechtigtes  mathematisches  Ge- 
bilde eingeführt.  Von  L.  rührt  die  Formel  Nr.  29  für  die  allgemeine 
Differentiation  eines  Produkts,  Nr.  22  für  die  Differenzirung  des  Logarith- 
mus. Die  Probleme  der  Brachystochrone  —  Isochrone  —  Kettenlinie  — 
Florentiner  (Viviani)  löste  er.  Was  die  Integralrechnung  betrifft,  so  wird 
oft  angegeben,  dass  sie  von  den  BernouUi's  erfunden  sei,  und  Jacob  B.  hat 
sie  in  der  That  ganz  selbständig  gefunden,  aber  lange  nach  L.  und  N., 
und  der  Briefwechsel  beweist,  dass  L.  die  Methoden  jener  vielfach  schon 
besass.  Ein  sehr  wichtiger  Fortschritt  ist  unbestritten  sein  Eigenthum, 
die  Differentiation  unter  dem  /  nach  einem  veränderlichen  Parameter,  wo- 
durch er  wieder  neue  Wege  bahnte,  so  für  die  Variationsrechnung,  deren 
erste  Keime  in  einem  Brief  an  Johann  B.  vom  24.  Juni  1695  liegen,  und 
ebenso  für  die  Auffindung  bestimmter  Integrale.  Mit  Johann  B.  gleichzeitig 
(Job.  B.  an  L.  d.  10.  Juni  1702,  L.  an  B.  24.  Juni  1702)  fand  er  die 
Integration  rationaler  Integrale  durch  Zerlegung  in  Partialbrüche:  (L.:  Acta 
erud.  1702,  Joh.  B.  Abhandl.  der  Par.  Akad.);  gemeinsam  haben  sie  auch 
die  Integration  quadratischer  Irrationalitäten  erledigt*  Die  Verdienste  der 
Bernoulli  um  die  Ausbildung  und  die  Verbreitung  der  neuen  Rechnung 
hat  L.  selbst  auf  das  dankbarste  anerkannt,  cf.  seinen  Brief  v.  7.  Juli  1694 
an  Job.  B.  Das  „erste  Lehrbuch  der  Differentialrechnung"  lange  Zeit  das 
einzige  und  fast  noch  längere  Zeit  das  am  leichtesten  lesbare,  (C.)  ist  nach 
Joh.'s  Lektionen  von  Marquis  de  THospital  geschrieben:  „Analyse  des  in- 
finiment  petits  pour  Fintelligence  des  lignes  courbes.  Par.  1696;"  Joh.  selbst 
hat  zum  Gebrauch  desselben  Marquis  das  erste  Lehrbuch  der  Integralrechnung 
verfasst.     (De  methodo  integraliura.     Op.  3.) 

Die  Bemoulli's  in  Basel  lasen  zuerst  über  Differentialrechnung  (Christian 
V.  Wolf  zuerst  in  Deutschland).  Ueber  -die  Begründung  der  Variations- 
rechnung durch  den  noch  immer  nicht  genügend  aufgeklärten  Bruderkrieg 
zwischen  Jacob  I.  und  Johann  I.  vgl.  man  das  Programm  von  Giesel,  Torgau 
1857.  Es  mögen  sich  einige  Einzelheiten  über  Bezeichnung,  Kunstausdrücke 
etc.  anschliessen.  Das  dx  findet  sich  schriftlich  zuerst  bei  L.  11.  Nov.  1675, 
gedruckt  1684  in  der  Methodus  nova,  während  das  am  29.  Oct.  1675  ein- 
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gef&hrte  /  erst  1 686  in  der  „De  geometria  revindicata"  gedruckt  ist.  üebrigens 
haben  L.  nnd  Job.  B.  nach  1695  nnd  96  das  /  als  gewöhnliches  Snmmen- 
zeichen  gebraucht,  wie  denn  L.  die  Integralrechnung,  Calc.  snmmatorius 
nannte:  Das  Wort  „Integral^\  zuerst  gedruckt  bei  Jacob  B.  in  den  Acta 
erud.  1690  (Isochrone),  später  einigten  sich  Job.  und  L.  die  Bechnnng 
Integralrechnung  zu  nennen,  das  Zeichen  /  beizubehalten;  unsere  jetdge 
Schreibweise  bestimmter  Integrale  f^  rührt  von  Fourier  her.  Calculas 
di£Ferentialis  L.  1684,  Di£ferentialgleichung  (lat.)  zuerst  im  Brief  von  L.  an 
Oldenburg  (Newton)  von  1677,  eben  dort  zuerst  derivare  (ableiten),  woraus 
dann  bei  Lagrange  1772  Ableitung.  Die  Bezeichnung  f\x)  oder  vielmehr 
^\x)  für  d'^{x) :  dx  bei  Lagrange  in  der  „Nouvelle  m6thode  1770^,  das  c 
für  die  partielle  Ableitung,  die  auch  noch  ofb  durch  Klammem  bezeichnet 
wird,  bei  Jacobi,  Grelle  Bd.  32  p.  4.  1842,  Cauchy:  I)^f{xy)  (Nouv. 
exerc.  T.  II).  Das  Differenzzeichen  A  bei  Job.  B.  1701  (C.  S.  437).  Ein- 
hüllende Curven  (Enveloppen)  zuerst  bei  L.  Act.  erud.  1692:   De  linea 

ex  lineis ,  wo  auch  zuerst  krummlinige  Coordinaten  erwähnt  werden 

und  das  Wort  Parameter  vorkommt,  L.  weist  darauf  hin,  dass  die  Evoluten 
(die  Krümmungsmittelpunktscurven)  Huygens  aus  dem  grossartigen  horolo- 
gium  oscillatorium  1673  ein  specieller  Fall.  Brennlinien  (Rata-  und  Dia- 
kaustiken)  hat  Tschirnhausen  1682  behandelt  (C),  ihre  Theorie  gab  Jac 
und  Job.  Von  Job.  sind  die  Trajectorien,  sowohl  die  orthogonalen  als 
die  andern  eingeführt.  (Job.  B.  Op.  L  Gerhard,  L.  III.  469,  539.)  JoL 
hat  auch  die  Theorie  der  kürzesten  Linie  geschaffen,  wie  er  die  Theorie 
der  Exponentialgrössen  (der  Name  rührt  von  L.  her)  in  den  Act.  emd.  Mftrz 
1697  begründet  und^ftoge  vor  Euler,  deren  Zusammenhang  mit  den  trigo- 
nometrischen Funktionen  gekannt  (Acad.  des  scienc.  1702),  die  vollständige 
Theorie  gab  dann  Euler  in  der  Introductio,  d.  h.  die  erste  einigermassen 
„strenge"  Ableitung  von  e*  gab  Cauchy  im  cours  d'analyse  1821.  Was  die 
Curvenlehre  betrifft,  so  kommt  das  Wort  Subtangente  zuerst  bei  Hujgens 
vor  (C.  S.  142).  Die  Inflexionspunkte  hat  zuerst  de  Sluse  betrachtet  1668 
(C).  Schnabel  und  Spitze  de  FHospital  unterschieden  1696;  Rückkehrpunkte 
(Points  de  rebroussements)  als  Punkte,  in  denen  die  Tangente  unbestimmt 
wird.  Joh.'s  Brief  an  L.  18.  Juni  1695  und  17.  Juli.  Die  Lehre  von 
den  singulären  Punkten,  wie  sie  jetzt  üblich,  rührt  vou  Saurin  her. 

Metaphysisch  war  die  Grundvorstellung  bei  N.,  wenn  auch  verschleierif 
offen  trat  sie  als  solche  auf  bei  L.  Am  klarsten  hat  sich  L.  in  der  Ant- 
wort auf  die  Angriffe  Nieuwentiits  ausgesprochen:  Besponsio  etc.  in  den 
Acta  erud.  1695  (Gerhard  Bd.  5,  S.  320),  er  streift  hier  ganz  das,  was 
man  heute  „Orenzbegriff'  nennt,  allerdings  greift  er  dann  auch  zur  Mechanik 
und  zeigt  eine  auffallende  üebereinstimmung  mit  N.     unklarer  sind  seine 
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Briefe  an  Varignon,  dessen  Commentar  zu  de  THospital  sehr  wichtig  ist. 
Dieser  schreiht  snb  28.  Nov.  1701:  „Ich  nenne  infiniment  petit  oder  Differenial 
einer  QrSsse  das,  woran  sie  unerschöpflich  ist  nnd  diese  Grösse  selbst  un- 
endlich gross  in  Bezug  auf  jene/'  Diese  Auffassung  erleichtert  besonders 
das  Verst&ndniss  der  höheren  Differentiale,  welches  in  jener  Zeit  die  meiste 
Schwierigeit  machte.  L.  antwortet  auch  hier  wie  so  oft  sonst  mit  dem 
Hinweis  auf  „sein''  Gesetz  der  Continuität,  dem  zu  Folge  Buhe  Grenzfall 
der  Bewegung,  die  Parabel  Grenzfall  der  Ellipse  etc.  und  die  Gesetze,  welche 
im  Endlichen  gelten,  auch  im  Unendlichen  giltig  bleiben.  L.  selbst  hat 
„sein"  Gesetz  wiederholt  und  stets  schwerfällig  formulirt,  besser  ist  es  von 
THuilier  gefasst,  in  der  Preisschrift  „Exposition  6l6mentaire  des  principes 
des  caiculs  sup^rieurs  (1786).  Am  einfachsten  formulirt  man:  Eine  Eigen- 
schaft, welche  jedem  Glied  einer  infinit  fortsetzbaren  Beihe  zukonmit,  kommt 
auch  ihrer  Grenze  zu.  Aber  dass  das  Differential,  das  die  endliche  Grösse 
Erzeugende  (prima  ratio),  also  der  von  der  Grösse  selbst  der  Art  nach 
verschiedene  Ghrössenkeim  sei,  das  entging  L.  so  wenig  wie  „aemulo"  (N.). 
Es  ist  das  Verdienst  H.  Cohen's  dies  erwiesen  zu  haben  in:  „Das  Princip 
der  Infinitesimal-Methode  und  seine  Geschichte  1883",  einer  gedanken- 
reichen Schrift,  welche  wohl  verdiente  aus  dem  Eantischen  in's  Deutsche 
übersetzt  zu  werden.  Es  sei  auch  hier  gleich  auf  das  llfelder  Programm 
1883  von  Freyer:  „Studien  zur  Metaphysik  der  Differentialrechnung"  hin- 
gewiesen, das  sich  durch  Klarheit  auszeichnet  und  vielfach  mit  Cohen  zu- 
sammentrifft Herr  Yivanti  hat,  wenigstens  nach  dem  üeberblick  im  Enneström, 
beide  Schriften  nicht  erwähnt.  Da  es  L.,  weil  er  das  Differential  mit  seinen 
Monaden  verquickt,  nicht  gelang,  das  Fundament  seines  Caiculs  klarzustellen, 
so  erhoben  sich  von  allen  Seiten  Widersprüche,  die  alle  znsammengefi&sst 
und  begründet  sind  in  Berkeley's  Analytiker  (1734)  und  die,  wie  Freyer 
treffend  sagt,  inuner  dieselben  blieben  bis  auf  den  heutigen  Tag;  er  weist 
dabei  auf  P.  du  Bois-Beymond's  Funktionentheorie  hin,  eine  Schrift,  die  ganz 
von  vergeblichem  Bingen  nach  Klarheit  über  den  Grenzbegriff  erfüllt  ist. 
Freyer  hat  die  4  wesentlichen  Einwände  Berkeley's  (und  D'Alembert's)  zu- 
sammengestellt. 

1)  Eine  unendlich  kleine  Quantität,  ein  Ding  zwischen  der  Null  und 
einer  endlichen  Grösse  sich  befindend,  sei  nicht  vorzustellen  (dasselbe  ist 
oft  genug  von  der  unendlich  grossen  Quantität  gesagt). 

2)  Das  Identitätsgesetz  der  Logik  sei  verletzt,  erst  haben  die  Momente 
oder  Differentiale  Grösse,  dann  wieder  keine. 

3)  Der  Begriff  der  Geschwindigkeit  (und  damit  der  Differentialquotient) 
sei  ein  abgeleiteter.  Lässt  man  den  Baum  oder  mit  N.  die  Zeit  verschwinden, 
so  hören  die  Geschwindigkeiten  auf  und  um  so  mehr  ihr  Yerhältniss. 
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4)  Dass  die  Resultate  ricbtig  seien  (beim  Rechnen  mit  unendlich  kleinen 
Grössen),  rühre  von  wiederholten  Fehlem  her,  die  sich  ausgleichen.  Der 
Einwand  von  4  ist  oft  wiederholt,  von  L'Huilier,  Lagrange,  Camot,  selbst 
von  Euler.  N.,  der  eine  krankhafte  Scheu  vor  allen  Diskussionen  hatte, 
bat  in  seinem  Hauptwerk  sich  fast  ganz  an  die  Grenzmethode  der  Alten 
gehalten.  Das  bedeutendste  Lehrbuch,  das  aus  seiner  Schule  hervorging, 
Maclaurins'  „Treatise  of  fluxions"  (1742),  trug  den  Berkeley'schen  Einwänden 
möglichst  Rechnung,  die  Newton'sche  Richtung  überwog  völlig,  das  Unend- 
lichkleine war  geächtet,  bis  Cauchj  den  Bann  brach  und  „die  Strenge  der 
einen  Methode  mit  der  Einfachheit  der  anderen  zu  versöhnen  suchte"  (Lebens 
sur  le  calc.  diff.  1829)  und  1841  Coumot  das  ünendlichkleine  in  sein  Recht 
einsetzte.  Die  Einleitung  zu  Cournot's  Lehrbuch  (90  S.)  enthält  die  klarste 
Philosophie  der  Differentialrechnung,  die  bis  jetzt  geschrieben.  Neuerdings 
ist  das  Vorurtheil  wieder  in  Au£aahme,  als  ob  die  Grenzmethode  strenger 
sei  (vergl.  z.  B.  Stolz);  dazu  ist  zu  bemerken,  dass  nur  durch  Yermittelung 
des  ünendUchkleinen  als  eines  bereits  feststehenden  uns  gegebenen  Begriffs 
überhaupt  von  einer  Annäherung  an  die  Grenze  gesprochen  werden  kann. 

Die  Grenze  z.  B.  1   als  lim^^  ~-j^  steht  a  priori  fest,  und  dass  der  nn- 

2  ^-y    1 

endliche  Process  sie  erreicht,   dass  man     y  -^  gleich  1  setzt,   wird  eben 

durch  den  Begriff  des  unendlich  kleinen  du  erzwungen,  nur  darf  es  nicht 
negativ  deiinirt  werden  als  die  Grösse,  welche  kleiner  als  jede  noch  so  kleine,  — 
da  würde  Einwand  I  statthaben  — ,  sondern  positiv  durch  die  Gleichung 
u  -l-  A;c2u  =  u,  wenn  Je  endlich.  Dabei  bleibt  noch  zu  erörtern,  wie  man 
auf  das  du  kommt.  Seit  Galilei  und  Kepler  ist  fortwährend  mehr  oder 
minder  deutlich  auf  die  eigentliche  Bedeutung  des  dx  hingewiesen  als  das, 
wie  Cohen  sagt,  reaJisirende,  d.  h.  die  intensive  Grösse,  bezw.  der  Grössen* 
keim,  der  durch  einen  unendlichen  Process  die  endliche,  d.  h.  mit  unseren 
eigenen  körperlichen  Abmessungen  vergleichbare  Grösse  erzeugt  Diese 
realisirende  Bedeutung  des  dx  hat  im  bestimmten  Integral  niemals  völlig 
unterdrückt  werden  können.  Nur  weil  wir  uns  der  einzelnen  differentialen 
Stufen,  durch  welche  unser  Vorstellungsvermögen  in  Momenten  N.'s  hindurch- 
geht, nicht  bewusst  sind,  gehen  wir  von  der  endlichen  Grösse  aus  und  kommen 
so  auf  das  dx  rückwärts  durch  einen  unendlichen  Theilungsprocess  als 
dessen  Grenzabschluss.  Dass  wir  im  Grenzabschluss  oder  Grenzbegriff  eine 
Kategorie  der  Vernunft  besitzen,  welche  den  rastlosen  Fortgang  der  nach 
dem  Trägheitsgesetz  an  sich  unbegrenzten  Vorstellungsreihe  hemmt,  ist  in 
neuester  Zeit  des  öfteren  betont  werden.  Derselbe  infinite  Process,  der  aus 
dem  X  das  dx  erzeugt,  erzeugt  aus  dem  dx  das  cPx^  etc.  Dass  das  Unendlich- 
kleine  und  das  mit  ihm  stets  verbundene  Unendlicbgrosse  wohldefinirte  Begriffe 
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sind,  ist  zuerst  von  Bolzano  in  seinen  Paradozien  des  unendlichen  (1847 
und  48)  nachgewiesen.  Dort  findet  sich  die  Bemerkung,  dass  die  Vor- 
stellung des  Ganzen  keineswegs  durch  die  aller  Theile  der  Beihe  nach  durch- 
zugehen braucht,  dort  die  Stelle:  „Eine  Menge  ist  unendlich,  heisst:  „es 
ist  eine  Vielheit,  die  sich  durch  eine  blosse  Zahl  nicht  bestimmen  lässt", 
daraus  folgt  aber  noch  gar  nicht,  dass  diese  Vielheit  etwa  auf  keine  Art 
zu  bestimmen  sei,  z.  B.  die  Menge  der  Punkte  zwischen  Ä  und  B  [als  welche 
ja  angeschaut,  bezw.  gemessen  werden  kann].  Nächst  Bolzano  ist  Kerry 
zu  nennen,  der  im  „System  einer  Theorie  der  Grenzbegriffe  1890"  die  richtige 
Bemerkung  macht,  dass  der  Begriff  einer  unendlichen  Zahl  keineswegs  selbst 
etwas  unendliches  ist  und  der,  was  sehr  wesentlich,  nachweist,  dass  dieser 
Begriff  in  die  weite  Klasse  der  indirekten  (d.  h.  durch  Beziehungen  zu  fest- 
stehenden gegebenen)  gehört,  wie  jedes  x  in  einer  Gleichung.  Zu  bemerken 
ist,  dass  eigentlich  jeder  Beziehungsbegriff  seiner  Natur  nach  auf  einen 
unendlichen  Prozess  führt,  z.  B.  die  Gleichung  o;  <»  y  -|-  j  ^  fuhrt  unmittelbar 
auf  die  Beihe  o;  »=>  j  -|-  j  -}-•••  •  Die  Kunst  des  Mathematikers  besteht 
gerade  darin,  durch  Subtraktion  und  Multiplikation  die  direkte  klare  Vor- 
stellung der  1  für  o;  zu  erwecken.  Man  sieht,  wie  treffend  Dedekind  die 
unendliche  Menge  als  die  ursprünglichgegebene  auffasst.  Wie  nichtssagend 
die  negative  Definition  des  ünendlichkleinen  ist,  geht  am  besten  aus  der 
Passung  hervor,  die  ihr  Cauchy  in  dem  klassischen  „cours  d'analyse"  von 
1821  gegeben:  „eine  Grösse  wird  unendlich  klein,  wenn  ihr  Zahlenwerth 
bis  in's  Unendliche  abnimmt,  so  dass  er  sich  der  Grenze  0  nähert",  dagegen 
hatte  Berkeley  völlig  Eecht  mit  Nr.  1;  es  muss  heissen:  Eine  Grösse  ist 
unendlich  klein,  wenn  durch  ihre  unendlichfache  Wiederholung  eine  endliche 
Grösse  erzeugt  werden  kann.  Auch  auf  die  Einwände  sub  2  und  3  muss 
eingegangen  werden.  Der  Nullcharakter  des  Differentials  ist  nie  verkannt 
worden,  und  Euler  hat  dx  oder  u  geradezu  mit  Null  bezeichnet,  aber  Null 
ist  ein  äusserst  komplizirter.  Begriff,  noch  mehr  als  selbst  1,  und  die  Mathe- 
matiker haben  die  Gewohnheit  die  verschiedensten  Begriffe,  wie  z.  B.  die  in 
a"  mit  demselben  Zeichen  zu  bezeichnen.  Die  Null  der  Subtraktion  ist  u.  a. 
Zeichen  ftlr  einen  Begriff,  der  umfang  ohne  Inhalt  hat,  fUr  einen  Complex, 
der  leer  ist,  und  leer  ist  wohl  die  Grundbedeutung  von  sifr\  die  Null  der 
Division  ist  ein  Zeichen  fUr  einen  Begriff,  der  Inhalt  ohne  Umfang  hat,  bezw. 
aus  dessen  Merkmalen  ein  Einzelnes,  der  Grösse  nach  Abstuf  bares  verschwindet, 
wie  das  schon  N.  im  lenmia  8  der  Prinzipien  am  Beispiel  des  Dreiecks, 
das  seine  Form  bewahrt,  wenn  die  Seiten  unendlich  klein  werden,  klar  ge- 
macht hai  Die  Unterscheidung  der  beiden  Hauptarten  Null  findet  sich  bei 
Ealer  in  der  Einleitung  zu  seiner  Differentialrechnung,  die  weit  tiefsinniger 
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ist,  als  sie  den  Zeitgenossen,  die  sie  nicht  verstanden,  nnd  daher  nicht  würdigten, 
erschien,  wie  schon  Cohen  betont  hat;  spotteten  doch  Johann  B.  und  L. 
darüber,  dass  Nieuwentiit  2m  und  m2  unterschied,  wenn  m  nnendlich. 
Kein  Bild  macht  das  Wesen  der  unendlich  kleinen  Grössen  klarer  als  das 
von  Berkeley  im  Spott  gebranchte;  Gespenster  der  entschwundenen  Grössen 
nennt  er  sie,  es  sind  die  Geister  der  werdenden  Grössen.  Unter  sich  sind 
die  Differentiale  gleicher  Ordnung,  d.  h.  die,  welche  durch  gleich  oft  wieder- 
holten infiniten  Prozess  die  endliche  GrOsse  erzeugen,  völlig  homogen  und 
vergleichbar  und  können  alle  Beziehungen  von  Grössen  haben. 

Die  weitere  Fortsetzung  der  Geschichte  der  Differentialrechnung  würde 
zu  einer  Geschichte  der  Mathematik  des  18.  und  19.  Jahrh.  werden  müssen 
und  ist  eignen  Werken  zu  überlassen.  Ein  sehr  wichtiger  Theil  der  Arbeit 
ist  bereits  geleistet  durch  die  Geschichte  der  unendlichen  Befhen  von  Beiff 
Tüb.  1889  und  hier  soll  nur  noch  auf  Cauchy  eingegangen  werden,  der 
vielfach  als  Neubegründer  der  Analjsis  angesehen  wird.  Z.  hat  im  2.  Heft 
der  Kopenh.  Berichte  von  1895  hervorgehoben,  dass  das  17.  Jahrh.  incL 
Hujgens  und  Newton  das  GefUhl  für  die  Strenge  der  Alten  durchaus  noch 
besass;  das  Gefühl  ging  im  Laufe  des  18.  Jahrh.  verloren,  bewies  doch  L. 
mittelst  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  dass  1  —  1  +  1  —  1  ••••  *=*Yt 
wenn  auch  der  geniale  Instinkt  Eulers  ihn  selten  irren  Hess.  Erst  bei 
d'Alembert  und  besonders  Lagrange  beginnt  die  Gegenströmung.  Lagrange 
hat  zunächst  die  Differentialrechnung  frei  von  aller  Metaphysik  begründen 
wollen;  zuerst  in  der  Abhandlung  von  1772,  dann  in  der  so  berühmt  ge- 
wordenen „th6orie  des  fonctions  analytiques  1796". 

Sein  Grundirrthum,  dass  sich  f(x  -\-  h)  stets  nach  Potenzen  von  h 
entwickeln  lasse,  ist  bekannt.  Die  Ableitung  f(x)  wird  definirt  als  Koef- 
fizient von  h.  Lagrange  geht  also  von  der  Taylor'schen  Beihe  aus.  Sie 
findet  sich  zuerst  in  der  Methodus  incrementorum  Brook  Taylors  von  1715, 
den  Namen  gab  ihr  L'Huilier  1786  in  der  Berliner  Preisschrift,  die  Metho« 
dus  incrementorum  enthält  auch  die  Yertauschung  der  unabhängigen  Variabeln 
zuerst  (Kiepert -Formel  93).  Die  Beihe  ist  in  derselben  naiven  Weise  ab- 
geleitet,  wie  dies  heute  noch  in  den  Schulen  unter  der  Annahme  geschieht,  dass 
ic  +  6  wirklich  der  x  benachbarte  Werth  ist,  also  f(x  +  B)'^f(x)  +  f/^W 
sei  und  h  '^  ns.  Maclaurin  leitete  dann  die  nach  ihm  genannte  Beihe 
mittelst  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  ab.  Joh.  Bemonlli 
reklamirte  die  Taylor'sche  Beihe  als  sein  Eigenthum,  und  in  der  That  ist 
sie  im  Grunde  von  der  Bemoulli'schen  Beihe,  die  Joh.  bereits  1694  gegeben, 
nicht  verschieden.  Lagrange  dehnte  in  der  erwähnten  Abhandlung  von  1772 
die  Reihe  auf  Funktionen  beliebig  vieler  Variabeln  aus  und  gab  in  der 
Theorie  des  fonctions,  die  nach  ihm  genannte  Form  des.  Bestes  (N.)  und 
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damit  zugleich  aach  eigentlich  den  sog.  ersten  Mittelwerthsatz  der  Integral- 
rechntmg,  wenigstens  in  dem  speziellen  Fall,  wenn  h  (x)  gleich  1  ist.  Cauchj's 
bedeutendste  Leistungen  knüpfen  an  die  Taylor'sche  Eeihe  an,  er  gab  1826 
die  nach  ihm  benannte  Form  des  Bestes,  Kiepert-Formel  Nr.  49b,  die 
in  der  Anmerkung  gegebene  Erweiterung  rührt  von  Boche  her  (Montpellier 
1858,  bezw.  Scblömilch,  Handbuch  der  Diff.  und  Integr.  1847).    Von  Cauchy 

ist  das  erste  „Monstrum"  die  Funktion  e  «*  behandelt,  deren  aftnunüiche 
endliche  Ableitungen  verschwinden,  deren  Maclaurin'sche  Entwickelung  also 
für  jedes  x  convergirt,  ohne  f{x)  darzustellen. 

Cauchy  hat  zuerst  die  Nothwendigkeit  allgemein  plausibel  gemacht,  die 
Gi-undbegriffe  der  Analyse,  das  ünendlichkleine,  die  Kontinuität,  die  Con- 
yergenz  genau  zu  unterscheiden  und  zu  definiren,  wenngleich  ihm  Gauss 
und  Bolzano  vorangingen  und  ihn  an  Strenge  übertrafen,  so  drangen  sie 
doch  nicht  in  die  Oeffentlichkeit.  Cauchy  hat  auch  die  Theorie  der  Funk- 
tionen complexer  Variabein,  wenn  auch  nicht  geschaffen,  das  hat  auch  Gauss 
vor  ihm  gethan,  aber  als  neuen  wichtigen  Zweig  in  die  wissenschaftliche 
Welt  eingeführt.  Zu  bemerken  ist,  dass  Cauchy  die  komplexen  Zahlen 
nie  als  Zahlen  anerkannt  hat,  wie  dies  Gauss,  cf.  die  Anzeigen  zur  Theorie 
der  biquadratischen  Beste,  gethan  hat.  Cauchy  hat  1814  (Memoire  sur  les 
integrales  d^finies)  gezeigt,  dass  die  Vertauschbarkeit  der  Beihenfolge  der 
Integration  nur  gestattet  ist,  wenn  keine  innere  Divergenz  stattfindet;  er  hat 
die  entsprechende  Bedingung  für  die  Differentiation  unter  dem  /  angegeben 
(Anc.  exerc.  Tom.  II),  die  einfache  Ableitung  der  Taylor'schen  Beihe  durch 
Integralrechnung  gegeben  und  1831  (M6m.  sur  le  calc.  des  limites)  den  ent- 
scheidenden Satz  gegeben:  Dass  die  Taylor'sche  Beihe  convergirt  im  Innern 
eines  Convergenzkreises,  der  durch  den  dem  Fntwicklungscentrum  nächsten 
singulären  Punkt  geht  Dass  die  Beihe  weiter  convergiren  kann,  dann  aber 
nicht  die  erzeugende  Funktion,  sondern  die  von  der  hebbaren  ünstetigkeit 
befreite  darstellt,  hat  wohl  zuerst  Biemann  ausgesprochen.  Abschliessend 
sind  die  Arbeiten  von  Pringsheim  in  den  Berichten  der  Math. -Vereinigung 
von  1893.  Als  bedeutendste  Leistung  Cauchy's  gilt  das  Memoire  von 
1825  sur  les  integrales  d^finies  prises  entre  des  limites  imaginaires,  in 
welchem  er  die  Abhängigkeit  des  bestimmten  Integrales  vom  Integrations- 
weg nachwies  (also  komplexe  Werthe  der  Variabein  zuliess)  und  damit  den 
eigentlichen  Grund  für  die  Periodicität  der  aus  den  Integralen  algebi-aischer 
Integranden  entspringenden  Funktionen  aufdeckte.  Sofort  nach  dem  Er- 
scheinen des  Briefwechsels  zwischen  Gauss  und  Bessel  wurde  in  der  deutschen 
Litter.-Zeit  von  1881  Nr.  37  darauf  hingewiesen,  dass  Gauss  im  Brief 
vom  18.  Dez.  1811  sich  bereits  mit  der  komplexen  Integration  als  Quelle 
der  Periodicität  völlig  vertraut  zeigt.     Gauss  hat  auch  den  Beweis,  dass 
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das  geschlossene  Integral  um  einen  synektischen  Bereich  0  ist,  durch  Trans- 
formation auf  ein  Doppelintegral,  das  über  sämmtliche  Elemente  der  be- 
treffenden Fläche  snmmirt  wird,  gegeben.  Das  nimmt  dem  Verdienste 
Canchy's  nichts,  der  ja  auch  das  grundlegende  Theorem  der  Determinanten, 
das  Multiplikationsgesetz  zuerst  mit  Beweis  veröffentlicht  hat.  Wohl  sind 
in  den  789  Memoiren  viele  Irrtbümer,  manche  Einschränkungen  sind 
seinen  Sätzen  über  Stetigkeit  etc.  zuzufügen,  aber  die  Theorie  der  Ck)n- 
vergenz  der  Reihen  nicht  nur,  sondern  unsere  ganze  heutige  Analysis  geht 
auf  Cauchy  zurück,  an  den  Weierstrass  ganz  unmittelbar  anknüpft 
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DES  UNGARISCHEN  MATHEMATIKERS 

JOHANN  BOLYAI  DE  BOLYA, 

K  K.  HAUPTMANN  IM  OENIECOBPS  (1808—1860). 


VON 

FRANZ  SCHMIDT 

IN   BUDAPEST. 


1)  Ein  Aaszag  dieser  Biographie  ist  in  ungarischer  Sprache  auf  S.  XX— XXVIII 
der  nenen  Ausgabe  des  Appendix  erschienen:  „J.  Bolyai:  Scientia  spatii  absolute 
Tera/*  Mit  Vorwort,  ungarischer  Uebersetsung  und  Erl&uterungen  von  J.  Sut&k 
sowie  J.  Bolyais  Biographie  von  F.  Schmidt.    Budapest  1897. 
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Als  ich  vor  dreissig  Jahren  mit  J.  Hoüel^)  in  Bordeaux  bekannt  wurde, 
ersuchte  mich  dieser  ihm  nähere  Mittheilungen  über  das  Leben  und  die 
Werke  der  beiden  ungarischen  Mathematiker  Wolfgang  und  Johann  Bolyai 
zu  machen.  Ueber  Wolfgang  Bolyai  war  in  Wurzbachers  Biographischem 
Lexicon  (2.  Band,  Wien  1857)  eine  Lebensgeschichte  erschienen.  Weitere 
Mittheilungen  verdankte  ich  dem  Herrn  Prof.  Samuel  Szabo,  gegenwärtig  in 
Klausenburg,  welcher  auch  die  Güte  hatte  mir  zwei  Exemplare  des  Ten- 
tamen^)  (sammt  den  übrigen  ungarischen  und  deutschen  Werken  Wolfgang 
Bolyais)  zu  übersenden.  Eines  der  Exemplare  des  Tentamen  erhielt  Prof. 
Hoüel  in  Bordeaux. 

Die  Nachrichten  über  Johann  Bolyai  beschränkten  sich  darauf,  dass 
dieser  k.  k.  Hauptmann  im  Genie-Corps  war,  viele  Duelle  hatte,  den  Appen- 
dix schrieb,  1833  in  den  Ruhestand  trat  —  und  1860  starb. 

Bestrebt  nähere  Aufschlüsse  über  das  Leben  und  Wirken  dieses  genialen 
Mannes  zu  erhalten,  dessen  einzige  Abhandlung  nach  einander  in  allen  Cultur- 
sprachen  und  1895  sogar  japanisch  erschienen  ist,  wandte  ich  mich  an  die 
königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Göttingen,  um  eine  Abschrift 
des  Briefwechsels  zwischen  Wolfgang  Bolyai  und  C.  E.  Gauss  zu  erlangen, 
denn  W.  Bolyai  und  Gauss  waren  Jugendfreunde,  besuchten  von  1796 — 1798 
die  Universität  in  Göttingen  und  blieben  bis  1853  in  Correspondenz.  Meinem 
Ansuchen  wurde  im  Dezember  1896  in  dankenswerther  Weise  entsprochen 
und  mit  Benützimg  dieser  Briefe,  einer  fragmentarischen  Selbstbiographie 
Johanns  und  eines  an  seinen  Vater  gerichteten  Briefes,  der  sich  in  seinen 
Papieren  vorgefonden  hat,  kann  ich  die  folgende  Lebensbeschreibung  geben. 

Johann  Bolyai  de  Bolya  ist  am  15.  Dez.  1802  zu  Klausenburg  ge- 
boren.   Sein  Vater,  Wolfgang,  war  1804 — 1851  Professor  der  Mathematik 


1)  Jules  Boüel,  Prof.  an  der  Facult^  des  Sciences  in  Bordeaux,  geboren 
7.  April  1823,  gestorben  14.  Juni  1886. 

2)  Unter  Tentamen  wird  das  zu  Maros  Ykskrheij  ohne  Angabe  des  Ver- 
fassers 1832-— 83  erschienene  und  lateinisch  verfasste  Lehrbuch  Wolfgang  Bolyais 
in  2  Bänden  verstanden.  —  Der  Appendix  zum  ersten  Band  ist  jene  berühmte 
Abhandlung  von  Jobann  Bolyai  über  Nicht-Euklidische  Geometrie,  die  knrz  als 
„ Appendix'*  bezeichnet  wird. 
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nnd  Physik  am  ey.-ref.  CoUeginm  zu  Maros  Y484rhely  und  ist  81  Jahre 
alt  am  20.  November  1856  gestorben.  Seine  Mutter,  Susanna  Benko  de 
Arkos,  war  eine  schöne  Erscheinung  mit  vorzüglichen  Fähigkeiten^  aber 
hysterischer  Natur;  die  letzten  vier  Jahre  verlebte  sie  in  Wahnsinn. 
Trotz  des  bescheidenen  Einkommens  eines  damaligen  Professors  in  Sieben- 
bürgen Hess  der  Vater  seinem  Sohne  eine  sorgfältige  Erziehung  zu  Theil 
werden.  Den  ersten  Unterricht  erhielt  der  sehr  aufgeweckte  Sohn  im  elter- 
lichen Hause.  Die  besten  Studenten  waren  seine  Hauslehrer.  Den  Unterricht 
in  der  Mathematik  behielt  der  Vater  für  sich.  Johanns  Fortschritte  in 
der  Mathematik  waren  so  schnell,  dass  er  —  wie  sein  Vater  öfter  er- 
zählte —  den  Beweis  des  Theoremes  gar  nicht  abwartete  Tind  die  Lösung 
des  Problemes  selber  gab.  „Wie  ein  Teufel  sprang  er  vor  mich"  —  sind 
die  Worte  seines  Vaters,  „und  bat  mich  weiter  zu  gehen."  Im  Alter  von 
zwölf  Jahren  legte  er  das  „Bigorosum"  (die  Prüfung  über  sechs  Qymnasial- 
klassen)  ab,  und  wurde  nach  der  Sitte  jener  Zeit  „Student".  Seine  Ueber- 
Setzung  aus  dem  Ungarischen  ins  Lateinische  (bei  dem  Bigorosum)  war  im 
Stile  des  Tacitus  geschrieben,  so  dass  die  Professoren  die  Arbeit  nicht 
genug  loben  konnten.  Student  war  er  zwei  Jahre  lang,  oder  besser  ge- 
sagt, zwei  Jahre  ging  er  in  das  Collegium  Damen-Brett  spielen.  Die  Vor- 
lesungen besuchte  er  selten.  Als  die  Zeit  der  Prüfungen  herankam,  klagten 
ihn  die  Professoren  bei  seinem  Vater  an,  der  dem  leichtsinnigen  Sohn  einen 
Verweis  ertheilte.  Nach  zweimaligem  Durchlesen  der  Vorlesimgen  ging  er 
zur  Prüfung  und  antwortete  vorzüglich;  woraus  man  ihn  auch  fragen  mochte, 
er  war  vollkommen  vorbereitet. 

Wenn  der  Vater  krank  war,  schickte  er  den  Sohn  in  die  Schule, 
damit  dieser  den  bärtigen  Schülern  jener  Zeit  Vorträge  halte,  und  die 
Schüler  hörten  den  13jährigen  Sohn  lieber  an,  als  den  Vater,  weil  sie  ihn 
besser  verstanden. 

Schon  im  zwölften  Jahre  war  er  ein  vorzüglicher  Violinspieler,  so 
dass  er  die  schwersten  Stücke  vom  Blatte  spielen  konnte.  Li  seiner  Selbst- 
biographie findet  sich  über  seine  Einderjahre  folgende  Stelle:  „Schon  mit 
3 — 4  Jahren  hatte  ich  Neigung  zum  Nach-  und  Selbstdenken  und  zur  Mathe- 
matik, indem  ich  den  Boden  mit  mathematischen  Figuren  vollschrieb,  die  fUnf 
regelmässigen  Körper  kannte  und  auch  ihre  Namen.  Auch  über  die  Gestalt 
der  Erde,  des  Himmels  und  das  Wesen  Qottes  dachte  ich  nack"  . . . 

Diese  selbstbiographischen  Notizen  werden  ergänzt  durch  einen  Brief^ 
den  sein  Vater  am  18.  Dezember  1807  über  seine  Familie  an  Gauss  schrieb: 
„Dieselbe  besteht  aus  meinem  Erstgebornen  (eine  Tochter  ist  mir  gestorben), 
der  ist  ein  geistvoller,  schöner  Bub  und  von  festem  Körper,  er  ist  fftnf- 
j  ährig,  ich  lehre  ihn  noch  nicht,  doch  im  Spiele  hat  er  viele  Gestirne  ua 
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Himmel  kennen  gelernt  nnd  die  gewöhnlichen  geometrischen  Gestalten  n.  dgL; 
er  macht  von  seinen  Begriffen  auch  schickliche  Anwendungen,  z.  B.  er 
zeichnet  von  sich  selbst  die  Lage  der  Sterne  in  den  Gestirnen  mit  Kreide 
ans.  Einmal  noch  im  yorigen  Winter  schnitt  er  ein  Eartoffel-Sinns  eines 
Kartoffel-Bogens,  nnd  so  war  es;  wieder  als  er  auf  dem  Lande  den  Jupiter 
erblickte,  sagte  er:  Wie  ist  es,  dass  man  den  auch  von  der  Stadt,  auch 
von  da  sieht,  —  er  muss  weit  sein.  —  Wieder  drei  entlegene  Oerter,  wo 
er  gewesen  ist,  verlangt  er,  ich  sollte  es  ihm  mit  einem  Worte  bezeichnen; 
ich  wusste  es  nicht,  nun  fragte  er,  ob  das  eine  mit  dem  anderen  in  einer 
Linie  wäre,  und  so  alle  nach  der  Reihe,  nun  sagte  er,  also  ist  es  ein 
Triangel  u.  dgl.  viele.  Er  hat  eine  grosse  Lust  am  Papierschneiden  mit 
der  Scheere;  einmal  schneidet  er  ein  A,  es  war  rechtwinkelig;  nun  wie- 
wohl ich  ihm  nichts  von  den  Arten  der  Triangel  jemals  sagte,  sprach  er, 
dies  sei  so  ein  Dreieck,  wie  ein  halbes  Bechtangel.  —  Seinen  Körper  übe 
ich  vorzüglich;  kann   mit  seiner  kleinen  Haue  in  der  Erde  gut  arbeiten. 

—  Es  kann  die  Blüthe  fallen  ohne  Frucht  zu  lassen.  Soll  die  Hoffnung 
nicht  täuschen,  so  soll  er  nach  15  Jahren  zu  Euch  reisen,  und  Dein  Schüler 
sein;  wenn  ich  gesund  bin  dazumal,  begleite  ich  ihn  zu  Dir." 

Li  Johann's  Selbstbiographie  findet  sich  femer  folgende  Stelle:  „Mit 
neun  Jahren  lernte  ich  durch  Daniel  Yajda  die  sechs  Bücher  des  Euklid, 
später  nach  Vega's  Vorlesungen.  Er  (=»  der  Vater)  machte  mich  auf  die 
grosse  Lücke  und  Unvollkommenheit  der  Parallelentheorie  aufinerksam,  be- 
deutete mich  weit  besseres  als  seine  Vorgänger  geleistet,  vollständige  und  ge- 
bührende Befriedigung  aber  dennoch  nicht  gefrmden  zu  haben,  —  insofeme  als 
keines  seiner  Axiome  den  geforderten  Grad  geometrischer  Evidenz  besitze, 
obschon  jedes  zum  strengen  Beweis  des  XL  Axioms  hinreiche  und^  so  sehr 
auch  jedes  von  ihnen  auf  den  ersten  Blick,  und  voreilig  geurtheilt  annehm- 
bar scheine.  Er  behauptet  jedoch  ohne  Beweis,  es  sei  unmöglich  das 
XL  Axiom  zu  beweisen.  —  Er  suchte  mich,  nicht  ohne  Grund  besorgt, 
ich  könnte  damit  mein  ganzes  Leben  umsonst  oder  vergeblich  zubringen, 
auf  alle  mögliche  und  erdenkliche  Art  von  allen  weiteren  Untersuchungen 
dieses  Gegenstandes  gänzlich  abzuhalten  und  abzuschrecken.  —  Mit  seiner 
gütigen  Erlaubnis  sei  es  gestattet,  um  seine  Ideen  darüber  einigermassen 
zu  schildern^  einen  Auszug  aus  einem  Briefe  von  ihm  einzurücken."    (Fehlt) 

—  Dieser  Brief  ist  vom  Vater  an  den  Sohn  in  der  Ligenieur- Akademie  ge- 
richtet gewesen. 

Am  10.  April  1816  schreibt  W.  Bolyai  an  seinen  Freund  Gauss  über 
seinen  Sohn  und  über  dessen  weitere  Ausbildung: 

„Höre  meinen  Plan:  Mein  isy^  Jahre  alter  Sohn  konnte,  als  er  das 
9.  Jahr  erreichte,  nichts  als  deutsch  imd  ungarisch  sprechen  und  schreiben, 
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nnd  ziemlich  ans  Noten  Yiolin  spielen;  er  wnsste  sogar  sn  addieren  nicht; 
ich  fing  zuerst  mit  Euklid  an,  nachdem  wurde  er  mit  Euler  bekannt;  jetrt 
weiss  er  von  Yoga  (welcher  mein  Manual  ist  im  Collegio)  nicht  nur  die 
ersten  zwei  Bände  überall,  sondern  ist  auch  im  dritten  und  vierten  Band 
bewandert,  liebt  Differential-  und  Integral-Bechnungen,  und  rechnet  dann 
mit  ausserordentlicher  Fertigkeit  und  Leichtigkeit,  so  wie  er  in  Yiolin- 
Concerten  den  Bogen  in  schweren  Läufen  leicht  führen  kann  .  . .  jetzt  endigt 
er  bald  meine  Physik-  und  Chemie- Vorlesungen;  einmal  hat  er  auch  hier- 
von mit  meinen  erwachsenen  Schülern  ein  öffentliches,  sehr  löbliches  Examen 
gegeben  in  lateinischer  Sprache,  theils  wo  ihn  andere  ad  aperturam  fragten, 
theils  bei  Gelegenheit  Hess  ich  ihm  einige  Beweise  in  der  Mechanik  mit 
Integral-Rechnung  führen,  wie  veränderliche  Bewegung,  der  Cycloide  u.  dgl. 
Nichts  war  mehr  zu  wünschen,  edle  Einfachheit,  Klarheit,  Schnelligkeit  nnd 
Leichtigkeit  waren  auch  für  Fremde  hinreissend,  er  hat  einen  schnell  und 
vielfassenden  Kopf,  und  manchmal  Blitze  von  Genie,  die  mehrere  (Geistes-) 
Biesen  auf  einmal  mit  einem  Blicke  findend  durchsehen;  er  liebt  reine,  tiefe 
Theorien  und  Astronomie;  ist  schön  und  ziemlich  fest  gebaut,  und  sieht  sonst 
still  aus;  ausgenommen,  dass  er  sehr  gern  und  feuervoU  mit  andern  Kindern 
spielt;  sein  Charakter  wird,  insofern  man  urtheilen  kann,  fest  nnd  edel;  ich 
habe  ihn  zum  Opfer  der  Mathematik  bestimmt,  er  hat  sich  auch  dazu  gewidmet 
und  verlangt  nach  zwei  Jahren  zu  Dir,  wenn  Du  auch  verlangst  einen  echten 
Apostel  der  Wahrheit  in  einem  fernen  Lande  zu  bilden;  ich  wollte  ihn  3  Jahre 
lang  bei  Dir  halten,  und  wenn  es  möglich  wäre  (wir  wollen  treu  und  offen- 
herzig alle  umstände  erwägen)  in  Deinem  Hause,  denn  allein  kann  man  einen 
15  jährigen  Jüngling  nicht  lassen,  und  einen  Hofmeister  mitzuschicken  fiber- 
steigt meine,  durch  viele  Processe  geschwächten  Kräfte;  —  indessen  einem 
Studenten,  der  von  hier  hinaufginge,  könnte  ich  ihn  doch  anvertrauen,  und 
würde  ihm  ein  Honorarium  geben,  wenn  ich  nur  dann  einen  bekäme,  dem 
ich  soviel  trauen  könnte,  —  Deiner  Frau  Gemahlin  Unkosten  würde  ich, 
versteht  sichs,  schon  entschädigen.  .  . .  Wir  würden  alles  anordnen,  wenn 
ich  mit  ihm  zu  Dir  hinaufginge.  . . .  Einige  haben  gerathen  ihn  zu  Pasquich 
(O&er  Astronom)  . .  zu  geben;  andere  haben  zum  Bugge  gerathen  in  Wien; 
ich  und  er  verlangen  in  jeder  Rücksicht  zu  Dir!^^ . . . 

Auf  diesen  Brief  Bolyais  kam  von  Gauss  keine  Antwort  Nachdem 
der  Wunsch  des  Vaters,  seinen  Sohn  nach  Göttingen  zu  bringen,  nicht  in 
Erfüllung  gegangen  war,  kam  Johann  1817  nach  Wien  in  die  k.  k.  Qenie- 
Akademie,  ein  Entschluss,  der  mit  grossen  Opfern  verbunden  war.  —  Li 
der  Genie-Akademie  war  Johann  der  beste  Schüler  seiner  Klasse.  —  Sein 
Lehrer  für  Mathematik  war  Johann  Wolter  von  Eckwehr,  k.  k.  Hauptmann 
im  Genie-Corps.    Bei  der  Inspizirung  der  Schule  durch  den  Chef  4es  G«nie- 
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Corps,  den  Erzherzog  Johann,  hatte  Johann  Gelegenheit  Proben  seines  Talentes 
zu  geben. 

Schon  ans  der  Genie- Akademie  berichtete  er  seinem  Vater:  „Er  habe  za 
einem  möglichen  Beweise  des  XI.  Axioms  zuerst  den  Weg  eingeschlagen, 
zu  beweisen,  dass  eine  mit  einer  Geraden  gleichlaufende  d.  i.  davon  in  einer 
Ebene  überall  gleichweit  abstehende  Linie,  auch  eine  Gerade  sei,  —  und 
habe  zu  diesem  Zweck  die  Eigenschaft  einer  solchen  Linie  fiir  den  Gegen- 
fall zu  entwickeln  angefangen.  —  Da  antwortete  dieser  1820  in  einem 
denkwürdigen  Schreiben  folgendermassen/'     (Dieser  Brief  fehlt.) 

Aus  den  Akten  des  k.  und  k.  Reichs -Kriegs -Ministeriums  stammen 
folgende  Daten: 

Bolyai,  Johann  de  Bolya,  —  Land:  Siebenbürgen.  —  Geboren:  1802,  Reli- 
gion: reformirt.  —  Assentirt  und  eingetheilt  am  7.  September  1822.  Vom 
Zögling  der  7.  Classe  der  Ingenieur- Akademie  zum  Cadetten  des  Ingenieur- 
Corps.  —  Ernannt:  Unterlieutenant:  1.  Sept.  1823  bei  der  Fortification- 
Localdirektion  in  Temesvar.  —  Ernannt:  Oberlieutenant  den  8.  Sept. 
1827.  —  Transferirt  2.  September  1830  nach  Lemberg.  —  Ernannt: 
Capit.  Lieutenant  14.  März  1832.  —  Uebersetzt  29.  April  1832  zur 
Fortification-Localdirektion  nach  Olmütz.  —  Pensionirt  16.  Juni  1833.  — 
Gestorben  1860. 

Die  Reise  in  seine  erste  Garnison  von  Wien  nach  Temesvar,  72  Meilen, 
hat  er  yom  17.  bis  30.  September  1823  zurückgelegt,  und  dafür  36  fl. 
Cony.  Münze  Vorspann-Gebühren  bezahlt. 

In  seinem  Corps  war  er  der  erste  Mathematiker,  der  beste  Violinspieler, 
aber  auch  der  erste  Fechter. 

Li  Temesvar  scheint  Johann  dem  Wesen  nach  sein  Problem  erfasst 
zu  haben.  In  seinen  Papieren  hat  mein  Sohn,  Prof.  Dr.  Martin  Schmidt, 
einen  in  ungarischer  Sprache  geschriebenen  Brief  Johanns  an  seinen  Vater 
vorgefunden,  der  wie  folgt  lautet: 

^yTemesvoTy  3.  November  1823.  ~  Lieber,  guter  Vater!  Ich  habe  über 
meine  Entdeckung  so  übermässig  viel  zu  schreiben,  dass  ich  mir  gerade 
jetzt  nicht  anders  zu  helfen  weiss,  als  dass  ich  mich  in  Nichts  einlasse 
und  blos  auf  einen  Quartbogen  schreibe;  ich  erwarte  Antwort  auf  meinen 
zwei  Bogen  starken  Brief  ....  Zuerst  antworte  ich  auf  das  Binomium:  . . . ." 

Das  Ende  des  Briefes  lautet: 

„Mein  Entschluss  steht  fest  ein  Werk  über  die  Parallelen  herauszu- 
geben, sobald  ich  den  Stoff  geordnet  habe  und  es  die  Umstände  erlauben; 
gegenwärtig  hab^  ich  es  noch  nicht  entdeckt,  aber  der  Weg,  welchen  ich 
befolgt  habe,  verspricht  beinahe  sicher  die  Erreichung  des  Zieles,  wenn  es 
überhaupt  möglich  ist;   ich  habe  das  Ziel  noch  nicht,  aber  ich  habe  so 
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grossartige  Sachen  herausgebracht,  dass  ich  selbst  yerblüfit  war,  und  es 
ewig  Schade  wäre,  sollten  sie  verloren  gehen;  wenn  Sie  sie  sehen  werden, 
werden  Sie  es  auch  erkennen;  jetzt  kann  ich  nur  soviel  sagen,  dass  ich 
aus  Nichts  eine  neue  andere  Welt  geschaffen  habe;  —  alles,  was  ich 
bisher  geschickt  habe,  ist  ein  Kartenhaus  im  Vergleich  lu  einem  Thurme. 
Ich  bin  überzeugt,  dass  es  mir  nicht  minder  zur  Ehre  gereichen  wird,  als 
ob  ich  es  schon  entdeckt  hätte." 

Dieser  Brief  stimmt  überein  mit  seinen  selbstbiographischen  Notizen, 
wo  er  sich  folgendermassen  äussert: 

„Erst  im  Jahre  1823  hatte  er  dem  Wesen  nach  sein  Problem  durch- 
drungen, obschon  auch  nachher  noch  Vervollkommnungen  hinsichtlich  der 
Materie  und  Form  hinzukamen.  —  Diese  Arbeit,  worin  bereits  der  Grund 
zum  Ganzen  gelegt  war,  teilte  er  seinem  Vater  und  anderen  Personen, 
auch  seinem  einstmaligen  Lehrer  J.  Wolter  von  Eckwehr  im  Jahre  1825 
mit,  und  das  betreffende  Schriftstück  dürfte  sich  in  des  Letzteren  Nach- 
lasse befinden." 

Meine  zur  Auffindung  dieser  Mittheilung  unternommenen  Schritte  bei 
der  Familie  Wolters,  von  der  nur  noch  ein  Sohn  am  Leben  ist,  sind  erfolglos 
geblieben.  —  In  den  nachgelassenen  Aufzeichnungen  Johann  Boljais  befindet 
sich  ein  zwei  Bogen  umfassendes  Manuscript  des  Appendix  in  deutscher 
Sprache,  an  vielen  Stellen  überschrieben  und  ausgebessert;  das  dazu  ver- 
wendete Papier  ist  jenem  des  Briefes  von  1823  ähnlich,  vielleicht  noch  älter. 

Der  Appendix  war  also  ursprünglich  in  deutscher  Sprache  geschrieben. 
Bei  einem  Zusammentreffen  mit  seinem  Vater  veranlasste  dieser  ihn  die 
Arbeit  in's  Lateinische  zu  übersetzen.  Johann  übergab  sie  dem  Vater  zur 
Drucklegung  und  trug  104  fl,  54  Kr.  zu  den  Kosten  bei.  — 

Sie   erschien  als  Appendix  zum  ersten  Band  in  seines  Vaters  Werk: 

Tentamen  juventutem  studiosam 1832^).    Vom  Appendix  waren  schon 

1831  Separat-Abdrücke  fertig  gestellt. 

Das  Erscheinen  dieser  Abhandlung  veranlasst  Wolfgang  Boljai  den 
15  Jahre  hindurch  unterbrochenen  Briefwechsel  mit  Gauss  wieder  auf- 
zunehmen. —  üeber  seinen  Sohn  schreibt  W.  Boljai  an  Gauss  am  20.  Juni  1831 
aus  M.  V&s&rhely: 


1)  Der  volle  Titel  des  Appendix,  dem  auch  eine  Tafel  beigeiÜgt  ist,  lautet: 
Appendix,  Scientiam  Spatii  absolute  veram  exhibens;  a  veritate  aut  faleitato 
axiomatis  XI  Euclidei  (a  priori  haud  unqnam  decidenda)  independentem;  a^jecta 
ad  casum  falsitatis  quadratura  circuli  geometrica.  Auctore  Johanne  Bolyai  de 
Eadem,  Geometrarum  in  Exercitu  Caeeareo  Regio  Austriaco  Castrensium  Capt- 
taneo,  —  Maros-V&s&rhelyini,  1882.  Typis  CoUegii  Beform,  per  Josephum  et 
Simeonem  Kali  de  Felsö-Vist. 
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,^er  ist  schon  Oberlieutenant  im  Glenie- Corps  und  wird  schon  bald 
Hauptmann,  ein  schöner  Jüngling,  yirtuos  auf  der  Yiolin,  guter  Fechter 
und  bray,  aber  hat  oft  duellirt^)  und  ist  überhaupt  noch  ein  zu  wilder 
Soldat  —  aber  auch  sehr  fein  —  Licht  in  Finsternis  —  und  Finsternis 
im  Lichte  —  und  ein  passionirter  Mathematiker  mit  sehr  seltenen  Qeistes* 
fUhigkeiten  —  itzt  ist  er  in  Lemberg  in  Garnison  —  ein  grosser  Verehrer 
Yon  Dir  —  Dich  zu  verstehen  und  zu  schätzen  fiLhig.  —  Auf  seine  Bitte 
schicke  ich  dieses  sein  Werkchen  zu  Dir:  habe  die  Güte  es  mit  Deinem 
scharfen,  durchdringenden  Auge  zu  beurtheilen  und  Dein  hohes  Urtheil  ohne 
Schonung  in  Deiner  Antwort,  auf  die  ich  sehnsuchtsvoll  warte,  zu  schreiben. 
Es  ist  der  erste  Anfang  von  meinem  Werke,  welches  unter  der  Presse  ist, 
ich  war  Willens  den  ersten  Band  itzt  mitzuschicken,  es  ist  aber  noch  nicht 
heraus.  .  .  .  Mein  Sohn  hält  mehr  von  Deinem  ürtheil,  als  von  ganz 
Europa  —  ...  Der  üebergeber  dieses  Briefes,  Sohn  des  damals  in  Göttingen 
gewesenen  Daniel  v.  Zejk,  war  in  Paris,  und  ist  aus  London  zu  Euch 
gekommen,  —  einer  meiner  liebsten  und  besten  Schüler^^  (Zeyk  hat  weder 
den  Brief  von  1831,  noch  die  darin  erwähnte  Arbeit  persönlich  übergeben, 
sondern  wie  Gauss  in  seinem  Brief  vom  6.  März  1832  erwähnt,  sie  nur 
zugestellt.     Anm.  von  F.  Schmidt) 

Nachdem  auch  auf  diesen  Brief  keine  Antwort  gekommen  war,  schrieb 
W.  Bolyai  an  Gauss  abermals:  am  16.  Jäner  1832: 

„Dieses  Werkchen  hatte  ich  zu  gleicher  Zeit  mit  dem  ersten  Briefe 
abgeschickt  und  wusste  lange  nicht,  wo  es  in  den  fatalen  Cholera-Ümständen 
hingekommen  sey  —  nun  schicke  ich  es  durch  Post  unter  Becepisse  zum 
H.  Joseph  von  Zeyk  mit  der  Bitte,  dass  er  einen  Weg  ausfindig  mache, 
mein  Werk  (sobald  es  herauskömmt)  Dir  kostenfrei  einzuhändigen.  — 
Wegen  der  Choleraumstände  habe  ich  aus  Ungarn  kein  Papier  bekommen 
können.  . . .  Mein  Sohn  war  nicht  gegenwärtig,  wie  sein  Werkchen  gedruckt 
vmrde:  er  Hess  die  Errata  (die  hinten  sind)  drucken;  ich  habe  die  meisten, 
xun  Dir  weniger  lästig  zu  sein,  mit  Feder  corrigirt.  —  Er  schreibt  aus 
[Lemberg,  dass  er  nachdem  manches  vereinfacht  tind  eleganter  gemacht, 
und  die  Unmöglichkeit,  a  priori  zu  bestimmen,  ob  das  Az.  XI  wahr  sey 
oder  nicht,  bewiesen  habe.  Verzeihe  mir  dieser  Angelegenheit  wegen  — 
mein  Sohn  hält  mehr  von  Deinem  ürtheile,  als  von  ganz  Europa  —  und 
harret  allein  darauf.  Ich  bitte  Dich  innigst  mich  bald  von  Deinem  Ürtheile 
zu  benachrichtigen,  welchem  gemäss  ich  ihm  nach  Lemberg  schreiben  soll.'' 


1)  In  einer  Garnison  forderten  ihn  18  Cavallerie-Officiere;  er  nahm  die  Forde- 
rungen an,  mit  der  Bedingung,  dass  ihm  gestattet  werde,  nach  je  zwei  Doellen 
ein  Stack  auf  der  Yiolin  zu  spielen.  —  Er  blieb  Sieger  über  Alle. 
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Nach  einer  Pause  yon  24  Jahren  schreibt  Gauss  am  6.  Mars  1832^)-. 

„Durch  Deine  beiden,  mir  durch  Herrn  Zeyk  zugestellten 
Briefe  hast  Du  mein  alter,  mir  unvergesslicher  Freund  mich  sehr  er- 
freut. Ich  zögerte  nach  Empfang  des  ersten,  Dir  sogleich  zu  antworten, 
weil  ich  erst  die  Ankunft  der  versprochenen  kleinen  Schrift  erwarten 
wollte.  . . . 

Jetzt  Einiges  über  die  Arbeit  Deines  Sohnes. 

Wenn  ich  damit  anfange  „dass  ich  solche  nicht  loben  darf^  so 
wirst  Du  wohl  einen  Augenblick  stutzen:  aber  ich  kann  nicht  anders;  sie 
loben,  hiesse  mich  selbst  loben:  denn  der  ganze  Inhalt  der  Schrift,  der 
Weg,  den  Dein  Sohn  eingeschlagen  hat,  und  die  Resultate,  zu  denen  er 
geführt  ist,  kommen  fast  durchgehends  mit  meinen  eigenen,  zum  Theil 
schon  seit  30 — 35  Jahren  angestellten  Meditationen  überein.  In  der  That 
bin  ich  dadurch  auf  das  Aeusserste  überrascht  Mein  Vorsatz  war,  von 
meiner  eigenen  Arbeit,  von  der  übrigens  bis  jetzt  wenig  zu  Papier  gebracht 
war,  bei  meinen  Lebzeiten  gar  nichts  bekannt  werden  zu  lassen.  Die  meisten 
Menschen  haben  gar  nicht  den  rechten  Sinn  für  das,  worauf  es  dabei  an- 
kommt, und  ich  habe  nur  wenig  Menschen  gefunden,  die  das,  was  ich  ihnen 
mittheilte,  mit  besonderem  Interesse  aufnahmen.  Um  das  zu  können,  muss 
man  erst  recht  lebendig  gefühlt  haben,  was  eigentlich  fehlt,  und  darüber 
sind  die  meisten  Menschen  ganz  unklar. 

Dagegen  war  meine  Absicht  mit  der  Zeit  alles  so  zu  Papier  zu  bringen, 
dass  es  wenigstens  mit  mir  dereinst  nicht  unterginge. 

Sehr  bin  ich  also  überrascht,  dass  diese  Bemühung  mir  nun  erspart 
werden  kann  und  höchst  erfreulich  ist  es  mir,  dass  gerade  der  Sohn  meines 
alten  Freundes  es  ist,  der  mir  auf  eine  so  merkwürdige  Art  zuvor- 
gekommen ist. 

Sehr  pi^nant  und  abkürzend  finde  ich  die  Bezeichnungen:  doch  glaube 
ich,  dass  es  gut  sein  wird  für  manche  Hauptbegriffe  nicht  bloss  Zeichen 
oder  Buchstaben,  sondern  bestimmte  Namen  festzusetzen,  und  ich  habe  be- 
reits vor  langer  Zeit  an  Einige  solcher  Namen  gedacht.  —  So  lange  man 
die  Sache  nur  in  unmittelbarer  Anschauung  durchdenkt,  braucht  man  keine 
Namen  oder  Zeichen;  die  werden  erst  nöthig,  wenn  man  sich  mit  Anderen 
verständigen  will.  —  So  könnte  z.  B.  die  Fläche,  die  dein  Sohn  F.  nennt, 
eine  Parasphäie,  die  Linie  L  ein  Paracjkel  genannt  werden:  es  ist  im  Grmnde 
Eugelflftche  oder  Kreislinie  von  unendlichem  Badius.  Hypercykel  könnte 
der  Complexus  aller  Punkte  heissen,  die  von  einer  Geraden,  mit  der  sie 
in  einer  Ebene  liegen,  gleiche  Distanz  haben;  ebenso  Hypersphäre.     Doch 


1)  GaasB  letzter  Brief  war  ans  dem  Jahre  1808. 
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das  sind  alles  nnr  unbedeutende  Nebensachen:  die  Hauptsache  ist  der 
Stoff,  nicht  die  Form. 

In  manchem  Theile  der  üntersachting  habe  ich  etwas  andere  Wege 
eingeschlagen.  . . . 

(Hier  folgt  ein  geometrischer  Beweis  von  Qanss,  den  Herr  Prof.  Dr. 
Paul  Stftckel  in  Kiel  in  den  Oöttinger  Nachrichten  1897  heraus- 
gegeben hai) 

...  Es  steht  Dir  frei  es  Deinem  Sohne  mitzutheilen:  jedenfalls  bitte 
ich  Dich,  ihn  herzlich  von  mir  zu  grüssen  und  ihm  meiner  besonderen 
Hochachtung  zu  versichern,  —  fordere  ihn  aber  doch  zugleich  auf  sich  mit 
der  Aufgabe  zu  beschäftigen: 

Den  Kubikinhalt  des  Tetraeders  (von  vier  Ebenen  begrenzten  Baumes) 
zu  berechnen.  Da  der  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  sich  so  einfach  angeben 
lässt,  so  hätte  man  erwarten  sollen,  dass  es  auch  ftLr  diesen  Kubikinhalt 
einen  eben  so  einfachen  Ausdruck  geben  werde:  aber  diese  Erwartung  wird, 
wie  es  scheint,  getäuscht. 

um  die  Geometrie  vom  Anfange  an  ordentlich  zu  behandeln,  ist  es 
unerlässlich  die  Möglichkeit  eines  Plannums  zu  beweisen;  die  gewöhnliche 
Definition  enthält  zu  viel  und  implicirt  eigentlich  subreptive  schon  ein 
Theorem.  Man  muss  sich  wundem,  dass  alle  Schriftsteller  von  Euklid  bis 
auf  die  neusten  Zeiten  so  nachlässig  dabei  zu  Werk  gegangen  sind:  allein 
diese  Schwierigkeit  ist  von  durchaus  verschiedener  mit  der  Schwierigkeit 
zwischen  £  und  8  zu  entscheiden,  und  jene  ist  nicht  gar  schwer  zu  heben. 
—  Gerade  in  der  Unmöglichkeit,  zwischen  £  und  8  a  priori  zu  entscheiden, 
liegt  der  klarste  Beweis,  dass  Kant  unrecht  hatte  zu  behaupten,  der  Baum 
sei  nur  Form  unserer  Anschauung.  Einen  anderen  eben  so  starken  Grund 
habe  ich  in  einem  kleinen  Aufsatz  angedeutet,  der  in  den  Göttingischen 
Gelehrten  Anzeigen  1881  steht,  Stück  Seite  625 '' 

Im  Besitze  eines  Exemplars  des  Appendix,  welches  handschriftliche 
Au^Koichnungen  von  Johann  und  Wolfgang  Bolyai  enthält,  theile  ich  die 
Wesentlichsten  hier  mit. 

Dieses  Exemplar  scheint  vom  Vater  an  den  Sohn  nach  Lemberg  wegen 
Feststellung  des  Titels  und  der  Figurentafel  gesendet  worden  zu  sein. 

Die  Innenseite  des  Umschlages  ist  von  Johann  Bolyai  beschrieben  und 
enthält  folgende: 

„Anmerkung.  Des  Verfassers  Schuld  könnte  es  doch  offenbar  nie 
sein,  wenn  allenfalls  ein  Urtheil  hierüber  bloss  deshalb  schief  und  gering- 
schätzend ausfiele,  weil  betreffender  Becensent  nicht  gehörig  Meister  der 
Sache  geworden  ist. 

Zur  Erleichterung   der  Beurtheilung   und  Vorbereitung  wird   es  gnt 
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sein,  den  mit  dem  Wesen  der  Sache  noch  nicht  Vertrauten,  das  vom  k. 
k.  Oberstlieutnant  Freiherr  von  Yega  am  Ende  des  2.  Bandes  seiner  hoch- 
geschätzten Vorlesungen  über  die  Mathematik  anempfohlene  Werk  nnter 
dem  Titel:  Kritik  der  Parallel-Theorie  von  Job.  Jos.  Jg.  Hoffmann,  Jena 
1807,  fleissig  lesen;  indem  selbst  sonst  berühmte  Mathematiker  hinsichtlich 
dieses  Gegenstandes  nicht  nur  ganz  befangen  und  im  Dunkeln,  sondern  An- 
fangs sogar  unempfänglich  und  gleichgültig  sind  —  die  sich  jedoch  dann 
niemals  zur  Classe  der  Geometer  vom  ersten  Bange  bekennen  dürfen." 

Es  folgen  dann  zwei  Blatt  Schreibpapier:  Auf  dem  ersten  ist  der 
Titel  des  Appendix,  genau  wie  im  Tentamen  abgedixickt,  yon  Johann  Boljai 
geschrieben.  —  Das  nächste  Blatt  mit  anderer  Tinte  von  Wolfgang  Bolyai 
geschrieben,  enthält  einen  Titel  lautend:  Appendix  prima.  Scientia  spatii 
absolute  yera,  nulli  quoad  parallelas  supposito  Axiomati  (Euclideo  vel  alii 
simili)  innixa.  Auetore  Johanne  Boljai  de  eadem  Geometrarum  in  Exercitn 
Cesareo  Regio  Austriaco  Castrensium  Locnmtenente  Primario.  Auctoris 
Filio;  es  scheint  der  vom  Vater  gewählte  Titel  zu  sein.  —  Die  Figuren- 
tafel ist  gezeichnet  und  Fig.  23  bloss  in  Bleistift  skizziert.  —  Im  Texte  nnd 
am  Bande  meist  unleserliche  Bemerkungen  gemacht.  Das  Exemplar  scheint 
eine  Art  Correkturexemplar  gewesen  zu  sein;  dasselbe  ist  mehrfach  durch- 
stochen, wie  diess  bei  Sendungen  vorkommt,  die  aus  mit  Epidemien  Yerseuchien 
Gegenden  anlangen. 

Am  20.  April  1835  schreibt  Bolyai  gelegentlich  der  Uebersendong  der 
zwei  Bände  seines  Tentamens  an  Gauss:  „. . .  Am  Ende  des  2.  Bandes  ist  nebst 
der  Erleuchtung  mancher  im  ersten  gegebenen  Begriffe,  auch  eine  gewisse 
Einigkeit  bei  der  Trigonometrie  nach  dem  Gedanken  meines  Sohnes.  —  Gerne 
hätte  ich  die  Auflösung  des  Tetraeders  drucken  lassen,  welche  mein  Sohn 
noch  ein  Jahr  yor  der  Herausgabe  seines  Appendix  fand,  aber  die  Formeln, 
die  ich  sah,  waren  zu  verwickelt,  und  ich  weiss  sie  nicht.  —  und  über 
alles  hätte  ich  den  Beweis  davon  drucken  lassen,  dass  es  absolut  unmöglich 
sei,  dem  menschlichen  Auge  es  einzusehen,  ob  das  XL  Axiom  wahr  sei,  oder 
nicht:  mein  Sohn  behauptet,  den  evidenten  Beweis  davon  zu  haben,  —  ich 
kann  sonst  nichts  beweisen,  als  dass  sowohl  das  Sein,  als  das  Nichtsein 
dieses  Satzes  mit  den  übrigen  euklidischen  Axiomen  gleich  bestehen  könne, 
und  dadurch  zwei  verschiedene  Systeme  (jedes  für  sich  insofern  gleichbe- 
stehend)  seien,  welches  ich  schon  seit  vielen  Jahren  her  weiss.''  ....  Schon 
am  Ende  dieses  Briefes  klagt  Boljai  seinem  Freunde  über  die  Herzlosigkeit 
seines  Sohnes. 

Weiter  findet  sich  im  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Boljai  nichts, 
ausser,  dass  das  Verhältnis  zwischen  Vater  und  Sohn  unleidlich  wurde 
und  soweit  ausartete,  dass  der  Sohn  den  Vater  zum  Duell  forderte. 
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Im  Jahre  1838  betheiligte  sich  Johann,  sowie  auch  dessen  Vater  an 
einer  Preisanfgabe  der  Fttrstlich  Jablonowsky'schen  Oesellschaft  der  Wissen- 
schaften in  Leipzig,  über  die  Theorie  des  Imaginären,  —  Beide  ohne  einen 
Erfolg  za  erringen. 

Manchmal  versuchte  er,  sich  ans  den  sinnlichen  Genüssen  herausznreissen 
und  sich  der  Mathematik  wieder  zuzuwenden.  —  Unter  seinen  Papieren 
hat  sich  der  Titel  gefunden:  „Principia  doctrinae  noyae  quantitatum  ima- 
ginariarum  perfecta  unique  satisfacientis,  aliaeque  disquisitiones  analyticae 
et  analytico-geometricae  cardinales  grayissimaeque:  auctore  Johanne  Bolyai 
de  eadem  etc.  Yindobonae  yel  Maros-V&s&rheljini  1853.  Doch  war  ausser 
dem  Titelblatt  nichts  vorhanden. 

Femer  versprach  er  ein  Buch  herauszugeben  unter  dem  Titel:  Lehre 
der  Lehre  (ungarisch:  Tan-Tan),  das  alle  Bücher  entbehrlich  machen  sollte. 

—  Mit  diesen  und  ähnlichen  Gegenständen,  die  gar  keinen  Sinn  haben, 
sind  viele  Bogen  vollgeschrieben. 

J.  Bolyai  war  verheiratet.  —  Von  Statur  mittelgross,  hatte  er  auch 
in  späteren  Zeiten,  trotz  der  fast  bäuerliclien  Kleidang,  eine  militärische 
Haltung.  Seine  materiellen  Verhältnisse  waren  stets  sehr  ungünstig,  was 
die  mehrfachen  Bittgesuche  an  seine  Behörde  um  Unterstützung  bezeugen. 

Ein  eigener  Cynismus  ergriff  sein  ganzes  Wesen,  und  so  starb  er, 
mit  sich  und  der  Welt  zerfallen,  am  27.  Januar  1860. 

Im  Jahre  1894  wurde  sein  fast  vergessenes  Grab  von  der  ungarischen 
Mathematisch-Physikalischen  Gesellschaft  durch  einen  Grabstein  geziert. 

Bolyais  epochemachende  Abhandlung  ist,  wie  erwähnt,  1832  erschienen, 

—  war  aber  bis  1866  fast  ganz  vergessen,  bis  Prof.  Richard  Baltzer  in 
der  zweiten  Auflage  seiner  Elemente  der  Mathematik  1867  auf  dieses  Kleinod 
mathematischen  Scharfsinns  aufmerksam  machte.  —  Durch  diesen  angeregt 
iv'andte  sich 

1867  J.  Hoüel  an  mich  um  Nachrichten  über  das  Leben  und  die  Werke 
der  beiden  Bolyai,  und  veranlasste  mich  zur  Herausgabe  einer  Bio- 
graphie beider,  die  in  Grnnerts  Archiv  für  Math.  u.  Phys.  erschienen 
ist  (48.  Band,  S.  217). 

1868  übersetzte  J.  Hoüel  den  Appendix  und  die  Biographie  ins  Französische. 
Er  war  es  auch,  der  den  Minister  Baron  Joseph  EOtvös  veranlasste, 
die  Schriften  der  beiden  Bolyai  vom  ev.  ref.  Collegium  in  M.  V.  zu  ver- . 
langen,  um  sie  der  ungarischen  Akademie  zur  Durchsicht  zu  übergeben. 

Im  selben  Jahre  wurde  der  Appendix  von  Battaglini,  sowie 
die  Biographie  von  Angelo  Forti  italienisch  herausgegeben. 
1872  bearbeitete    J.  Frischauf  den   Appendix   in   deutscher   Sprache    (bei 
Teubner,  Leipzig). 

Abh.  xnr  Getoh.  der  M^them.   vm.  10 
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1884  veröffentlichte  Prof.  E.  Szilj  in  den  Schriften  der  ung.  Akademie 
eine  Biographie  Wolfgang  BoljaiB,  in  der  auch  der  Sohn  Erwähnung 
ündet. 

1891  Juni  erschien  von  Dr.  George  Bruce  Halsted  zu  Austin  in  Texas  die 
erste  englische  XJebersetzung. 

1895  wurde  der  Appendix  in  Tokio  ins  Japanische  übersetzt. 

1896  erschien  die  vierte  Auflage  der  englischen  üebersetzung.  —  Im  Juli 
unternahm  Herr  Prof.  Halsted  eine  Beise  nach  Marcs  V&s4rhel7,  um 
nähere  Daten  über  Johann  Bolyai  zu  sammeln,  bei  welcher  Gelegen- 
heit er  mich  mit  seinem  Besuche  beehrte. 

1897  im  Februar  legte  Herr  Prof.  Julius  König  den  ersten  Band  der  neuen 
Ausgabe  (den  arithmetischen  Theil)  des  Tentamen  der  ungarischen 
Akademie  vor.  —  In  dieser  Ausgabe  wird  der  Appendix  erst  im 
2.  Bande  erscheinen. 

In  demselben  Jahr  hat  Herr  Prof.  Dr.  Josef  Sutak  auf  meine 
Aufforderung  den  Appendix  ins  Ungarische  übersetzt  und  mit  einer 
Einleitung   und  Erläuterungen   versehen.     Dieser  Ausgabe   ist  auch 
der  lateinische  Original-Text  des  Appendix  vorgedruckt.     Sie  ist  auf 
meine  Kosten  erschienen.     Die  einzige  materielle  Unterstützung,  die 
mir  bei  der  Herausgabe  zu  Theil  geworden  ist,  verdanke  ich  Herrn 
Fabrik- Director  P.  Müller,  wofür  ich  ihm  hier  meinen  Dank  ausspreche. 
Da  sich  durch  diese  Ausgabe  ein  von  mir  seit  dreissig  Jahren  gehegter 
Wunsch  erfüllt  hat:  dass  die  Leistung  eines  der  besten  Söhne  seines  Vater- 
landes in  der  engeren  Heimat  jene  Verbreitung  und  Anerkennung  finde,  die 
ihm  die  übrigen  Kulturvölker  bedingungslos  zollen  —  kann  ich  nicht  umhin 
Herrn  Prof.  J.  Sut&k  meinen  aufrichtigsten  Dank  dafür  auszusprechen. 

Ausser  den  schon  erwähnten  Quellen  habe  ich  noch  die  Biograpluen 
W.  Bolyais  von  den  Herren  J.  Koncz  und  Kol.  Szily  theilweise  benutzt. 
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Drei  wesentb'ch  verschiedene  Methoden  sind  vor  der  Erfindung  der 
Logarithmen  znr  angenäherten  Berechnung  irrationaler  Quadratwurzeln  ge- 
geben worden.  Die  erste  besteht  darin,  dass  man  die  vorgelegte  Zahl 
N  mit  einer  grossen  Quadratzahl  q*  multiplicirt,  aus  Ng^  mittels  der 
Formel  Ya*  -{-  2ab  -f-  &*  =  a  -f  6  die  Wurzel  zieht  und  den  Rest,  der 
sich  dabei  ergiebt,  vernachlässigt.  Der  erhaltene  Wurzelwerth  wird  sodann 
durch  q  dividirt,  und  der  Quotient  ist  ein  Näherungswerth  der  Wurzel  aus 
Nj  um  so  genauer,  je  grösser  q^  war.  So  verfahren  z.  6.  der  Marokkaner 
Ibn  Albanna^),  der  italienische  Mathematiker  Mauroljcus')  u.  a.  Wird 
fUr  q  eine  Potenz  von  10  genommen,  was  zuerst  in  der  durch  Johannes 
Hispalensis  aus  dem  Arabischen  ins  Lateinische  übersetzten  Schrift 
Liber  Algorismi  de  pratica  arismetrice')  (noch  unbekannten  Ver- 
fassers) geschehen  ist,  so  läuft  diese  Methode  im  Wesentlichen  auf  die 
jetzt  allgemein  angewandte  hinaus. 

Eine  zweite  Methode  ist  von  Nicolas  Chuquet  erfunden  worden. 
In  dem  Abschnitt  „La  rigle  des  nombres  mojens''  p.  101  seiner 
„Triparty  en  la  science  des  nombres'^  bemerkt  er,  dass  von  dem 
Bruch  Y  2^61  Bruchreihen  ausgehen,  eine  fallende  y,  j,  y,  -g  j  •"  ^^^ 
eine  steigende  7,  yi  4'  t»  ""  ^^^^ö^  giebt  er  den  Satz,  dass  der  Bruch 
.     .  -,  stets  zwischen  den  Brüchen  -^  und  j  liegt.     Das  setzt  ihn  in  den 

Stand,  zwischen  zwei  beliebigen  Zahlen  einen  Mittelwerth  einzuschieben,  und 
mittels  dieser  Betrachtung  zieht  er  auf  S.  111  des  genannten  Werks  die 
Quadratwurzel  aus  6.  Da  dieselbe  zwischen  2  und  3  liegt,  so  nimmt 
er  zunächst  2^  an.  Das  Quadrat  von  2y  ist  6^,  also  zu  gross;  daher 
moss  für  1/6  eine  kleinere  Zahl  2y  genommen  werden.  Da  sich  diese  als 
zu  klein  erweist,  indem  f  2  j]  =  5y  <  6  ist,  so  ist  ein  Mittelwerth  zwischen 
2-^  imd  2y  zu  wählen;  ein  solcher  ist  2j ^^^  =  2y  •    Das  Quadrat  dieser 


1)  Le  Talkhye,  S.  28. 

2)  Francisci  Mauroljci  Arithmeticorum  libri  dno,  Venetiis  1576,  p.  112. 

3)  Trattati  d'Aritmetica,  pabbUcati  da  Boncompagni.   II,  p.  86. 
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Zahl  erweist  sich  als  zu  klein,  folglich  ist  ein  zwischen  2y  und  2-^  liegender 
Werth  zu  versuchen;  ein  solcher  ist  2y  In  dieser  Weise  föhrt  Chuquet 
fort,  bis  sich  ihm  2—^  als  hinlänglich  genauer  Werth  von  ]/6  ergiebt 

Chuquet's  Verfahren  hat  Estienne  de  la  Boche^)  wörtlich  seiner 
Arithmetik  einverleibt,  und  aus  diesem  Buche  hat  es  wohl  der  spanische 
Mathematiker  Joan  Ferez  de  Moya^)  gelernt,  der  es  in  seiner 
Arithmetik  auseinander  setzt.  Die  Langwierigkeit  des  Verfahrens  er- 
klärt es  zur  Genüge,  dafs  Chuquet's  Methode  keinen  sonderlichen 
Beifall  gefunden  hat  und  bald  in  Vergessenheit  gerathen  ist;  wenigstens 
habe  ich  dieselbe  bei  keinem  Schriftsteller  aufser  den  genannten  erwähnt 
gefunden. 

Um  die  dritte  Methode  darzustellen,  denken  wir  uns  die  vorgelegte 
Zahl  N  auf  die  Form  a*  -]-  r  gebracht,  wo  a'  die  grSsste  in  N  enthaltene 
Quadratzahl,  also  r  <  2a  +  1  sei.  Setzen  wir  dann  "J/V  +  r  =  a  +  x, 
so    ergiebt   sich   durch  Quadrirung  und  Vernachlässigung  des  Gliedes  a^^ 

T  T 

dass  r>2ax.  also  a;  <  ^-  ist.  Daher  ist  a  +  ^-  eine  obere  Grenze  des 
gesuchten  Wurzel werths.  Wird  a  +  ö"  =  ^'  gesetzt,  so  kann  man  N 
auf  die  Form  a^  —  r'  bringen;  dann  ist  a"  «=  a'  —  ^-7  ein  zweiter 
oberer  Grenzwerth,  der  dem  gesuchten  Wnrzelwerth  näher  als  a  liegt,  da 
sein  Quadrat  sich  von  N  nur  um  {ö~^)  unterscheidet,  während  a'*  —  N 
«=>  (-r— )    ist.      So    fortfahrend   findet   man    eine    Beihe    von    Zahlen,    die, 

sämmtlich  grösser  als  die  gesuchte  Wurzel,  sich  dem  Werthe  derselben  un- 
begrenzt nähern. 

Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich  untere  Grenzen  für  die  irrationalen 
Quadratwurzeln  angeben.  Der  nächstliegende  untere  Grenzwerth  von  Yx 
=  yaF+r  ist  a  +  - — -^—- •    Es  ergiebt  sich  nämlich 

und  da  r  <  2a  -f-  1  vorausgesetzt  wird,  so  ist  der  erhaltene  Ausdrack 
<a^  +  ry  d.  i.  <  N,  also  a  =  a  +  goTl  "^  ^^'    ^^^  ^    ausgehend 

1)  Lari&methiqne  nonvellement  compos^e  par  maitre  Estienne  de  la  rocbe  etc. 
Lyon,  1620,  fol.  82. 

2)  Arithmetica,  practica  y  epecnlativa.    Granada  1690,  fol.  227. 
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kann  man  andere  Grenzwerthe  ermitteln,  die,  sSmmtlich  <  Yn^  sich  dem 
Werthe  von  YN  unbegrenzt  nähern.^) 

Diese  Methode  ist  schon  von  Heron  von  Alexandrien^  angewandt 

worden.     Heron  setzt  Ya*  +  »*  ^  y  (a  H -^),  welcher  Ausdruck  mit 

a  -|-  ^~  identisch  ist,  und   fügt  hinzu,  dass  man  von  dem  so  erhaltenen 

Näherungswerthe  ausgehend  durch  dieselbe  Formel  einen  zweiten,  dritten  u.  s.w. 
erhalte.  Nach  den  Darlegungen  von  Friedrich  Hultsch^)  ist  es  sogar 
wahrscheinlich,  dass  sich  schon  Archimedes  dieser  Methode  bedient  hat, 
um  )/3  zwischen  zwei  Grenzen  einzuschliessen.  Im  dritten  Satze  seiner 
Ereismessung  giebt  er  nämlich  als  untere  Grenze  £^,  als  obere  ^^-  für 
Y^  an.  Wie  er  zu  diesen  Werthen  gelangt  ist,  darüber  lassen  sich  bei 
dem  Fehlen  jeder  direkten  Mittheilung  nur  Yermuthungen  anstellen. 
Hultsch  legt  dar,  dass  zunächst  die  obere  Grenze  bestimmt  sei;  Archi- 
medes habe  die  Ungleichung  "j/a*  —  r  <a  —  —  auf  den  Fall  a  =  -^ 
angewendet;  dadurch  ergiebt  sich  die  obere  Grenze  ^,  und  für  diesen 
Werth  von  a  liefert  dieselbe  Ungleichung  weiter  ^^  •  Diese  obere  Grenze, 
meint  nun  Hultsch,  habe  dann  zur  Bestimmung  der  unteren  dienen  müssen, 
und  zwar  habe  Archimedes  die  Ungleichung  j/a*  —  r  >  a  —  - — ^— 
auf  den  Fall  a  =  26,  r  =  1  ^)  angewandt.  Die  Eechnung  ergiebt  für  diese 
Annahme  }/675  >  26  —  i,  und  daraus  folgt  i  )/67ö,  d.  i.  >/3  >  ^^  —  ^ , 
also  y^3>^33*  Es  ist  möglich,  dass  Archimedes  so  gerechnet  hat,  ob- 
wohl der  Weg  ziemlich  verschlungen  ist,  indem  statt  3  erst  15^-3  gesetzt 
und  dann  die  Wurzel  durch  15  dividirt  ist.  Vielleicht  ist  Archimedes 
bei  seiner  Berechnung  der  unteren  Grenze  gleichfalls  von  y  ausgegangen 
und  hat  sich  zur  Auffindung  eines  genaueren   unteren  Grenzwerthes    der 


1)  Da  es  hier  nicht  auf  eine  voUsiändige  Theorie  des  Verfahrens  ankommt,  so 
bleibt  der  Fall  N=^a*  —  r,  in  welchem  die  Grenzwerthe  a— -     und  a 


2a  2a  —  1 

sein  würden,  unberücksichtigt. 

2)  Paul  Tannery,  Un  fragment  des  mätriques  de  Heron.  Scblömilchs  Zeit- 
schrift f.  Mathematik  u.  Physik.    Bd.  39. 

8)  Die  Näherungswerthe  irrationaler  Quadratwurzeln  bei  Archimedes.  Nach- 
richten von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  28.  Juni  1893. 

2S  1 

4)  Eine  direkte  Anwendung  der  Formel  auf  den  Fall  a  »  ^^,  r  =  ^25  ^^'^® 


16-' 


,  Google 
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Ungleichung  }/«*  +  »'>« +  ö~4ri  ^^®^  vielmehr  der  hier  geltenden  Un- 
gleichung ya'^  +  r>a+  ■  r -i  i  j^  bedient,  wo  [a]  die  grösste  in  a  ent- 
haltene ganze  Zahl  bezeichnet.     Er  hätte  dann 

2 


erstens     |/(|)'  +  |    >  1  +  ^--L-^-,  d.  i.  ^3  >  j?, 

j  +1  +  1 

zweitens  VW+^^  >  r.  +  W^-^  d.i.  /3>,^, 


drittens    V©«  +  ^  >  I"!  +  n  ^ ,  d.  i.  l/3  >  ?S 

41 

erhalten. 

Die  meisten  Schriftsteller,  welche  die  Methode  besprochen  haben,  haben 
sich  auf  die  Berechnung  einer  Grenze,  meist  der  oberen,  beschr&nkt,  was 
ftlr  praktische  Zwecke  ja  genügt. 

Von  den  Griechen  ist  die  oben  in  ihren  Grundzügen  beschriebene 
Methode  zu  den  Arabern^)  und  von  diesen  zu  den  Italienern^  übergegangen. 
Die  auf  dieselbe  bezüglichen  Stellen .  aus  den  Werken  verschiedener  ita- 
lienischer Autoren  hat  Favaro  in  seiner  Arbeit:  Notizie  storiche  sulle 
frazioni  conti nue')  wörtlich  abgedruckt. 

Mit  ganz  besonderer  Sorgfalt  hat  Pietro  Antonio  Cataldi  in  seinem 
Trattato  del  modo  brevissimo  di  trovare  la  Badice  quadra  delli 
numeri  (Bologna,  1613)  die  Methode  auseinander  gesetzt  und  an  zahl- 
reichen Beispielen  erläutert.  Mit  theoretischen  Betrachtungen  giebt  er  sich 
nicht  ab;  die  verspricht  er  zu  einer  passenderen  Zeit  zu  geben,  wo  er  sich 
der  Hülfe  intelligenter  Schreiber  werde  bedienen  können;  denn  er  sei  sehr 
schwach  und  könne  nur  wenig  und  unvollkommen  schreiben.  Diese  Schw&che 
hindert  ihn  aber  nicht,  die  mühseligsten  Bechnungen,  zuweUen  mit  15  bis 
20 stelligen  Zahlen  durchzufahren  und  die  Beispiele  so  zu  häufen,  dass 
man  merkt,  dass  er  nicht  bloss  ein  Rechner  von  seltener  Gewandtheit  und 
Furchtlosigkeit  ist,   sondern  thatsächlich  auch  Freude  am  Rechnen  selbst 


1)  Alkarkhi,  Efifl  f!l  HiB&b,  Deutsch  von  Hochheim.  II,  S.  14.  Ibn  Al- 
bannä,  Le  Talkhys,  S.  21.  Beha-eddin,  Ausgabe  von  Nesselmann,  8.  15. 
Alkal9ädi,  Atti  deir  Accademia  Pontificia  de*  Nnovi  Lincei  XII,  8.  402. 

8)  Leonardo  Pisano,  Bd.  I,  8.  368.  Lucas  Paciaolo,  Summa  etc.  Beide 
Ausgaben  Carta  46  recto.  Hieronimo  Cardano,  Practica  Arithmetice,  Cap.  SS. 
Francesco  Ghaligai,  Pratica  d*Arithmetica,  Carta  21  in  allen  8  Ausgaben. 
Nicolo  Tartaglia,  Qeneral  trattato.  Parte  IT,  foL  26  yerso.  Giuseppe  üni- 
coruo,  Arithmetica  univerBalis  etc.    Bombelli  erwähnt  die  Methode  nicht 

8)  BuUettino  Boncompagni,  T.  VH  (1874). 
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empfindet.  Er  hat  die  Bestimmung  der  oberen  und  der  unteren  Orenz- 
werthe  der  irrationalen  Quadratwurzeln  auf  Grund  dieser  Beispiele  nach 
allen  Richtungen  untersucht,  auch  gezeigt,  wie  man  aus  einem  oberen  Grenz- 
werth  nach  Belieben  einen  oberen  oder  einen  unteren  und  ebenso  aus  einem 
unteren  einen  oberen  oder  einen  unteren  von  grösserer  Genauigkeit  herleiten 
kann.  Genug,  er  hat  der  Methode,  die  uns  hier  beschäftigt,  etwa  die  Hälfte 
seiner  aus  140  engbedruckten  Folioseiten  bestehenden  Arbeit  gewidmet. 

i/ — i  ^T 

Durch  die  Erwägung,  dass    K^ly  weniger  als  4  &-g-,  aber  mehr 

^T  i/ — I 

als  4  &  —  beträgt,  dass  man  also  sich  dem  wahren  Werthe  von   K  ^ly 

nähern  wird,  wenn  man  dem  Zähler  5y  eine  zwischen  8  und  9  liegende 

Zahl,    etwa    8  &  -g-  als  Nenner  giebt,   wird  dann  Cataldi  naturgemäfs 

dazu  geführt,  die  irrationale  Quadratwurzel  }/a*  -j"  ^  durch  den  Kettenbruch 

a  +  Ti — r                 1    wofür    er   a  &  - — sr  oder,    des  bequemeren 

'    2a  +    r  '  2a&_r '  ^ 

2ä~+-.^  aa&-. 

Drucks  wegen,  a&s — &« — \  schreibt,  auszudrücken.^) 

Cataldi  ver^rt  in  dem  zweiten,  der  Eettenbruch-Entwicklung  be- 
stimmten Theil  seiner  Arbeit  mit  derselben  Gründlichkeit  wie  im  ersten. 
Ohne  theoretische  Betrachtungen,  lediglich  auf  Beispiele  gestützt,  zeigt  er'), 
dass  die  Näherungswerthe  ungerader  Ordnung  eine  steigende  Reihe  bilden 
und  sämmtlich  kleiner  als  der  gesuchte  Wurzelwerth  sind,  während  die 
Näherungswerthe  gerader  Ordnung  eine  fallende  Reihe  bilden  und  sämmtlich 
grösser  als  der  Wurzelwerth  sind,  auch  dass  die  Wurzel,  die  immer  zwischen 
zwei  aufeinander  folgenden  Näherungswerthen  enthalten  ist,  dem  folgenden 
näher  liegt  als  dem  vorhergehenden.  Ebenso  deckt  er  den  Zusammenhang 
auf,  in  welchem  die  durch  das  Heronische  Verfahren  gelieferten  Näherungs- 
werthe zu  denjenigen  stehen,  welche  die  Kettenbruch -Entwicklung  liefert. 

Bezeichnet     man    nämlich    die    Näherungswerthe    des    Kettenbruchs 

«  +  27+     r  °"*  f '  5'  S'  "  ''  ^^  danni?,  =  1,  g^  —  0,l>i  =  a, 


1)  Aehnlich  wie  Cataldi  durch  einen  Punkt  ausdrdckt,  dass  alles  Folgende 
zu  der  mit  dem  Punkt  versehenen  Zahl  gehöre,  setst  Christo  ff  Rudol  ff  einen 
Punkt  hinter  das  Wurzelzeichen,  um  auszudrucken,  dass  dasselbe  sich  auf  alles 

Folgende  beziehe.    Er  schreibt  S.  141  seiner  Co ss  y.  12  +  ^UÖ  för  ^12  +  yiiü. 

2)  1.  c.  S.  76  flF. 
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(7i  «=»  1 ,  und  allgemein 

Pn  =  2apn-i  +  rpn-i^  Qn  =  2a^n-i  +  rqn-2 
ist,  und  werden  femer  die  Näherungswerthe,  welche  die  Heronische  Methode 

liefert,  mit  N^^  JVg,  A^j,  ...  bezeichnet,  wo  also  ^^  =  o,  JVg  =  a  +  — , 

i-Y 

(r  \             \2a/ 
a  +  ö~)  —  ~7 r  "\ »  ' '  '  ^®*'  ®^  besteht  der  Zusammenhang 


t— 1 


Ebenso  lässt  sich  ein  Zusammenhang  zwischen  den  unteren  Grenzwerthen 
beider  Methoden  herleiten,  und  alle  diese  Beziehungen  werden  von  Cataldi 
an  Beispielen  behandelt. 

Trotzdem  nun  aber  die  Näherungswerthe  der  älteren  Methode  sich 
unter  denjenigen  des  Eettenbruchs  vorfinden,  kann  man  von  einer  Erfindung 
der  Kettenbrüche  erst  bei  einem  Schriftsteller  sprechen,  der  wirklich  ein 
solches  Gebilde  in  seinem  ganzen  Verlauf  im  Geiste  vor  sich  hatte,  der 
also,  —  wenn  es  sich  um  Näherungswerthe  handelt  —  diese  Werthe 
sämmtlich  in  richtiger  Beihenfolge  nach  dem  Bildungsgesetz  des  Eetten- 
bruchs berechnet  hat.  Ob  er  für  den  Eettenbruch  eine  bestimmte,  etwa 
eine  der  heutigen  ähnliche  Form  vorgeschlagen  hat,  kommt  erst  in  zweiter 
Linie  in  Betracht. 

Als  Erfinder  der  Kettenbrüche  wird  jetzt  allgemein  Cataldi  angesehen, 
dessen  Leistungen  in  der  Sache  ich  oben  kurz  geschildert  habe.  Dass 
später  unabhängig  von  ihm  der  Nürnberger  Daniel  Schwenter  in  seiner 
Geomäria  practica  nova^)^  deren  erste  Auflage  1618  erschienen  ist,  sich 
der  Eettenbrüche  bediente,  um  irreducibele  Brüche  durch  Näherungswerthe 
in  kleineren  Zahlen  auszudrücken,  und  dass  noch  später  der  Engländer 
Brouncker  die  Eettenbrüche  zum  dritten  Male  erfunden  hat,  als  er  das 

von  Wallis    gefundene   unendliche  Product   ftlr   —   in  einen  Eettenbruch 

verwandelte,  das  Alles  würde  den  Ruhm  des  Cataldi,  wenn  er  wirklich 
der  erste  Erfinder  wäre,  nicht  schmälern. 

Für  die  Ansprüche  des  Cataldi  ist  zuerst  Libri^)  in  schwungvollen 
Worten  aufgetreten;  er  nimmt  sogar  die  ältere,  schon  von  Heron  ange- 
wandte Methode  für  Cataldi  in  Anspruch.  Ihm  hat  sich,  was  die  Frage 
der  Erfindung  der  Eettenbrüche  betrifit,  Favaro  in  der  oben  erwähnten 


1)  Traktat  H,  S.  68. 

2)  Histoire  des  Sciences  mathdmatiqnes  en  Italic.    T.  IV,  p.  98. 
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Arbeit  angeschlossen,  ebenso  S.  Günther^),  und  seitdem  ist  der  Ansprach 
Gataldis  nicht  bestritten  worden.^)  Ich  werde  aber  zeigen,  dass  Born- 
belli  schon  im  Jahre  1572,  also  41  Jahre  früher  als  Cataldi  sich  der 
unendlichen  Eettenbrüche  bedient  hat,  um  dem  Werthe  einer  irrationalen 
Quadratwurzel  beliebig  nahe  zu  kommen. 

Das  berühmte  Werk  „L'Algebra^'  des  Eafaele  Bombelli,  das 
in  erster  Auflage  1572,  in  zweiter  Auflage^  1579  in  Bologna  er- 
schienen ist,  besteht  bekanntlich  ans  drei  Büchern,  von  denen  das  erste 
die  Operationen  mit  Wurzelgrössen,  besonders  die  Ausziehung  von  Wurzeln, 
das  zweite  die  Auflösung  der  Gleichungen  der  ersten  vier  Orade  behandelt, 
während  das  dritte  eine  Sanmilung  von  274  Aufgaben  ist,  von  denen  146 
aus  Diophants  Arithmetik  entnommen  sind.  Die  grossen  Verdienste 
Bombellis  auf  dem  Gebiete  der  Theorie  der  Gleichungen  dritten  und  vierten 
Grades  haben  naturgemäss  die  Aufmerksamkeit  der  Leser  auf  das  zweite 
Buch  concentrirt,  und  so  erklärt  es  sich  vielleicht,  dass  eine  Stelle  des 
ersten  Buches  bis  jetzt  wenig  beachtet  ist,  in  welcher  Bombelli  lehrt, 
wie  Quadratwurzeln  mittels  unendlicher  £ettenbrüche  ausgezogen  werden, 
und  in  welcher  er,  zwar  an  einem  bestimmten  Zahlenbeispiel  aber  doch 
allgemein,  die  Bichtigkeit  des  Verfahrens  auch  beweist.  Favaro  hat  die 
Stelle  in  seiner  mehrfach  erwähnten  Arbeit  abgedruckt,  seltsamer  Weise 
ohne  sie  nach  Gebühr  zu  würdigen.  Er  stellt  Bombelli  mit  seinen  Vor- 
gängern, die  nur  eine  Darstellung  der  Heronischen  Methode  gegeben 
haben,  in  eine  Beihe.  Favaro  merkt  nicht,  dass  schon  Bombelli  das 
alte  Verfahren  durch  die  Eettenbruch-Entwicklung  ersetzt  hat,  er  meint, 
erst  Cataldi  habe  diesen  wichtigen  Schritt  gethan. 

Bei  der  Wichtigkeit  der  Sache  scheint  es  angemessen,  die  betreffende 
Stelle  von  Bombellis  Algebra  im  Wortlaut  und  mit  beigefügter  üebersetzung 
zu  geben.     Seite  35  heisst  es: 

Modo   di   formare    ü    rotto  Ueber  die  Art,  den  Bruch  bei  der  Aus- 

nella  estrattione    delle   Badici     ziehung  der  Quadratwurzeln  zu  bilden, 
quadrate. 

Molti  modi  sono  stati  scritti  Viele  Methoden  sind  von  den    anderen 

da  gli  altri  autori  de  V  uso  di  Schriftstellern  über  die  Bildungsweise  des 
formare  il  rotto;  V  uno  tassando  Bruchs  angegeben  worden,  und  der  eine 
e  accusando   V   altro    (al    mio      tadelt  den  andern  und  hat  an  ihm  etwas 


1)  Beitrage  zur  Erfindungsgeschichte  der  Eettenbrüche.    1872. 

2)  M.  Cantor,  Vorlesongen.    Bd.  11,  S.  694  ff. 

3)  Vgl.  eine  Note  von  Favaro  in  der  Bibliotheca  mathematica  1893, 
S.  16  und  eine  Bemerkung  von  P.  Riccardi  ebenda  S.  64. 
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gindicio)  senza  alcan  proposito^ 
perche  tntti  mirano  ad  un  fine; 
E  ben  vero  che  V  nna  h  piü 
breye  deir  altra,  ma  basta 
che  tntte  snppliscono,  e  quella 
ch'  d  piü  facile,  non  d  dubbio 
ch'  essa  sarä  accettata  da  gli 
hnomini,  e  sarä  posta  in  nso 
senza  tassare  alcuno;  perche 
potria  essere,  che  hoggi  io 
insegnassi  una  regola,  la  quäle 
piacerebbe  piü  dell'  altre  date 
per  il  passato,  e  poi  venisse 
un  altro,  e  ne  trovasse  una 
piü  yaga,  e  facile,  e  cosi  sa- 
rebbe air  hora  quella  accettata, 
e  la  mia  confutata,  perche 
(come  si  dice)  la  esperienza 
ci  d  maestra,  e  1'  opra  loda 
r  artefice. 

Pero  metterö  quella  che  piu 
ä  me  piace  per  hora,  e  sarä 
in  arbitrio  de  gli  haomini  pi- 
gliare  quäl  yoranno: 

Dunque  yenendo  al  fatto  dico. 
Che  presuposto,  che  si  yoglia 
il  prossimo  lato  di  13,  che 
sarä  3,  e  ayanzerä  4,  il  quäle 
si  partirä  per  6  (doppio  del  3 
sudetto)  ne  yiene  y,  e  questo 
e  il  primo  rotto,  che  si  h^  da 
giongere  al  3,  che  fä  3y,  ch' 
ö  il  prossimo  lato  di  13,  perche 
il  suo  quadrato  6  13y,  ch'  d 
superfluo  j,  ma  yolendosi  piü 
approssimare,  al  6,  doppio  del 
3  se  gli  aggionga  il  rotto,  cio6 

2  2 

li  y,    e  sarä  6y,  e  per  esso 


auszusetzen,  nach  meiner  Ansicht  ganz 
ohne  Grund,  da  alle  denselben  Zweck  yer- 
folgen.  Wenn  auch  die  eine  Methode 
kürzer  als  die  andere  ist,  so  genügt  es 
doch,  dass  alle  ihren  Zweck  erfüllen,  und 
diejenige,  welche  die  leichtere  ist,  wird 
ohne  Zweifel  yon  den  Menschen  angenommen 
und,  ohne  einen  andern  zu  tadeln,  gebraucht 
werden.  Denn  es  könnte  sein,  dass  ich 
heute  eine  Eegel  lehre,  welche  mehr  als 
die  yon  meinem  Vorgänger  gegebenen  ge- 
eilt, und  dass  sodann  ein  anderer  konunt 
und  eine  schönere  und  leichtere  findet, 
und  so  würde  dann  diese  letztere  ange- 
nommen und  die  meinige  yerworfen  werden, 
weil  (wie  man  sagt)  die  Erfahrung  unsere 
Lehrerin  ist  und  das  Werk  den  Meister  lobt. 


Ich  werde  darum  jene  darlegen,  welche 
mir  jetzt  am  besten  geföllt,  und  es  wird 
yon  den  Leuten  abh&ngen  zu  nehmen, 
welche  sie  wollen  werden. 

Um  nun  zur  Sache  zu  kommen,  sage 
ich,  es  werde  yorausgesetzt,  man  wolle  an- 
näherungsweise die  Quadratwurzel  aus  13 
ziehen.  Dieselbe  ist  3,  und  es  bleibt  der 
Best  4,  welcher  bei  der  Diyision  durch  6 
(dem  Doppelten  der  oben  genannten  3)  j 
liefert,  und  dies  ist  der  erste  Bruch.  Diesen 
hat  man  zu  3  zu  addiren,  was  3y  giebt^ 
und  das  ist  der  erste  Näherungswerth  der 
Wurzel  aus  13,  weil  sein  Quadrat  13y  ist, 
was  um  y  zu  yiel  ist.  Wollen  wir  uns 
dem  gesuchten  Werth  noch  mehr  nähern, 
so  addiren  wir  zu  6,  dem  Doppelten  yon 
3,  den  erhaltenen  Bruch,  d.  i.  y,  was  6y 
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ergiebt,  und  hierdurch  diyidiren  wir  4, 
die  Differenz  zwischen  9  nnd  13;  wir  er- 
halten  ^ ;  dies  zu  3  addirt,  giebt  3y,  und  das 
ist  der  Näherungswerth  der  Wurzel  aus  13; 
sein  Quadrat  ist  12^^,  er  liegt  also  dem 

8 


das  giebt  6x)    nnd    damit   dividiren    wir 


partendosi  il  4,  che  ayanza  dal  9 
sino  al  13,  ne  yiene  -^,  e  que* 
sto  si  gionge  al  3,  che  fä  3y, 
ch'  ö  il  lato  prossimo  di  13, 
di  cui  il  qnadrato  d  12^,  ch' 

ö  piü  prossimo  di  3j,  ma  vo-      gesuchten  Werthe  näher  als  3^  •    Um  eine 
lendo  piü  prossimo,  si  aggionga     »o^h  grössere  Annäherung  zu  erhalten,  ad- 
il  rotto  al  6,  fö  6|,   e  con     ^^^   ™   ^^^    gefundenen    Bruch   zu    6, 
esso  si  parta  pur  il  4,  ne  yiene 
33,  e  questo  si  aggionga,  come 
si  ö  fatto  di  sopra  al  3,  fk  3^, 
ch'  ^  r  altro  numero  piü  pros- 
simo, perchd  il  sno  quadrato  h 

^^r^J  ^^'  ^  *^°PP^  10*89»  ®  ^ö- 
lendo  piü  prossimo,  pariasi  4 

per  633,  etc.  etc.  e  cosi  pro- 
cedendo  si  pu6  approssimare  k 
una  cosa  insensibile. 


20 


in  4.     Es  ergiebt  sich  ^3,  und  wenn  wir 
dies,  wie  es  oben  geschehen  ist,  zu  3  ad- 

80 

diren,  so  erhalten  wir  3^^]  dies  ist  die 
andere  der  Wurzel  aus  13  noch  näher 
liegende  Zahl;  denn  ihr  Quadrat  ist  l^j^^ 
was  um  j^  zu  viel  ist.  Wenn  wir  eine 
noch  grössere  Annäherung  wollen,  so  divi- 
durch   633,   u.  s.  w.  u.  s.  w. 


diren    wir   4 

und  so  fortfahrend  können  wir  dem  Werthe 
der   Wurzel    aus    13    bis   auf  einen   ver- 
schwindend kleinen  Betrag  nahe  kommen. 
Ich  habe  es  nicht  für  nöthig  gehalten,  die  zwei  weiteren  Näherungs- 
werthe,  welche  Bombelli  auf  3,,  noch  folgen  lässt  (in  die  sich  übrigens 
ein  verhängnissvoller  Rechenfehler  eingeschlichen  hat),  noch  mitzutheilen, 
da  das  Angeführte  hinlänglich  zeigt,  dass  Bombellis  Yer&hren  auf  eine 
Anwendung  der  Formel 

2a  -|-  ..• 

hinausläuft.  Wenn  die  vorgelegte  Zahl  von  der  Form  a*  —  1  ist,  so  würde 
das  Verfahren  zunächst 

y^^  =  (a_l)  +  _«-»_^_(a_l)  +  l«„ 

liefern.    Diesen  Fall  behandelt  Bombelli  besonders;  er  föhrt  nämlich  fort: 
Ma  solo  bisogna  avertire,  di  Ich  muss  aber  darauf  aufmerksam  machen, 

formare  il  rotto  tre  volte,  dass  man  den  Bruch  dreimal  zu  bilden 
quando  il  numero,  di  cui  se  hat,  wenn  die  Zahl,  deren  Quadratwurzel 
ne  hä  da  pigliare  il   lato,   d      genommen  werden  soll,  um  1  kleiner  als 
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6.  Wertheim: 


nn  manco  di  nnmero  qnadrato 
(come  saxebbe  8),  che  per  tro- 
vare  il  suo  lato,  si  cayarä  4 
maggior  nnmero  qnadrato,  e 
rester^  4,  che  partito  per  il 
doppio  di  2,  lato  del  nnmero 
qnadrato,  ne  yerrä  ^^  che  sa- 
rebbe 1,  il  qnale  gionto  col  2 
f a  3  e  in  qnesto  caso  qnadrisi 
il  3  fa  9,  del  quäle  cavatone 
8  nnmero,  di  cni  se  ne  hä  ä 
pigliare  il  lato,  resta  1,  e 
qnesto  si  parte  per  6,  doppio 
del  3,  ne  yiene  -g-,  il  qnal 
rotto  si  caya  del  3,  e  resta 
2  g-  per  il  lato  prossimo  di  8, 
il  qnadrato  del  qnale  d  8,^,  che 
0  gg  snperflno,  e  yolendosi  pii 

approssimare:  aggiongasi  a  2j 
il  3,  fa  5g,  e  per  qnesto  si 
parta  qael  1  detto  di  sopra, 
ne  yiene  ^,  che  leyato  di  3, 

29 

resta  2^^,  e  qnesto  sarä  V  altro 
lato  piü  prossimo,  e  yolendosi 
piü  approssimare:  si  partirä  1 
per  ögjj,  e  procedendo  (come 
si  d  fatto  di  sopra)  si  appros- 
simare qnanto  1'  hnomo  yorr^ 
e  se  bene  ci  sono  molte  altre 
regele:  qneste  non  dimeno  mi 
sono  parse  le  piü  facili,  per6 
ä  qneste  mi  atterr6,  le  qnali 
h6  troyato  con  fondamento, 
qual  non  yoglio  restare  di 
porlo,  benche  non  sarä  inteso, 
se  non  da  chi  intende  Taggna- 
gliare  di  potenze  e  tanti  egnali 


eine  Qnadratzahl  ist  (wie  es  8  sein  wllrde). 
um  die  Quadratwurzel  ans  8  zu  finden, 
snbtrahiren  wir  die  nächst  grosse  Quadrat- 
zahl 4;  es  bleibt  der  Best  4,  der  bei  der 
Diyision  durch  das  Doppelte  yon  2,  der 
Wurzel  der  Quadratzahl,  ^    ergiebt,    was 

1  sein  würde,  und  wenn  wir  dies  zu  der 

2  addiren,  so  erhalten  wir  3.  Wenn  wir 
jetzt  3  quadriren,  so  ergiebt  sich  9,  nnd 
wenn  hieryon  8,  die  Zahl,  ans  welcher  die 
Quadratwurzel  gezogen  werden  soll,  sub- 
trahirt  wird,  so  bleibt  der  Rest  1;  dieser, 
durch  6,  das  Doppelte  yon  3,  diyidirt, 
giebt  -g-,  und  wenn  wir  diesen  Bruch  yon 

3  snbtrahiren,  so  bleibt  2  ^  als  Nftherungs- 
werth  der  Wurzel  aus  8.  Sein  Quadrat 
ist  8jg,  was  jg  zu  yiel  ist.  Will  man  eine 
weitere  Annäherung,  so  addire  man  die 
3  zu  2g,  das  giebt  5j,  und  hierdurch 
dividire  man  die  oben  genannte  1;  man 
erhält  ^,  nnd  wenn  das  yon  3  snbtrahirt 

ttg 

wird,  so  bleibt  2^-^  dies  ist  der  zweite  der 
*  gesuchten  Wurzel  noch  näher  liegende 
Werth.  Will  man  eine  noch  grössere  An- 
näherung, so  wird  man  1  durch  5^  diyl- 
diren,  und  so  fort&hrend  (wie  es  oben 
geschehen  ist)  wird  man  sich  dem  ge- 
suchten Werthe  beliebig  nähern.  Es  giebt 
zwar  yiele  andere  Regeln,  aber  diese  sind 
mir  nichts  desto  weniger  als  die  leichtesten 
erschienen,  und  daher  werde  ich  mich  an 
diese  halten,  welche  ich  mit  ihrer  Begrün- 
dung gefunden  habe,  die  ich  nicht  yer- 
fehlen  will  mitzutheilen,  obgleich  sie  nnr 
yon  demjenigen  yerstanden  wird,  welcher 
die  Gleichung 
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k  nmneri,  del  qnale  tratterö  die  ich  im  zweiten  Buche  vollständig  be- 
nel  secondo  libro  ä  pieno:  handeln  werde,  zn  lösen  versteht  Zu 
Pero  hora  parlo  solo  con  quelli.      diesen  allein  spreche  ich  jetzt. 

Nachdem  Bombelli  auf  diese  Weise  auch  ein  Beispiel  nach  der  Foimel 

'  2a  —    6 

2ä 

oder  vielmehr 


Ya^  —  b^a  — 


a  -\-  a  — 


a  -\-  a 


freilich  nur  ftlr  den  speciellen  Fall  &  «»  1  gerechnet  hat  (einen  kleinen 
Bechenfehler,  den  er  dabei  gemacht  hat,  habe  ich  berichtigt),  wendet  er 
sich  zum  Beweis  seiner  Regeln.     Er  sagt: 


Fongasi  dunque,  che  si  hab- 
bia  k  trovare  il  lato  prossimo 
di  13,  di  cui  il  piü  prossimo 
quadrato  d  9,  di  cui  il  lato  e 
3,  perö  pongo  che  il  lato  pros- 
simo di  13  sia  3.  p.  1.  tanto, 
e  il  sao  quadrato  ä  9.  piu 
6  tanti  p.  1.  potenza,  il  quäl' 
d  eguale  ä  13.  che  levato  9  k 
ciascuna  delle  parti,  resta  4, 
eguale  k  6  tanti  piü  1  potenza. 
Molti  hanno  lasciato  andare 
quella  potenza,  e  solo  hanno 
^LggüSLgli&io  6  tanti  k  4,  che 
il  tanto  valeria  j  e  hanno 
fatto,  che  V  approssimatione  si 
ö  Sj,  perche  la  positione  fü 
3.  p.  1.  tanto,  vtene  ad  essere 
33-,  ma  volendo  teuere  conto 

della  potenza  ancora,  valendo 

2 
il  tanto  Y  Y  ^  potenza  valerä 

2 

j  di  tanto,  che  aggionto  con 

li  6  tanti  di  prima:  si  haverä 

6y  tanti  eguale  k  4,  che  ag- 


Nehmen  wir  also  an,  man  solle  einen 
Nftherungswerth  der  Wurzel  aus  13  finden. 
Die  nächste  Quadratzahl  ist  9,  die  Wurzel 
davon  3.  Ich  nehme  deshalb  an,  der 
Näherungswerth  der  Wurzel  aus  13  sei 
3  -|-  ^*  I^&s  Quadrat  davon  ist  9  -|-  6  a; 
-{' x^.  Das  ist  gleich  13,  und  wenn 
beiderseits    9    subtrahirt   wird,    so   bleibt 

4  =  6a;  +  rr*. 
Viele    haben    nun    jenes    x^    weggelassen 

und  einfach 

6a; -»4 

2 
gesetzt,   so  dass  sich  x  «^  j  ergab.     Sie 

haben  so  bewirkt,  dass  der  Näherungs- 
werth  3j  ist;  denn  da  derselbe  gleich 
3  +  0?  gesetzt  worden  war,  so  wird  er 
3y  Will  man  aber  auch  o;^  in  Rech- 
nung ziehen,  so  wird,  da 

a;  — j  ist,  x^^jx 

sein,  so  dass  sich  durch  Addition  zu  den 
früheren  6  a; 

6|ar-4 

ergiebt,  woraus  man 


X  =  T 
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guagliato  il  tanto  valerA  j ,  e  erhalt,  und  da  der  Näherungswerth  gleich 
perche  fü  posto  3.  p.  1.  tanto,  3  +  ä  gesetzt  war,  so  wird  derselbe  s} 
sarä  Sjy  e  valendo  il  tanto  |-,  sein.  Ebenso  wird,  wenn  x  =  ^  ist^ 
la  potenza  valeri  -1-  di  tanto,  ^*  =  T^  sein;  naan  erhalt  dann  6yfl;  =  4, 
e  si  haverÄ  6-  di  tanto  eguale  ^^d  auf  diese  Weise  erkennt  man,  wie 
k  4,  si  che  si  vede  donde  nas-  ^®  ^^^^  angegebenen  Regeln  entstehen, 
cono  le  regele  dette  si  sopra. 

Bombelli  hat  also  thatsachlich  Kettenbrüche  gebildet  und  deren 
Näherangswerthe  berechnet,  auch  bewiesen,  dass  auf  diese  Weise  der 
Werth  einer  irrationalen  Quadratwurzel  beliebig  genau  annäherungsweise 
ennittelt  werden  kann.  Das  Werk  Bombellis  hat  die  weite  Verbreitung 
gefunden,  die  es  verdiente,  und  ist  sicherlich  auch  von  Cataldi  studirt 
worden,  zumal  es  in  Bologna,  der  Heimath  Bombellis,  erschienen  ist 
und  Cataldi  in  eben  dieser  Stadt  von  1584  bis  1626  Professor  der 
Mathematik  war.  Es  unterliegt  also  keinem  Zweifel,  dass  Cataldi  die 
Entwicklung  der  irrationalen  Quadratwurzel  in  einen  Kettenbruch  aus 
Bombellis  Algebra  gelernt  hat  Freilich  hat  er  sich  dann  sehr  ein* 
gehend  mit  der  Bache  beschäftigt;  er  hat  —  und  das  ist  ein  nicht  ge- 
ringes Verdienst  —  dem  von  Bombelli  erdachten  Gebilde  eine  passende 
Form  gegeben;  er  hat  erkannt,  dass  man  sich  nicht  damit  begnügen  darf, 
einen  Näherungswerth  zu  berechnen,  sondern  dass  in  jedem  Falle  auch  die 
Grösse  des  begangenen  Fehlers  bestimmt  werden  mnss,  und  so  ist  es  ihm 
dank  seiner  Ausdauer  und  seiner  grossen  Gewandtheit  im  Rechnen  gelungen, 
die  Eigenschafken  der  Naherungswerthe  der  Kettenbrüche,  welche  Bom- 
belli wohl  nur  in  Folge  des  oben  erwähnten  Rechenfehlers  verborgen  ge- 
blieben waren,  vollständig  aufzufinden. 
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Am  20.  September  1638  schrieb  der  Pater  Benedetto  Castelli  ans 
Brescia,  Galileis  Schüler,  in  einem  Briefe^)  an  Monsignore  Ferdinand 
Cesarini: 


In  qnesto  tempo  mi  soy- 
yenne  un'  esperienza  Mtami 
vedere  gi4  piü  di  trentacinque 
anni  sonb  dal  nostro  Signor 
Galileo,  la  quäle  fa  che  presa 
una  caraffeUa  di  yetro  di  gran- 
dezza  di  iin  piocolo  uoyo  di 
gallina  col  coUo  longo  dne 
palmi  in  circa  e  sottile  qnanto 
un  gambo  di  pianta  di  grano 
e  riscaldata  bene  coUe  palme 
delle  mani  detta  caraffeUa  e 
poi  riyoltando  la  bocca  di  essa 
in  yaso  sottoposto,  nel  qnale 
era  an  poco  di  aequa,  lasciß.ndo 
libera  dal  calor  delle  mani  la 
caraffeUa,  snbito  V  acqua  co- 
mincio  a  salire  nel  collo  e 
sormontd  sopra  il  liyeUo  deir 
acqua  del  yaso  piü  d'un  palmo, 
del  quäle  effetto  poi  il  mede- 
simo  Signor  Galileo  si  era 
seryito  per  fabbricare  un  istru- 
mento  da  esaminare  i  gradi 
del  caldo  e  del  freddo. 

DasB  Galilei  thatsächHch  ein  derartiges  Thermoskop  construirt  hatte, 
bestätigt  weiter  eine  Notiz  in  dem  Briefe  des  yomehmen  Venezianers  Joh. 


In  dieser  Zeit  fiel  mir  ein  Versuch  ein, 
welcher  mir  bereits  yor  mehr  als  35  Jahren 
yon  unserem  Herrn  Galileo  gezeigt  war, 
ein  Versuch,  welcher  darin  bestand,  dass 
er  eine  kleine  Karaffe  (<»  Betortenblase) 
aus  Glas  yon  der  Grösse  eines  kleinen 
Hühnereies  mit  einem  etwa  zwei  Spannen 
langen  und  wie  ein  Weizenhalm  engen 
Halse  nahm,  mit  den  inneren  Handflächen 
besagte  Karaffe  ordentlich  erwärmte  und 
dann  ihre  Mündung  umgekehrt  in  ein 
darunterstehendes  Gef&ss  setzte,  in  welchem 
etwas  Wasser  war.  Als  er  dann  die 
warmen  Hände  yon  der  Retortenblase  weg- 
nahm, begann  das  Wasser  sofort  in  den 
Hals  zu  steigen  und  erhob  sich  über  das 
Niyeau  des  Wassers  im  Geisse  mehr  als 
eine  Spanne,  eine  Wirkung,  welcher  sich 
darauf  derselbe  Herr  Galileo  bedient 
hatte,  um  ein  Instrument  zur  Prüfung 
der  Wärme-  imd  Kältegrade  herzustellen. 


1)  Vgl.  Nelli  VUa  e  eonmercio  leUerario  di  Galileo  OalüH.  Losanna  1793. 
8.  69.  70.  Wieder  abgedruckt  bei  Ventari  Memorie  e  leiiert  di  OaUleo  GaKlei, 
Modena  1818.    I,  20. 
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Wilhelm  Schmidt: 


Fr.  Sagredo  yom  9.  Mai  1613,  in  welcher  er  Galilei  mitiheilty  dass  er 
verschiedene  Aendemngen  daran  vorgenommen  habe.    Die  Stelle  lautet: 


L'  istnunento  per  misurare  il 
caldo  inventato  da  YS.  Eccellen- 
tissima  d  stato  da  me  ridotto  in 
diverse  forme  assai  comode  ed  es- 
quisite,  intantoch^  la  differenza 
della  temperie  di  una  stanza  all' 
altra  si  vede  fin  100  gradi. 

Flg.  1. 


Das  Instniment  zum  Messen  der  Wärme, 
welches  von  Eurer  Excellenten  Herrlich- 
keit erfunden  ist,  ist  von  mir  in  ver- 
schiedene sehr  bequeme  und  ausgesuchte 
Formen  gebracht  worden,  so  dass  man  die 
Differenz  der  Temperatur  von  einem  Zimmer 
zum  andern  bis  auf  100  Grade  sieht. 
Existirte  nun  Galileis  Thermoskop  nach  Sagredo  vor 

Ol  613,  nach  Castelli  wenigstens  vor  1603,  so  bezeugt  Vincenzio 
Yiviani^),  Galileis  vertrauter  Schüler  und  Biograph,  dass 
Galilei  das  Thermometer  in  Padua  zwischen  1593  und  1597 
erfunden  habe.  Merkwürdig  bleibt  dabei  allerdings,  dass  Ga- 
lilei selber  des  Thermoskops  in  seinen  Schriften  nicht  Er- 
wähnung thut.  Auch  in  der  neuen,  vortrefflich  ausgestatteten 
Galileiausgabe  ^)  haben  wir  keine  Spur  davon  entdecken  können. 
Nelli  giebt  in  seiner  Biographie  S.  70  eine  Figur  von  Ghdileis 
Thermoskop,  welche  wir  unter  Fig.  1  getreu  nachgebildet 
haben.  Wir  können  aber  nicht  umhin,  darauf  hinzuweisen, 
dass  diese  Figur  vermuthlich  von  Nelli  selbst  entworfen  ist 
und  dass  in  dem  Castellischen  Briefe  sich  eine  entsprechende 
Figur  nicht  vorzufinden  scheint,  wenn  wenigstens  auf  Nellis 
Schweigen  Yerlass  ist.  Die  Figur  selbst  bedarf  keiner  weiteren 
Erklärung.  Dass  das  Böhrenende  unten  im  Wasser  offen 
sein  muss,  ist  selbstverständlich.  Ob  das  Gefäss  mit  Wasser 
oben  verschlossen  war,  geht  aus  Castellis  Worten  nicht  hervor. 
Nelli  scheint  es  anzunehmen,  nach  der  Figur  zu  urtheilen; 
dagegen  spricht  er  in  der  beigegebenen  Erklärung  richtiger 
von  der  Atmosphäre,  welche  bei  Abkühlung  der  Betorte  auf  den  Wasser- 
spiegel drücke.  Daraus  dürfte  doch  wohl  folgen,  dass  das  Qet&ss  mit  Wasser 
oben  offen  war.  Es  könnte  schliesslich  jemand  aus  den  zuletzt  citirten 
Worten  Sagredos  entnehmen  wollen,  als  habe  dieser  erst  die  Gradeintheilung 
eingeführt  Doch  spricht  auch  Castelli  schon  von  Graden.  Sagredos 
Neuerung  dürfte  also  lediglich  darin  bestanden  haben,  dass  er  die  Grade 
verkleinerte  und  ihre  Zahl  erheblich  vermehrte. 


1)  Die  von  ihm  verfasste  Lebensbeschreibmig  Galileis  ist  zwar  erst  1718  ge- 
druckt,  aber  schon  1654  verfasst. 

2}  Jje  opere  di  Gdliko  Galilei  I— VI.    Firenze  1890ff. 
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Eine  gewisse  Aehnlichkeit  mit  dem  Galileischen  Thermoskop  wird 
man  in  der  nebenstehenden  Porta  sehen  Figur  erkennen  (Fig.  2).  Giam- 
battista  della  Porta  beschrieb  sein  Thermoskop  in  seiner  1606  erschienenen 
Pneumatik  (J  ire  libri  de^  spiritaU^)).  Porta  tauchte  eine  Betorte  aus 
Glas  (Ä)  in  ein  Gefftss  voll  Wasser  (B),  Durch  Erwärmung  wird  die 
Luft  in  der  Betorte  ausgedehnt  und  geht  in  Blasen^  die  man  im  Wasser 
aufsteigen  sieht,  hinaus.  ^Je  mehr  die  Luft  erwärmt  wird,  um  so  mehr 
Blasen  steigen  auf.'  Bei  der  Abkühlung  steigt  das  Wasser  lebhaft  in  der 
Betorte  auf  und  füllt  sie  bis  auf  den  Theil  an,  den  die  auf  ihr  natürliches 
Volumen  reducirte,  zurückgebliebene  Luft  innehat.     Wird  die  Betorte  von 


Fig.  8. 


Fig.  3. 


neuem  erwärmt,  so  fällt  das  Wasser  wieder,  wird  sie  dann  abermals  ab- 
gekühlt, so  steigt  es.  Der  höchste  Wasserstand  wird  durch  einen  Strich 
bezeichnet. 

Im  Principe  stimmt  mit  Galilei  und  Porta  auch  Drebbel  überein, 
dessen  niedliche  Figur  (Fig.  3)  wir  dem  Tractat  von  der  Natur  der  Ele- 
menten^) (1608)  entnonunen  haben.  Dort  heisst  es  Mm  vierdten  Capittel*: 
^Gleich  wie  die  Wärme  LufFt  unnd  Wasser  subtil,  dün  unnd  grob  machet, 
also  vergrobet,  verkleinert  und  truckt  zusamen  die  kälte,  als  ein  contrarium 


1)  Ein  entsprechender  Auszug  aus  dieser  von  Escrivano  mit  Znsätzen  Portas 
angefertigten  italienischen  üebersetzuug  ist  bei  Libri  Histoire  des  sciences  matM- 
matiquea  en  Italie  Paris  1841,  IV,  469  abgedruckt.  In  der  lateinischen  Original- 
ausgabe (1601)  befindet  sich  dieser  Abschnitt  noch  nicht. 

2)  Ein  kurtBer  Tractat  von  der  Natur  Der  Elementen  Und  wie  sie  den  Windt, 
Begen,  Blitz  und  Donner  verursachen  u.  s.  w.  Durch  Comelium  Drebbel  in  Nieder- 
landisch  geschrieben  unnd  allen  der  Naturliebhabercn  zu  nutz  ins  Hochteutsch 
getreulich  über  gesetzt.  Gedruckt  zu  Leyden  in  Hollandt.  Bey  Henrichen  von 
Haesiens  1608. 
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der  wärme,  und  zeucht  also  wieder  in^)  alle  Winde,  die  durch  die  Wärme 
aufs  gegangen  wahren,  gleich  wie  wir  klarlich  sehen,  wan  wir  hangen 
eine  ledige  gläserne  Eetortam,  mit  dem  mundt  in  ein  Fas  mit  Wasser, 
unnd  unter  dem  Bauch  ein  Warm  Feuwer  legen,  wie  diese  Figur  auis 
weiset  unnd  mit  bringt.  So  Werden  Wir  sehen,  so  baldt  der  Lufft  im 
glas  anfangt  warm  zu  werden,  das  Winde  steigen  aufs  dem  mund  der 
Betorten,  und  das  das  wasser  voller  blafsen^)  wirdt,  und  dis  wirdt  wehren'), 
so  lange  der  Lü£ft  je  lenger  je  warmer  wirdt,  aber  wan  du  die  retort  vom 
Feuwer  nimbst,  unnd  der  L&£Pt  anhebt  zu  erkalten,  so  wird  der  Lfifl 
wieder  in  der  Betört  in  einander  gehen ^),  grob  und  dicke  werden,  also 
das  das  glas  wirt  mit  Wasser  erfüllet  werden,  weil  der  Luft,  der  zu  vor 
heifs,  entschlossen  unnd  Barificirt  war  durch  das  Feuwer,  dan  so  fern  du 
das  glas  sonder  brechen  gar  heifs  machen  kanst,  so  wirdt  die  Betorta, 
wan  sie  kalt  wirt,  mit  Wasser  erfüllet  sein'  u.  s.  w. 

Im  vorigen  Jahrhundert  haben  Holländer  und  Deutsche  Cornelius 
Drebbel  die  Priorität  der  Erfindung  des  Thermoskops  zugeschrieben.  Sie 
werden  das  in  gutem  Glauben  gethan  haben,  weil  vermuthlich  darüber  aus 
Italien  zu  ihnen  keine  Kunde  gedrungen  war.  Dagegen  war  dem  Engländer 
BobertFludd,  welcher  Frankreich,  Deutschland  und  Italien  bereiste,  dasTher- 
moskop  wohl  inPadua  als  eine  neue  Erfindung  gepriesen  worden.  Fludd  selbst 
ist  später  von  einem  Jesuitenpater  als  der  erste  Erfinder  des  Thermoskops 
(^il  primo  inventore  del  termoscopio')  namhaft  gemacht,  aber  ohne  Grund. 
Im  Gegentheil  weist  Fludd  in  seiner  Philosophia  Moysaica^)  FoL  1'  (Lib.  I 
cap.  n)  darauf  hin,  dass  das  Thermoskop  überhaupt  keine  neue  Er- 
findung sei:  Quod  instrumentum  vulgo  speculum  Calendarium  dictum 
falso  a  quibusdam  nostri  seculi  hominibus  sibimet  ipsis  arrogatur,  ut^te 
qui  illud  propriam  suam  inventionem  esse  falso  gloriantur.  —  neque  jnre 
mihi  fabricam  hujus  instrumenti  primariam  arrogare  aut  vendicare^)  queam, 
quamvis  illo  in  naturali  Macrocosmi  mei  historia  et  alibi  ad  veritatem 
argumenti  mei  philosophici  demonstrandam  sum  usus:  et  agnosco  me  illud 
in  veteri  quingentorum  saltem  annorum  antiquitatis  manuscripto 
graphice    specificatum    atque   geometrice   delineatum  invenisse. 


1)  Druckfehler  statt  'an'  (^zieht  —  an'). 

2)  Blasen. 
8)  währen. 

4)  sich  KUfiammenzieheu. 

6)  Philosophia  Moysaica,  in  qua  sapieutia  et  scientia  creationis  et  oreaturaram 
Sacra  vereque  christiana  ad  amussim  et  euucleate  explicatur  Authore  Bob.  Fludd, 
alias  de  Flnctibus  Armigero.    Goudae  1638. 

6)  vindicare  'in  Anspruch  nehmen'. 
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Auf  Fol.  2'  giebt  Flndd  zwei  Figuren  nebst  zugehöriger  Beschreibung, 
von  denen  die  links  stehende  eine  Beconstruction  der  von  Fladd  in  der 
Handschrift  vorgefundenen  geometrischen  Figur  darstellt  («»  Fig.  4),  während 
die  rechts  danebenstehende  eben  das  speculum  calendarium  oder  die  an- 
geblich neue  Erfindung  ähnlich  wie  Gralileis  oder  Portas  Thermoskop 
giebt.  Dazu  bemerkt  Fludd  sehr  richtig,  dass  die  neue  Erfindung  und 
die  Vorrichtung  der  Handschrift  identisch  seien  (Msta  duo  solammodo  in 
fignra  et  non  natura  inter  se  variare').  Aus  der  Beschreibung  zu  Fig.  4 
lernen  wir  nichts  wesentlich  Neues;  nur  möchten  wir  darauf  hinweisen,  dass 
auch  hier  die  Luftblasen  wieder  besonders  hervorgehoben  werden:  radij 
solares  calore  suo  in  globum  (eine  Bleikugel,  sphaera  plumbea)  concavum 
capitis  •  A  •  operantes  faciunt,  ut  inclusus  aer  eorum  actu  rarefactus  per 
fistulam  •  A  •  B  •  in  ollam  (Ge- 
fäss)  aquae  descendat  et  per 
superficiem  aquae  in  forma  bul- 
larum  (Blasen)  egrediatur;  oc- 
cidente  vero  sole  nocteque 
Mgida  appropinquante  iterum 
congelatur,  oontrahitur  atque 
condensatur  a6r  ille  inclusus 
—  tantum  aquae  ex  olla  •  C  •  in 
fistulam  plumbeam  ezsugitur, 
quantum  aeris  in  rarefaciendo 
est  ezhalatum. 

Es  liegt  gewiss  die  Frage 
nahe,  ob  nicht  die  von  Fludd  erwähnte  Handschrift  noch  existire.  Und 
falls  man  etwas  Aehnliches  entdeckt,  könnte  man  versucht  sein,  es  mit 
den  Fludd'schen  -Angaben  in  Verbindung  zu  bringen,  zumal  wer  etwa  ver- 
nimmt, dass  sich  gerade  an  dem  Orte,  au  welchem  Fludd  sich  vor  dem 
Erscheinen  sein^  Philosophia  Mojsaica  aufhielt,  nämlich  in  London,  that- 
sächlich  etwas  Aehnliches  findet.  Ehe  wir  aber  darauf  näher  eingehen, 
müssen  wir  noch  einiges  vorausschicken. 

Im  Ausgange  des  dritten  Jahrhunderts  vor  Christi  Geburt  lebte  ein 
Mechaniker  Philon,  welcher  aus  Byzanz  stammte.  Er  unternahm  im 
späteren  Lebensalter  noch  zu  seiner  Fortbildung  weitere  Beisen  und  kam 
dabei  auch  nach  Bhodos  und  Alexandria.  In  letzterer  Stadt  lernte  er 
mechanische  Kunstwerke  mannigfacher  Art  kennen,  wie  die  des  Etesibios, 
eines  alexandrinischen  Erfindergenies,  der  auch  auf  dem  Gebiete  der  Pneu- 
matik Bühmliches  geleistet  hat.  Philon  fasste  seine  physikalischen  Kennt- 
nisse und  die  verschiedenen  Arten  ihrer  praktischen  Verwerthung  in  einem 
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Fig.  5. 


grossen  Werke  zusammen,  welohes  er  ^Handbuch  der  Mechanik'  (^Mrix^vuiii 
(fvvrtx^Lg^  Mechanische  Zusammenstellung)  betitelte  und  you  welchem  leider 
nur  wenige  Bruchstücke  erhalten  sind.  Zu  diesen  Fragmenten  gehört  auch 
eine  Abhandlung  über  die  Pneumatik,  welche  aber  nicht  in  dem  originalen 
griechischen  Wortlaute  uns  überkommen  ist,  sondern  nur  in  der  lateinischen 
Uebertragung  einer  wohl  gleichfalls  verlorenen  arabischen  üebersetzung  vor- 
liegt.  Der  lateinische  Titel  lautet:  *De  ingeniis  ^riiuälibtis,  TJeber  die  Dmck- 

werke*})  Dort  wird  von  Philon 
das  Thermoskop  folgendermassen 
beschrieben:  *Man  stelle  eine  Blei- 
kugel (Fig.  5)^)  von  massiger 
Orösse  her,  die  inwendig  leer 
(hohl)  und  geräumig  ist.  Sie  sei 
weder  zu  dünn,  um  nicht  gleich 
zu  platzen,  noch  zu  schwer,  aber 
ganz  trocken.  Man  durchbohre  sie 
oben  und  setze  eine  gebogene  Röhre  ein,  die  fast  bis  auf  den  Boden  reiche. 
Das  andere  Ende  dieser  Bohre  stelle  man  in  ein  anderes,  mit  Wasser  gefUltes 
Oefäss.  Dieses  Ende  reiche  wie  in  der  Kugel  fast  bis  auf  den  Boden,  um 
den  Ausfluss  des  Wassers  zu  erleichtem.  Die  Kugel  sei  a,  die  Bohre  &, 
das  Gefäss  g.  Ich  behaupte  also,  wenn  man  die  Kugel  in  die  Sonne  stellt, 
so  wird  nach  Erwärmung  der  Kugel  ein  Theil  der  in  der  Bohre  einge- 
schlossenen Luft  hinausgehen.  Dies  kann  man  daran  sehen,  dass  die  Luft, 
welche  aus  der  Bohre  ins  Wasser  strömt,  das  Wasser  in  Bewegung  setzt 
und  eine  Luftblase  nach  der  anderen  hervorruft.  Wird  aber  die  Kugel  in 
den  Schatten  oder  an  eine  Stelle  gesetzt,  zu  der  kein  Sonnenstrahl  dringt, 


1)  Man  findet  den  lateinischen  Text  bei  V.  Robb  Aneedota  Graeca  et  Grae- 
cölatina  II,  807  f.;  femer  in  neuer  lateinisch -deutscher  Bearbeitang  im  ersten 
Bändchen  der  in  Vorbereitung  befindlichen  griechisch -deutschen  Heronaasgabe 
der  Bibliotheca  Teubneriana.  Die  Hofbinng,  dass  die  arabische  HandBchrift  966 
der  Bodleiana  in  Oxford  den  arabischen  Text  zu  Philons  Pneamatik  enthalte,  hat 
sich  leider  nicht  erfüllt.  Herr  Baron  Carra  de  Vaux,  Ch&tean  de  Rieax  bei  Mont- 
mirail,  welcher  im  zweiten  Bändchen  der  Heronaasgabe  die  von  ihm  entdeckte, 
als  Ganzes  nur  arabisch  überlieferte  Mechanik  Herons  auf  neuer  Grundlage  mit 
beigefügter,  deutscher  Uebersetzung  des  Herrn  Privatdocenten  Dr.  Nix  in  Bonn 
ediren  wird,  hat  auf  meine  Bitte  die  Liebenswürdigkeit  gehabt,  die  erw&hnte 
arabische  Handschrift  zu  untersuchen  und  mir  ein  Inhaltsverzeichniss  der  einaelnen 
Kapitel  mitgetheilt.  Es  stehen  allerdings  eine  Anzahl  unbekannter  und  nicht 
uninteressanter  Philonischer  Apparate  (Druckwerke,  kleinere  Automaten  u.  dgl.) 
darin,  aber  anscheinend  nichts,  was  sich  mit  dem  Über  de  ingeniis  spiritnalibas 
in  Verbindung  bringen  liesse. 

2)  Vgl.  bei  Rose  a.  a.  0.  die  handschriftliche,  geometrische  Zeichnung. 
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so  steigt  das  Wasser  durch  die  Bohre  empor  und  fliesst  bis  in  die  Engel. 
Stellt  man  die  Kngel  nachher  wieder  in  die  Sonne,  so  wird  das  Wasser 
in  jenes  GefUss  zurückfliessen.  So  oft  man  den  Vorgang  wiederholt,  zeigt 
sich  dieselbe  Erscheinung.  Dieselbe  Wirkung  erzielt  man,  wenn  man  die 
Kugel  durch  Feuer  erhitzt  oder  heisses  Wasser  darauf  giesst.  Wird  sie 
dagegen  abgekühlt,  so  steigt  das  Wasser  wieder  auf*. 

Dass  die  eben  beschriebene  Vorrichtung  ein  Thermoskop  ist,  welches 
im  Principe  mit  den  erwähnten  modernen,  als  Vorläufer  des  Thermometers 
geltenden  Thermoskopen  übereinstimmt,  steht  wohl  ausser  Zweifel.  Ist 
dem  aber  wirklich  so,  so  tritt  nunmehr  die  Prioritätsfrage,  die  Nelli  nicht  mit 
Unrecht  gegen  Drebbel  und  andere^)  zu  Gunsten  Galileis  entschied,  in  ein 
anderes  Stadium,  insofern  das  erste  Thermoskop  um  mehr  als  2000  Jahre 
eher  anzusetzen  ist,  als  man  bisher  gethan  hat.  Es  kann  daher  keine  Frage 
sein,  dass  die  Priorität  der  Erfindung  dem  Alterthume  zukommt 
und  dass  die  beginnende  Neuzeit  nur  den  Anspruch  erheben  darf,  das 
Thermoskop  durch  die  Gradeintheilung  yervollkomumet  und  dadurch  aller- 
dings dem  Thermometer  vorgearbeitet  zu  haben.  Ob  nicht  auch  das  Alter- 
thum  noch  die  doch  sehr  nahe  liegende  Graduirung^)  vorgenommen  hat, 
steht  dahin.  Ueberliefert  ist  davon  nichts;  aber  man  bedenke,  wie  viel 
Litteratur  des  Alterthums  gerade  über  die  Gebiete  der  exakten  Wissen- 
schaften uns  verloren  gegangen  ist! 

Es  drängen  sich  nunmehr  verschiedene  Fragen  von  selbst  auf,  die 
man  freilich  nicht  mit  Sicherheit  oder  Wahrscheinlichkeit  wird  beant- 
worten können.  Zunächst  die:  Hatte  Fludd  etwa  ein  Manuscript  von 
Philons  ^liber  de  ingeniis  spiritualibus'?  Wer  weiss,  dass  thatsächlich  diese 
Schrift  ausser  in  anderen  in  einer  Londoner  Handschrift,  welche  sich  aus 
Stücken  des  12.  bis  14.  Jahrhunderts  zusammensetzt,  überliefert  ist,  wird 
nicht  abgeneigt  sein,  dies  für  möglich  zu  halten.')  Aber  sicher  ist  das  nicht. 
Denn  im  einzelnen  weicht  Fludd  in  seiner  Beschreibung  von  Philon  ab, 
auch  hat  Fludd  schon  die  Gradeintheilung,  wenigstens  in  seiner  Figur. 
Dazu  kommt,  dass  in  der  Londoner  Handschrift  irrthümlicherweise  die 
Philonische  Schrift  dem  Aristoteles  zugeschrieben  wird,  dessen  Namen  Fludd 
doch  vermuthlich  erwähnt  hätte.  Dass  der  Philonische  Abschnitt  der  Hand- 
schrift dem   14.  Jahrhundert  angehört  und  nicht,  wie  man  nach  Fludd's 


1)  Bacon  von  Vernlam  erwähnt  die  vitra  calendaria  erst  1620  und  Sarpi 
nennt  das  Thermoskop  erst  161 7.    Es  kommen  also  beide  nicht  weiter  in  Betracht. 

2)  GradoiruDgen,  wenn  auch  anderer  Art,  kommen  z.  B.  in  Herons  Druck- 
werken wiederholt  vor.    Vgl.  Heron.  op.  vol.  I,  286.  296  »  p.  216.  218  Th^venot 

8)  Merkwürdig  ist,   dass  Fludd   noch   einen  anderen   Philonischen  Versuch 
(Kap.  8  »  808,  6-309,  9  Rose)  kennt. 
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Angabe  vermutheD  muss,  dem  12.,  ist  wohl  von  geringerer  Bedentong.  Er 
könnte  sich  ja  über  das  Alter  dieses  Theiles  der  Handsekrift  geirrt  haben, 
wie  es  auch  heute  noch  vorkommt.  Hätte  Flndd  trotz  alledem  den  Philon 
benutzt,  so  zeigt  er  jedenfalls  keine  sklavische  Abhängigkeit. 

Sollte  femer  Galilei  deswegen  des  Thermoskops  in  seinen  Werken 
nicht  gedacht  haben,  weil  er  etwa  selbst  durch  eine  solche  antike  Be- 
schreibung angeregt  war  und  demgemäss  es  nicht  als  seine  Erfindung  im 
eigentlichen  Sinne  betrachtete?  Es  ist  zwar  sicher,  dass  Oalilei  ausser 
Aristoteles  von  SchriftsteUem  des  Alterthums  noch  Archimedes,  Apollomus, 
Ptolemaeus,  Fragmente  des  Heraclides  Ponticus,  Heron^)  u.  a.  studiert  hat 
und  wohl  auch  Anregungen  von  ihnen  empfangen  haben  mag,  aber  Philon's 
Namen  haben  wir  in  der  neuen  Galileiausgabe  nicht  finden  können. 
Wenn  man  nun  die  Bestimmtheit  von  Sagredo's  Worten:  ^Das  von  Eurer 
Herrlichkeit  erfundene  Instrument'  ins  Auge  ÜEisst  und  dazu  aus  einem 
späteren  Briefe  Sagredo's  an  Galilei  die  Worte  nimmt:  ^da,  wie  Sie  mir 
schreiben,  Sie  der  erste  Verfertiger  und  Erfinder  gewesen  sind"),  so  wird 
man  Bedenken  tragen,  die  Selbständigkeit  der  Galileischen  Erfindung  in 
Zweifel  zu  ziehen. 

Noch  weniger  sicher  sind  wir  bei  Porta.  Schon  bei  der  Camera 
obscura,  welche  gewöhnlich  als  Portas  eigenthümliche  Erfindung  gilt,  ist 
man  im  Zweifel,  ob  er  sie  zuerst  erfanden  oder  nur  vervollkonunnet  habe.') 
JedenfjEills  war  er  eifrig  auf  das  Sammeln  antiker  Handschriften  bedacht, 
um  dieses  oder  jenes  daraus  für  seine  Zwecke  zu  verwerthen  (requirenü 
mihi  veterum  in  omni  rerum  genere  quaedam  manuscripta  monumenta, 
ut  arcani  quid  et  abditi  inde  depromerem).  So  ist  es  z.  B.  sicher,  dass 
Porta  die  Pneumatik  und  die  Automatentheater  Heron's  kannte;  er  erwähnt 
ausser  anderem^)  Heron's  Wasserorgel  (Heron.  op.  I,  192  ff.  ^  p.  228  Th.) 
und  bezeichnet  einen  Heronsbrunnen  (Heron.  op.  I,  170  ff.  «»  p.  190Th.) 
als  ^pulcherrima  fontis  structura'.  Es  ist  daher  die  Möglichkeit,  dass 
Porta  durch  eine  antike  Beschreibung  des  Thermoskops  angeregt  sei,  nicht 
ganz   ausgeschlossen,    aber  Bestimmteres  lässt  sich  nicht  ermitteln.     Nur 


1)  Bemerkenswerth  ist,  dass  Galilei  in  einem  Briefe  vom  11.  Januar  1694  an 
Alyise  Mocenigo  (Ventnri  a.  a.  0.  I,  12)  eine  aasführliche  Dantellong  des  in 
Herons  Pneumatik  (Heron.  op.  1, 266  «  p.  222  Th.)  beschriebenen  HeroDsbrunnens 
giebt,  mit  ausdrücklicher  Beziehung  auf  Heron  und  in  freier  lateinischer  Be- 
arbeitung. (S.  die  Einleitung  Heron.  op.  I  zu  Fig.  66.)  Ventari  I,  21  hält  es  für 
wahrscheinlich,  dass  Galilei  die  Idee  seines  Thermoskops  von  Heron  empfing. 

2)  Vgl.  Heller  Geschichte  der  Physik  I,  889. 

3)  Vgl.  Heller  GesMchU  der  Physik  1, 808  u.  Poggendorff  (7esc^.  d.  Phys.  8. 1S6. 

4)  Vgl.  noch  J.  L.  Heiberg  Nogle  Eftervirkninger  af  graesk  Me€han{k  in  den 
Eongelige  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Forhandlinger  i  Aaret  1886,  8.  8. 
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sei  noch  daxaaf  hingewiesen,  wie  Porta  zuerst  die  auch  bei  Philon  er- 
wähnten Luftblasen  besonders  hervorhebt.  Porta  wollte  übrigens  weniger 
die  Wärme  oder  Kälte  messen  als  den  Orad  der  Verdünnung  der  Luft 
durch  die  Wärme  bestimmen. 

Die  Schriften  Philons  vonByzanz  sind  schon  im  Alterthume  selbst  von 
Heron  aus  Alexandria,  welcher  vermuthlich  noch  im  ersten  Jahrhundert 
nach  Christi  Geburt  lebte,  benutzt  worden.  Heron  citirt  Philon  mit  Namen 
in  seinem  Werke  über  die  Automatentheater  (Heron.  op.1, 404, 10  =  p.  263  Th.). 
Auch  in  der  Pneumatik  scheint  Heron  den  Philon  öfter  zu  Bathe  gezogen  zu 
haben.  Wenigstens  weisen  mehrere 
von  Heron's  Druckwerken  eine  auf- 
fallende Aehnlichkeit  mit  Philoni- 
sehen  Druckwerken  auf  (z.  B.  der 
Kapselheber  Heron.  op.  I,  41  ff. 
=  p.  156  Th.  mit  Phüon  Kap.  10 
=  p.  310,  3—12  Rose,  das  con- 
stante  Niveau  Heron.  op.  1,  103  ff. 
«=  p.  173  Th.  mit  Philon  Kap.  12 
=  p.  311,  9  ff.  R.),  wie  sie  nicht 
minder  in  der  ihrer  Pneumatik 
voraufgehenden  Einleitung  über 
die  Theorie  des  Vacuum  über- 
einstimmen.    So  mag  denn  wohl 

Philons  Thermoskop  auch  Heron  den  Anstoss  zu  einer  ähnlichen  Vorrichtung 
gegeben  haben  (Heron.  op.  1, 225  =  p.  200  Th.).  Im  Princip  stimmt  Heron 
mit  Philon  überein,  aber  im  einzelnen  ist  die  Ausführung  verschieden. 
Nach  Heron  wird  eine  theilweise  mit  Wasser  gefüllte  Kugel  sS  (Fig.  6)  von 
der  Sonne  erwärmt.  Dadurch  wird  die  Luft  in  derselben  ausgedehnt,  übt 
auf  das  in  der  Kugel  enthaltene  Wasser  einen  Druck  aus  und  drängt  es  mit 
Hilfe  der  an  beiden  Enden  offenen  Röhre  i}  durch  einen  Trichter  in  die 
Basis  aßyS,  Wird  die  Kugel  abgekühlt,  so  zieht  sich  die  Luft  in  der» 
selben  zusammen,  und  das  Wasser  steigt  durch  eine  zweite,  vom  Boden 
der  Basis  oben  in  die  Kugel  führende  Röhre  aus  der  Basis  wieder  nach 
der  Kugel.  ^) 


1)  Wenn  die  Röhre  i}  aufhört  za  fliessen,  so  wird  freilich  die  atmosph arische 
Luft  bestrebt  sein,  durch  diese  in  den  Inf t verdünnten  Raam  der  Engel  zu  gelangen, 
aber  da  sie  ihren  Weg  dnrchs  Wasser  nehmen  müsste  and  nur  in  Form  von  Luft- 
blasen hineingelangen  könnte,  so  dürfte  doch  die  beabsichtigte  Wirkung  erreicht 
sein,  ehe  die  atmosphärische  Luft  in  grösserer  Quantität  in  den  Inftverdünnten 
Raum  der  Kugel  eintritt. 


Digitized  by 


Google 


172 


Wilhelm  Schmidt: 


Flg.  7. 


An  Heron  knüpft  erst  im  Jahre  1612  Santorio,  Professor  der 
Medicin  in  Padua,  wieder  an.  In  einem  medicinischen  Werke,  welches  im 
genannten  Jahre  erschien,  erwähnt  er  das  Thermoskop  zum  ersten  Male 
ganz  allgemein.  Genauere  Angahen  gieht  er  in  einer  anderen,  im  Jahre 
1625  herausgegebenen  Schrift.^)  Dort  heisst  es:  ^Secunda  figura  est  vas 
vitreum,  quo  facillime  possumus  singnlis  horis  dime- 
tiri  temperatnram  frigidam  Tel  calidam  et  perfeete 
scire  singulis  horis,  quantum  temperatura  recedat  a 
natnrali  statu  prius  mensurato.  Quod  yas  ab 
Herone  in  alium  usum^)  proponitur.  Nos  vero 
illud  accommodavimus  et  pro  dignoscenda  tempera- 
tura calida  et  frigida  aens  et  omnium  partium 
corporis  et  pro  dignoscendo  gradu  caloris  febridtan- 
tium.'  Ob  und  welche  Aenderungen  Santorio  etwa 
an  der  Heronischen  Vorrichtung  vorgenommen  hat, 
kann  ich  hier  leider  nicht  feststellen. 

Die  Form  eines  modernen  Thermometers  zeigt 
anscheinend  zuerst  das  Instrument,  welches  Telionx, 
ein  römischer  Ingenieur,  im  Jahre  1611  in  seiner 
Matematica  meravigUosa^)  erwähnt.  Telioux  füllt 
die  Blase  einer  Betorte  (Fig.  7)  zu  drei  Viertel  mit 
Wasser  und  setzt  eine  andere  Retorte  in  die  Eöhre 
der  ersten.  Wird  die  untere  Blase  erwärmt,  so 
steigt  das  Wasser  in  der  inneren  Bohre  empor,  wird 
sie  abgekühlt,  so  föllt  es  wieder  zurück.  An  den 
Seiten  der  Bohren  ist  eine  Scala  angebracht.  So 
verschieden  auch  auf  den  ersten  Blick  in  ihrer  äusseren  Einrichtung  der 
Heronische  Apparat  und  Telioux'  Lufbthermometer  erscheinen  mögen, 
so  finden  doch  im  Grunde  in  beiden  dieselben  physikalischen  Vorgänge 
statt.  Nur  hat  Telioux,  vielleicht  unabhängig  von  Heron,  ganz  abgesehen 
von  der  Scala,  die  Sache  einfacher  und  praktischer  eingerichtet,  indem  er 
statt  der  zwei  Heronischen  Bohren  nur  eine  einzige  nahm  und  statt  wie 
Heron  das  bei  der  Hitze  ausströmende  Wasser  in  eine  unter  der  Engel 
befindliche  Basis  zu  leiten,  es  in  eine   vertikal  darüber  stehende  Betorte 


1)  Die  Originalaasgabe  war  mir  leider  nicht  zugänglich.  Die  citirten  Worte 
finden  sich  bei  Nelli  I,  81.  Ich  bedauere  lebhaft,  dass  ich  aas  dem  angeführten 
Grande  Santorios  Figar  nicht  vorführen  kann.  Vermnthlich  stimmt  sie  mit  der 
Heronischen  (Fig.  6)  überein. 

2)  Herons  Apparat  hiess  bei  den  Alten  Mie  Traufe'  (Libäa). 

3)  Vgl.  Libri  a.  a.  0.  IV,  471. 
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steigen  l&sst.  Aber  hier  wie  dort  wirkt  die  Wärme  anf  ein  Oefäss  mit 
Wasser  ein  nnd  bringt  die  Flüssigkeit  aus  einem  geschlossenen^)  Banme 
zum  Ausfluss,  und  hier  wie  dort  führt  die  Abkühlung  die  ausgeströmte 
Flüssigkeit  zurück.  Beim  Thermoskope  Philons,  Galileis  u.  s.  w.  wirkte 
dagegen  die  Wärme  nur  auf  ein  lufterfülltes  Gefäss  ein  und  beeinflusste 
entweder  kaum  das  Wasser  in  dem  offenen  Gefässe  oder  brachte  es  in 
der  Röhre  zum  Sinken  und  drängte  es  ins  Gefäss  zurück,  während  erst  die 
Kälte  eine  steigende  Bewegung  des  Wassers  herbeiführte  und  das  Steigen 
selbst  auch  der  Veränderlichkeit  des  Luftdrucks  unterworfen  war. 


1)  DasB  Teliooz  das  Thermoakop  gänzlich  dem  Einflüsse  des  verilnderlichen 
Lnftdmckes  entcog,  war  wohl  der  bedeutendste  Fortschritt;  bei  Heron  ist  immer 
noch,  wenigstens  während  der  Abkühlung,  eine  gewisse  Einwirkung  des  Luftdrucks 
denkbar,  üebrigens  hält  J.  G.  Poggendorff  Geschichte  der  Physik  S.  268  im  Gegen- 
satz zu  Libri  a.  a.  0.  es  für  ungewiss,  ob  Telioux*  Thermometer  luftdicht  gewesen 
sei.  Die  Worte:  'che  non  possa  pigliare  aria  dass  sie  keine  Luft  hineinlassen 
kann'  beziehen  sich  allerdings  nur  anf  die  innere  Bohre;  es  wird  aber  doch  zu 
Anfang  gesagt,  dass  die  äussere  Betorte  nur  so  yiel  grösser  sein  soll,  als  nöthig 
ist,  um  die  zweite  Röhre  hineinschieben  zu  können.  Man  beachte  auch,  dass 
Telioux  die  Wärme  auf  die  untere  Blase  einwirken  lässt.  Stände  diese  aber  mit 
der  atmosphärischen  Luft  in  Verbindung,  so  würde  das  Wasser  überhaupt  nicht 
steigen;  denn  die  Luft,  welche  bei  völliger  Abgeschlossenheit  durch  ihre  Aus- 
dehnung das  Steigen  bewirkt,  würde  in  jenem  Falle  nach  aussen  entweichen.  Aus 
Teliouz'  Figur  darf  man  keine  Schlüsse  ziehen;  sie  ist  in  Hinsicht  auf  die  Luft- 
dichtigkeit ungenau  gezeichnet.  Ein  praktischer  Versuch  hat  uns  ausserdem  die 
Notwendigkeit,  dass  die  äussere  Betorte  luftdicht  sei,  bestätigt. 
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Am  St.  Johannistage  1574  wurde  im  Strassburger  Münster,  jenem 
altehrwürdigen  Denkmal  deutscher  Baukunst,  ein  Kunstwerk  eingeweiht, 
das  zwei  Jahrhunderte  hindurch  bewundert  und  gepriesen  wurde,  jene  be- 
rühmte astronomische  Uhr,  welche  Eonrad  Dasjpodius  im  Verein  mit 
David  Wolckenstein  aus  Breslau  und  Tobias  Stimmer  nebst  den  Gebrüdem 
Habrecht  aus  Schaffhausen  geschaffen  hatte.  Das  Interesse  für  astronomische 
Dinge  war  im  16.  Jahrhundert  bedeutend.  War  es  doch  in  diesem  Nicolaus 
Copernicus  vorbehalten ,  eine  Weltordnung  zu  stürzen,  die  mehr  denn 
anderthalb  Jahrtausende  fast  unangefochten  in  Geltung  gewesen  war.  Jenes 
Interesse  beschränkte  sich  aber  nicht  auf  die  Männer  der  Wissenschaft, 
sondern  muss  auch  in  weitere  Kreise  gedrungen  sein,  wie  eine  Anzahl  ge- 
rade in  diesem  Jahrhunderte  angefertigter  astronomischer  Kunstuhren  be- 
weist. Es  gab  solche  ausser  in  Strassburg  auch  in  Cassel  (aus  dem 
Jahre  1561),  Dresden  (1568),  Marburg  (1575)  und  Prag  (1592)*).  Dass 
sie  sich  noch  dem  Ptolemäischen  Weltsystem*)  anschliessen,  wird  den  nicht 
wunder  nehmen,  der  weiss,  dass  selbst  Tycho  Brahe  sich  von  der  Richtig- 
keit von  Copernicus*  heliocentrischem  Systeme  nicht  hatte  überzeugen  könnnen. 
Bei  der  Strassburger  astronomischen  ühr  könnte  allerdings  leicht  jemand 
eine  unbewusste  Ironie  darin  finden,  dass  ihr  Urheber  Dasypodius,  kurz  bevor 
er  mit  der  Herstellung  der  ühr  beauftragt  wurde,  eine  Schrift,  die  zu 
Copernicus  in  Beziehung  stand'),  veröffentlichte  und  femer  an  dem  Ge- 
wichtsthurme  der  ühr  *des  herrlichen  und  Gelehrten  Mathematici  Nie. 
Copemici  warhafffcige  abconterfet'  (so!)  malen  liess,  ohne  dass  die  ühr 
selbst  dessen  epochemachendes  System  zum  Ausdruck  brachte. 


1)  Vgl.  C.  Alhard  von  Brach  Die  /tu  Marburg  im  mathefnaUsch-phytikälischen 
Intiüut  befindliche  GJcbusuhr  Wilhelms  IV.  von  Hessen  als  Kunstwerk  und  astro- 
nomisches Inttrument.    Marburg  1894,  8.  6.  11. 

8)  Dies  ist  von  der  Gasseier  bestimmt  überliefert.  Mit  der  letzteren  stimmt 
die  Dresdener  überein.  Auch  die  Strassborger  gründete  sich  auf  das  Ptolemäische 
System,  wie  der  Sonnenseiger  auf  dem  Astrolabium  znr  Genüge  darthut;  denn  er 
dreht  sich  inmitten  der  Planetenzeiger  in  einem  Jahre  in  dem  Thierkreise. 

8)  HypoiyposesorbiumeaelesiiumcongruenUscumtdbu^ 
seu  ttiam  tdbuliB  Prutenicis  editae  a  Ciinrado  Da8yx>odio.     Argent.  1668.     Vgl. 
J.  G.  L.  Blomhof  Vom  aiten  Jlilaihematiker  Conrad  Da^^ypodius.  GOttbgen  1796,  8. 20. 
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Konrad  Dasypodius  (zu  deutsch  ^Raohfass  oder  Has')  war  der  Sohn 
des  Schweizer  Humanisten  Petras  Dasypodius,  den  wir  zuletzt  in  Sirass- 
burg finden.  Die  Lebensjahre  seines  Sohnes  Konrad  umfassen  die  Zeit  von 
1530  bis  1600.  Konrad  Dasypodius  war  an  der  Akademie  in  Strassburg 
als  Professor  der  Mathematik  thätig,  studierte  eifrig  die  antiken  Mathe- 
matiker, von  denen  er  selbst  mehrere,  unter  anderen  Euklid  wiederholt 
(1Ö64,  1Ö70  f.),  im  Druck  erscheinen  liess,  und  war  in  Wort  und  Schrift 
beflissen,  das  Studium  der  Mathematik  zu  heben.  Von  28  Schriften  des 
Konrad  Dasypodius,  welche  Blumhof  anführt,  weisen  20  schon  im  Titel 
auf  die  Beziehung  zu  der  antiken  exakten  Wissenschaft  hin,  und  unter  den 
übrigen  dürften  auch  noch  mehrere  in  ihrem  Inhalte  sich  an  die  klassische 
Wissenschaft  anlehnen.  Dasypodius  beschäftigten  nicht  bloss  die  Mathe- 
matiker, wie  ApoUonius,  Theodosius,  Serenus,  Diophantus^  Pappus  ausser 
Euklid,  sondern  auch  die  Astronomen  wie  Autolykos,  Ptolemäns  und 
Hypsikles,  der  Optiker  Damianos,  die  Mechaniker  wie  Ktesibios,  Philon 
von  Byzanz,  Athenaeus  und  Heron  von  Alezandria.  Von  Autolykos  gab 
Dasypodius  1572  die  beiden  Schriften  IIsqI  Tiivoviiivtig  atpaiQag  ^üeber  die 
Bewegung  einer  Kugel'  und  üeQi  inttol&v  xal  övasoav  ^Vom  Auf-  und 
Untergang  der  Fixsterne'  heraus,  zu  Ptolemäus  schrieb  er  Scholien.  Von 
Heron  aus  Alexandria  veröffentlichte  er  im  Anschluss  an  das  1.  Buch  von 
Euklids  Elementen  Vocabula  quaedam  geometrica'^),  ebenso  8  Jahre  später 
^Hieronis  (=  Heronis)  Alexandrini  nomenclaturae  vocabulorum  geometri- 
corum  translatio' ^).  Dasypodius  kennt  ferner  aus  eigener  Lektüre  die 
Belopoiika  (Geschützbau),  die  Dioptra  (Niveliirinstrument),  die  Pneumatik 
(Druckwerke),  die  Automaten  (Automatentheater),  den  Barulkos  (Hebe- 
winde) Herons.  Dass  er  sie  wirklich  studirt  hat,  beweisen  viele  Stellen 
über  den  Inhalt  der  genannten  Schriften  in  der  Abhandlung,  welche  er 
seiner   Beschreibung    der    Strassburger    Münsteruhr    vorausschickt').      Da 


1)  EuclidiB  Elementorum  Über  primua.  Item  Heronis  Älexandrini  vocabula 
quaedam  geometrica:  antehac  nanqoam  edita,  graece  et  latine.  Argentinae  1571. 
Das  sind  die  X>ifoi  oder  Definitionen  des  Heron.  Vgl.  F.  Hnltsch  Heronis  AleacoM- 
drini  geometricorum  e#  stereometrieorum  reliquiae,    Berolini  1864,  S.  IX. 

2)  Der  genauere  Titel  lautet:  Oratio  Conradi  Dagypodü  de  diseipUnis  maffie^ 
maticis.  Eiusdem  Hieronis  etc.  vocah.  geom.  transiatio,  Eiosdem  lexieon  meMe- 
maiieum  ex  diversis  collectum  antiquis  scriptis. 

3)  Diese  Beschreibung  ist  in  einer  deutschen  und  lateinischen  Ausgabe  vor- 
handen, von  denen  die  deutsche  etwas  ausführlicher  ist.  Die  Titel  lauten:  Cmi^ 
radi  Dasypodii  Warhafftige  Äusslegung  imd  Beschreyhung  des  Astronomischen 
ührwercks  mu  Strassburg.  Strassburg  11.  Mai  1580.  Die  eigentliche  Beschreibnng 
der  Uhr  ist  hiemach  wieder  abgedruckt  in  der  Elsassisehen  und  Strassburgiseken 
Chronieke  von  Jacob  von  Känigshoven  herausgeg.  Ton  D.  Johann  Schiltem.    Stms»^ 
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Dasypodios  auch  Herons  meclianiBch-physikalische  Werke  Bcbon  um  1571 
gelesen  baben  wird,  aber  der  griecbiscbe  Text  erst  1693  zum  ersten  Mal 
gedruckt  ist  und  die  älteste  yollständige  (lateinische)  Uebersetzung  der 
Pneumatik  von  Commandini  erst  1575,  die  älteste  (italieniscbe)  Ueber- 
setzung der  Automaten  von  Baldi  erst  1589  im  Druck  erschienen,  so  leuchtet 
ein,  dass  Dasypodius  tlber  Herons  mechanisch-physikalische  Werke  etwas 
Handschriftliches  besessen  haben  muss.  War  dies  eine  Uebersetzung  oder 
der  Originaltext?  Es  ist  wahrscheinlich,  dass  Dasypodius  sich  um  Heron- 
handschriften  bemühte.  Wenigstens  schrieb  er  an  den  erwähnten  Comman- 
dini, einen  gelehrten,  aber  in  Yorurtheilen  befangenen  Arzt  aus  Urbino. 
Als  guter  Katholik  hielt  dieser  es  ftlr  unthunlich,  sich  einem  schmutzigen 
Ketzer  geföllig  zu  erzeigen;  er  fOrchtete  sich  dadurch  zu  beflecken  (vgl. 
CHomale  äff  letterati  d'Italia  XIX,  180:  ^non  giudico  bene  Tuomo  Catolico  il 
contaminarsi  con  Tamicizia  di  persona  imbrattata  e  lorda  dal  fange  deir 
Eresie'l)^).  Yielleicht  sah  Commandini  in  Dasypodius  auch  einen  Concur- 
renten.  Im  Besitz  von  Heronhandschriften  war  derzeit  auch  Petrus  Bamus, 
jener  aufrichtige  Verehrer  deutscher  Gelehrsamkeit,  der  1572  ein  Opfer 
der  Bartholomäusnacht  wurde ^).  Das  bezeugt  er  selbst  mit  folgenden  Worten: 
^Studiose  vel  curiose  potius  Heronis  opera  nobis  exquisita  sunt,  tandemque 
e  yariis  bibliothecis  coUecta  graece  et  manu  descripta  nvtv\uxttiMc  (Druck- 
werke) integra,  aizoiiat(movfixMa  (Automatentheater)  multis  locis  corrupta, 
fragmenta  quaedam  geodaetica:  alia  yero  pleraque  Heronis  praedicantur, 
ut  de  macbinis  bellicis  earumque  figuris  eleganter  descriptis  nen/i  ßsXoTtottäg 
(Geschützbau)  etc.'    Mit  diesem  Gelehrten,  den  Dasypodius  vielleicht  1569 


bnrg  1698.  Die  lateinische  Beschreibung  schliesst  sich  an  die  üniverBitätsoach- 
richten  des  Jahres  1680:  Cnnradi  Dasypodii  Heron  meehanicua  seu  de  mechani- 
eis  artibus  atgue  discifiinis.  Einsdem  Horologü  aetronomici  Argentorati  in  summo 
templo  erecH  deseripHo,  Argent.  6.  Jani  1680.  Mit  letzterer  Schrift  befasst  sich 
auch  J.  L.  Heiberg  NogU  Eftervirkninger  af  graesk  Mechanik  in  den  Kongelige 
Danske  Videnskabernes  Selakabs  Forhandlinger  i  Aaret  1886,  S.  9—14.  (Auf  die 
Heiberg'sche  Abhandlung  wurde  ich  aufinerkaam  durch  Herrn  Oberschulrat  Pro- 
fessor Dr.  F.  Hultsch  in  Dresden* Siriefien.)  Eine  poetische  Beschreibung  der  astro- 
nomischen Uhr  giebt  der  unglückliche  Tübinger  Professor  Frischlin  bereits  ein 
Jahr  nach  Vollendung  des  Werkes:  Carmen  de  astronomico  horölogio  Ärgentara- 
ienai  scriptum  a  M.  Nicodemo  Frischüno.    Argentorati  1675. 

1)  Denn  Eonrad  Dasypodius  war  wohl  Anhänger  der  reformirten  Lehre.  Sein 
Vater  war  wenigstens  mit  Ulrich  Zwingli  befreundet,  ward  von  diesem  an  die 
Züricher  Schola  Carolina  berufen  und  unterrichtete  später  dessen  SGhne.  Dem 
Italiener  mochte  die  zur  eyangelischen  Lehre  übergetretene  Stadt  Strassburg  über- 
haupt als  Hochburg  der  Ketzerei  erscheinen. 

8)  Vgl.  Petri  Rami  scholarum  maihemaUearum  libri  unus  et  triginta.  Frank- 
furt 1627,  S.  88.    Heiberg  a.  a.  0.  S.  10. 

12* 
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persönlich  kennen  lernte,  als  Bamus  auf  seiner  Beise  durch  Deutschland 
Stras8hnrg  berührte,  stand  Dasjpodius  in  gelehrtem  BriefwechseL  ^Dasy- 
podius  nobis  etiam  familiaribus  literis  notus,'  schreibt  Bamus  in  den  SchoL 
math.  S.  64.  Auch  an  ihn  wird  sich  Dasypodius  wegen  Handschriften 
gewandt  haben,  obwohl  das  nicht  ausdrücklich  berichtet  wird  und  infolge- 
dessen auch  nicht  bekannt  sein  kann,  mit  welchem  Erfolge.  Trotzdem 
könnten  wir,  auch  ohne  bestimmtere  Nachrichten,  vermnthen,  dass  Dasy- 
podius einen  griechischen  Herontext  besessen  haben  muss.  In  der  Ein- 
leitung zu  der  oben  erwähnten  Schrift  ^Oratio  de  disciplinis  mathematicis' 
kündigt  er  ein  Unternehmen  an,  welches  sich  zur  Aufgabe  stelle,  eine  An- 
zahl mathematischer  und  physikalischer  Schriften  des  Alterthums  in  einem 
yierbändigen  Werke  zu  vereinigen.  Diese  Sammlung  ist  zwar  niemals  er- 
schienen, aber  es  ist  kein  Zweifel,  dass  Dasypodius  seine  Vorbereitungen 
dazu  getroffen  hatte.  Er  spricht  ausdrücklich  von  der  Nothwendigkeit  einer 
^Bibliotheca  variis  yariarum  linguarum  manuscriptis  graecis  latinisque  aoü- 
quis  exemplaribus  instructissima  ^)'.  Der  vierte  Band  insbesondere  soUte 
enthalten:  iQyavanoirjxixa  (damit  sind  wahrscheinlich  des  Atbenaeus  Schrift 
ITbqI  [jLViiavfiftccxcav  (Kriegsmaschinen)  und  Biton's  KaxaCKivai  nolsfux&v  o^- 
ydvmv  xal  %axantkxuMbv  (Herstellung  von  Kriegsmaschinen  und  Geschützen) 
gemeint,  vgl.  unten  S.  182),  ßskonoifftiKa  (ohne  Zweifel  Herons  Schrift  vom 
Geschützbau),  7CV6V(U)cxiKa  iSQcevliKd  (beides  umfasst  Herons  Druckweike), 
aixofiaxoTconfixiKd  (Herons  Automatentheater),  i^iX€KxoviKd*),     Erwähnt  sei 

1)  lu  seinem  uDgedruckten  Gesuche  um  Versetzung  in  den  Euhestand  TOm 
25.  October  1697,  welches  in  Strassbnrg  im  CoUegium  Wilhelmitanum  aufbewahrt 
wird  und  mir  dank  der  Güte  des  Hm.  Dr.  Erichson  (e.  unten  S.  182,  Anm.  6)  vorliegt, 
erklärt  er,  seinem  Nachfolger  gern  mit  seiner  'Bibliotheca,  quam  ad  haec  atndia 
mediocriter  instructam  habeo',  zu  Hilfe  kommen  zu  wollen. 

2)  Es  ist  nicht  ganz  sicher,  was  damit  gemeint  idt;  vermutlich  waren  es  die 
in  der  erwähnten  Schrift  yon  Dasypodius  ins  Lateinische  übersetzten  Excerpte, 
welche  B.  SchGne  Damianos  Schrift  über  Optik,  Griechisch  und  Deutsch.  Berlin  1897, 
8.  22—80  als  Auszüge  aus  Geminos  bezeichnet,  welche  aber  noch  F.  Haltach 
Heronis  AJexandrini  geametricorum  et  atereometricorum  rdiqwiae,  Berolini  1864, 
S.  2i9,  li— 262,  22  als  Heronisch  galten,  weil  ihre  üeberlieferung  sich  oft  an 
Heronische  Schriften  anschliesst.  Vgl.  B.  Schöne,  S.  X.  Bemerkenswert  ist  jeden- 
falls, dass  die  erwähnten  Auszüge  sich  mit  architektonischer  Perapective  beschikf- 
tigen,  wie  auch  das  am  Schlüsse  derselben  stehende  Bruchstück  Ti  vb  c%i^mo- 
y^atp tnop  (Was  ist  Skenographie?),  welch  letzteres  Dasypodius  anscheinend  im 
zweiten  Bande  geben  wollte,  aber  auch  schon  a.  a.  0.  8.  18  lateinisch  übexaetst 
hat.  üebrigens  hat  Dasypodius  auch  die  übrigen  Excerpte  (Hnltsch  &  a.  O. 
8.  246,  16—249,  12  aus  Geminus,  252,  24—276,  14  aus  Proklos  mit  einigen  Ana- 
lassungen  und  276,  16 — 279,  8  aus  Anatolius  (278,  19  xb  &QXitBWK09i%ipl)  flbenetat 
und  giebt  sie  alle  für  Heronisch  aus. 
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noch,  dass  der  dritte  Band  ansser  anderem  ^Dioptrica',  ohne  Zweifel  Herons 
Schrift  IIsqI  dtAitxqaq  (s.  unten  S.  182),  enthalten  sollte^).  Dasypodins  be- 
absichtigte aach  den  erwähnten  Schriften  Figuren  beizugeben  und  zwar 
reconstruirte.  Dass  er  damals  aber  wirklich  bereits  eine  griechische  Heron- 
handscbrift  besass,  welche  fast  alle  mechanisch -physikalischen  Schriften 
Herons  enthielt,  beweist  eine  weitere  Notiz  in  der  Vorrede  der  erwähnten 
Schrift  *de  disciplinis  mathematicis':  omnia  quae  ab  eodem  Hierone  scripta 
sunt  intelligentnr,  ut  sunt  TCvcvfiaT^xa ,  idqavhoiUj  dt<mvQixcCj  xAcrcTfionra  %al 
avvofucxoTCoirivixa  et  alia  cum  huius  tum  aliorum  authorum  scripta,  quae 
penes  me  habeo  et  in  lucem  ederem,  si  consiliis  opera  auziliisve  mag- 
norum  virorum  iuvarer'.  Hier  begegnet  uns  zum  ersten  Mal  der  Ausdruck 
xXdöiiccxa.  Er  kehrt  wieder  in  der  historischen  Einleitung  des  ^Heron 
mechanicus'  in  folgendem  Zusammenhange:  ^Pneumatica  et  clasmata  (sc.  Hero) 
ita  tractat,  ut,  siquis  saltem  ea  quae  de  vacuo  proponit  legat,  summo  et 
ingenio  et  doctrina  ezcellenti  cum  praeditum  fuisse  deprehendat'.  Schon 
aus  dem  Zusanunenhange  könnte  man  wohl  entnehmen,  dass  ^pneumatica 
et  clasmata'  sich  auf  ein  Werk  beziehen  müssen.  Aber  was  sind  die  clas- 
mata (=s  nkdciuiza)?  Nichts  anderes  als  Fragmente.  Es  ergiebt  sich 
nämlich  aus  der  üeberlieferungsgeschichte  der  Heronigchen  Pneumatik,  dass 
in  irgend  einer  älteren  Handschrift  der  Pneumatik  eine  ganze  Reihe  von 
Capiteln  durch  Ausfall  mehrerer  Quatemionen  ausgelassen  war^).  Diese 
gekürzte  Pneumatik  liegt  in  yielen  handschriftlichen  Exemplaren  vor.  In 
einigen  anderen  stehen  wieder  nur  die  xiLatf/xara,  eben  die  in  der  gekürzten 
Pneumatik  fehlenden  Abschnitte.  Wieder  in  einer  anderen  kleinen  Gruppe 
von  Handschriften  sind  am  Schlüsse  der  gekürzten  Pneumatik  die  genannten 
Fragmente  sei  es  unmittelbar,  sei  «s  hinter  anderen  dazwischen  stehenden 
Werken  zugefügt  worden.  Zu  den  wenigen  Handschriften,  die  also  zwar 
die  vollständige  Pneumatik«  aber,  um  mit  Dasypodius  zu  reden,  als  ^pneu- 
matica  und  clasmata'  enthalten,  gehörte  bis  zu  ihrer  Verbrennung  im 
Jahre  1870  auch  die  Handschrift  C  III  6  des  evangelischen  Seminars 
in  Strassburg.     Zum  Glück  sind  Beschreibungen  derselben  von  Vincent') 


1)  Die  Dioptra  wird  auch  in  der  neuen  griechisch- deutschen  Heronaasgabe  der 
Bibliotheca  Teubneriana  im  dritten  Bändchen  von  Herrn  Dr.  H.  Schöne  in  Berlin 
herausgegeben  werden,  während  Herons  Pneumatik  und  Automaten  im  ersten 
Bändchen  stehen,  dessen  Erscheinen  unmittelbar  bevorsteht.  Die  Belopoiika  nebst 
der  Mechanik  und  der  Katoptrik  wird  auf  Grund  neuer  Vergleichungen  das  zweite 
Bändchen  bringen. 

2)  Vgl.  die  Einleitung  zu  Heronis  op.  1  der  Bibliotheca  Teubneriana. 

3)  Notices  et  extraüs  des  manuscrits  de  la  bibliotheque  %mp6riäle  XIX,  2. 
Paris  1868.    S.  172  und  481. 


Digitized  by 


Google 


182  Wilhelm  Schmidt: 

und  Wescher^)  sowie  ihre  Lesarten  dnrch  Friedrich  Haase*)  erhalten.  IHe 
Strassburger  Handschrift  enthielt  danach  folgende  Schriften:  Herons  Uvev- 
Ijuxrtad^  BeXoTtoirictKci^  IIbqI  iMTCxqaq^  dann  folgten  Schriften  des  Athenaeus, 
Biton  (s.  oben  S.  180)  und  ein  von  Wescher  als  Heronisch  bezeichneter 
Abschnitt,  welcher  yermuthlich  mit  den  oben  S.  180,  Anmerk.  2  besprochenen 
Stücken  identisch  ist.  Hieran  reiben  sich  Ttva  ^XdaitecTa  und  Ihq^l  ovro- 
(latonoinfivMfjg.  Den  Schluss  bildete  Euklids  Eatoptrik.  Wir  sehen,  dass 
die  Handschrift  lauter  Dinge  enthielt,  welche  Dasjpodius  in  seinem  Sammel- 
werke herausgeben  wollte^.  Zu  dieser  inneren  Besdehung  gesellt  sich 
schliesslich  auch  noch  ein  äusseres  Zeugniss.  Die  Handschrift  enthielt 
unter  dem  Deckel  den  Vermerk:  ^Mathiae  Bemeggeri  ex  biblioth.  Dasy- 
pod.  1613/*) 

Als  ich  das  Resultat  der  vorstehenden  Untersuchung  Sr.  Excellenx 
Hrn.  Wirkl.  Geh.  Bath  Bichard  Schöne  mittb eilte,  äusserte  dieser,  wenn 
dem  so  sei,  so  rtthre  wahrscheinlich  auch  die  Wolfenbtlttler  Handschrift 
August  68,  2,  welche  eine  lateinische  üebersetzung  von  Herons  Dioptra 
mit  perspectiviscben,  also  reconstruirten  Zeichnungen  enthält,  von  Dasj- 
podius  her,  wie  er  immer  vermuthet  habe.  Trotzdem  die  Schriflzüge  des 
Dasypodius  mit  denen  der  Handschrift  nicht  übereinstimmen^),  ist  dennoch 
eine  innere  Möglichkeit  für  die  Abfassung  der  lateinischen  üebersetsung 
durch  Dasypodius  dadurch  gegeben,  dass  sie  in  ihren  Lesarten  nach  Mit- 
theilung des  Hm.  Dr.  H.  Schöne  mit  der  Strassburger,  freilich  auch  mit 
einer  Pariser  Handschrift,  stimmt.  Ich  glaube  jene  Vermnthung  nun 
meinerseits  noch  durch  folgende  Erwägungen  stützen  zu  können.  Oegen 
das  Ende  der  fraglichen  Handschrift  findet  sich  von  derselben  Hand,  welche 
den  Text  geschrieben  hat,  auf  dem  Bande  (Fol.  54^)  ein  kritisirender  Hin- 
weis auf  Fig.  54  von  Bessonus  Theatrum  instrumentorufn  et  mcuHMUMrum. 
Dieses  Buch  ist  erst  1578  in  Lyon  erschienen.   «Also  muss  die  Handschrift 


1)  Poliorcäique  des  Grecs.    Paris  1867.    S.  XXXV. 

2)  Die  Haase^Bchen  Collationen  sind  jetzt  im  Besitze  Seiner  Exoellenz  des 
Herrn  Wirklichen  Geheimen  Bathes  and  Generaldirectors  der  Königlichen  Mnseen 
in  Berlin,  Professors  Dr.  R.  Schöne.  Dessen  bekannte  Liberalität  ermöglichte  mir 
die  Benutsnng  der  Haase'achen  Collationen,  die  mir  aach  in  diesem  Augenblicke 
für  die  Pneumatik  und  die  Automaten  noch  vorliegen. 

3)  'Gatoptrica'  waren  von  Dasypodias  für  den  zweiten  Band  vorgesehen.  Er 
hatte  übrigens  Euklids  Eatoptrik  schon  einmal  im  Jahre  1567  heransgegeben. 

4)  Nach  Anm.  8  könnte  Dasypodius  die  Handschrift  schon  im  Jahre  1567  be* 
sessen  haben.    In  diesem  Jahre  trat  er  die  Professur  an. 

6)  Herr  Dr.  Erichson,  Director  des  Gollegium  Wilhelmitanum  in  Btrasabuig, 
hatte  die  Liebenswürdigkeit,  zwei  eigenhändige  Schriftstücke  des  Eonrad  Dasy- 
podius (von  1662  und  1697)  zum  Vergleich  zu  übersenden. 
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nach  dieser  Zeit  entstanden  sein.  Jedenfalls  wnsste,  nach  einer  Rand- 
bemerkung auf  Fol.  44'  der  Urheber  derselben,  dass  die  berühmte  Heronische 
Dreiecksformel^)  sich  bei  Heron  dem  Jüngeren  wiederhole'),  der  dort  aller* 
dings  mit  Heron  aus  Alexandria  identificirt  wird,  ferner  bei  Jordanus  Nemo* 
rarius  (13.  Jahrb.),  Pediasimus  (14.  Jahrb.),  Tartalea  (Tartaglia  f  1557), 
Nonnesius  (Nunnez?  f  1577)^)  und  dass  Freigius,  dessen  sowohl  anderen 
als  auch  Eonrad  Dasypodius  und  David  Wolckenstein  gewidmete  ^quaestiones 
geometricae  et  stereometricae'  1583  in  Basel  erschienen^),  mit  Unrecht  be- 
haupte, sie  sei  nicht  von  Heron  überliefert.  Auch  kannte  der  Bearbeiter 
das  21.  Eapitel  der  Eesten  des  Julius  Africanus,  das  ihm  bei  der  Auf- 
gabe, von  einem  Ufer  aus  die  Breite  eines  Flusses  zu  messen  (Dioptra, 
Cap.  9,  S.  210  Yinc.  und  ebenda  S.  408),  wegen  des  gleichen  Vorwurfs 
in  Erinnerung  kommt.  Ebenso  muss  dem  Uebersetzer  die  Schrift  des 
Heron  aus  Alezandria  über  die  Automatentheater  bekannt  gewesen  sein.  Denn 
zur  Dioptra,  Cap.  17,  S.  240,  11  (jsxoivlcv  iv  ixxetafiivov  wxl  TtQoßBßaaavta- 
liivov)j  wo  von  einem  gut  ausgezogenen  und  vorher  auf  die  Probe  gestellten 
Seile  die  Bede  ist,  Erinnert  sich  der  Schreiber  einer  Stelle  der  Automaten 
(Heron.  op.  I,  344,  12  ff.  »«  S.  245  Th^venot),  an  welcher  ein  zweckent- 
sprechendes Verfahren  beschrieben  ist.  Daher  auf  Fol.  32^  die  Bandbemerkung: 
^id  quomodo  fiat  docet  (sc.  Hero)  in  automatopoeetiois'^).  Die  Handschrift 
ist  nicht  etwa  Abschrift  einer  filteren  lateinischen  Uebersetzung,  sondern  die 
Uebersetzung  ist,  wie  ihr  Titel  besagt,  nach  dem  Griechischen  gemacht 
(e  Graeco  in  Latinum  conversus).  Audi  finden  sich  an  manchen  Stellen 
Verbesserungen  in  der  Art,  wie  wenn  jemand  sein  Manuscript  behufs  Druck- 
legung nochmals  selbst  durchcorrigirt  oder  corrigiren  lässt,  so  auf  Fol.  2'  eine 
dreifache  Correctur  für  die  Uebersetzung  der  Worte  S.  174,  10,  11,  i^hvai 
roig  ßovXofAivoig  ivxvyxavovoi '.  kqIvbiv  xiiv  duttpoqiv.  Femer  sind  für  das 
Bäderwerk   von   Herons   Wegmesser   (Hodometer)    nicht   weniger  als  drei 


1)  In  Herons  neaentdeckten  Metrika  ist  die  Formel  in  einer  von  der  Dioptra 
abweichenden  Becension  überliefert.  Siehe  Band  III  der  neuen  Heronausgabe  ed. 
H.  Schöne.    (In  Vorbereitang.) 

2)  Vgl.  Martin  JRecherches  snr  la  vie  et  Us  ouvrctgea  d*H4ron  d'Älexandrie  in 
den  M^moires  präsentes  par  divers  savants  ä  Tacademie  des  inscriptiones  et  helles- 
lettres.    Paris  1864,  S.  488,  489. 

8)  Gewöhnlich  heisst  Nannez  lateinisch  Nonins.  Ein  Nonias  de  arte  navig. 
wird  auch  wiederholt  in  der  Handschrift  erwähnt.  Das  ist  auf  alle  Fälle  Nunnez, 
dessen  Schrift  ^de  arte  et  ratiane  navigandi^  zuerst  1646,  dann  1666  und  1678 
erschien. 

4)  Vgl.  Kästner,  Geaeh.  der  Mathematik,    Göttingen  1797,  II,  788. 

6)  Dass  der  Urheber  dieser  Randbemerkung  grosses  Interesse  an  der  erwähnten 
Sache  nahm,  leuchtet  ein.    Vgl.  dazu  unten  S.  188.  191. 
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verschiedene  Entwürfe  vorhanden,  von  denen  zwei  wieder  dnrchgestrichea 
sind.  So  viel  ist  also  wohl  sicher,  dass  wir  es  hier  nicht  mit  einer  ge- 
wöhnlichen Abschrift,  sondern  mit  der  Arbeit  eines  Gelehrten  des  16.  Jahr- 
hunderts zu  thun  haben,  der  ausser  anderen  Heron  und  auch  PediasimuB 
kannte,  wie  Dasypodius;  denn  auch  des  Pediasimus  gedenkt  DasjpodiuB  in 
der  Vorrede  zu  seiner  bekannten  ^Oratio  etc/ 

Nehmen  wir  einmal  an,  die  üebersetzung  rühre  wirklich  von  Dasypodius 
her,  so  bliebe  die  Frage  zu  beantworten,  auf  welche  Weise  sie  nach  Wolfen- 
büttel  kommen  konnte.  Die  Handschrift  gehört  zu  den  von  Herzog  Angost 
dem  Jüngeren,  dem  verdienstvollen  Gründer  der  Wolfenbüttler  Bibliothek, 
erworbenen.  Dieser  hatte  ständig  einen  Agenten  in  Strassbnrg,  das  war 
in  den  Jahren  1620 — 1634  der  Professor  Joachim  Cluten,  der  ihm  abge- 
sehen von  der  Mittheilung  wichtiger  politischer  Ereignisse,  auch  hin  und 
wieder  den  Ankauf  von  Büchern  vermittelte.  Darüber  giebt  eine  stattliche 
Reihe  wohlerhaltener  Briefe  Clutens  (Handschrift  88  Nov.)  an  den  Heraog 
Aufschluss  ^).  Bereits  in  diesen  Briefen  ist  wiederholt  von  einem  mathe- 
matischen Catalogus  die  Bede,  den  Cluten  am  3.  Juni  1621  (Fol.  21')  be- 
stimmt erklärt,  über  acht  Tage  absenden  zu  wollen.  Es  wird  zwar  nidit 
gesagt,  ob  es  sich  um  Handschriften  oder  Bücher  handelt.  Aber  es  geht 
doch  daraus  hervor,  dass  dem  Cluten  bekannt  war,  wie  sehr  sich  der 
Herzog  auch  für  mathematische  Dinge  interessirte.  Mehrere  Male  wird  in 
Clutens  Briefen  auch  Mathias  Bemegger  erwähnt,  dem  50  Bthll.  übergeben 
werden  sollen  (Fol.  211');  wofür,  ist  nicht  bekannt.  Dieser  Bemegger,  ein 
angesehener  Gelehrter,  Professor  der  Akademie  in  Strassburg,  üebersetzer 
einer  Schrift  Galileis  und  Herausgeber  trigonometrischer  Tafeln,  muss  aber 
damals  schon  für  den  Herzog  Bücher  besorgt  haben.  Wenigstens  findet 
sich  auf  einem  Briefe  vom  26.  Februar  1632  (Fol.  211',  von  des  Herzogs 
Hand?)  eine  Bandnotiz,  nach  welcher  ihm  ein  Buch  übersandt  werden  soll, 
^so  Bemeggerus  hat'.  Letzterer  vermittelte  nach  Clutens  Tode  für  den 
Herzog  den  Ankauf  von  dessen  Bibliothek,  von  welcher  über  die  Hälfte 
1637  nach  Braunschweig  und  später  nach  Wolfenbüttel  kam.  Zugleich 
wurde  Bemegger  bis  zu  seinem  Tode  (also  1636 — 1640)  Clutens  Nach- 
folger als  Agent  des  Herzogs.  Nach  Bemegger's  Tode  versah  dessen 
Schwiegersohn  Joh.  Freinsheim  diese  Stellung  bis  1642.  Beide  erhielten 
ebenso  wie  Cluten  ein  Jahrgehalt  (annuum  salarium)  vom  Herzog. 

Nun  liegt  es  gewiss  nicht  so  fem  zu  vermuthen,  dass  Dasypodius,  wie 
schon  ^Hieronis  nomenclatura',  auch  die  anderen  Schriften  Herons  für  sein 


1)  Vgl.  auch  Jacob  Barckhard  Historia  bibliothecae  Äugusttte.    Lipsiae  1744, 
S.  196. 
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matbematUches  Sammelwerk  lateiniscb  bearbeitete,  um  sie  in  seiner  Aus- 
gabe dem  griechiscben  Texte  zu  leiobterem  Verständnis  hinzuzufügen.  Ist 
dem  so,  so  war  es  möglieb,  dass  Bemegger,  der,  wie  uns  bekannt  (s.  oben 
S.  21),  aus  der  Bibliothek  des  Dasypodifas  die  griechische  Heronhandschrift 
erworben  hatte,  auch  die  lateinische  Bearbeitung  sich  verschaffte,  und  da 
letztere  ftlr  ihn  selber  neben  dem  griechischen  Exemplare  nicht  solchen 
Werth  haben  mochte  als  ftLr  den  von  einer  *summa  Codices  manuscriptos 
undique  coUigendi  cnpiditas'  (Burckhardt  a.  a.  0.  S.  226)  erfUllten  Herzog, 
welcher  derzeit  überhaupt  kein  Exemplar  von  Heron  besass,  so  hatte  er 
die  beste  Gelegenheit,  durch  üeberlassung  dieser  mit  nicht  unschönen 
technischen  Beconstructionen  ausgestatteten  Handschrift  sich  seinem  fürst- 
lichen Auftraggeber  und  Gönner,  von  dessen  Interesse  ftir  mathematische 
Dinge  ^)  er  wusste,  gejföUig  zu  erzeigen.  Sollte  es  nun  nach  diesen  Aus- 
einandersetzungen wahrscheinlich  sein,  dass  die  Wolfenbüttler  Dioptra  von 
Dasypodius  stammt,  so  würde  daraus  gefolgert  werden  müssen,  dass  Dasy- 
podius  in  technischen  Dingen  nicht  unerfahren  gewesen  ist.  Denn  in  des 
Dasypodius  griechischer  Handschrift  der  Dioptra  befand  sich  nach  Mit- 
theilung des  Herrn  Dr.  H.  Schöne  eine  Lücke,  welche  in  der  lateinischen 
Bearbeitung  zwar  als  solche  kenntlich  gemacht,  aber  auch  zugleich  in  sach- 
kundiger Weise  erg&nzt  ist.  Wir  werden  uns  dessen  später  wieder  er- 
innern, wollen  aber  zuvor  das  Werk  im  Umriss  skizziren,  welches  mehr  als 
alle  litterarische  Th&tigkeit  dem  Dasypodius  ein  Andenken  bei  der  Nach- 
welt gesichert  hat 

Das  ist  die  Strassburger  astronomische  Münsteruhr  ^).     Wir  geben  eine 
kurze  Beschreibung  ihrer  äusseren  Einrichtung. 

1)  Des  Herzogs  Interesse  für  mathematische  Dinge  wird  unter  anderem  da- 
durch bestätigt,  dass  er  später  den  berfibmten,  um  600  n.  Chr.  entstandenen  Codex 
Arcerianas  kaufte,  welcher  inhaltlich  in  so  naher  Beziehung  zu  Heron  steht,  dass 
mehr  als  ein  Gelehrter  die  im  Codex  Arcerianas  überlieferten  römischen  Agrimen- 
scren  geradezu  aus  Heron  schöpfen  lässt. 

2)  Ein  schöner  Kupferstich  des  Strassburger  Hohenlohe -Museums  aus  dem 
Jahre  1674  zeigt  uns  deutlich  das  Aeussere  der  Uhr  des  Dasypodius.  Der  Stich 
stand  uns  inBraunschweig  dank  der  Liebenswürdigkeit  des  Hrn.  Directors  Dr.  Seyboth 
zur  Verfügung.  Die  beabsichtigte  Reproduotion  Hess  sich  leider  nicht  ausführen,  da 
der  Stich  sich  zu  einer  Wiedergabe  durch  Autotypie  nicht  eignet.  Um  aber  das 
Verständniss  der  Beschreibung  der  Uhr  doch  etwas  zu  er  leichtem,  haben  wir  uns 
entschlossen,  eine  Zinkotypie  der  heutigen  Uhr  beizugeben.  Denn  das  äussere 
Gehäuse  der  Uhr  ist  noch  heute  in  der  Schwi1gu^*8chen  Uhr  (1838 — 1842)  im 
wesentlichen  dasselbe  wie  in  der  des  Dasypodius.  Vgl.  Schwilgu^,  DeseripUon 
abregee  de  Vhorloge  astronomique  de  la  CaÜhädraJe  de  Strasbourg,  Strasbourg  1847. 
3®  ädition,  S.  22.  Eine  getreue  Nachbildung  der  heutigen  Uhr  in  trefflicher  Helio- 
^avüre  giebt  A.  Stolberg  in  den  Studien  zur  deutschen  Kunstgeschichte  Heft  18 :  Tobias 
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Abgesondert  lag  vor  dem  ganzen  Werke  ein  Himmelsglobus^)  zur 
Darstellung  der  täglichen  Drehung  des  gestirnten  Himmels.  Die  ZaU  der 
Fixsterne  (1022)  ist  die  Ptolemäische.  Die  Kugel  drehte  sich  in  24  Stunden 
automatisch  um  sich  selbst.  Sie  wurde  getragen  von  einem  nicht  mehr 
vorhandenen  Pelikan,  welcher  nach  der  Absicht  des  Dasypodius  ein  Abbild 
der  Ewigkeit  sein  sollte,  während  er  sonst  das  Sinnbild  aufopfernder  Liebe 
ist.  Der  Pelikan  hatte  aber  noch  den  praktischen  Zweck,  einige  innere 
Bewegungsvorrichtongen,  nämlich  Zahnräder  uüd  die  Achsen  des  Himmels- 
globus aufzunehmen  und  zu  verbergen^).  Wie  die  Verbindung  mit  dem 
übrigen  Werke  hergestellt  wurde,  ist  im  einzelnen  nicht  bekannt  Den 
Globus  hatte  Dasypodius  selbst  aus  ^Tuch,  Papier,  Leym,  Erejd  und  anderer 
Materie'  unter  Beihilfe  von  Tobias  Stimmer  angefertigt.  Der  Durchmesser 
des  Globus  betrug  drei  Werkschuh,  wobei  er  sich  an  eine  entsprechende 
antike  Vorschrift  hielt*). 

Hinter  dem  Globus  befand  sich  in  der  Mitte  des  Sockels  der  inuner- 
währende  Kalender,  bestehend  aus  zwei  beweglichen  Bingen  und  einer  un- 
beweglichen Scheibe,  auf  welch  letzterer  eine  Karte  von  Strassburg  und 
den  benachbarten  Bheingegenden  dargestellt  war.  Der  äussere  Kalender- 
ring gab  die  365  Tage  des  Jahres  an,  welche  rechts  (in  der  Bichtung  nach 
dem  Beschauer)  Apollo  mit  einem  Pfeile  zeigte,  während  links  gegenüber 
Diana  den  entsprechenden  Tag  nach  einem  halben  Jahre  andeutete.  Der 
Kalenderring  drehte  sich  einmal  im  Jahre  von  links  nach  rechts,  sein 
Durchmesser  betrug  10  Werkschuh,  seine  Breite  einen.  Ein  (grosses) 
hölzernes  Bad  für  die  Bewegung  des  Kalenderreifens  sowie  eine  Anzahl 
(kleinerer)  nicht  montirter  Bäder  und  Getriebe  dazu  sind  noch  im  Frauen- 
hause zu  Strassburg  vorhanden,   wie  Herr  Müüsterbaumeister  Amtz^)  die 

Summers  Malereien  an  der  astronomischen  Miinsteruhr  eu  Strassburg,  Strassb.  1898w 
Es  wurde  uns  von  der  Verlagsfirma  J.  H,  E.  Heitz  in  Strassburg  gütigst  gestattet, 
sie  eur  Reproduction  auf  der  am  Schluss  des  Heftes  beigeffigten  Tafel  zu  benutzen. 
Dafür  wissen  ihr  Verleger  und  Verfasser  nicht  wenig  Dank. 

1)  Er  steht  jetzt  im  Frauenhause  zu  Strassburg.    Siehe  Anm.  4. 

2)  Vgl.  Heron  mechanicus,  Blatt  6^  (Rückseite)  letzte  Zeile  und  N.  FrisohUn 
a.  a.  0.  Blatt  C  III'  (Vorderseite),  Zeile  19. 

8)  Siehe  Heron  mechanicus  Blatt  6,  Zeile  7—9:  ^quam  quidam  ex  antiquis 
et  probatis  scriptoribus  volnnt  tantam  esse  debere,  ut  diameter  eins  ad  minus 
trium  sit  pedum,  quanta  nostri  globi  magnitudo  est.' 

4)  Ich  fühle  mich  Herrn  Arntz  für  seine  werthvollen  brieflichen  Mittheiluugen 
über  den  jetzig^en  Bestand  und  Befund  der  Uhr  des  Dasypodius  lu  grossem  Danke 
verpflichtet,  dem  ich  gern  hiermit  öffentlich  Ausdruck  gebe.  Auch  hatte  Herr 
Arntz  die  Liebenswürdigkeit,  mir  für  einige  Zeit  eine  dem  ^Stift  Ünser-Fraaea- 
Werk'  gehörige  photographische  Aufnahme  des  noch  vorhandenen  montirten  Bftder' 
Werks  zur  Benutzung  zu  überlassen. 
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Güte  batte  mir  mitzutbeilen.  Der  zweite^)  innere,  drei  Werkscbub  breite, 
beweglicbe  Bing,  welcber  sieb  in  bandert  Jabren  einmal  von  recbts  nacb 
links  drebte,  entbleit  auf  16  abgeteilten  concentriscben  Kreisen  die  Jabres- 
zablen  für  ein  Jabrbundert  (1573 — 1673)  nacb  cbristlicber  Zeitrecbnung 
und  in  Jabren  seit  Erscbaffong  der  Welt,  die  Früblings-Tag-  and  Nacbt- 
gleicben  (zugleicb  die  Präcession  der  Tag-  und  Nacbtgleicben,  wenigstens 
nacb  Heron  mecb.  GIIF),  die  beweglicben  Feste,  die  Scbaltjabre  u.  drgL 

üeber  dem  immerwäbrenden  Kalender  waren  zur  bildlicben  Darstellung 
der  sieben  Wocbentage  in  einer  niedrigen  Niscbe  die  sieben  Wocbenplaneten 
Mars,  Mercnr,  Jupiter,  Venus,  Satnm  und  (wegen  des  Ftolem&iscben 
Systems)  die  Sonne  und  der  Mond  auf  einer  drebbaren  Scbeibe  so  aufgestellt, 
dass  allemal  nur  der  Planet  bervortrat,  welcber  dem  betreffenden  Tage  den 
Namen  gab,  also  Mars  am  Dienstag;  Mercur  am  Mittwocb  u.  s.  w.,  am 
Sonntag  aber  Pböbus  Apollo  und  am  Montag  Diana'). 

Oberbalb  der  Planeten  ragt  über  den  oberen  Rand  des  Sockels  ein 
Zifferblatt  mit  Viertelstunden-  und  Minuteneintbeilung')  bervor.  Daneben 
sitzt  auf  der  einen  Seite  ein  Genius,  welcber  beim  Stundenscblage  sein 
Scepter  beb  und  damit  die  Stunden  zftblte,  wäbrend  der  andere  stündlicb 
nacb  dem  Glockenscblage  eine  Sandubr  umkebrte.  Das  Baderwerk  für  die 
letztere  Vorricbtung  ist  erbalten. 

Im  Mitteigaden  befindet  sieb  das  Astrolabium^),  eine  Scbeibe  mit 
sieben  sieb  von  einander  unabbftngig  und  ungebindert  bewegenden  Zeigern, 
welcbe  den  jeweiligen  Stand  der  sieben  Ptolemäiscben  Planeten  im  Tbier- 
kreise,  der  einen  kleineren  Kreis  innerbalb  der  Scbeibe  bildete,  anzeigten. 
Der  Zeiger  für  den  Mond  braucbte  zu  seiner  ümdrebung  einen  Monat,  der 
für  die  Sonne,  Mercur  und  Venus  je  ein  Jabr,  für  Mars  2  Jabre,  für 
Jupiter  12  Jabre  und  für  Saturn  30  Jabre  ^).  Auf  dem  äusseren  Bande 
des  Astrolabiums  waren  die  ganzen^)  und  die  balben  Stunden  angegeben. 


1)  Diesem  zweiten  Ringe  entspricbt  der  Lage  nacb  bei  Scbwilgnä  die  azur- 
blaue breite  Bingscbeibe  in  der  Mitte. 

2)  An  diesen  ^  Wocbentagen'  bat  Scbwilguä  anscbeinend  niebts  oder  docb  nicbts 
Wesentlicbes  geändert. 

8)  Das  ist  bei  Scbwilgu^  ein  modernes  Zifferblatt  mit  Stunden-  und  Minuten- 
zeiger. 

4)  Das  bat  Scbwilguä  durcb  ein  Planetarium  nacb  Copemicaniscbem  System 
mit  unbeweglicher  Sonne  in  der  Mitte  ersetzt. 

6)  Vgl.  Warbafft.  Ausleg.  S.  16.  Die  ümdrebungszeiten  sind  abgerundet, 
allerdings  bei  einigen  Planeten  im  Vergleicb  zur  beutigen  Rechnung  wenig  genau. 

6)  Das  Räderwerk  zur  Bewegung  des  Schlagwerks  der  ganzen  (und  der  Yiertel- 
stunden)  ist  erhalten.  Der  Lage  nacb  waren  bei  Dasypodius  die  Stunden  ver- 
zeichnet, wo  bei  Scbwilguä  der  Tbierkreis  steht,  also  auf  dem  äusseren  Bande. 
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Der  Stundenzeiger  (Drachenzeiger)  bewegte  sich  in  24  Standen  einmal  nm 
die  Scheibe.  Die  24  Stunden  zerfielen  in  zweimal  12  Standen.  Die  Mitte 
des  Astrolabiums  zierte  eine  Erdkugel,  welche  auch  die  Zeiger  enthieli 
Das  zum  Astrolabium  gehörige  Bftderwerk  stand  dahinter. 

üeber  dem  Astrolabium  sah  man  die  Sternscheibe  mit  dem  Monde. 
Der  Mond,  durch  eine  Scheibe^)  mit  vergoldeter  Figur  dargestellt,  yer- 
schwand  zur  Zeit  des  Neumonds  hinter  der  durch  zwei  Halbkreise  ab- 
gegrenzten unteren  Hälfte  der  Scheibe  und  kam  nach  und  nach  wieder 
hervor,  bis  er  bei  Vollmond  die  ganze  Scheibe  zeigte.  Das  Räderwerk  für 
diese  Stemscheibe  ist,  wenn  auch  ohne  Gestell,  erhalten. 

In  dem  oberen  halbrunden  Vorbau  befand  sich  unten  ein  drehbarer 
horizontaler  Ereisring  (^Badd')  mit  vier  die  menschlichen  Lebensalter') 
darstellenden  Figuren,  von  denen  ein  Knabe  mit  einem  Beckenschlage  das 
erste  Viertel  einer  Stunde,  ein  Jüngling  mit  zwei  Schlägen  das  zweite,  ein 
Mann  mit  drei  das  dritte  und  ein  Oreis  mit  vier  das  letzte  Viertel  an- 
zeigte. In  dem  Stockwerke  darüber  standen  rechts  und  links  von  einer 
Glocke  die  Figuren  Christi  und  des  Todes  ebenfalls  auf  einem  horizontalen 
&eisringe  (^Eadd').  Beim  Stundenschlage  trat  Christus  mit  Kreuz  und 
Palmzweig  zum  Zeichen  der  Erlösuog  vor,  während  der  Tod*)  zurück- 
wich. Dann  drehte  sich  aber  der  King  plötzlich  nach  der  entgegengesetzten 
Bichtung,  und  der  Tod  giog  wieder  vor  und  gab  die  der  Stunde  ent- 
sprechenden Glockenschläge.  Von  den  erwähnten  Reifen  ist  nichts  mehr 
vorhanden. 

Der  Thurm  zur  Linken  des  Beschauers  enthielt  die  Gegengewichte, 
welche  an  hänfenen  Schnüren  (Frischlin:  ^funes  cannabaei')  hingen«  Viel- 
leicht gingen  auch  noch  nach  einzelnen  Walzen  Schnüre.  Weder  Schnüre 
noch  Gegengewichte  sind  erhalten^). 

Das  Bäderwerk  ist  aus  eisernen  Stirnrädern  und  Krön-  oder  Kammiiklem 
von  sehr  verschiedenem  Durchmesser  und  sehr  verschiedener  Zahnzahl  und 
kleineren  Getrieben  zusammengesetzt.  Die  Bäderübersetzang  ist  in  aus- 
giebigem Maasse  verwandt  Die  eisernen  Achsen  sind  sowohl  horizontal 
als  vertical. 


1)  Das  ist  bei  Schwilgu^  jetzt  ein  Mondglobus,  bestimmt,  die  Mondphasen 
sichtbar  zu  machen. 

2)  Die  vier  Lebensalter  hat  Schwilgu^  mit  einigen  Aendenmgen  beibehalten. 
S)  Den  Tod  hat  Schwilgnä  zu  den  Lebensaltem  versetzt  und  an  seine  Stelle 

die  12  Apostel  treten  lassen,  welche  12  Uhr  Mittags,  wie  allbekannt,  vor  ihrem 
Herrn  und  Meister  vorüberziehen  und  sich  vor  ihm  verneigen. 

4)  Ich  übergehe  den  Hahn  und  das  Glockenspiel,  weil  ersterer  von  Dasypodius 
aus  dem  noch  älteren  Werke  übernommen  ist  und  letzteres  ganz  von  David 
Wolckenstein  stammt.    Uebrigens  ist  das  Räderwerk  fOr  beides  erhalten. 
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Was  nun  die  technische  Einrichtung  der  ühr  betrifEt,  so  liegt  es  nahe, 
anzimehmen,  dass  diese  ganz  und  gar  dem  Habrecht  aus  Schaffhausen  an- 
zurechnen sei,  wenn  man  weiss,  dass  Dasjpodius  in  erster  Linie  Gelehrter 
war  und  dass  andrerseits  Habrecht  nach  Dasjpodius'  eignem  Zeugnisse  schon 
anderweitig  Uhrwerke  angefertigt  hatte.  Darum  nennt  z.  B.  das  „Buch 
der  Erfindungen^  Gewerbe  und  Industrien^  VI,  183''  geradezu  den  Habrecht 
als  Urheber  der  astronomischen  ühr,  ohne  irgendwie  des  Dasypodius  zu 
gedenken.  Ich  glaube  aber,  dass  damit  dem  Dasypodius  Unrecht  geschieht. 
Nach  unserer  Auffassung  hat  sich  Dasypodius  auch  um  die  technische  Ein- 
richtung gekümmert.  Z.  B.  hinsichtlich  der  Bäderlibersetzungen  waren  doch 
gewiss  genaue  Berechnungen  erforderlich,  um  zu  wissen,  wie  gross  die  ver- 
schiedenen Durchmesser  der  Räder  oder  wie  gross  die  Zahl  der  Zähne  an 
den  verschiedenen  Uebertragungen  sein  musste,  um  das  eine  Mal  eine  Um- 
drehung in  hundert  Jahren,  ein  anderes  Mal  in  30,  in  12  oder  in  kürzerer 
Zeit  herbeizuführen.  Um  dies  festzustellen,  genügten  wohl  nicht  die  Kennt- 
nisse des  praktischen  Technikers,  da  mussten  die  theoretischen  des  ^mecha- 
nici  logici',  wie  Dasypodius  sich  nennt,  aushelfen«  Wir  sind  daher  nicht 
der  Meinung,  dass  sich  die  Mitwirkung  des  Dasypodius  lediglich  auf  die 
astronomischen  und  kirchlichen  Daten  beschränkt  habe.  ^)  Nun  sind  die  Ge- 
brüder Habrecht  nicht  etwa  ihres  bedeutenden  Rufes  wegen  aus  Schaff- 
hausen nach  Strassburg  geholt,  sondern  sie  haben  sich  selbst  durch  Schaff- 
hausener  Stipendiaten  dem  Dasypodius  empfehlen  lassen,  der  von  ihrer 
Kunstfertigkeit  noch  nichts  weiss,  aber  erklärt,  es  ^mit  ihnen  gewagt  zu 
haben'.  Den  Plan  zu  der  Uhr  entwirft  dann  Dasypodius  allein.  Kann 
man  sich  denken,  dass  er  alle  die  erwähnten  Dinge  anordnete,  ohne  eine 
Vorstellung  von  einem  entsprechenden  Mechanismus  zu  haben?  Erst  nach- 
dem Dasypodius  von  Oswald  Schreckenfucks  (so!)  in  Freiburg  seinen  ^Ab- 
riss'  hat  begutachten  lassen,  werden  die  Habrecht  gefragt,  ob  sie  sich  das 
zu  machen  unterstehen,  was  Dasypodius  ^an(ge) geben  und  erfunden'. 
Auch  die  ganze  Ausführung  des  Werkes  überwacht  Dasypodius,  unterstützt 
von  David  Wolckenstein,  selbst  während  einer  schweren  Krankheit  wird 
nicht  *das  Geringste'  ausgeführt,  worüber  Dasypodius  nicht  erst  befragt 
wäre.  Dazu  konunen  noch  folgende  Aeusserungen  des  Dasypodius,  Warhafft. 
Aussieg.  S.  17:  *das  («=»  dass)  solches  werck  nicht  gering  betrachtens  er- 
fordert hat,  auch  nicht  auss  dem  Uhremuacher  allein  her  flüsset,  sonder 
anss  der  Astronomey  unnd  aller  schwerichsten  und  höchsten  stücken  diser 

1)  Es  sei  gestattet,  auf  die  kanstToUe  Marburger  Globusahr  als  auf  einen 
analogen  Fall  hinzuweisen.  Der  Mechanismus  wurde  zwar  praktisch  von  dem 
Uhrmacher  Hans  Buch  ausgeführt,  aber  ersonnen  von  Eberhard  Bälde  wein.  Vgl. 
Alhard  von  Brach  a.  a.  0.  S.  15. 
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kuDst,  auch  keinem  ührenmacher  oder  Handtwercksman,  der  die  Astronomej 
nicht  auss  rechten  gmndt  gestudiert,  erlernet  und  erfahren  hat,  müglieh 
sein  kan  und  mag,  solches  Astronomisch  Uhrenwerok  erfinden  angeben,  an- 
ordnen, und  zum  ende  zubringen/^  Sodann  spricht  Dasypodius  a.  &  0. 
S.  13  ausdrücklich  von  der  ^underweisung  deren  so  daran  gearbeit  uiind 
als  handtwercks  leiit  n6tig  zu  disem  Astronomischen  ührwerck  gewesen.' 
Denn  nach  Heron  mech.  H  IV  waren  die  ^opifices'  in  den  Künsten  un- 
erfahren, welche  die  selbstthätigen  Bewegungen,  die  Zeigervorrichtungen 
u.  s.  w.  betrafen  (artium,  ex  quibus  automata,  gnomonica,  pneumatica) 
sphaerica  desumpta  fuemnt,  ignari  erant).  Dass  die  erw&hnte  ünterweisong 
sich  aber  thatsächlich  auch  auf  solche  technische  Dinge  wie  das  Baderwerk 
bezogen  haben  muss,  beweist  eine  Stelle  aus  Frischlin,  wo  er  den  Isaak 
Habrecht  feiert: 

...  tu  gyris  addere  certos 
Doctus  ab  Astronomo  dentis  rite  omnia  solus 
Ictibus  innumeris  operosa  incude  parastL 

Damit  ist  unzweideutig  gesagt,  dass  Habrecht  die  Zahnr&der  nach  der 
Anweisung  des  Astronomen,  also  des  Dasypodius,  geschmiedet  und  mit  einer 
bestimmten  Anzahl  Zfthne  versehen  habe. 

Aus  dem  allen  geht  das  eine  zur  Genüge  hervor,  dass  Dasypodius  sich 
auch  um  die  technische  Einrichtung  gekümmert  und  etwas  davon  ver* 
standen  haben  muss,  wie  wir  auch  oben  (S.  185)  technische  Kenntnisse  bei 
ihm  glaubten  voraussetzen  zu  dürfen.  Dass  Habrecht  dabei  seine  eigenen 
praktischen  Erfahrungen  mit  verwerthet  haben  wird,  ist  zu  natürlich,  als  dass 
man  das  in  Abrede  stellen  dürfte.  Dafür  aber,  dass  die  Idee  und  die  all- 
gemeinen Principien  des  Mechanismus  nicht  von  Dasypodius  herrühren  könnten, 
muss  der  Beweis  erst  noch  erbracht  werden. 

Dürfen  nun  die  vorstehenden  Ausführungen  einigen  Anspruch  anf 
Wahrscheinlichkeit  erheben,  so  sind  wir  auch  berechtigt  zu  fragen,  woher 
Dasypodius  seine  technischen  Kenntnisse  hatte.  Schon  in  der  Mitte  des 
16.  Jahrhunderts  waren  freilich  Räderuhrwerke  mit  Schlagwerken  nichts 
Seltenes.  Wir  würden  uns  darauf  beschränken  müssen,  in  derartigen  Yor* 
richtungen  das  Material  zu  sehen,  aus  dem  Dasypodius  seine  Kenntnisse 
der  Mechanik  gewonnen  hätte,  wenn  er  nicht  selber  in  seiner  lateinischen 
Beschreibung  der  Uhr,  seinem  Heron  mechanicus  —  an  sieb  schon  sehr 
bezeichnend!  —  sich  wiederholt  auf  antike  Mechaniker  beriefe.  Die  eine  Vor- 
richtung erklärt  er,  der  antiken yvoftowx^  (gnomonik6,  Zeigervorrichtungen)*), 


1)  Vgl.  Procl.  in  I.  Eucl.  elem.  ed.  Friedl.  41,  85  ^  'yvaifiLOvi%ij  «f^l  tijv  mgA* 
}iataiiit(fr}aiv  &exolovfiivri  dioc  zfjg  t&v  yvm^viov  9'iüßag  'die  Gnomonik,  welche 
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eine  andere  der  cqxxiQonoita  (sphairopoiTa) '),  eine  dritte  der  oixofiatortoifitMi^ 
(antomatopoietik6,  selbstthätige  Bewegungsvorrichtiingen)  entnommen  zn 
haben.  Dass  damit  Herons  Antomatentheater  {IIsqI  aitonavoTCoititMfig)  ge- 
meint sind,  dürfte  nach  unseren  früheren  Ausführungen  niemand  ernstlich 
in  Zweifel  ziehen.  Auf  Heron  weisen  schliesslich  auch  in  der  ^Warhafft. 
Aussieg/  S.  1  die  Worte  hin:  *Zu  dem  so  hat  Heron  Alexandrinus  das 
redderwerck,  die  gewicht,  mass  und  was  dergleichen,  also  beschriben, 
auch  in  das  werck  gericht  an  uhren,  an  anderen  dergleichen  wercken,  das 
solches  handtwerck  der  gar  alten^)  eins  ist,  und  nicht  newlich  erfunden'. 

Was  konnte  nun  Dasypodius  aus  Heron  für  seine  Zwecke  lernen? 

Bei  seinen  Automatentheatem,  sowohl  dem  fahrenden  als  dem  stehenden 
(vgl.  Heron.  op.  I,  347,  21.  357  =  S.  245.  248  Th6v.)  spricht  Heron  viel- 
fach von  Gegengewichten,  welche  sich  in  einem  senkrecht  auf  einem  Unter- 
bau stehenden,  kastenartigen  Behälter  befanden,  ähnlich  wie  bei  der  astro- 
nomischen Uhr.  Bezüglich  der  Schnüre  erscheint  beachtenswert,  dass  Heron 
in  der  Beschreibimg  der  Automatentheater  (Heron.  op.  I,  345,  23  =  S.  245 
Thövenot,  s.  oben  S.  183)  ausdrücklich  betont,  man  solle  keine  Schnüre  aus 
Sehnen  nehmen,  weil  sie  sich  je  nach  der  Veränderung  der  Luft  zusanunen- 
zögen  oder  dehnten.  Diese  Vorschrift  hat  Dasypodius  beachtet,  denn  nach 
Frischlin  waren  die  nicht  mehr  vorhandenen  Schnüre  aus  Hanf^).  Ferner 
sind  Heron  Zahnräder  geläufig,  z.  B.  in  der  Pneumatik  bei  der  sich  selbst 
regulirenden  Lampe  (Heron.  op.  I,  162  <»  S.  197  Th6v.)  oder  beim  stehenden 

sich  mit  der  Stundenmessung  mit  Hilfe  Einsetzens  der  Zeiger  (an  der  Sonnenuhr) 
beschäftigt'. 

1)  Bei  der  Himmelskugel  beruft  sich  Dasypodius  auf  Archimedes.  Vgl.  Procl. 
ibid.  41,  16  ^  cq>aiQO«ott€c  wttic  (i^ikriaiv  x&v  o4>QavÜDV  nsQLtpoQ&v,  o?av  xal  '^QXi'' 
fi'qdrig  i^Q€cy(iatB6aato  ^die  Kunst,  Himmelsgloben  zur  Nachahmung  des  UmlauÜB 
der  Gestirne  herzustellen,  eine  Kunst,  welche  schon  Archimedes  ausübte'  und 
Papp,  collect.  1026,  9—11  ed.  P.  Hultsch,  Kd(fnog  d^  no6  tpticiv  6  'AvxioxBhg  *Aq%1' 
ffrfidij  zhv  I!vQa%6öiov  ^v  (tdvov  pißXlov  awtBtaxivai  (irixavixbv  tb  %utic  tijv  atpoiiqo^ 
xoitäv  'Kä.rpos  aus  Antiochia  aber  sagt  irgendwo,  Archimedes  aus  Syrakus  habe 
nur  ein  Buch  über  Mechanik  verfasst,  nämlich  das,  welches  von  der  Anfertigung 
von  Himmelsgloben  handelt'  und  dazu  den  Aufsatz  von  F.  Hultsch  üeber  den 
HimnuHsglohus  des  Archimedes.  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  Hist.  lit.  Abth.  XXII, 
1877,  S.  106  f. 

2)  Vgl.  noch  Warha/ft  ÄusUg.  Vorrede:  'Aber  ob  unsere  Handtwercks  leiit 
so  künstlich  seyen  als  der  Heron,  Archimedes  und  andere,  das  ist  gar  nicht  zu- 
zugeben.' 

8)  Es  ist  übrigens  die  Bemerkung  von  S.  Günther  Ährüs  der  Geschichte  der 
Mathematik  und  der  Naturtoissenschaften  im  Alterthum,  S.  265,  Anm.  6  über  Herons 
Eenntniss  der  erwähnten  hygrometrischen  Thatsache  dahin  zu  vervollstöndigen, 
dass  Philon  Mech.  Synt.  IV,  72,  20  ed.  B.  Schüne,  bereits  die  Einwirkung  der 
LnftveiAnderung  auf  die  Thiersehnen  gekannt  hat. 
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Automaten  ein  Stemrad  zur  automatischen  Bewegung  eines  hämmernden 
oder  zimmernden  Armes  (Her.  op.  I,  422  =  S.  265.  266  Th6Y.).  Wichtig 
ist  besonders  die  mehrmalige  Anwendung  der  mechanischen  üebersetzung, 
von  denen  ein  Beispiel  in  Herons  Automateniheatem  (Heron,  op.  I,  398 
=  S.  291  Th^Y.),  drei  andere  in  dessen  Dioptra  S.  306—316,  330—334 
ed.  YiDC.  bezw.  Papp,  collect.  VIII,  1060—1068  ed.  Hultsch  yorkommefi, 
die  letzteren  drei  bei  Zahnr&dem.^)  Dioptra,  Cap.  35  (316  Vine.)  beschreibt 
einen  selbstthfttigen  Distanzmesser^)  für  Schi£fe.  Ein  Flügelrad  setst  eine 
Schraube  ohne  Ende  in  Drehung,  diese  eine  gezahnte  Welle  (Bad)  mit 
daran  befestigtem  gezahntem  Triebrad  fOr  eine  zweite  derartige  Welle.  Das 
mit  dieser  verbundene  Getriebe  setzt  wieder  eine  dritte  gezahnte  Welle  mit 
gezahntem  Triebrad  in  Bewegung  und  letzteres  eine  vierte  gezahnte  Welle 
mit  äusserer  Zeigervorrichtung.  Das  erste  Zahnrad  hat  81  Zähne,  du 
damit  verbundene  Triebrad  9,  das  zweite  Zahnrad  100  Zähne  und  sein 
Getriebe  18,  das  dritte  72  Zähne  mit  Getriebe  von  18  Zähnen,  das  vierte 
100  Zähne.  Eine  Umdrehung  des  vierten  Zahnrades  mit  dem  Zeiger  er- 
giebt  also  ^g  •  jg  •  -j-  •  81  =«  20000  Umdrehungen  des  Flügelrades  oder, 
da  dieses  mit  einer  Umdrehung  5  Schritte  zurücklegt,  100  000  Schritte. 
Das  äussere  Zifferblatt  mit  dem  Zeiger,  welches  in  100  Grade  geteilt  war, 
zeigte  also  mit  jedem  Grade  eine  Entfernung  von  1000  Schritten  oder  einer 
romischen  Meile  an^).  Ein  anderes  Beispiel  bildet  derBarulkos  (Hebewinde, 
Dioptra,  Cap.  37  =  Mechanik  I,  1),  welcher  mit  Hilfe  von  Zahnräderüber- 
setzungen ein  Gewicht  von  beispielsweise  1000  Talenten  unter  Aufwendung 
einer  Kraft  von  nur  5  Talenten  hebt.  Die  Uebersetzung  wird  in  diesem  Falle 
nicht  nach  der  Zahl  der  Zähne,  sondern  nach  dem  Yerhältniss  der  Durch- 
messer^) berechnet,  von  denen  der  des  Getriebes  bis  auf  das  letzte  immer  fünf- 
mal kleiner  ist  als  der  mit  ihm  verbundenen  gezahnten  Welle.  Für  die  Berech- 
nung wird  das  Hebelgesetz  zu  Grunde  gelegt.  Da  die  zu  bewegende  Last 
1000  Talente  beträgt,  so  ergiebt  sich  für  die  Kraft  ^)  x^^  welche  an  der  ersten 

1)  Auch  in  der  8.  168, 1  erwähnten  Heronischen  Mechanik  findet  sich  dieZabo- 
räderübersetzung  ausführlich  erläutert.  Indessen  kannte  Dasypodius  natürlich 
Herons  Mechanik  nicht,  mit  Ausnahme  der  auch  griechisch  überlieferten  Ab- 
schnitte. 

2)  Der  Distanzmesser  Herons  erinnert  in  seiner  Einrichtung  sehr  an  den 
Weite  man  naschen  Strommesser. 

3)  Es  wird  dabei  natürlich  die  Stärke  des  Stromes  überall  als  glei^ihmiissig 
vorausgesetzt 

4)  Die  Zähne  der  ineinander  greifenden  Wellen  und  Getriebe  stehen  natürlich 
in  gleichem  Verhältnisse,  wie  ihre  Durchmesser. 

6)  Es  bezeichnen  x^y  x^^  x^  die  Kräfte,  welche  an  den  anderen  Zahnräden 
angreifen. 
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gezahnten  Welle  angreift,  das  statische  Moment  5xy  =  1000,  weil  x^ :  1000 
=  1:5,  oder  x^  =  200;  entsprechend  für  die  zweite  üebersetzung  x^  :  200 
=  1:5  oder  x^  =  40,  für  die  dritte  öxj  =  1  -40  oder  x^  =  8.  Für  die 
vierte  und  letzte  Üebersetzung  ist  das  Yerhältniss  der  Durchmesser  aber  8:5^). 
Daraus  folgt  die  Gleichung  8a?^  =  8  •  5  oder  x^  =  5.  Und  damit  ist  be- 
wiesen, dass  bei  der  erwähnten  vierfachen  Üebersetzung  in  den  angegebenen 
Verhältnissen  eine  Kraft  von  5  Talenten  einer  Last  von  1000  Talenten  das 
Gleichgewicht  hält  und  dass  es  nur  noch  eines  kleinen  Ueberschusses  von 
Kraft  bedarf,  um  die  Reibung  zu  überwinden  und  die  Last  emporzuziehen. 
Wir  erinnern  uns  jetzt,  dass  Dasypodius  bei  der  astronomischen  Uhr 
Räderübersetzungen  in  ausgiebigem  Masse  verwandt  hat,  mit  Zahnrädern 
von  ungleicher  Zahnzahl  und  Wellen  und  Getrieben  von  ungleichen  Durch- 
messern, und  verwenden  musste.  Denn  er  hatte  Umdrehungen  von  un- 
gleicher Dauer  (Viertelstunden,  Stunde,  Tag,  Woche,  Jahr,  von  2,  12,  30 
und  100  Jahren)  auszuführen,  und  die  Räderübersetzung  dient  ja  nicht  bloss 
zum  Heben  von  Lasten,  sondern  ist  auch  geeignet,  eine  Achsendrehung 
zu  beschleunigen  oder  zu  verlangsamen,  wie  man  aus  dem  ersten  Hero- 
nischen  Beispiele  erkennen  kann.  Nun  sind  freilich  Räderübersetzungen 
schon  im  Mittelalter,  z.  B.  im  Anfange  des  15.  Jahrhunderts,  wahr- 
scheinlich auch  schon  im  14.  Jahrhundert,  praktisch  angewendet*).  Aber 
ich  fürchte,  dass  die  mittelalterlichen  Vorrichtungen  lediglich  auf  praktischen 
Versuchen  beruhen,  dass  also  z.  B.  das  gegenseitige  Verhältniss  der  Durch- 
messer bei  einer  Räderübersetzung  oder  die  Schwere  des  Gegengewichts 
nicht  durch  Berechnung')  gefunden  wurde,  wie  das  sicher  für  die  grossen 
Dimensionen  der  Strassburger  astronomischen  Uhr  erforderlich  war.  Das 
war  für  jene  Zeit  nicht  gut  möglich,  weil  man  nicht  wusste,  dass  das 
Hebelgesetz  auch  auf  das  Wellrad  Anwendung  finde.  Die  Kenntniss  dieser 
Thatsache,  welche  von  Heron  im  Anschluss  an  Archimedes  mit  Bewusstsein 
verwertet  wird^),  scheint  im  Mittelalter  verloren  gegangen  zu  sein,  und  erst 
Ubaldo  del  Monte,  Galileis  Lehrer,  hat  die  erwähnte  Thatsache  1577  wieder 
ans  Licht  gestellt,  als   er  die  einfachen  Maschinen  auf  den  Hebel  zurück- 

1)  In  Herons  Mechanik  I,  1  ist  dieses  Verhältniss  2  :  1.  Danach  ist  ^x^=^  S 
oder  x^  «  4,  und  es  bleibt  ein  Ueberschuss  von  einem  Talente,  der  zur  Ueber- 
windnng  der  Reibung  dient 

2)  Vgl.  Th.  Beck  Historische  Notizen  XIII,  Tafel  XXI.  XXII  im  „Civilingenieur'' 
Bd.  XXXVIII,  Heft  8. 

3)  Eine  Berechnung  nach  der  Zahl  der  Zähne  findet  sich  bei  Cardanus  de  rerutn 
varietcUe  (1557)  S.  636—648  und  de  sitbiilitate  (1560)  S.  43.  Ueber  die  BeziehuDgen 
des  Cardanus  zu  Heron  s.  unten  S.  210  Anm.  1. 

4)  Vgl.  ausser  Herons  Mechanik  (Bd.  II  der  neuen  Heronausgabe)  auch  Herons 
Autom.  (Heron,  op.  I,  399,  21). 

Abb.  Bur  Oesob.  der  MAtbem.   YIH.  13 
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fUhrte.^)  Wir  sehen  also,  dass  Dasypodius  ftlr  die  Mechanik  seiner  Uhr 
aus  Herons  Schriften  etwas  Wichtiges  lernen  konnte. 

Schliesslich  sei  darauf  hingewiesen,  dass  die  Uhr  des  Dasypodius 
mehrere  Ereisringe  verwendete,  darunter  einen  mit  den  Figuren  der  vier 
Lebensalter.  Einen  solchen  drehbaren  Ring  mit  Figuren  (Bacchantinnen), 
die  sich  im  Kreise  um  den  Tempel  des  Dionysos  drehen,  hat  auch  Heron 
bei  seinem  fahrenden  Automatentheater.  Ob  Dasypodius  sich  hier  an  Heron 
anlehnt,  kann  indessen  bezweifelt  werden,  da  eine  ähnliche  Vorrichtung 
sich  schon  in  der  ältesten  Münsteruhr  aus  dem  Jahre  1352  befand,  nämlich 
^ein  rad,  auff  welchem  die  drey  K6nig  stunden'.  Von  dem  Ringe  ftlr  jene 
vier  Figuren  ist  nichts  mehr  erhalten.  Auch  ist  unbekannt,  wie  er  in 
Drehung  versetzt  wurde. 

Das  sind  im  wesentlichen  die  Beziehungen,  welche  das  Werk  des  Dasy- 
podius zu  Heron,  wenn  nicht  hat,  so  doch  haben  könnte.  Beriefe  sich 
Dasypodius  nicht  selber  auf  Heron,  so  würde  es  kaum  jemand  wagen, 
einen  antiken  Mechaniker  mit  der  berühmten  Strassburger  astronomischen 
Münsteruhr  in  Verbindung  zu  bringen.  So  aber  glaubten  wir,  dazu  be- 
rechtigt zu  sein. 


1)  Vgl.  Heller  GeschichU  der  Physik  I,  889. 
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Et  iit  aauer  Präge,  dasa  dM  Stndinm  der 
Schriften  der  Alten  den  ersten  Impuls  stur  neueren 
Natarforecbuig  gegeben  hat. 

Poggendorff. 

Schon  zur  Zeit  der  Renaissance  übten  die  physikalischen  Schriften 
Herons  von  Alexandria  auf  die  Gelehrten  keinen  geringen  Beiz  aus.  Das 
beweist  die  fast  unübersehbare  Zahl  griechischer  Handschriften,  welche  wir 
z.  B.  von  der  Pneumatik  haben.  ^)  Man  hat  daher  sicher  im  Jahre  1575^) 
das  Erscheinen  von  Commandinis  lateinischer  Uebersetzung  mit  Freuden 
begrässt  Und  das  lebhafte  Interesse  für  die  Heronische  Pneumatik  giebt 
sich  nicht  nur  in  den  wiederholten  Auflagen  dieser  lateinischen  Bearbeitung 
(1583,  1680)  kund,  sondern  auch  in  dem  Erscheinen  einer  Anzatil  italie- 
nischer üebersetzungen  (Ale  otti  1589,^)  1647;  Giorgi  1592, 1595),  dem  sich 
1688  kurz  vor  der  einzigen  Veröffentlichung  des  griechischen  Textes  (1693) 
eine  deutsche,  ebenso  wie  meist  die  italienischen  von  Commandini  abhängige 
Uebersetzung  des  Agathus  Cario^)  anschloss.  (Yergl.  Heron.  op.  I,  Ein- 
leitung.) 

Zu  einer  Schrift  über  Druck-  und  Saugwerke  wurde  durch  Heron  im 
Anfange  des  17.  Jahrhunderts  Giambattista  della  Porta  angeregt.  Ihr 
Titel  lautet:  Pneumaticorum  libri  tres.  Neapoli  1601.  Das  Werk  wurde 
1606  Yon  einem  Spanier,  Juan  Escrivano,  einem  Schüler  Portas,  ins 
Italienische  übersetzt  und  mit  Zusätzen  Portas  versehen  (M  ho  aggiunto 
di  piü  tutte  quelle  cose  che  ho  inteso  a  bocca  da  Y.  S.').  Portas  Pneuma- 
tik ist  nicht  etwa  eine  Uebersetzung  der  Heronischen  Pneumatik,  wie  man 


1)  S.  das  Nähere  Heron.  op.  I  §  2.  (Das  Erscheinen  der  neuen  griechisch- 
deutschen  Heronausgabe  der  Bibliotheca  Teubneriana  steht  bevor.) 

2)  Einzelne  Capitel  Herons  waren  1601  von  Georg  Valla  in  eignem  Namen 
lateinisch  veröffentlicht. 

3)  Mit  einigen  selbsterfnndenen ,  aber  eich  im  Prineip  an  Heron  anlehnenden 
Wasserkünsten. 

4)  Im  Anhange  ^Von  allerhand  Jiühl-,  Wasser-  und  Grottenwercken  ans  Salomon 
de  Cons'.  Dieser  Anhang  hat  anscheinend  S.  Günther  Abrias  der  Geschichte 
der  MatJiematik  und  Naturtcissenschaften  im  Älterthum  S.  265,  Anm.  7  zu  dem 
Irrthnme  verleitet ,  dass  S.  de  Caas  (f  1630)  Heron  1688  ins  Deutsche  übersetzt 
habe.  (Nach  Jöcher  ist  A.  Gario  Pseudonym  für  den  Württemberger  Tobias  Nislen.) 
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irrthümlich^)  gemeint  hat,  sondern  ein  selbständiges  Werk,  welches  freilich 
auf  Heron,  nicht  ohne  eine  Eeihe  kritisirender  Bemerkungen,  zurückgeht 
Die  letzteren  sind  nicht  überall  zutreffend,  wenngleich  sie  im  Laufe  des 
17.  Jahrhunderts  vielfach  nachgesprochen  sind.  Escrivano  meint,  dass 
Porta  erst  der  Pneumatik  Norm  und  Methode  gegeben  habe,  nachdem  man 
bis  dahin,  seiner  Au^assung  nach  mit  Unrecht,  Heron  aus  Alexandria  auf 
diesem  Gebiete  fUr  massgebend  erachtet  habe  (Herone  tenuto  insino  ad 
hora  principalissimo  in  questa  materia). 

Einzelne  Heronische  Experimente  führt  1617  der  bereits  früher  er- 
wähnte Bobert  Fludd  vor  (Utriusgue  Cosmi  historia  Oppenheim  L  Macro- 
cosmus).  Herons  gedenkt  auch  Kaspar  Ens  in  seinem  ^ Thaufnaturgus 
matlicmaticus.  Coloniae.  1636'  S.  205.  Es  finden  sich  aber  nur  wenig 
Druckwerke  bei  ihm,  die  zu  Heronischen  in  Beziehung  stehen.  Nach  Schott 
(s.  unten  S.  199)  S.  12  hat  Ens  eine  Arbeit  des  Jesuitenpaters  Leurechon 
benutzt,  der  1624  anonym  eine  ^Becriation  math^aiiqu^^)  geschrieben  hatte. 

Da  die  Heronischen  Druckwerke  zum  grossen  Theile  in  das  Gebiet 
der  unterhaltenden  Physik  fallen,  so  konnte  auch  der  Jesuit  Daniel 
Schwenter,  Professor  der  Mathematik  und  orientalischen  Sprachen  in 
Altorf,  1636  manche  in  seinen  ^Beliciae  physico-maihefnaticae  oder  mathe- 
matischen und  philosophischen  Erquickstunden*  verwerten,  die  freilich  erst 
nach  dessen  Tode  erschienen  sind  und  theilweise  auch  auf  Leurechon  zu- 
rückgehen sollen.  Dies  wird  also  der  ^französische  Author'  sein,  den 
Schwenter  wiederholt  erwähnt  Auch  der  zweite  Teil  dieses  Werkes,  1651 
^zusanmiengetragen  durch  Georg  Philip  Harsd6rffern'  aus  Nürnberg,  bringt 
einzelnes  aus  Herons  Pneumatik. 

Nicht  minder  interessirte  sich  Athanasius  Eircher,  Jesuit  und 
Professor  der  Mathematik  und  orientalischen  Sprachen  in  Würzburg  und 
später  am  Collegio  Bomano,  noch  heute  allgemein  bekannt  durch  das 
^Museo  Eircheriano',  ftlr  Heron.  Er  führt  an  mehreren  Stellen  Heronische 
Vorrichtungen  in  seinem  grossen  Sammelwerke  ^Oedipus  Äegyptiacus.  Bomae 
1643'  an,  indem  er  zuweilen  kritische  Bemerkungen  daran  knüpfL  Was 
Kircher  in  seinem  Werke  ^de  arte  magnetiea.  Bomae  1654'  S.  419—430 
von  hydraulischen  Maschinen  anführt,  ist  wohl  auch  zum  grossen  Theile 
durch  Heron  beeinflusst. 

Wir  nennen  femer  den  Minoritenpater  Marin  Mersenne,  Descartes' 


1)  Id  diesem  Irrthnme  befinden  sich  z.  B.  Martin  Beaherches  8ur  la  vie  et  les 
ouvragea  d' Heron  d'Alexandrie,  Paris  1854.  S.  44  and  A.  de  Rochas  La  science 
des  phüosophes  et  Vart  des  ihaumaturges  dans  VantiguitS,  Paris  1882  S.  81.  Ebenso 
S.  Günther  a.  a.  0. 

2)  Diese  Schrift  stand  mir  nicht  zur  Verfügaog. 
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vertrauten  Freund,  der  in  den  ^Cogiiata  physico-mathematica,  Parisiis  1644', 
z.  B.  in  dem  darin  enthaltenen  ^Tractatus  mechanicus*  Herons  Baralkos 
(Hebewinde  mit  Räderübersetzung)  unter  Beifügung  einer  Zeichnung  be- 
handelt. In  den  ^Hydraulica  pneumatica\  wo  man  besonders  Bezugnahme 
auf  Heron  erwarten  könnte,  wird  Herons  allerdings  kaum  gedacht. 

Eingehender  beschäftigt  sich  mit  Heron  ein  drittes  Mitglied  der  Ge- 
sellschaft Jesu,  Kaspar  Schott,  Professor  der  Mathematik  und  Physik  in 
Würzburg,  Kirchers  und  Guerickes  Freund,  in  seiner  1657  erschienenen 
^Meckanica  hydraülkO'pneumaticaJ*  Schott  behauptet  S.  51,  dass  er  lange 
nach  einer  griechischen  Heronhandschrift  gesucht  habe,  aber  vergeblich. 
Das  scheint  uns  kaum  glaublich,  da  in  Italien  überall  griechische  Heron- 
handschriften  waren  und  sind.  Schott  begnügt  sich  daher  wie  auch  alle 
anderen  mit  Commandinis  üebersetzung  und  glaubt,  dabei  mehrere  angeb- 
liche Irrthümer  Herons  auf  Commandinis  Rechnung  setzen  zu  sollen. 

Auch  Salomon  de  Gaus,  dem  die  Franzosen  die  Erfindung  der  Dampf- 
maschine zuschreiben  wollen  (vgl.  Poggendorff  Geschichte  der  Physik  S.  446  f.), 
hat  sich  anscheinend,  wenn  auch  in  geringerem  umfange  mit  Heron  befassi  ^) 
Da  Gaus  als  Ingenieur  und  Baumeister  in  Diensten  des  Kurfürsten  von  der 
Pfalz  stand  und  für  diesen  die  Anlage  von  allerlei  Grotten  und  Wasser- 
künsten geleitet  hat,  so  hat  er  vielleicht  auch  in  dieser  Hinsicht  von  Heron 
Anregungen  empfangen  und  nicht  bloss  hinsichtlich  der  Dampfmaschine, 
obgleich  sich  aus  dem  ^Hortus  PaJatinus'^)  im  einzelnen  nichts  nach- 
weisen lässt. 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  gerade  zu  Anfang  des  17.  Jahrhunderts 
die  Wasserkünste  in  ftlrstlichen  Gärten  eine  grosse  Eolle  spielen,  nicht 
bloss  in  Heidelberg,  sondern  z.  B.  auch  in  Tivoli,  und  wer  kennte  nicht  die 
noch  vorhandenen  Wasserkünste  der  von  Giacomo  della  Porta  erbauten 
Yilla  Aldobrandini  oberhalb  Frascati,  Wasserkünste,  welche  um  1603  Gio- 
vanni Fontana  zum  Ergötzen  der  Mit-  und  Nachwelt  geschaffen  hat? 
Es  ist  nicht  unwahrscheinlich,  dass  auch  hierzu  in  letzter  Instanz  Heron 
die  Anregung  gegeben  hat. 

Unter  den  Männern  der  Wissenschaft  beschäftigte  Porta  und  Schott 
zunächst  die  Lehre  vom  Yacuum,  welche  Heron  (1.  Jahrh.  n.  Ghr.)  nach- 


1)  Sein  Werk  ist  betitelt:  Les  raisons  des  forces  mauvantes  oüec  diverses  tTMchi- 
nes  tant  utiles  que  plaisantes.  Frankfurt  1615.  Mir  lag  leider  nicht  das  ganze 
Werk,  sondern  nnr  einige  Auszüge  daraus  vor. 

2)  Eortus  Pälatinus  a  Friderico  Rege  Boemiae  Electore  Palatino  Heidelbergae 
ezstructus  Salomone  de  Gaus  architecto  1620.  Francofurti.  De  Roebas  weist 
a.  a.  0.  S.  168  auf  eine  Yorrichtüng  des  de  Caus  hin,  welche  eine  Bewegung  des 
Wassers  durch  die  Sonnenwärme  herbeiführt,  ähnlich  wie  bei  Herons  Thermoskop. 
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weislich  (vgl.  H.  Diels  üeher  das  physikalische  System  des  Strotan,  Sitzgsber. 
d.  kgl.  Acad.  d.  Wiss.  Berlin  1893  S.  110)  dem  Peripatetiker  Straten 
aus  Lampsakos  (3.  Jahrh.  v.  Chr.),  dem  Physiker  xat  i^ox^v^  entlehnt  hat. 
Heron  nimmt  danach  mit  letzterem  ein  feinyertheiltes  Vacanm  mit  ebenso 
feinvertheilten  Molekülen  an*  im  Gegensatz  zu  Aristoteles,  der  jedes  Vacanm 
gegenüber  Demokrit  geleugnet  hatte.  Die  entsprechenden  Ausführungen 
nehmen  bei  Heron  einen  breiten  Kaum  ein  (Heron.  op.  I,  1 — 29  «»  8.  145 
— 152  Th^yenot).  Hervorzuheben  dürfte  daraus  sein,  dass  Heron  (a.  a.  0. 
I,  16 — 19  =  S.  149  Th.)  bezw.  sein  Gewährsmann  Straton  zum  Beweise 
für  das  Vorhandensein  des  Vacuums  ein  mit  peinlicher  Vorsicht  unter- 
nommenes Experiment  vorführt.  Danach  wird  man  die  landl&ufige 
Meinung  (s.  Poggendorff  Gesch.  d.  Fhys.  S.  10),  dass  das  Experiment  den 
Alten  ^so  gut  wie  gänzlich  unbekannt  war',  doch  etwas  einschränken  müssen. 
Von  Herons  Argumenten  für  das  Vacuum  tadelt  Porta  besonders,  dass 
nach  Heron  beim  Mischen  von  Wein  und  Wasser  (a.  a.  0.  I,  27,  15.  16 
s=  8.  152  Th.)  der  Wein  in  die  Vacua  des  Wassers  treten  solle.  Das 
sei  nicht  richtig,  weil  die  Flüssigkeit  ums  Doppelte  steige,  wenn  man  z.  B. 
eine  gleiche  Quantität  Wein  und  Wasser  mische  (Porta  Pneum.  I  6  S.  8). 
Ebensowenig  gefällt  Porta  Herons  Beweis  von  dem  Durchgänge  des  Lichtes 
durchs  Wasser  (I,  27,  7 — 14).  Porta  (S.  9)  leugnet  aber  nicht  etwa  das 
Vacuum,  sondern  erkennt  es  nur  unter  gewissen  Bedingungen  an. 

An  Herons  Heber  (Pneum.  I,  1  S.  29  —  8.  152  Th.)  konnten  Porta 
(I,  12  S.  19.  20),  Schott  8.  93,  8chwenter  8.  479  und  Ens  8.  77  natürUch 
nichts  aussetzen,  da  Heron  sehr  wohl  bekannt  ist,  dass  die  äussere  Heber- 
mündung tiefer  liegen  muss  als  der  innere  Flüssigkeitsspiegel.  Dass  Heron, 
Porta  und  Schwenter  das  Steigen  der  Flüssigkeit  auf  den  horror  vacui 
zurückführen,  wird  niemand  wunder  nehmen,  wohl  aber,  dass  Schott  noch 
nichts  von  Torricelli,  dessen  bekannter  Versuch  ins  Jahr  1643  fällt,  über 
den  Luftdruck  gelernt  hat.  Daher  glaubte  Porta  (und  mit  ihm  Schwenter, 
Mersenne  und  Schott)  mittels  einer  besonderen  Vomchtung  das  Wasser 
*aus  tiefen  Thälern  über  die  höchsten  Berge'  leiten  zu  können,  ein  Lrrthnm, 
in  dem  sich  auch  Leonardo  da  Vinci  befand  (vgl.  Beck  Historische  Notizen 
S.  A.  aus  dem  Civüingeniewr  XXXIX,  8.  Heft  S.  16 f.).  Aber  Schott  hätte 
schon  klüger  sein  können.  Zwar  erklärt  Porta  bezeichnenderweise,  dass 
die  Sache  um  so  schwieriger  sei,  als  die  Alten  sich  nicht  darüber  geäussert 
hätten  (tanto  id  difQcilius  erit,  quanto  minus  de  his  a  maioribus  nostris 
(Escrivano:  dagli  antichi)  sit  traditum).  und  dennoch  trotz  eines  ver- 
ächtlichen Seitenblicks  auf  Heron,  der  überhaupt  nicht  helfen  könne  (8.  44: 
^extat  Heronis  iUud  quod  retulimus  et  falsum  indicavimus')  hat  Portas 
Vorrichtung    eine    unverkennbare    Aehnlichkeit    mit   Heron.  Pneum.  I,  31 
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S.  145  (s.  unten  Taf.  2,  Fig.  1),  nur  dass  Porta  das  trinkende  Thier,  welches 
im  Innern  eine  Hebervorrichtang  mit  einem  trichterförmigen  Eingasse  enthält, 
mit  dem  Berge  yertanscht  hat  und  dass  dementsprechend  bei  Heron  die 
Vorrichtung  functionirt  und  bei  Porta  nicht.  Auch  darin  polemisirt  Porta 
gegen  Heron  (Pneum.  I,  2  S.  37,  16)  nicht  glücklich,  dass  er  leugnet,  dass 
ein  oben  in  einen  Heber  gebohrtes  Loch  die  Flüssigkeit  auseinander  reissen 
könne  (Porta  II,  13.  14). 

Dass  nach  Heron.  Pneum.  I,  2  S.  33,  25  die  Flüssigkeit  im  Zustande 
der  Buhe  eine  kugelförmige  Oberfläche  bilde,  welche  niit  der  Erde  gleichen 
Mittelpunkt  hat,  wie  auch  Archimedes  in  seiner  Hydrostatik  {IIsqI  6%ovfiiva>v 
Kap.  2  ^lieber  die  schwimmenden  Körper')  und  schon  früher  Aristoteles  de 
coelo  B  287^  13  lehrt,  findet  Schotts  (8.  68.  88)  Billigung.  Auch  Porta 
Pneum.  I.  9  S.  14  scheint  dieser  Auffassung  zuzustimmen. 

In  Bezug  anf  die  communicirenden  Gefässe  (Heron  I,  2  S.  35  = 
S.  54  Tb.)  stimmt  Schott  S.  75  mit  Heron  überein. 

Ein  besonderes  Interesse  hatte  für  die  damalige  Zeit  auch  der  Kapsel- 
oder  Glockenheber  (Pniktös  diab6tes  Versteckter  Heber',  Her.  I,  3  S.  41 
=  S.  156  Th.),  schon  von  Philon  (3.  Jahrh.  v.  Chr.)  als  ^canalis  latens' 
in  seiner  Pneumatik  (Her.  I,  480)  erwähnt  Der  innere  Schenkel  dieses  Hebers 
(Fig.  2)  wird  durch  einen  Hohlraum  gebildet,  welcher  sich  zwischen  der 
inneren  und  der  umschliessenden  Röhre  befindet.  Schott  widmet  ihm  eine 
längere  Beschreibung  S.  95,  auch  Schwenter  S.  498.  Bekannt  Ist  er  auch 
Fludd  Macrocosm.  S.  202  und  Kaspar  Ens  S.  55. 

Dass  die  Heber,  der  gebogene  und  der  Kapselheber,  ohne  Ainsaugen 
von  selbst  zu  fliessen  beginnen,  wenn  die  Flüssigkeit  über  ihren  höchsten 
Punkt  steigt  (Her.  I,  13  S.  83  —  S.  167  Th.),  weiss  nicht  nur  Schwenter 
S.  499,  sondern  auch  Schott  S.  96.  183  und  Ens  S.  55.  Schott  fUgt  noch 
hinzu,  dass  dies  in  dem  Garten  eines  Herrn  Ajnscombe  in  Antwerpen 
bei  einem  Springbrunnen  zur  Nachahmung  von  Ebbe  und  Flut  benutzt 
worden  sei. 

Bekanntlich  ist  nach  Torricelli  (1641)  die  Ausflussgeschwindigkeit 
Yon  der  Druckhöhe  abhängig.  Will  man  daher  eine  stets  gleichmässige 
Ausfiussgeschwindigkeit  erzielen,  so  muss  man  Vorkehrungen  treffen,  um 
die  Druckhöhe  constant  zu  erhalten.  Ich  brauche  an  Mariottes  Gefäss 
nicht  zu  erinnern.  Einem  ähnlichen  Zwecke  dient  die  in  Fig.  3  dargestellte 
Heronische  Vorrichtung  (Her.  I,  4  S.  45  «»  S.  157  Tb.),  wo  die  constante 
Druckhöhe  beim  Ausflusse  aus  einem  Heber  durch  einen  mit  der  abnehmenden 
Flüssigkeit  zugleich  sinkenden  Schwimmer  herbeigeftihrt  wird,  eine  Vorrich- 
tung, an  welcher  Schott  S.  97  nichts  atiszusetzen  hat.  Die  erwähnte  Ein- 
richtung hat  Heron  in  Fig.  4  noch  dahin  umgestaltet  (Her.  op.  I,  5  S.  47 
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»  S.  158  Th.),  dass  sich  in  jedem  beliebigen  Augenblicke  die  Druckhöhe 
ändern,  d.  h.  vergrössem  oder  verringern  und  dadurch  der  Ausfluss  be- 
schleunigen oder  verlangsamen  lässt.  Auch  dies  ist  Schott  (S.  98)  aus 
Heron  bekannt. 

Heron  beschreibt  I,  6  S.  55  =  S.  160  Th.  eine  Vorrichtung,  welche 
es  ermöglichen  soll,  einen  Heber  ohne  Ansaugen  durch  ein  Inftdicht 
an  die  äussere  Hebermfindung  gehaltenes,  mit  Wasser  gefülltes  Geföss,  das 
man  sich  entleeren  lässt,  zum  Ausfluss  zu  bringen.  Dies  erklärt  Porta 
II,  3  S.  37  für  unmöglich,  und  Schott  S.  38  spricht  es  ihm  nach,  (derselben 
Meinung  ist  de  Bochas,  a.  a.  0.  S.  107.  108  Anm.)  während  ein  von  uns 
angestellter  praktischer  Versuch  sehr  wohl  die  Möglichkeit  des  von  Heron 
beschriebenen  Vorganges  dargethan  hat.  Dabei  hat  sich  auch  gezeigt,  dass 
es  nicht  erforderlich  ist,  was  jene  verlangen,  dass  das  äussere  überstehende 
Ende  des  Hebers  länger  als  der  innere  Heberschenkel  bis  zum  Wasser- 
spiegel sei. 

Das  sogenannte  Sieb  der  Vestalin  (Her.  I,  7  S.  57  =  S.  161  Th.), 
(welches  gewissermassen  als  Stechheber  dient)  nämlich  eine  am  Boden 
durchlöcherte  Hohlkugel  mit  einer  Oefinung  oben,  sei  ein  sehr  geläufiges 
Kunststück,  berichtet  Schott  S.  303.  Das  beweist  auch  die  wiederholte 
Erwähnung  bei  Schwenter  I,  494  und  Harsdörffer  II,  490.  Hier  lautet  die 
gestellte  Aufgabe  ^Wasser  in  einem  Siebe  zu  tragen'.  Die  Sache  ist  übrigens 
älter  als  Heron  und  findet  sich  schon  bei  Philon  Cap.  11  und  noch  früher. 
Ebenso  erregte  das  Interesse  Schotts  S.  315  und  Harsdörffers  S.  478  die- 
selbe Vorrichtung  mit  einer  oder  mehreren  Scheidewänden  und  mehreren 
Luftlöchern,  indem  sie  so  geeignet  war,  verschiedene  Arten  von  Flüssig- 
keiten aufzunehmen  und  nach  Belieben  ausfliessen  zu  lassen. 

Die  Zauberkanne  (Her.  I,  9  S.  67  =  S.  162.  163  Th.),  welche  mit 
Hilfe  eines  einzigen  im  hohlen  Henkel  befindlichen  Luftloches  x  (Fig.  5)  bald 
aus  dem  Baume  über  der  Scheidewand  y8  Wasser,  bald  zusammen  ein 
Gemisch  des  Wassers  mit  dem  Weine  aus  yß8^  schliesslich  reinen  Wein 
ausfliessen  lassen  soll,  hat  zwar  Harsdörffer  S.  499  keinen  Anstoss  erregt, 
wird  dagegen  von  Porta  HI,  4  S.  49  und  Schott  S.  318  als  praktisch  un- 
möglich bezeichnet,  weil  thatsächlich  eine  Vermischung  von  Wein  und 
Wasser  durch  die  siebartigen  Löcher  bei  b  unvermeidlich  ist.  Voraus- 
gesetzt, dass  dieses  Capitel  dem  Heron  und  nicht,  wie  jemand  versucht 
sein  könnte  zu  vermuthen,  einem  Interpolator  angehört,  kann  Heron  die 
Sache  nicht  praktisch  ausgeführt  haben.  Er  hätte  sonst  sehen  müssen, 
dass  unter  den  obwaltenden  umständen  stets  eine  Mischung  ausfliesst 

Eine  Compressionspumpe  ist  bei  Heron  Pneum.  I,  10  S.  75  be- 
schrieben  (Fig.  6,  der  Apparat  ist  eine  Verbindung  von  Heronsball  und 
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Compressionspumpe).  Die  Luft  trat  bei  x  ein,  indem  der  Eolbenstengel 
t/;o)  noch  etwas  über  z  zurückgezogen  wurde,  ohne  indessen  ganz  heraus- 
zutreten. Der  niedergehende  Kolben  drängte  die  Luft  durch  das  sich  nur 
nach  innen  Öffnende  Ventil  in  die  Kugel.  Im  Princip  steht  der  Apparat 
vielleicht  Boyles  Compressionspumpe  nicht  allzu  fem  (ygL  Poggendorff 
Gesch.  d,  Phys,  S.  474),  an  eine  Abhängigkeit  des  letzteren  von  Heron  ist 
freilich  nicht  zu  denken. 

Auf  Heron  Pneum.  1, 16  S.  89  =  S.  169  Th.  u.  ä.,  wo  infolge  Wasser- 
drucks durch  ausströmende  Luft  in  der  Pfeife  bei  x  ein  Ton  erzeugt  wird 
(Fig.  7),  geht  auch  Fludds  ähnlicher  Versuch  im  Macrocosmus  S.  190 
zurück. 

Die  Heronische  Einrichtung  Pneum.  I,  16  S.  91  =  S.  169.  170  Th., 
bestimmt,  mittels  Wasser-  und  Luftdrucks  den  Gesang  von  Vögeln  her- 
vorzurufen, die  aber  aufhören  zu  singen,  wenn  sich  eine  in  der  Nähe  be- 
findliche Eule  (Fig.  8)  zu  ihnen  hinwendet,  hat  ohne  Zweifel  zu  einer 
ähnlichen  Vorrichtung  (des  Salomon  de  Caus?)  Anlass  gegeben,  wie  sie 
bei  Agathus  Carlo  S.  50  des  Anhangs  beschrieben  ist.  Hier  ist  der  Vor- 
wurf ^eine  lustige  Machina,  darauf  etliche  V6gel  singen,  wann  sich  ein 
Kautz  zu  ihnen  wendet,  und  schweigen,  wann  er  sich  von  ihnen  wiederum 
abwendet'.  Die  Beschreibung  beginnt  mit  den  Worten:  ^Dieses  Werck  ist 
von  Herone  Alexandrino  vorgestellet  worden,  aber  doch  nicht  so  vieler 
Hand  V6gel,  wie  allhier'.  Porta  (S.  58)  meint  bei  dieser  und  ähnlichen 
Vorrichtungen  Herons,  dass  sie  nicht  fanctionirten.  Denn  sei  der  Druck 
des  einströmenden  Wassers  sehr  stark,  so  treibe  er  ohne  weiteres  das 
Wasser  wieder  durch  den  Heber  hinaus,  sei  er  schwach,  so  würden  die 
Pfeifen  nicht  ertönen. 

Die  „Krüge  von  Eana'^  benennt  Schott  S.  221,  an  das  bekannte 
Wunder  anknüpfend,  die  von  Heron  Pneum.  I,  23  S.  117  =  S.  176.  177  Th. 
beschriebenen  Kiüge  (Fig.  9).  Giesst  man  durch  den  Trichter  x  Wasser 
in  das  Gefäss  yd^  so  treibt  die  darin  enthaltene  Luft,  durch  die  Bohre 
fjLv^o  gedrängt,  den  im  Geisse  £^  befindlichen  Wein  durch  den  Heber  utga 
nach  aussen.  Die  Forderung  Schotts  S.  221  Anm.,  dass  xv  länger  sein 
müsse  als  tt^,  wenn  der  ganze  Wein  aus  sS  auslaufen  solle,  hat  übrigens 
Heron  erfüllt,  obwohl  es  vielleicht  nicht  nothwendig  war. 

Eine  sehr  einfiELche  Vorrichtung,  welche  nach  Heron  Pneum.  I,  32 
S.  149  «=  185  Th.  an  den  Eingängen  ägyptischer  Tempel  stand,  ist  das 
Weihbecken,  welches  nach  Drehung  des  Bades  Weihwasser  spendete, 
sobald  die  Ausflussö&ung  des  Beckens  mit  den  Löchern  t,  n  (Fig.  10)  in 
dem  beweglichen  Bohre  i/|  und  dem  unbeweglichen  l(i  correspondirten. 
£ircher  Oedip.  Aegjpt.  II,  336  und  Schott  S.  258  beschreiben  den  Apparat 
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ansführlich,  jedoch  hat  Eircher,  dem  Schott  folgt,  die  AbflussYorrichtnng 
eher  znm  Nachtheil  als  zam  Yortheil  der  Sache  geändert 

Schwenter  beschreibt  S.  544  „ein  Yass,  darauss  man  drey  unter- 
schiedliche Getränck  z&pffeip  kan,  welche  man  durch  einen  einigen  Spnnd 
fallet  und  durch  ein  einige  E6hm  wider  ausslaufien  lasset".  Diese  Vor- 
richtung findet  sich  auch  schon  bei  Bessonus  Theatr,  instrum,  prop.  XIX 
und  Ens  S.  143.  Es  ist  wahrscheinlich,  dass  sie  durch  die  allerdings 
praktischere  Vorrichtung  Herons  Pneum.  I,  33  S.  154  =  S.  186.  187  Th. 
veranlasst  ist,  welche  auch  drei  verschiedene  Flüssigkeiten  (in  die  Kammern 
|iA,  1/,  g,  Fig.  11^  aufnimmt  und  gesondert,  aber  durch  dasselbe  Ausflussrohr 
,yß  ausfliessen  lässt.  Drei  Kugeln  von  verschiedener  Grösse,  in  den  hohlen 
Kegelstumpf  ,^  Jd^  gelegt,  dienen  dazu  /y  fi  so  weit  zu  drehen,  dass  je  nach 
der  Flüssigkeit,  die  abgezapft  werden  soll,  das  correspondirende  Loch  unter 
die  entsprechende  Kammeröffnung  zu  liegen  kommt.  De  Eoohas  erwähnt 
a.  a.  0.  S.  141  Anm.  1,  dass  dieser  verstellbare,  dreifach  durchbohrCe  Kahn 
wahrscheinlich  Papin  die  Idee  des  bekannten  Vierweghahnes  eingegeben 
habe  (^il  a  probablement  inspir^  h,  Papin  rid6e  du  robinet  4  plusieuis 
fins  propos6  par  cet  Ingenieur  pour  la  machine  k  haute  pression').  In- 
dessen  findet  sich  die  doppelte  Durchbohrung  des  Hahnes  nach  Poggendorff 
Gesch.  d.  Phjs.  S.  475  schon  1685  bei  Wolferd  Senguerd  aus  Lejden. 
Ob  dieser  wenigstens  das  Princip  einer  doppelten  Durchbohrung  aus  Heron 
entnommen  hat,  ist  aber  schwer  zu  sagen,  vielleicht  sogar  unwahrscheinlich. 
Denn  im  einzelnen  weichen  die  Durchbohrungen  sehr  von  einander  ab. 

Es  scheint  eine  ziemlich  verbreitete  Meinung  zu  sein,  dass  die  in  den 
physikalischen  Lehrbüchern  erwähnten  Heronsbrunnen  imd  Heros sball 
in  Herons  Schriften  gar  nicht  vorkämen.^)  Das  ist  aber  ein  Irrthum.  Beide 
Vorrichtungen  finden  sich  in  verschiedenen  Formen.  Um  mit  dem  Heron ä> 
ball  zu  beginnen,  so  zeigt  Her.  Pneum.  II,  2,  S.  213  =  S.  196  Th., 
seine  einfachste  Form  (Fig.  12).  Man  hält  die  oben  spitz  ausgezogene 
Bohre  mit  einem  Finger  zu,  giesst  seitwärts  eine  Flüssigkeit  ins  Gefass, 
bläst  hinein  und  verschliesst  den  Hahn.  Lässt  man  dann  den  Finger  los, 
so  wird  die  Flüssigkeit  durch  den  Druck  der  comprimirten  Luft  aus- 
gespritzt. Diesen  einfachen  Heronsball  beschreibt  Schott  S.  208  nach 
Heron.  In  Verbindung  mit  mehreren  Figuren,  von  denen  wir  die  eine  mit 
einer  Flöte,  die  andere  mit  einem  verschliessbaren  Schlauche  ausgestattet 
sehen,  ist  Her.  Pneum.  II,  15,  S.  243  =  S.  205.  206  Th.  ein  Heronsball 

1)  Dieser  Meinung  sind  z.  B.  Martin  a.  a.  0.  S.  46,  M.  Cantor,  Die  römischen 
Agrinietisorenf  Leipzig  1875,  S.  18;  Heller,  Gesch,  d,  Phys.y  S.  122  und  S.  Günther, 
Ahriss  der  Geschichte  der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaften  im  Altertum, 
München  1894,  S.  265. 
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beschrieben,  ebenso  zwecks  automatischer  NachftLllung  einer  Lampe  II,  23, 
S.  271  =  S,  223  Th.  Mit  einer  Compressionspumpe  verbunden  ist  der 
Heronsball  Pneum.  I,  10  (s.  oben  S.  203  und  Fig.  6).  Auch  die  Feuer- 
spritze (Heron.  op.  I,  28,  S.  130—137  =  S.  180—182  Th.)  beruht  ja 
auf  dem  Princip  des  Heronsballs  (Taf.  3,  Fig.  13). 

Einen  einfachen  Heronsbrunnen  dagegen,  bei  welchem  die  Luft 
durch  den  Druck  einer  Wassersäule  comprimirt  wird,  zeigt  Fig.  14  (Taf. '8)  in 
Her.  Pneum.  I,  37,  S.  170  =  S.  190.  191  Th.  In  der  Basis  ist  die  obere 
Kammer  ad  durch  das  Loch  v,  welches  nach  dem  Eingiessen  luftdicht  ver- 
schlossen wird,  mit  Wasser  gefüllt.  Dann  giesst  man  ins  Becken  Wasser, 
welches  in  die  Kammer  yß  läuft  und  die  hier  befindliche  Luft  nach  aö 
drängt.  Durch  ihren  Druck  wird  darauf  das  Wasser  von  ad  in  die  sehr 
enge  Eöhre  xX(i  gepresst  und  zum  Ausfluss  gebracht.  Einen  zweiten 
Heronsbrunnen  erkennen  wir  in  Fig.  15  (Taf.  2,  Her.  Pneum.  If,  22,  S.  265 
s»  S.  222  Th.).  Die  Basis  des  Kandelabers  enthält  in  dem  oberen  Baume 
ceße^  Wasser.  Wird  das  Ventil  unterhalb  der  Scheidewand  geö£fhet,  so 
fliesst  das  Wasser  nach  yd  ei  und  drängt  die  hier  befindliche  Luft  durch 
die  Eöhre  fiv  nach  dem  Oelbehälter  xA.  Hier  drückt  dann  die  compri- 
mirte  Luft  das  Oel  in  die  Bohren  o§  und  7t  und  von  dort  in  das  Bassin 
der  Lampe.  Diese  beiden  praktischen  Verwendungen  des  Heronsbrunnens 
sind  schon  Porta  Pneum.  II,  5,  S.  29.  30  bekannt,  der  dann  im  Anschluss 
an  den  Satyrbrunnen  (Porta  Pneum.  III,  2,  S.  45.  46)  eine  etwas  compli- 
cirtere  Einrichtung  giebt  und  dabei  erwähnt,  dass  die  Vornehmen  oft  bei 
gastlichen  Gelagen  die  Einrichtung  des  Heronsbrunnens  benutzten,  um  wohl- 
riechendes Wasser  (unguentatas  aquas)  hervorsprudeln  zu  lassen,  und  dass 
andererseits  Kranke  in  grosser  Fieberhitze  ihre  Freude  daran  hätten,  wenn 
sie  sähen,  wie  Wasser  damit  ausgesprengt  werde.  Besonderes  Interesse 
für  den  Heronsbrunnen  zeigt  Schott,  der  S.  108  den  Satyrbrunnen  ^)  (aller- 
dings ohne  die  Figur  des  Satyrs),  S.  50 £f.  die  Lampe  und  S.  192  einen  an- 
deren, dem  ersten  ähnlichen  Heronsbrunnen,  schliesslich  S.  194 — 200  noch 
einige  besondere  Arten  erwähnt.  Schwenter  beschreibt  S.  490  die  Vor- 
richtung unter  der  Ueberschrift,  *dass  man  einen  Wasserfaden  von  sich 
selbs  hochspringend  machen  könne  und  ein  Mass  Wasser  eine  gantze 
Stund  springe'  und  betont  zum  Schluss:  ^Diese  Erfindung  ist  sehr  lustig 
bey  einer  Gasterey,  dann  man  solches  mit  Wein  fiUlen  und  ausslaufifen 
lassen  kan,  welcher  in  der  grosse  eines  Fadens  mit  lust  anzuschawen 
seyn  wird'.     Auch  Salomon  de  Caus  und  Athanasius  Kircher  fuhren  nach 


1)  Die  Figur  mit  dem  Schlauche  soll  nach  Heron  ein  junger  Satyr  sein,  un- 
sere Zeichnung  giebt  einen  Silen.    S.  Her.  op.  I,  171  Anm. 
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Schotts  Zeugniss  den  Heronsbrunnen  nach  Heron  an,  ebenso  schon  früher 
Cardanas  de  sübtiUtaie,^)  Porta  und  Schott  verlangen  beim  SatyrbTtmnen 
nicht  ohne  Grand,  dass  die  Röhre  f^'O*,  bezw.  die  Drackhöhe  des  ein- 
gegossenen Wassers  (Fig.  14)  länger  sei  als  die  Steighöhe  des  ansgespritzten 
Wassers  xA.fi;  denn  theoretisch  ist  zwar  die  Höhe  des  Wasseidmcks  der 
Steighöhe  gleich,  in  der  Praxis  mass  sie  aber  wegen  der  za  ttberwindenden 
Reibdng  and  des  Laftwiderstandes  grösser  sein,  als  die  FlQssigkeit  empor 
getrieben  werden  soll.^)  Beim  Kandelaber  soll  dementsprechend  statt  der 
blossen  Yentilöffnang  eine  Bohre  fast  bis  an  den  Boden  yö  führen  und  noch 
länger  sein  als  die  Röhre  £o.  Indessen  kann  das  Ventil  so  bleiben,  wenn  nni 
die  Drackhöhe  des  Wassers  die  Steighöhe  des  Oels  überwiegt.  ^  Da  der  griechische 
Text  an  einigen  Stellen  fehlerhaft  und  aach  sonst  Commandini's  üeber- 
setzang  nicht  ganz  coiTect  ist,^)  so  machte  diese  Lampe  schon  im  Aasgange 
des  16.  Jahrhanderts  einem  Bekannten  Galileis,  Alvise  Mocenigo,  Schwierig- 
keiten. Galilei,  von  ihm  am  Aaskanft  gebeten,  antwortet  ihm  am  1 1.  Janaar 
1594  aas  Padaa  in  einem  Schreiben,^)  welches  heate  in  der  ^Biblioteca 
Ambrosiana'  za  Mailand  aafbewahrt  wird.     Galilei  schreibt: 

Dalle  parole  di  V.  S.  Ecc."^*  Aas  den  Worten  Earer  Ezcellenz  and 

e  dalla  fabbrica  assai  confasa  aas  der  sehr  anklaren  Einrichtong,  welche 
posta  daHerone  al  N.  7,  yengo  Heron  za  N.  7^)  giebt,  erkenne  ich,  dass 
in  cognizione  qaella  essere  la  das  die  Lampe  ist,  deren  Constraction  Sie 
Lacema,  della  qaale  Ella  de-      wünschen;     doch    habe    loh    sie    mehrere 

1)  Hieronymi  Cardani  Mediolanensis  medici  de  sübtilitcUe  libri  XXL  Basi- 
leae  1560.    S.  89:  'Machina  Heronis'  »  HeronBbnmnen. 

2)  Die  Figur,  welche  sich  an  Heron*B  handschriftliche  Figur  anlehnt,  hätte 
das  besser  gleich  in  der  Zeichnung  zum  Ausdruck  bringen  sollen.  Es  hindert 
uns  übrigens  nichts,  uns  die  Lage  des  Schlauches  etwas  tiefer,  etwa  unterhalb  der 
Brust,  zu  denken.  Dann  functionirt  der  Apparat  yortrefflich,  wie  eine  praktische 
Ausführung  uns  wiederholt  gezeigt  hat 

3)  In  der  nach  den  Handschriften  reconstruirten  Figur  ist  das  freilich  nur  in 
Anfang  der  Fall.  Um  das  ganze  Oel  durch  den  Wasserdruck  zum  Ausfluss  za 
bringen,  müsste  eine  kleine  Aenderung  in  einigen  Dimensionen  vorgenommen  werden. 

4)  Dass  Commandini  fälschlich  'Docht'  {illvxvtov  elljchnion)  statt  ^Lampe' 
{X^Xvog  lychnos)  übersetzt,  hat  Schott  richtig  erkannt,  Porta  aber  übersehen. 
Denselben  Fehler  hat  femer  Galilei  mit  Commandini  gemein,  so  dass  es  scheint, 
als  ob  auch  Galilei  keine  griechische  Handschrift  eingesehen  habe.  Wenn  wir 
hier  die  Beziehungen  Galilei's,  der  ja  doch  vorwiegend  auch  dem  17.  Jahrhundert 
angehört,  zu  Heron  etwas  aasfflhrlicber  erörtern,  als  es  vielleicht  dem  Thema 
angemessen  erscheinen  könnte,  so  befürchten  wir  dennoch  keinen  TadeL 

6)  Abgedruckt  bei  Venturi  Memorie  e  httere  inedite  fmora  o  ditperse  di 
Galileo  Galilei,    Modena  1818.    S.  12. 

6}  Worauf  diese  Nummer  sich  bezieht,  ist  nicht  bekannt,  Termuthlicfi  auf 
Mocenigos  Brief. 
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Male  gelesen  und  weiss  schliesslich  (doch) 
nicht  ans  seinen  (Herons)  Worten  einen 
solchen  Sinn  zu  entnehmen,  dass  mir  keine 
Unklarheit  bliebe.  Aber  ohne  uns  gänz- 
lich an  alle  seine  Worte  binden  zu  wollen, 
scheint  es  mir,  dass  er  eine  ähnliche  Vor- 
richtung einführen  will  wie  die  unten  be- 
schriebene. 


sidera  la  costruzione;  perö  llio 
piü  Yolte  letta  e  finalmente 
non  so  dalle  sue  parole  trame 
tal  senso,  che  non  mi  resti 
qualche  confusione.  Ma  non 
yolendo  interamente  obbligarci 
a  tutte  le  sue  parole,  mi  pare 
che  YOglia  inferire  una  fabbrica 
simile  air  infrascritta. 

Darauf  giebt  Galilei  eine  Beschreibung  des  Leuchters  in  einer  freien, 
von  Commandini  abweichenden  lateinischen  Fassung,  welche  in  den  Be- 
merkungen zu  den  Figuren  von  Band  I  der  neuen  Heronausgabe  wieder 
zum  Abdruck  kommen  wird.  Die  von  Galilei  gegebene  Beschreibung  und 
Figur  trifft  im  wesentlichen  das  Richtige.  Man  kann  sogar  im  einzelnen 
fiir  den  griechischen  Text  (s.  Heron.  op.  I  Einleit.)  noch  eine  Verbesserung 
daraus  entnehmen.     Galilei  schliesst  seinen  Brief  mit  den  Worten: 

Questo    ^    quanto  per  ora  Das  ist  was  man  für  jetzt  mir  scheint 

mi  par  di  poter  raccorre  dalle      aus   den   Worten   Herons    erschliessen   zu 

können,  die,  wie  ich  oben  gesagt  habe, 
sehr  unklar  sind.  Und  ich  habe  es  Eurer 
Excellenz  übersenden  wollen,  damit  Sie, 
von  Ihrem  eigenen  Urtheile  unterwiesen, 
bei  anderer  Gelegenheit  vielleicht  eine 
bessere  Einrichtung  daraas  ableiten  können, 
obschon  die  beschriebene  Vorrichtung  leistet, 
was  sie  in  Aussicht  stellt 


parole  d'Herone,  come  ho  detto 
di  sopra,  assai  confuse:  e  Tho 
voluto  mandare  a  V.  S.  Ecc.°^, 
acciocche  ayyertito  dal  suo 
gindizio  possa  con  altra  oc- 
casione  cayame  forse  miglior 
costrutto;  ancorchd  la  fabbrica 
esplicata  eseguisce  quanto  pro- 


inette  la  proposta. 

Wir  möchten  wünschen,  dass  der  Text  in  der  neuen  Bearbeitung, 
wenngleich  er  nicht  tadellos  ist,  doch  nicht  mehr  so  yiel  Schwierigkeiten 
biete  wie  damals. 

Heftigen  Widerspruch  hat  Herons  saugender  Glascjlinder  Pneum. 
II,  14,  S.  239 ff.  =  S.  204.  205  Th.*)  erfahren,  zuerst  yon  Porta,  dann 
von  Schott  und  in  neuerer  Zeit  yon  de  Rochas.  In  Heron's  Vorrichtung 
(Fig.  16),  welche  im  Grunde  einen  unterbrochenen  Heber  darstellt,  sind 
die  Räume  adj  yß^  e^  gleich  gross;  aö  wird  durch  |x  mit  Wasser  gefüllt, 
yß  durch  die  Röhre  $o,  welche  bis  dicht  an  den  Boden  yon  yß  reicht. 
Oefifnet   man   die  Ausflussröhre  v,    so  fliesst  des  Wasser  aus  yß  ab,   die 

1)  Heron's  Thermoskop  Pnenm.  II,  8  haben  wir  oben  S.  171  erörtert.  Ich 
trage  hier  nar  nach,  dass  Flndd  sein  Thermoskop  bereits  zweimal  im  Macrocosmus 
S.  Bl  und  204  ohne  Gradeintheilong  beschreibt. 
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Luft  aus  B^  wandert  nach  yß,  und  aus  ad  sieigt  die  Flüssigkeit  nach  <; 
So  ist  Herons  Meinung.  Porta  dagegen  behauptet  S.  25,  dass  die  hori- 
zontale Ausflussröhre  v  durch  eine  yerticale  ersetzt  werden  mttsse,  welche 
so  viel  nach  unten  überrage,  dass  der  Ueberstand  gleich  xX  sei.  And 
Schott  meint  S.  37,  dass  nur  wenig  Wasser  aus  ad  aufsteigen  werde,  wenn 
man  nicht  nach  Porta  die  Sache  ändere.  Schliesslich  stellt  de  Bochas 
S.  165,  Anm.  2,  eine  Gleichung  auf,  durch  welche  er  zu  beweisen  sucht, 
dass  der  Ausfluss  v  als  yerticale  Bohre  so  lang  sein  müsse,  als  die  Höh« 
zwischen  der  Scheidewand  der  Basis  und  dem  Niveau  der  Flüssigkeit  in 
dem  Glascjlinder  am  Ende  der  Operation,  wenn  die  in  ßy  enthalteoe 
Flüssigkeit  völlig  ausfliessen  solle.  Ob  die  erw&hnten  Ausstellongen  be- 
rechtigt sind,  Hesse  sich  am  besten  experimentell  darthun;  leider  waren 
wir  selbst  nicht  in  der  Lage,  das  Experiment  auszuführen.  Wir  habec 
aber  einige  Zweifel  an  der  Berechtigung  der  erwähnten  Forderungen. 

Poggendorff  schreibt  in  seiner  Geschichte  der  Physik  S.  530:  *Be- 
sonders  haben  die  Werke  des  Hero  dazu  beigetragen,  die  Eenntniss  von  dar 
Spannkraft  des  Wasserdampfes  zu  erhalten  und  zu  verbreiten'.  Das  ist 
zweifellos  richtig.  Aber  schon  die  Ausdehnbarkeit  der  Luft  zog  dk 
Aufmerksamkeit  der  Physiker  auf  sich.  Sie  soll  uns  daher  zunächst  be- 
schäftigen. So  wird  von  Heron  Pneum.  I,  38,  S.  174—179  «=  S.  191, 
192  Th.  eine  Vorrichtung  beschrieben,  bei  der  durch  den  Druck  er- 
wärmter  Luft  aus  einer  geschlossenen  Engel  Wasser  in  ein  Gefte  vi 
(Fig.  17)  gedrängt  wird.  Das  GefiCäs  erlangt  in  Folge  der  dadurch  ver- 
mehrten Schwere  das  Uebergewicht,  sinkt,  dreht  die  nach  unten  verlängerten 
Thürangeln  oder  Drehpfosten  einer  Tempelthür  und  öffnet  die  beiden 
Thürflügel.  Erlischt  das  Feuer  und  zieht  sich  die  Luft  in  der  Kugel  und 
dem  Altar  wieder  zusammen,  so  fliesst  das  Wasser  aus  dem  Gefl&sse  v; 
zurück,  dieses  hebt  sich,  die  Angeln  drehen  sich  nach  der  entgegengesetzten 
Bichtung,  und  die  Thüren  werden  geschlossen.  Diese  Vorrichtung  benutzt 
Fludd  1617  in  seinem  Macrocosmus  S.  32,  um  zu  beweisen,  dass  beim 
Mangel  des  feurigen  Elementes  (absentiä  igneae  naturae)  alle  Dinge  in 
ihren  früheren  Zustand  zurückkehren,  und  ebendort  S.  203  zum  Beweise, 
dass  die  durch  die  Wärme  verdünnte  Lufb  Wasser  aus  dem  Linem  der 
Erde  auf  ihre  Oberfläche  treiben  könne.  Beide  Male  bezieht  sidi  Fludd 
auf  Heron  und  zwar  nach  Commandini;  doch  beschränkt  er  sieh  auf  die 
Vorgänge  in  dem  Altare,  der  Kugel  und  dem  Gefässe,  ohne  der  dadnrtk 
herbeigeführten  Bewegung  zu  gedenken.  Auch  Athanasius  Eircher  thi«t 
der  Heronischen  Vorrichtung  im  Oedip.  Aegypt,  11,  335  ausführlich  Er- 
wähnung und  verknüpft  damit  eine  wenig  passende  Beminiscenz  aixs 
Heron's  Automatentheater.     Ebenso    interessirt  sich  Schott  dafür  S.  24^ 
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Zu  demselben  Zwecke  wird  von  Heron  Pneum.  I,  39,  S.  179  ff. 
=»  S.  193  Th.  der  Druck  erwärmter  Luft  benutzt,  indem  sie,  in  einen 
Lederschlaach  x  (Fig.  18)  geleitet  ^  diesen  aufbläst  und  dadurch  ein  Ge- 
wicht l  hebt.  In  Folge  dessen  lässt  die  Spannung  einer  daran  gebundenen 
Kette  nach,  die  Pfosten  einer  Thür  drehen  sich,  und  die  ThürflUgel  werden 
geöffnet.  Zieht  sich  bei  der  Abkühlung  die  Luft  wieder  zusammen,  so 
faltet  sich  der  Schlauch  zusammen,  das  Grewicht  sinkt,  und  die  Thürflügel 
werden  geschlossen.  Dieses  Experiment  führt  Harsdörffer  S.  538  und  539 
an  mit  dem  Hinweis,  dass  aus  Heron  ein  ^Herr  von  Urfe  eben  diese  Er- 
findung abgesehen  und  in  seine  Astree  (?)  gebracht'  habe. 

Ein  drittes  Experiment  mit  erwärmter  Luft  hat  Heron  Pneum.  II,  3, 
S.  214—217  «»  S.  221  Th.  Eine  horizontale  Scheibe,  auf  welcher  tanzende 
Figuren  stehen,  wird  durch  die  Reaction  ausströmender  Luft  in 
Drehung  versetzt  (Fig.  19).  Von  dieser  Erscheinung  hat  Heron  allerdings 
keine  klare  Vorstellung,  sondern  nur  eine  dunkle  Ahnung.  Während  in 
Wirklichkeit,  wie  bei  der  bekannten  Segnerschen  Turbine  (1750),  die 
Drehung  dadurch  erfolgt,  dass  in  der  Richtung  der  Oeffnung  die  aus* 
strömende  Luft  keinen  Druck  ausübt,  dagegen  an  der  der  Oeffnung  dia- 
metral gegenüberliegenden  Wandung  der  Druck  wirksam  bleibt  und  so  ein 
Rückstoss  in  einer  der  Oeffnung  entgegengesetzten  Richtung  erfolgt,  meint 
Heron  irrthümlich,  dass  die  kreisende  Bewegung  durch  ein  Zurückprallen 
der  ausströmenden  Luft  von  der  Wand  des  umschliessenden  (durchsichtigen) 
Altars  hervorgerufen  werde.  Athanasius  Kircher  hält  die  Heronische  Vor- 
richtung für  unmöglich  und  zeigt  dadurch  seine  Unkenntniss  über  den  er- 
wähnten physikalischen  Vorgang.  Eircher  ersann  daher  eine  andere  Vor- 
richtung, welche  die  niederströmende  erhitzte  Luft  auf  die  in  der  äusseren 
Peripherie  eines  Rades  angebrachten  (schaufelartigen)  Zacken  drdcken  und 
so  dieses  Rad  mit  den  Figuren  in  Drehung  versetzen  Hess  (Oedip.  Aeg.  H,  337). 
Dass  Schott  S.  247  f.  Eircher  alles  gläubig^  nachschreibt,  darf  uns  nicht 
wunder  nehmen.  Wenn  Eircher  noch  hinzufügt,  dass  der  ägyptische  Eönig 
Menes  sich  über  diese  Vorrichtung  besonders  gefreut  haben  solle  und  ihr 
damit  ein  hohes  Alter  zuschreibt,  so  ist  dies  wegen  mangelnder  Quellen- 
angabe uncontrollirbar.  Und  Eirchers  wissenschaftliche  Zuverlässigkeit 
wird  bekanntlich  stark  in  Zweifel  gezogen. 

Am  meisten  hat  die  Physiker  stets  die  Spannkraft  des  Dampfes 
interessirt.  Die  Techniker  (z.  B.  M.  Rühlmann,  Allgemeine  Maschinen- 
lehre  I,  394)  sehen  wohl  auf  Herons  Dampfapparate  mit  vornehmer 
Geringschätzung  herab  und  meinen,  es  habe  Niemand  daraus  Nutzen  ziehen 
können.  Um  so  mehr  freut  uns  daher  Poggendorffs  oben  erwähnter  (S.  208) 
Ausspruch.     Dass  es  bei  Heron  physikalische  Spielereien  sind,  soll  nicht  in 

Abh.  ZOT  Gösch,  der  Mathem.    VIII.  14 
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Abrede  gestellt  werden,  aber  dass  diese  Spielereien  die  Möglichkeit  einer 
Bewegung  durch  Dampf  Yor  Augen  stellten,  kann  ernstlich  Niemand  leugnen. 
Dass  keiner  der  bekannten  älteren  Versuche  über  die  Ausnutzung  der 
Dampfkrafb  zur  Bewegung  über  das  Bekanntwerden  Yon  Herons  Pneumatik 
zurückgeht  und  mehr  als  einer  ^)  unter  ihnen  nachweislich  Ton  Heron  an- 
geregt ist,  darf  doch  nicht  ausser  Acht  gelassen  werden. 

Pneum.  U,  6,  S.  221—223  =  8.  222  Th.  wird  ein  unmittelbarer  Dampf- 
strahl benutzt,  um  einen  Ball  in  der  Luft  schweben  oder  springen  zu 
lassen  (Fig.  20). 

Allbekannt  ist  noch  heute  die  Aeolipile  (Fig.  21  und  21a). 
Der  Name  kommt  bei  Heron  selbst  nicht  vor,  sondern  bei  VitruY  1,  6,  8.  24 
ed.  Böse  (ygl.  auch  den  lateinisch-deutschen  Text  in  Heron.  op.  I,  8.  490. 
491).  VitruYS  Vorrichtung  weicht  Yon  der  Heronischen  ab.  Heron  leitet 
den  Wasserdampf  aus  einem  geheizten  Kessel  durch  eine  Bohre  in  die 
rotirende  Kugel,  während  VitruY  das  Wasser  in  die  Kugel  selbst  thut,  wie 
es  irrthümlich  Poggendorfif,  Gesch,  d.  Fhys.^  8.  1 6,  und  Frick-Lehmann,  Fkysi- 
kalische  Technik  I,  655  yon  Heron  annehmen.  Die  Drehung  der  Heronischen 
Aeolipile  wird  durch  die  Beaction  des  ausströmenden  Dampfes 
herbeigeführt.  Ob  auch  Vitruys  Aeolipile  rotirte,  ist  sehr  zweifelhaft;  denn 
VitruY  spricht  nur  von  einem  heftigen  Wehen  (Vehementem  flatum')  der 
Luft,  ohne  die  Drehung  ausdrücklich  zu  erwähnen.  Wenngleich  Jemand 
nach  dem  Zusammenhange  vermuthen  könnte,  dass  Vitruv  eine  solche  als 
selbstverständlich  voraussetze,  wofern  er  sich  die  Kugel  als  Abbild  des 
nach  antiker  Vorstellnng  sich  drehenden  Himmelsgewölbes  gedacht  habe, 
so  ist  doch  sehr  wahrscheinlich,  dass  Vitruvs  Vorrichtung  auf  Herons 
Figur  20  (ohne  den  Ball)  hinausläuft.  Das,  was  später  Ens  8.  123, 
Kircher  de  arte  magnet  IH,  2,  4,  2,  Mersenne  8.  141,  Schwenter  8.  458, 
Schott  8.  237  u.  a.  unter  Aeolipile  verstehen^  entspricht  auch  nicht  der 
Vorstellung  von  der  Aeolipile^  als  Beactionsdampfkugel,  sondern  beruht  anf 
Vitruv   und    stimmt   im  Principe   mit  Figur  20.     Eine  solche  Vitruvsche 


1)  Die  Versache  des  16.  Jahrbunderts  kommen  wohl  kaum  in  Betracht  In 
Betreff  von  Garays  Dampfschiff  (1543)  ist  die  üeberlieferang  zu  unsicher,  und 
Poggendorff  S.  629  bringt  auch  Garay  mit  Heron  in  Verbindung.  Cardano 
(HieroDjmi  Cardani  Mediolanensis  medici  de  rerum  varietate  libri  XVII.  Basileae 
1657),  der  nach  Poggendorff  S.  529  die  Aeolipile  zur  Bewegung  benutzt  haben 
soll  —  ich  habe  die  Stelle  leider  nicht  gefunden  — ,  kannte  schon  Herons  Belo- 
poiika,  Pneumatik  und  Automateutheater.  Von  diesen  Werken  schreibt  er  8. 1175: 
'Omnia  huius  autoris  (nämlich  Herone)  opera  pulcherrima  sunt'.  Dieses  Lob 
schränkt  Cardano  1560  in  der  Schrift  de  subtilitate  S.  1018  wieder  etwas  ein: 
^cuins  (n&mlich  Vitruys)  aemulus  fnit  Hero  clarissimuB  inventis,  sed  parun 
utüibus'. 
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Aeolipile  ist  es  auch,  welche  Branca^)  verwendet,  indem  er  den  Dampf- 
strahl gegen  die  Schaufeln  eines  Bades  strömen  Iftssi  Die  Maschine  des 
Salomon  de  Caus,  den  Arago  durchaus  zum  Erfinder  der  Dampfmaschine 
machen  will,  heruht  dagegen  auf  dem  Heronsballe  (vgL  Poggendorfif  S.  447 
und  Buhlmann  S.  89  6).  Als  erste  Dampfmaschine  pflegt  die  Geschichte 
der  Physik  bedingungsweise  (PoggendorfF  S.  531)  eine  Vorrichtung  von 
Giambattista  della  Porta  zu  bezeichnen,  ich  sage  bedingungsweise,  sofern 
es  gestattet  ist,  auch  jede  primitive  Vorrichtung,  welche  den  Dampf  zum 
Principe  der  Bewegung  macht,  als  Dampfmaschine  anzusehen. 

Portas  Vorrichtung  steht  nicht  im  lateinischen  Texte  seiner  Pneumatik, 
sondern  nur  in  der  italienischen  Uebersetzung  des  Escrivano  S.  75  in 
demselben  Capitel,  in  welchem  auch  Portas  Thermoskop  (s.  oben  S.  165) 
enthalten  ist.  Seine  Absicht  ist  dabei  zu  erfahren,  in  wie  viel  Luft  sich 
ein  Theil  Wasser  auflöst  (per  sapere  una  parte  di  acqua  in  quanta  di 
aria  si  risolve).  Wird  ein  theilweise  mit  Wasser  gefüllter  Kolben  erhitzt, 
so  steigt  der  sich  entwickelnde  Wasserdampf  in  ein  allseitig  luftdicht  ver- 
schlossenes GefUss  mit  Wasser  und  drückt  dieses  durch  eine  aufwärts 
steigende  Bohre  hinaus.^)  Nun  hat  ein  Franzose,  Namens  Ainger 
(s.  Libri  IV,  354),  behauptet,  Portas  Vorrichtung  sei  als  eine  grosse  Ver- 
vollkommnung einer  Heronischen  Maschine  anzusehen.  Arago,  der  1837 
über  die  Geschichte  der  Dampfmaschinen  mehrere  Aufs&tze  veröffentlicht 
hat  (s.  Libri  IV,  358),  weist  dies  dagegen  zurück.  Porta  rede  an  der 
Stelle  überhaupt  nicht  von  Heron  und  habe  in  keiner  Beziehung  eine 
Heronische  Vorrichtung  verbessern  wollen.  Wenngleich  es  nicht  zutreffend 
ist,  dass  Porta,  wie  auch  Ainger  (vgl.  oben  S.  197)  behauptet  hatte,  Herons 
Pneumatik  übersetzt  haben  soll,  so  wissen  wir  doch  zur  Genüge,  wie  sehr 
Porta  durch  Heron  beeinflusst  worden  ist.  Wir  dürfen  daher,  auch  wenn 
Porta  dies  nicht  ausdrücklich  bemerken  sollte,  annehmen,  dass  er  Hero- 
nische Vorrichtungen,  die  auch  nur  entfernt  zu  den  seinigen  in  Beziehung 
stehen,  gekannt  hat.  Auf  eine  bestimmte  Heronische  Vorrichtung  beruft 
sich  Ainger  anscheinend  nicht.  Es  lieget  uns  daher  die  Beantwortung  der 
Frage  ob,  ob  sich  bei  Heron  Analogien  zu  Portas  Dampfapparat  finden. 
Eine  eigentliche  Dampfvorrichtung  zur  Hebung  von  Wasser  oder  irgend 
einer  Flüssigkeit  hat  nun  zwar  Heron  nicht,  aber  inmierhin  eine  Vor- 
richtung, die  Porta  sehr  wohl  Anregung  gegeben  haben  und  die  er  mit 

1)  Man  findet  die  auf  die  erste  Periode  der  Geschichte  der  Dampf maauhinen 
bezüglichen  Documenta  in  ab^raichtlicher  Weise  bei  Libri  IV»  327—868  (in 
Bezug  auf  Cesariano,  Porta,  Rivault,  Salomon  de  Caus,  Branca)  znaammengesteilt. 

2)  Portas  Fignr  ist  bei  Libri  IV,  882  und  im  Längsschnitte  bei  Poggendorff, 
(TescA.  d.  Phys,,  S.  580,  wiederholt. 
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einer  anderen  Heroniscben  Vorrichtung  (Fig.  20)  in  einen  einzigen  einfachen 
Apparat  umgewandelt  haben  könnte.  In  der  Pneum.  II,  21,  S.  262—265 
=  S.  211  Th.  (Fig.  22)  enthalten  die  Behalter  oä  und  xX  Wein,  der  durch 
die  Heber  Vorrichtungen  zv^  q6  nach  aussen  geleitet  werden  soll.  Das  ge* 
schiebt  durch  erhitzte  Luft,  welche  von  d  nach  £,  Yon  da  nach  |  und  9^ 
und  hier  durch  kleine  Schlitze  in  den  Bohrwänden  in  die  Weinbebälter 
geleitet  wird.  Zuvor  soll  indessen  in  die  Bohren  etwas  Wasser  gegossen 
werden.  Es  scheint  danach  wohl  nicht  völlig  ausgeschlossen,  dass  in  der 
Bohre  auch  etwas  Dampf,  wenn  auch  nur  in  geringer  Quantität  und  mit 
geringer  Spannkraft,  sich  entwickelte.  Porta,  dem  diese  Vorrichtung  sieb  er 
aus  Commandini  bekannt  war,')  konnte,  um  den  Druck  auf  die  Flüssigkeit 
zu  erhöhen,  leicht  auf  den  Gedanken  kommen,  die  beiden  Heroniscben 
Vorrichtungen  mit  Weglassung  aller  Nebendinge  derart  zu  einer  einzigen 
umzugestalten,  dass  er  an  das  verkürzte  Steigrohr  (f^O  bez.  v|,  Fig.  22)  nach 
Fig.  20  einen  Kolben  mit  Wasser  über  einem  Feuerherde  ansetzte.  Dazu 
kommt  ein  Anklang  in  der  Ausdrucksweise  Portas  an  Heron.  Statt  zn 
sagen,  dass  das  (bei  Porta)  dem  Bohre  qc  entsprechende  Ausflussrohr  ^fast 
bis  dicht  an  den  Boden  reichen'  solle,  sagt  Porta,  es  solle  ^so  weit  vom 
Boden  abstehen,  als  zum  Durchfluss  von  Wasser  genügt'  (un  canale  tanto 
lontano  dal  fondo  quanto  basti  a  scorrer  Facqua),  wie  eben  Heron  sich 
fast  immer  auszudrücken  pflegt,  s.  Heron  op.  I,  S.  41,23.  73,1.  89,8.  93,1. 
123,6.  137,27.  165,25.  169,10.  173,5  u.  ö.  Es  ist  daher  nicht  unmöglich, 
dass  Portas  Dampfapparat  durch  Heron  beeinflusst  ist.  Aber  Bestimmteres 
lässt  sich  nicht  ermitteln.  Interesse  hatte  man  jedenfalls  in  der  Zeit  ftLr 
die  in  Fig.  22  dargestellte  Vorrichtung.  Das  beweisen  Eircher  im  Oedip. 
Aegypt.  II,  333  und  Schott  S.  245,  welche  beide  den  Apparat  mit  un- 
wesentlichen Aenderungen  ausführlich  wiedergeben. 

Einer  kritischen  Betrachtung  ist  schliesslich  Herons  Pneum.  II,  16, 
S.  246—251  =  S.  206.  207  Th.  von  Salomon  de  Gaus  nach  Schotts 
Zeugniss  S.  56  unterzogen  worden.  Nach  Heron  soll  ein  intermittirender 
Ausfluss  aus  |  (Fig.  23)  herbeigeführt  werden.  Zu  dem  Zwecke  sind  drei 
gebogene  Heber  im  Gefässe  aß  angebracht,  y  am  Boden,  d  in  halber  Höhe, 
€  in  ganzer.  Nach  dem  ersten  Eingüsse  fliesst  die  Flüssigkeit  zunächst 
durch  y  aus.  Unterbricht  man  den  Ausfluss,  so  bleibt  in  t  so  viel  Wasser 
zurück,  dass  die  untere  Oeffnung  von  y  geschlossen  bleibt,  während  der 
Heber  sonst  mit  Luft  gefüllt  ist.  Diese  verhindert  auch  beim  zweiten 
Eingiessen  «inen  Abfluss  durch  y.  Es  fliesst  also  die  Flüssigkeit  nicht 
eher  aus  aß  wieder  ab,  als  bis  die  Flüssigkeit  bis  zum  Scheitelpunkt  yon  ö 


1)  Die  figürlichen  Darstellnngen  fehlen  bei  Commandini. 
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steigt.  Aehnlich  ist  es  mit  e.  Nun  behauptet  Salomon  de  Caus,  aach  beim 
zweiten  Eingiessen  fliesse  das  Wasser  durch  y  ab,  weil  die  in  y  enthaltene 
Luft  durch  das  Wasser  aus  der  unteren  Oeffnung  hinausgedrängt  werde. 
Dieser  Behauptung  stimmt  Schott  S.  57  unbedingt  zu.  Auch  de  Eochas 
(1882)  hat,  anscheinend  unabhängig  von  den  erwähnten  Vorgängern,  S.  168 
Einspruch  erhoben  und  eine  modificirte  Einrichtung  vorgeschlagen.  Aus 
wiederholten  praktischen  Versuchen  glauben  wir  aber  entnehmen  zu  sollen, 
dass  Heron  Recht  hat,  dass  also  durch  die  Heber  /  und  6  nichts  ausfliesst, 
wenn  die  einen  Mündungen  im  Wasser  stehen  und  im  Innern  der  Heber 
sich  Luft  befindet.  Dabei  ist  es  gleichgiltig,  wie  tief  der  äussere  Heber- 
schenkel im  Wasser  steht.  Es  scheinen  uns  danach  auch  die  Yon 
de  Rochas  a.  a.  0.  gegebenen  Ansätze  mit  ihren  Folgerungen  nicht  zu- 
treffend zu  sein.  Ueberhaupt  sieht  es  bei  diesem  letzten  Beispiel  fast  so 
aus,  als  hätte  der  moderne  Physiker  die  Sache  auf  Grund  theoretischer 
Erwägung  —  de  Rochas  spricht  von  ^raisonnement'  —  behandelt,  der 
antike  Physiker  dagegen  auf  Grund  des  Experimentes.  Es  wäre  also  das 
Verhältniss  der  Antiken  und  Modernen  einmal  umgekehrt,  als  man  ge- 
wöhnlich annimmt. 

Cantor  a.  a.  0.  8.  18  behauptet,  ein  bei  Heron  beschriebener  inter- 
mittirender  Brunnen  entspreche  keineswegs  der  gleichbenannten  Vor- 
richtung unserer  physikalischen  Sammlungen.  Cantor  konnte  dies  mit 
vollem  Rechte  sagen,  denn  die  Vorrichtung,  welche  er  vermuthlich  im 
Sinne  hatte  (Heron.  Pneum.  I,  19,  S.  102—107  =  S.  173 f.  Th.),^)  ist, 
so  wie  er  sie  in  der  Pariser  Ausgabe  vorfand  und  vne  sie  in  den  Hand- 
schrifben  ttberliefert  ist,  kein  intermittirender  Brunnen  im  heutigen  Sinne. 
Allein  der  griechische  Text  ist  fehlerhaft,  und  es  bedarf  nur  einer  kleinen 
Verbesserung,  nur  der  Aenderung  eines  einzigen  Buchstabens,  um  die  Vor- 
richtung zu  einem  wirklichen  intermittirenden  Brunnen  zu  machen.  Denn 
das  sollte  er  jedenfalls  nach  Herons  Absicht  sein.  Und  Heron  ist  ver- 
muthlich durch  Philon  von  Byzanz,  von  dem  er  sich  auch  sonst  abhängig 
(s.  S.  171)  zeigt,  dazu  angeregt  worden.  Denn  dieser  hat  unter  den 
wenigen  Apparaten  seiner  Pneumatik  nicht  weniger  als  vier,  welche  im 
Principe  intermittirende  Brunnen  sind  (s.  Heron.  op.  I,  482 — 489),  dar- 
unter einen,  welcher  der  Heronischen  Vorrichtung  ziemlich  nahe  kommt. 
Am  gefölligsten  ist  unter  ihnen  die  Lampe  mit  dem  constanten 
Niveau  (Fig.  24).  Es  sei  gestattet,  sie  zum  Schlüsse  als  Anhang  an- 
zureihen,   da    derartige    Lampen    gerade   im    17.  'Jahrhundert   besonderes 


1)  Sollte  Cantor  aber  Herons  Pnenm.  I,  20,  S.  106—111  «  S.  X74.   175  Th. 
gemeint  haben,  so  trifft  sein  Ausspruch  auch  jetzt  noch  za. 
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214        Wilhelm  Schmidt:  Heron  von  Älexandria  im  17.  Jahrhundert. 

Interesse    erregten,    wie  z.  B.  bei  Porta  Pneam.  8.  54.    55,    Ens  8.  IQ 
Schott  S.  290  f.    (dieser   bezeichnet   sie   als   eine   Erfindung    des    Jesniti 
Grünberger),    Schwenter    S.  448 f.  ^)     Philons  Lampe  ghz    (Fig.   24)    wi 
dnrch  die  Znflussröhren  &e,   cd  aus  dem  Behälter,  der  Kugel  a,    mit 
gespeist.     Der  Znflnss  hört  anf,  sobald  das  Oelniveau  bis  zu  der  im  Inn 
der    Lampe    liegenden    Mündung  k    der    in    die   Kugel    eingelöteten 
steigenden  Röhre  Imn  emporsteigt.     Wird   der  Docht  angezündet  und  ( 
verbraucht,    so  bekommt  Ic  Luft.     Diese    dringt   in  die  Kugel  and   trei 
durch   ihren  Druck    so    lange    wieder  Oel   aus    dem  Beh&lter,    bis  A*  si 
abermals  schliesst.     Indem   sich  dies  je  nach  dem  Oelverbrauche    wieda^ 
holt,  erhält  sich  das  Niveau  constant  auf  gleicher  Höhe. 


1)  D'i^  von  Cardanus  de  subtüüate  S.  18  f.  beschriebene  Uacerna  mirabilis*  hi^ 
eine  abweichende  Einrichtung.  ! 
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Abb.  z.  Gesch.  d.  Math.  VIII:  Schmidt,  die  Strassb.  Münsteruhr. 


Tafel  1. 


Phot.  Jal.  M&iüM 


Au«:  Stolberg.  T.Sbamcrs  lUlereian  a  dactr.  Uünsterakr. 


HcUo^ravtrc  Obernetter.  Mttncheiv. 


DIE    STRASSBURGER  MÜNSTERUHR.       ^  . 
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8.  203. 


^g.  15.     S.  805. 
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Loria,  Dr.  Oino,  Professor  der  höheren  Geometrie  an  der  Universität 
zu  Genua,  die  hauptsächlichsten  Theorien  der  Geometrie, 
in  ihrer  früheren  und  jetzigen  Entwickelung.  Historische 
Monographie.  unter  Benutzung  zahlreicher  Zusätze  und  Ver- 
bessei-ungen  seitens  des  Verfassers  ins  Deutsche  übertragen  von 
Fritz  Schütte.  Mit  einem  Vorworte  von  Professor  R.  Sturm. 
[VI  u.  132  S.j     gr.  8.     1888.     geh.  n.  ^  3.— 

Das  Buch  führt  dem  Leser  die  hauptsfiobliofasten  UDtersaobnngsrichtungen  vor,  liefert 
ein  reichhaltiges  Verxeichnis  der  bedeutenderen  Veröffentlichungen  und  bietet  so  dem  An- 
fänger ein  Mittel,  sich  in  dem  nnennefslicben  Gebiete  der  modernen  Geometrie  leichter  surecht- 
znfluden,  während  sie  die  Vorgeschrittenen  auf  die  Probleme  hinweist,  die  der  Erledigung  harren. 
Sie  erscheint  hiermit  in  einer  mehr  sugänglicben  Übertragung  ins  Deutsche,  welche  vom  Ver- 
fasser Tielfach  yerbessert  und  erweitert  und  in  den  Litteratumaohweisen  vermehrt  worden 
ist.  Dieselbe  gliedert  sich  in  folgende  neun  Abschnitte:  I.  Die  Geometrie  vor  der  Mitte  d«s 
19.  Jahrhunderts.  IL  Theorie  der  ebenen  Kurven.  IXL  Theorie  der  OberflILohen.  IV.  Unter- 
suchungen über  die  Gestalt  der  Kurven  und  Oberflächen.  Absählende  Geometrie.  V.  Theorie 
der  Kurven  doppelter  Krümmung.  VI.  Abbildungen,  Korrespondenzen,  Transformationen. 
VII.  Geometrie  der  Geraden.  VUI.  Niohteuklidische  Geometrie.  IX.  Geometrie  von  nDimensionen. 

Rndio,  Dr.  F.,  Professor  am  Polytechnikum  in  Zürich,  Archimedej;, 
Huygens,  Lambert,  Legendre.  Vier  Abhandlungen  über  die 
Kreismessung.  Deutsch  herausgegeben  und  mit  einer  üebersicht 
über  die  Geschichte  des  Problems  von  der  Quadratur  des  Zirkels 
von  den  ältesten  Zeiten  bis  auf  unsere  Tage  versehen.  Mit  Figuren 
im  Texte.     [VHI  u.  166  S.]     gr.  8.     1892.     geh.        n.  ^  4.— 

Nachdem  durph  die  Arbeiten  von  Hermite,  Lindemann  u.a.  das  Jahrtausende  alte 
berühmte  Problem  von  der  Quadratur  des  Zirkels  seine  Erledigung  gefunden  hat,  dürfte  es 
gerechtfertigt  erscheinen,  in  einer  historischen  Zusammenfassung  die  Entwicklung  desselben 
von  den  ftltesten  Zeiten  bis  auf  unsere  Tage  zu  Tcrfolgen.  Neben  dieser  Geschichte  des  Problems 
von  der  Quadratur  des  Zirkels  legt  der  Verfasser  dem  mathematischen  Publikum  zugleich  in 
sorgfältiger  Übersetzung  diejenigen  ftlteren  Arbeiten  vor,  denen  das  Problem  eine  weithin  er- 
kennbare Forderung  verdankt  und  welche  in  der  Geschichte  desselben  geradezu  als  Marksteine 
zu  bezeichnen  sind,  die  Abhandlungen:  K^xXov  ftit^ijoig,  von  Archimedes;  De  circuli magni- 
tudine  inventa,  von  Huygens;  Vorläufige  Kenntnisse  für  die,  so  die  Quadratur  und  Bectifi- 
cation  des  Girculs  suchen,  von  Lambert;  Note,  oü  l'on  dömontre  que  le.rapport  de  la  cir- 
oonförence  au  diamötre  et  son  quarrö  sont  des  nombres  irrationnels,  von  Legendre. 

Nftheres  siehe  Teubners  Mitteilungen  1892  Nr.  8,  S.  76. 

Stäckel,  Panl,  und  Friedricll  Engel,  die  Theorie  der  Parallel- 
linien von  Euklid  bis  auf  Gauss,  eine  ürkundensammlung 
zur  Vorgeschichte  der  nichteuklidischen  Geometrie.  Mit  145 
Figuren  im  Text  und  der  Nachbildung  eines  Briefes  von  Gauss. 
[X  u.  325  S.]     gr.  8.     1895.     geh.  n.  A  d .— 

In  dem  Buche:  „Archimedes,  Huygens,  Lambert,  Legendre",  das  in  demselben  Verlage 
erschienen  ist,  hat  Herr  Rudio  gezeigt,  wie  sich  die  Erkenntnis  Ton  der  Unmöglichkeit  der 
Quadratur  des  Zirkels  allmählich  entwickelt  hat.  Etwas  Ähnliches  wollen  die  Verf.  für  die  Paral- 
lelentheorie leisten:  sie  wollen  zeigen,  wie  man  nach  und  nach  zu  der  Einsicht  gelangt  ist,  dafs 
das  elfte  Euklidische  Axiom  ein  wirkliches  Axiom,  dars  es  also  unbeweisbar  ist.  Wie  Budio 
lassen  auch  sie  die  wichtigsten  Autoren:  Euklid,  Wallis,  Sacoheri,  Lambert,  Gaufs 
selbst  reden,  indem  sie  Ihre  Betrachtungen  wörtlich  oder  in  getreuer  Übersetzung  mitteilen. 
Ein  verbindender  Text  stellt  den  Zusammenhang  zwischen  den  verschiedenen  Autoren  dar 
und  bringt,  wo  es  nötig  ist,  Erläuterungen  und  sonstige  Bemerkungen.  Aufserdem  legen  die  Verf. 
Gewicht  auf  eine  möglichst  vollständige  Zusammenstellung  der  übrigen  Litteratur  Aber  den 
Gegenstand.  Sie  schliersen  vorläufig  mit  Gaufs  ab,  weil  GauTs  der  erste  ist,  der  die  Ver- 
geblichkeit aller  Versuche,  das  elfte  Axiom  zu  beweisen,  vollkommen  klar  erkannt  hat;  die 
Fortsetzung  bilden  die  „Urkunden  zur  Geschichte  der  nichteuklidischen  Geometrie"  derselben 
beiden  Verfasser  (s.  unten). 

Die  Anordnung  des  Buches  ist,  von  minder  Wichtigem  abgesehen,  folgende: 
Es  wird  begonnen  mit  einer  Zusammenstellung  der  Sätze  Euklids,  die  zu  dem  elften 
Axiome  in  Beziehung  stehen.  In  der  Zeit  von  E  u  k  1  i  d  bis  auf  W  a  1 1  i  s  finden  sich  Äußerungen  über, 
das  Farallelenaxiom  sehr  spärlich-,  Wallis  aber  hat  schon  1663  gezeigt,  dafs  es  mit  dem 
Axiome  von  der  Existenz  ähnlicher  Figuren  gleichbedeutend  ist.  Nach  Wallis  ist  Saccheri 
zu  nennen,  der  1733  in  seinem  „Euclides  ab  omni  naevo  vindicatus"  die  zwei  Hypothesen,  die 
aufser  der  Euklidischen  noch  möglich  sind,  ziemlich  weit  verfolgt  und  ebenso  wie  später 
Lambert  zu  Resultaten  gelangt,  die  man  gewöhnlich  Legendre  zuschreibt.  Von  diesem 
Werke  des  Saccheri,    auf  das  vor  cinigeu  Jahren   Beltrami  wieder  aufmerksam    gemacht 
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hat,  wird  dai  erste  Buch  mitgeteilt.  Die  Ideen  Saccheris  hat  Lambert  in  eioem  1766  uiedar- 
g'eschTiebeneii  Aufsätze  weiterge  fahrt.  Der  Wonscb,  diesen  höchst  merkwürdigen  Anftata 
der  Vergessenheit  zu  entreilken,  ist  urspranglich  die  Veranlassung  au  dem  ganzen  unter- 
nehmen gewesen.  Den  Schiurs  des  Buches  bildet  eine  Sammlung  aller  Aufsemngen  über  das 
Faralleleoaziom,  die  sich  in  den  Werken  und  Briefen  Ton  Oaufs  finden. 

Sohliefilioh  sei  noch  bemerkt,  ä^ft  aU«  dU  Abhandtungem ,  di€  mügeteiU  wtrden,  «Mm  gams 
eltmentaren  Chürahter  tragm  und  »u  ikr^m  Vtrttändni$s«  durdktuu  keini  Kantmi»  dtr  köktrem 
Maiktmatik  «omiMMfMM. 

Stäokel,  Panl,  und  Friedricll  Engel,  Urkunden  zur  Geschichte 
der  nichteuklidischen  Geometrie  herausgegeben  von  F.  £. 
u.  F.  St.    Mit  vielen  Figuren  im  Texte.    In  2  Bänden,    gr.  8.   geh. 

I.  Nikolaj  Iwanowitsch  Lobatschefskii,  geometrische  Abhand- 
lungen,  herausgegeben  von  Friedrich  Engel,   mit  einem  Bilde 

Lobatflchefsk^S.     [unter  der  Presse.] 
n.  Wolfganff  und  Johann  Bolyai,  geometrische  üntersuchnngen, 
herausgegeben  von  Paul  Stäckel,   mit  einem  Bilde  Wolfgang 
Bolyais. 

Für  eine  Fortsetzung  des  im  Jahre  1895  erschienenen  Buches  der  beiden  Verfasser  „Vi» 
Theorie  der  ParallelUnien  ron  Bnklld  bis  auf  Gauss,  eine  Urkundensammlung  zur  Vorgeschichte 
der  nichteuklidischen  Geometrie**  kommen  in  erster  Linie  die  Schriften  Lobatsohefskija 
und  der  beiden  Boljai  In  Betracht,  in  denen  die  nichteuklidische  Geometrie  ihre  erste 
Begründung  und  DarsteUnng  gefunden  hat  und  die  in  zwei  getrennten  Bftnden  herausgegeben 
werden  aoUen. 

Der  erste  Band  ist  LobatschefskiJ  gewidmet.  Die  deutsch  oder  französisch 
geschriebenen  Abhandlungen,  die  überdies  leicht  zugänglich  sind,  bleiben  unberücksichtigt,  da 
ai%  durch  die  russisch  gescluriebenen  Abhandlungen,  die  in  der  Übersetzung  mitgeteilt  werden, 
entbehrlich  werden.  Diese  russisch  geschriebenen  Abhandlungen,  die  bisher  für  die  grofee 
Mehrzahl  der  Mathematiker  gar  nicht  Torhanden  waren,  geben ^crst  einen  Einblick  in  das, 
was  LobatschefskiJ  wirklich  gewollt  und  geleistet  hat.  Insbesondere  gilt  das  ron  der 
grofsen  Abhandlung:  „Keue  Anfangsgründe  der  Geometrie  mit  einer  Tollstftndigen  Theorie  der 
Panülelen**.  Diese  Arbeit  ist  geradezu  ein  Lehrbuch  der  Geometrie  Ton  den  ersten  AnfILngen 
an;  sie  wird  daher  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  mitgeteilt,  bis  auf  die  beiden  letzten  Kapitel, 
da  diese  nur  die  Auflösung  der  ebenen  Dreiecke  in  der  gewöhnlichen  Geometrie  und  die  Auf- 
lösung der  sphärischen  Dreiecke  zum  Gegenstande  haben.  Die  „Neuen  Antangsgrflnde**  sind 
1836 — 88  erschienen;  bei  dem  historischen  Charakter  des  Buches  durfte  jedoch  die  erste  Ver- 
dflFentlichung  Lobatschefskijs  über  den  Gegenstand  nicht  fehlen.  Es  ist  das  die  18<9 — SO 
erschienene  Abhandlung:  „Über  die  Anfangsgründe  der  Geometrie**,  die  zu  den  „Neuen 
AnfangsgrOndm**  insofern  eine  erwünschte  Krg&Dzung  bildet,  als  sie  noch  aasfBhrlioher  anf 
die  BerMhnung  der  geometrischen  Figuren  eingeht.  Dagegen  erschien  es  unnötig,  die  drei 
andern  russisch  geschriebenen  Abbandlungen  aufzunehmen;  denn  die  eine:  „Anwendung  der 
imaginären  Geometrie  anf  einige  Integrale**  fällt  ganz  in  das  Gebiet  der  Analysis,  und  die 
beiden  andern:  „Imaginäre  Geometrie**  und  „Pangeomeirie**  hat  LobatschefskiJ  selbst  in 
französischer  Bearbeitung  erscheinen  lassen.  Den  beiden  Torhin  genannten  Abhandlungen 
wird  eine  Lebensbeschreibung  Lobatschefskijs  folgen. 

Der  zweite  Band  beschäftigt  sich  mit  Wolfgang  und  Johann  BoljaL  Bei  den 
Schriften  dieser  beiden,  soweit  sie  hier  in  Betracht  kommen,  bildet  zwar  die  Sprache  kein 
Hindernis,  sie  sind  aber  trotzdem  wenig  yerbreitet  und  überdies  schon  seit  langer  Zeit  im 
Buchhandel  nicht  mehr  zu  haben;  nur  ron  der  Appendix  Johann  Boljais  giebt  es  eine 
italienische,  eine  franaösische ,  eine  englische  und  eine  magyarische  Übersetzung,  merk- 
würdigerweise jedoch  noch  keiiae  deutsche,  denn  die  Bearbeitung  Frischaufs  Termag  die 
Urschrift  nicht  zu  ersetzen. 

Es  wird  begonnen  mit  einer  ausführlichen  Lebensbeschreibung  der  beiden  Boljai, 
bei  der  eine  Beihe  wichtiger  Mitteilungen  des  Baumeisters  Franz  Schmidt  in  Budapest 
Terwertet  werden  kann.  Bs  folgt  die  bis  ror  kurzem  unbekannt  gebliebene  „Tbeorin 
parallelarum**  Wolfgang  Bolyais,  die  dieser  1804  an  Genfs  gesandt  hat,  darauf,  da  die 
einzelnen  Schriften  nach  der  Zeitfolge  ihrer  Abfassung  geordnet  werden  sollen,  die  „Appendix** 
Johann  Bolyais,  und  zwar  in  der  Urschrift  und  in  deutscher  Übersetzung.  Hieran 
schliefst  sich,  ans  dem  ersten  Bande  des  Tentamen  entnommen,  der  „Generalis  oonspectoa 
geometriae**  Wolf  gang  Bolyais,  sowie  einige  Stellen  ans  dem  zweiten  Bandle  des  Tentamen, 
aUes  ebenllzlls  in  deutscher  Übersetzung.  Den  Schlufs  bildet  der  geometrische  Teil  des  1861 
erschienenen  „Kurzen  Grundrizses**  Ton  Wolf  gang  Bolyai.  Die  in  magyarischer  Sprache 
geschriebenen  Werke  Wolf  gang  Bolyais  sind  nicht  berücksichtigt,  da  alles  Wesentliche 
bereits  in  den  mitgeteilten  Schriften  enthalten  ist. 


Zeltsclirift  fär  Matliematik  und  Pliysik.     Begründet  1856  durch 

0.  Schlörailch.  Früher  herausgegeben  von  0.  Schlömilch 
(1856—1896),  B.  Witzschel  (1856—1859),  M.  Cantor 
(1859—1896),  E.  Kahl  (1860—1892).  Gegenw&rtig  herausge- 
geben von  Dr.  R.  Mehmke  und  Dr.  M.  Cantor.  43.  Jahrgang. 
1898.     6  Hefte,     gr.   8.  n.  JK  20. — 
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